
Ν. Καραµπετάκης, Τµήµα Μαθηµατικών 
Α.Π.Θ. 1

Εισαγωγή στη Θεωρία του 
Βέλτιστου Ελέγχου

Επικ. Καθ. Ν. Καραµπετάκης

Τµήµα Μαθηµατικών, Α.Π.Θ.

Στόχος του Βέλτιστου Ελέγχου

Ο στόχος του βέλτιστου ελέγχου, είναι να προσδιορίσει 
τα σήµατα εισόδου τα οποία θα εξαναγκάσουν µια 
διαδικασία να ικανοποιήσει φυσικούς περιορισµούς και 
ταυτόχρονα να ελαχιστοποιήσει (µεγιστοποιήσει) κάποια 
κριτήρια επίδοσης.

Παράδειγµα. Ελαχιστοποίηση καυσίµων κατά την 
διάρκεια πτήσης ενός αεροσκάφους.
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∆ιατύπωση του προβλήµατος

•Μαθηµατική περιγραφή του συστήµατος

•Προσδιορισµός φυσικών περιορισµών του συστήµατος

•Προσδιορισµός των κριτηρίων απόδοσης

Μαθηµατική περιγραφή του συστήµατος –
Μη γραµµικά συστήµατα

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 2

( ), ( ), , ( ) ( ), ( ),

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
 (state vector),  (input vector),  (output vector)

( ) ( ) ( )n n n

x t a x t u t t y t c x t u t t

x t u t y t

x t u t y t
x t u t y t

x t u t y t

= =

     
     
     = = =
     
     
     

�

� � �

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 2

1 ( ), ( ), , ( ), ( ),

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
 (state vector),  (input vector),  (output vector)

( ) ( ) ( )n n n

x k T a x kT u kT T y kT c x kT u kT T

x kT u kT y kT

x kT u kT y kT
x kT u kT y kT

x kT u kT y kT

+ = =

     
     
     = = =
     
     
     

� � �

Συνεχή συστήµατα

∆ιακριτά συστήµατα
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Μαθηµατική περιγραφή του συστήµατος –
Γραµµικά συστήµατα
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Παράδειγµα

O e d

d(t)=απόσταση
a(t)=επιτάχυνση από πεντάλ γκαζιού
b(t)=επιβράδυνση από πεντάλ φρένου
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Φυσικοί περιορισµοί για διάνυσµα 
καταστάσεως

O e d

Ας θεωρήσουµε ότι το παραπάνω αυτοκίνητο ξεκινά από µηδενική 
ταχύτητα και θέλει να φτάσει και να σταµατήσει στο σηµείο e.
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Αν υποθέσουµε ότι το αυτοκίνητο δεν προσπερνά το σηµείο e και 
µετά επιστρέφει σε αυτό, έχουµε
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Φυσικοί περιορισµοί για είσοδο

O e d

•Η επιτάχυνση περιορίζεται από τις επιδόσεις της µηχανής (έστω
µέγιστη επιτάχυνση M1).
•Η επιβράδυνση περιορίζεται από τις παραµέτρους των φρένων 
(έστω µέγιστη επιβράδυνση M2).
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Κριτήριο απόδοσης

O e d

Ελάχιστη κατανάλωση καυσίµων.
Αν ο ρυθµός κατανάλωσης καυσίµων είναι ανάλογος της 
ταχύτητας και της επιτάχυνσης και έχουµε G λίτρα βενζίνης στο 
αυτοκίνητο, τότε θα πρέπει :
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Ορισµός των επιτρεπτών καταστάσεων-
εισόδων

Ορισµός. Μια είσοδος λέγεται επιτρεπτή (admissible control 
input) αν ικανοποιεί τους φυσικούς περιορισµούς της εισόδου του 
συστήµατος στο χρονικό διάστηµα 0 , ft t  

Ορισµός. Ένα διάνυσµα καταστάσεως λέγεται επιτρεπτό
(admissible state trajectory) αν ικανοποιεί τους φυσικούς 
περιορισµούς του διανύσµατος καταστάσεως του συστήµατος στο 
χρονικό διάστηµα 0 , ft t  
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Παράδειγµα επιτρεπτών-µη επιτρεπτών 
εισόδων

t0 tf

M1

t0 tf

M1

Επιτρεπτή είσοδοςΜη επιτρεπτή είσοδος

Κριτήριο απόδοσης (performance 
measure)

Για να µετρήσουµε την απόδοση του συστήµατος ποσοτικά 
ο σχεδιαστής του συστήµατος επιλέγει ένα ποσοτικό 
κριτήριο. Ως βέλτιστο έλεγχο εννοούµε την είσοδο που 
ελαχιστοποιεί (ή µεγιστοποιεί) το κριτήριο αυτό.

O e d

Αν θέλουµε το παραπάνω αυτοκίνητο να φτάσει στο 
συντοµότερο δυνατό χρόνο τότε η ποσότητα που θέλουµε 
να ελαχιστοποιήσουµε είναι η παρακάτω :

0fJ t t= −
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Προβλήµατα ελαχίστου χρόνου (minimum 
time problem)

Να βρεθεί η επιτρεπτή είσοδος που µεταφέρει το σύστηµα 
µας από µια αρχική κατάσταση σε µια τελική κατάσταση 
στον ελάχιστο δυνατό χρόνο.

Κριτήριο απόδοσης

0
0

ft

f t
J t t dt= − = ∫

Προβλήµατα ελέγχου τελικής τιµής
(terminal control problem)

Να βρεθεί η επιτρεπτή είσοδος η οποία ελαχιστοποιεί την 
την απόκλιση της τελικής τιµής του διανύσµατος 
καταστάσεως από µια επιθυµητή τιµή.

Κριτήριο απόδοσης
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ή πιο γενικά
( ) ( ) ( ) ( )f f f fJ x t r t H x t r t   = − −   

όπου Η συµµετρικός θετικά ηµιορισµένος πίνακας.

Παράδειγµα. Πορεία βαλλιστικού πύραυλου για να πετύχει 
τον στόχο του.
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Προβλήµατα ελάχιστης ενέργειας
(minimum control effort problem)

Να βρεθεί η επιτρεπτή είσοδος η οποία µεταφέρει το 
σύστηµα µας από µια αρχική κατάσταση σε µια τελική 
κατάσταση καταβάλλοντας την ελάχιστη δυνατή είσοδο.

Κριτήριο απόδοσης

( )
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όπου R συµµετρικός θετικά ορισµένος πίνακας.

Παράδειγµα. Ελάχιστα καύσιµα για την κίνηση ενός 
αεροπλάνου, αυτοκινήτου κ.λ.π..
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Ελάχιστα καύσιµα

Ελάχιστη ενέργεια

Προβλήµατα παρακολούθησης (Tracking 
problem)

Να βρεθεί η επιτρεπτή είσοδος η οποία προσπαθεί να 
διατηρήσει το διάνυσµα κατάστασης σε µια επιθυµητή 
τροχιά.

Κριτήριο απόδοσης

όπου Q συµµετρικός θετικά ορισµένος πίνακας.

Παράδειγµα. Πύραυλος που ακολουθεί τον στόχο.
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Συνδυασµός παρακολούθησης και 
ελάχιστης ενέργειας (tracking problem in 
combination with minimum control effort)

Κριτήριο απόδοσης

όπου Q,R συµµετρικά θετικά ορισµένοι πίνακες.

Παράδειγµα. Πύραυλος που ακολουθεί τον στόχο 
ξοδεύοντας τα λιγότερα καύσιµα.
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Να βρεθεί η επιτρεπτή είσοδος η οποία προσπαθεί να 
διατηρήσει το διάνυσµα κατάστασης σε µια επιθυµητή 
τροχιά καταβάλλοντας την ελάχιστη δυνατή ενέργεια.

Συνδυασµός παρακολούθησης και 
ελάχιστης ενέργειας (tracking problem in 
combination with minimum control effort)

Κριτήριο απόδοσης

όπου Q,R συµµετρικά θετικά ορισµένοι πίνακες και 
Η συµµετρικά θετικά ηµιορισµένος πίνακας.
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Αν επιπλέον θέλουµε και η τελική τιµή του διανύσµατος 
κατάστασης να είναι όσο το δυνατό πιο κοντά σε µια 
επιθυµητή τιµή, τότε το κριτήριο δίνεται παρακάτω :
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Προβλήµατα ρυθµιστή (regulator 
problem)

Πρόκειται για ειδική περίπτωση του προβλήµατος 
ανίχνευσης στο οποίο το επιθυµητό διάνυσµα κατάστασης 
είναι το µηδενικό.

Κριτήριο απόδοσης

0
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J x t x t dt = +

 ∫

όπου Q συµµετρικά θετικά ορισµένος πίνακες και Η 
συµµετρικά θετικά ηµιορισµένος πίνακας.

Το γενικό πρόβληµα της Θεωρίας 
Βέλτιστου Ελέγχου

Η είσοδος u*(t) ονοµάζεται βέλτιστος έλεγχος (optimal 
control) και το διάνυσµα καταστάσεως x*(t) ονοµάζεται 
βέλτιστη τροχιά (optimal trajectory).
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J h x t t g x t u t t dt= + ∫

Να υπολογιστεί µια επιθυµητή είσοδος u*(t) η οποία θα 
οδηγήσει το σύστηµα :

( ) ( )( ), ( ),x t a x t u t t=�

σε µια επιθυµητή τροχιά x*(t) η οποία θα ελαχιστοποιήσει 
τον παρακάτω δείκτη απόδοσης
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Παρατηρήσεις

•Υπάρχει λύση ;
•Είναι µοναδική ;
•Η u*(t) είναι βέλτιστη αν
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Μιλάµε λοιπόν για ολικό και όχι τοπικό ελάχιστο.

Παράδειγµα

O e d

Η επίλυση στο πρόβληµα που παρουσιάσαµε στην αρχή µε τις 
προϋποθέσεις για τις εισόδους (µε την προϋπόθεση ότι η µέγιστη 
επιτάχυνση είναι Μ αλλά και η µέγιστη επιβράδυνση είναι –Μ) και 
το διάνυσµα κατάστασης οδηγεί στην παρακάτω λύση :
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Παράδειγµα

O e d
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Βασικές έννοιες

1. Επίλυση συστηµάτων – ελεγξιµότητα –
παρατηρησιµότητα.

2. Θετικά-αρνητικά ορισµένοι πίνακες.

3. ∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών.

4. Βελτιστοποίηση συναρτήσεων µε ή χωρίς 
συνθήκες.

Επίλυση συστηµάτων στον χώρο των 
καταστάσεων

( ) ( ) ( )

,n n n m

x t Ax t Bu t

A R B R× ×

= +

∈ ∈

�

( ) ( ){ }
( )

1 11

0

( ) (0) ( )

(0) ( )
t A tAt

x t L sI A x sI A BU s

e x e Bu dτ

τ τ

− −

−

−

= − + − =

= + ∫



Ν. Καραµπετάκης, Τµήµα Μαθηµατικών 
Α.Π.Θ. 14

Ελεγξιµότητα

Ένα σύστηµα

( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t= +�

ονοµάζεται ελέγξιµο, αν

1 1 1(0), 0 ( ), [0, ] : ( ) 0x t u t t t x t∀ ∃ > ∧ ∈ =

Κριτήρια Ελεγξιµότητας

Το (Α,Β) είναι ελέγξιµο ανν
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Παρατηρησιµότητα

Ένα σύστηµα
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

= +

= +

�

ονοµάζεται παρατηρήσιµο, αν υπάρχει πεπερασµένος χρόνος t1≥t0

τέτοιος ώστε για κάθε αρχική κατάσταση x0:=x(t0), γνώση της εισόδου 
u(t),{t0 ≤ t≤t1}, και της εξόδου {y(t), t0 ≤ t ≤ t1} επιτρέπουν τον 
προσδιορισµό της αρχικής κατάστασης x0.

Κριτήρια Παρατηρησιµότητας
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Θεωρία Πινάκων

Έστω P,S δύο πραγµατικοί συµµετρικοί πίνακες. Εάν

0     0Ty Py y> ∀ ≠

τότε ο P ονοµάζεται θετικά ορισµένος (positive-definite matrix). Εάν

0     0Ty Sy y≥ ∀ ≠

τότε ο S ονοµάζεται θετικά ηµιορισµένος (positive semi-definite matrix).

Παρατηρήσεις. (όµοια για αρνητικά ορισµένους πίνακες)
•Αν ο S είναι θετικά ορισµένος τότε υπάρχει αντίστροφος.
•Αν ο P είναι θετικά ορισµένος και ο S είναι θετικά ηµιορισµένος τότε ο P+S 
είναι θετικά ορισµένος (αποδείξτε το).
•Ο πραγµατικός συµµετρικός πίνακας Α είναι θετικά ορισµένος (συµµετρικά 
θετικά ορισµένος) ακριβώς όταν όλες οι ιδιοτιµές του Α είναι θετικές (µη 
αρνητικές).

Θεωρία Πινάκων

Ο πίνακας P

11 12 13
11 12

11 21 22 23
21 22

31 32 33

0, 0, 0

p p p
p p

p p p p
p p

p p p

> > >

είναι θετικά ορισµένος αν

11 12 13

21 22 23

31 32 33

p p p

P p p p

p p p

=

Τα πρόσηµα αλλάζουν αντίστοιχα για θετικά ηµιορισµένους πίνακες 
ή αρνητικά ορισµένους ή ηµιορισµένους πίνακες.
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∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών

Η κλίση της συνάρτησης f σε σχέση µε το x ορίζεται ως

( ) ( )

1

2 1 2   x= x , ,...,
T

x m

m

f

x

f
df

xf x x x
dx

f

x

∂ 
 ∂
 
∂ 

 ∂∇ = =
 
 
 ∂
 
∂  

�

∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών
Ιδιότητες της κλίσης των συναρτήσεων

( )
[ ]
�

[ ]
�

21

1 2

TTT

T
cc

T TT

c c T

M x xx Mx
x Mx

x x x

x M xx Mx

Mx M x
x x

  
     ∂ ∂        ∂     = + =

∂ ∂ ∂

  
  ∂ ∂      

   = + = +
∂ ∂

���

���

( ) ( )1 1 2 2

T

m m
x c x c x c x c

c
x x

∂ ∂ + + +
= =

∂ ∂

�

Αν ο Μ είναι συµµετρικός 

( )
2

Tx Mx
Mx

x

∂
=

∂
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∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών

Ο πίνακας Hessian (hessian matrix) ή πίνακας καµπυλότητας

2 2 2

2
1 1 2 1

2 2 2
2 2

2
2 1 2 22

2 2 2

2
1 2

m

xx m

m m m

f f f

x x x x x

f f f
f f

f x x x x x
x x x

f f f

x x x x x

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂  
= = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ∂ ∂ ∂   

 
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

�

�
�

� � � �

�

Αν ο Μ είναι συµµετρικός 

( ) ( )( )2

2

TT

T
M M xx Mx

M M
x x

∂ +∂
= = +

∂ ∂ ( )2

2 2
Tx Mx

M
x

∂
=

∂

∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών

Παραγώγιση πεπλεγµένων συναρτήσεων

( ) ( ) ( )( )( ), ( ), , ,
T

T TT

f f x t y t t y t y x t t

df f y f

dx x x y

df f y f dx f y f

dt x x y dt y t t

= =

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

Μεταβολή µιας συνάρτησης εξαρτώµενης από δύο διανύσµατα

( )( ), ( )
TT

f f
f f x t y t df dx dy

x y

 ∂ ∂ 
= ⇒ = +   ∂ ∂   
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∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών

όπου ο όρος O(3) δηλώνει όρους τάξης µεγαλύτερης του 3.

Ανάπτυγµα Taylor µιας συνάρτησης

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
00

2

0 0 0 02

1
(3)

2!

T
T

x xx x

f f
f x f x x x x x x x O

x x
=

=

 ∂ ∂ 
= + − + − − +  ∂ ∂   

( )
00

2

2

1
(3)

2!

T
T

x xx x

f f
f x dx dx dx O

x x
=

=

 ∂ ∂ 
∆ = + +  ∂ ∂   

∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών

και ο πίνακας

Στατική βελτιστοποίηση

Η συνάρτηση f(x) παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο ανν υπάρχει x0 τέτοιο 
ώστε

0

0
T

x x

f

x
=

∂ 
= ∂ 

0

2

2

x x

f
K

x
=

 ∂
=  ∂ 

είναι θετικά ορισµένος.
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∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών

και ο πίνακας

Στατική βελτιστοποίηση

Η συνάρτηση f(x) παρουσιάζει τοπικό µέγιστο ανν υπάρχει x0 τέτοιο 
ώστε

0

0
T

x x

f

x
=

∂ 
= ∂ 

0

2

2

x x

f
K

x
=

 ∂
=  ∂ 

είναι αρνητικά ορισµένος.

∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών

Παρατηρήσεις

•Αν ο Κ είναι αόριστος (ούτε θετικά ορισµένος αλλά ούτε και αρνητικά 
ορισµένος τότε το σηµείο αυτό αποτελεί ένα στάσιµο σηµείο ή 
σαγµατικό σηµείο (saddle point).
•Αν ο πίνακας Κ είναι θετικά (αρνητικά) ηµιορισµένος τότε το σηµείο x0

ονοµάζεται ανώµαλο σηµείο (singular point) και απαιτείται η εξέταση 
διαφορικών όρων ανώτερης τάξης για να καθορισθεί αν το σηµείο αυτό 
αποτελεί τοπικό µέγιστο ή ελάχιστο.
•Για ολικά ακρότατα εκτός από τα παραπάνω εσωτερικά σηµεία θα 
πρέπει επιπλέον να ψάξουµε ανάµεσα σε : α) συνοριακά σηµεία του 
πεδίου ορισµού της f, και β) σε σηµεία όπου οι µερικές παράγωγοι δεν 
υπάρχουν.
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Άσκηση

Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης

( ) 2 2, 2 2 4f x y xy x y x y= − − − − +

Άρα παρουσιάζει τοπικό µέγιστο f(-2,-2)=8 εφόσον ο πίνακας Κ είναι 
αρνητικά ορισµένος.

2 2 0
2

2 2 0

f
y x

x
x y

f
x y

y

∂ 
= − − = ∂ 

⇒ = = − ∂ = − − =
∂  

2 2

2

2 2

2

2

2 1
0

1 2

x y

f f

x x y
K

f f

y x y
= =−

 ∂ ∂
  −∂ ∂ ∂   = = <   −∂ ∂  
 
∂ ∂ ∂ 

Άσκηση

Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης

( ) 2 2, 2 2 2f x y x y x y= + + − −

Στην τριγωνική πλάκα, στο πρώτο τεταρτηµόριο που περιορίζεται από 
τις ευθείες x=0,y=0,y=9-x.
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∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών

Βελτιστοποίηση µε περιορισµούς ισότητας
Να ελαχιστοποιηθεί η συνάρτηση J(x,u):Rn->R, κάτω από τους 
περιορισµούς f(x,u)=0, όπου f:^Rn->Rm και u(t) είναι το διάνυσµα 
ελέγχου και x(t) το διάνυσµα κατάστασης.

Ορίζουµε την συνάρτηση

( , , ) ( , ) ( , )TL x u J x u f x uλ λ= +

που ονοµάζεται Langrangian, ενώ η σταθερά λ∈ Rm ονοµάζεται

πολλαπλασιαστής Lagrange.

∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών

και ο πίνακας

Η συνάρτηση J(x,u), υπό τον περιορισµό f(x,u)=0 παρουσιάζει τοπικό 
ελάχιστο ανν υπάρχει x0 τέτοιο ώστε
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 ∂ ∂ ∂ είναι θετικά ορισµένος.
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∆ιαφορικός λογισµός πολλών µεταβλητών

και ο πίνακας

Η συνάρτηση J(x,u), υπό τον περιορισµό f(x,u)=0 παρουσιάζει τοπικό µέγιστο 
ανν υπάρχει x0 τέτοιο ώστε
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 ∂ ∂ ∂ είναι αρνητικά ορισµένος.

Άσκηση

πάνω στην έλλειψη

Να υπολογίσετε το µέγιστο και ελάχιστο της συνάρτησης

( ),J x y xy=

( )
2 2

, 1 0
4 9

x y
f x y = + − =
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Άσκηση

2 2
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Άσκηση
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Άσκηση

όπου ο πίνακας Q (θετικά ηµιορισµένος) και ο πίνακας R (θετικά 
ορισµένος) είναι συµµετρικοί πίνακες. Τα x,u υπόκεινται στον παρακάτω 
περιορισµό :  

Να ελαχιστοποιηθεί η τετραγωνική συνάρτηση κόστους

( )
1 1

,
2 2

, , , 0, 0

T T

n r n

J x u x Qx u Ru

x R u R f R Q R

= +

∈ ∈ ∈ ≥ >

( ), 0f x u x Bu c= + + =

Εφόσον επιλύσετε την παραπάνω άσκηση, να εφαρµόσετε τα αποτελέσµατα 
για

1 0 2 1 2 2 1
, , ,

0 2 1 1 1 0 3
Q R B c

− − −       
= = = =       − −       


