
ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΕΛΕΓΞΙΜΟΤΗΤΑΣ 
(Συστήµατα µίας εισόδου και µίας εξόδου) 

 
Έστω το σύστηµα της µορφής του χώρου των καταστάσεων: 
 

 ( ) ( ) ( )1x k Ax k Bu k+ = +  (1.1) 

 ( ) ( )y k Cx k=  (1.2) 
 

1 1, ,n n n nA B C× ×∈ ∈ ∈ ×
. 

 
Θεώρηµα. Το σύστηµα (1.1) είναι ελέγξιµο αν και µόνο αν 
υπάρχει µετασχηµατισµός οµοιότητας  
 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 ,     x k T x k x k T x k−= =  (1.3) 
 

τέτοιος ώστε οι πίνακες 1 1,  Ã T AT B T B− −= =  οι οποίοι 
περιγράφουν το σύστηµα µε άνυσµα κατάστασης το ( )x k  
 

 ( ) ( ) ( )1x k Ax k Bu k+ = +  (1.4) 
 
να έχουν την µορφή 
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                     (1.5) 
 
όπου  είναι οι συντελεστές του 
χαρακτηριστικού πολυωνύµου του 

,  0,1,2,..., 1ia i n∈ = −
A : 

 
( ) ( ) 1

1 1det ...n n
n nzI A d z z a z a z a−

−− = = + + + + 0 

Απόδειξη.  
(⇒) (δηλαδή αν το σύστηµα (1.1) είναι ελέγξιµο τότε υπάρχει 
µετασχηµατισµός οµοιότητας  

 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 ,     x k T x k x k T x k−= =  (1.6) 

 
τέτοιος ώστε οι πίνακες 1 ,  1Ã T AT B T B−= = −

0

 να έχουν την µορφή 
(1.5) 
 

  Για απλούστευση του συµβολισµού της απόδειξης έστω  έτσι ώστε 
. 

3n=
3 3 3 1,A B× ×∈ ∈

 
Από το Θεώρµα Caley-Hamilton έχουµε 

( )

1
1 1 0 ,

3 2
3 2 1 0

3 2
2 1 0 3,3

3 2 3 2
2 1 0 2 1

... 0

3,    det
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n n
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A a A a A a I A B a A B a AB a B

−
−+ + + + =

⇒ = − = + + +

+ + + =
⇒
=− − − ⇒ =− − −
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Έστω ότι επιλέγουµε τον πίνακα T  στον µετασχηµατισµό οµοιότητας 
σύµφωνα µε την σχέση 

1 2
2

2

1
: 1

1 0 0

a a
T B AB A B a P0 S

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Εξ υποθέσεως  και λόγω της µορφής 

του , , άρα  και 

2 3rank B AB A B⎡ =⎣
⎤
⎦
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⎡ ⎤
⎢ ⎥
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⎢ ⎥⎣ ⎦

3rankS = 3rankT =
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⎢ ⎥⎣ ⎦
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⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡= ⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥⎦
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= =  
 

                          AT = 1T A A T AT−⇒ =  
 
Επίσης 
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⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Άσκηση. 
Αποδείξτε το αντίστροφο. Αποδείξτε δηλαδή ότι η κανονική µορφή 
(1.5) είναι πάντα ελέγξιµη. 

Ελέγξιµη πραγµάτωση κανονικής ρητής συνάρτησης 
 

Ορισµός. ∆εδοµένης µίας κανονικής ρητής συνάρτησης ( )G z  µία 

τετράδα πινάκων  
ονοµάζεται πραγµάτωση (realization) της 

1 1, , ,n n n nA B C D× × ×∈ ∈ ∈ ∈
( )G z  αν και µόνο αν 

 

 ( ) ( ) 1
nG z C zI A B D−= − +  

 
Έστω η κανονική ρητή συνάρτηση 

( ) ( )
( )

1
1 1 0

1
1 1 0

...
, 1

...

q q
q q

n n
n

c z c z c z cn z
G z D D q n

d z z a z a z a

−
−

−
−

+ + + +
= + = + ≤ −

+ + + +
 

Πρόταση. Η τετράδα πινάκων 
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1
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0 0 1 0 0

,    0
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…
…

…
…

× ×

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ∈ = ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (1.7) 
 

1
0 1 0 0 0 ,     n

qC c c c D… … ×⎡ ⎤= ∈ ∈⎣ ⎦       

αποτελεί µια ελέγξιµη πραγµάτωση της ( )G s  η οποία είναι 
παρατηρήσηµη αν και µόνο αν τα πολυώνυµα  

( ) 1
1 1...n n

nd s s a s a s a−
−= + + + + 0  

( ) 1
1 1...q q

q qn s c s c s c s c−
−= + + + + 0  

είναι πρώτα µεταξύ τους (δεν έχουν δηλαδή κοινές ρίζες). 
 
Για την απόδειξη του παραπάνω Θεωρήµατος θα χρειαστούµε το 

 
Λήµµα. Το σύστηµα (1.1) (1.2) είναι παρατηρησηµο ανν  
 

{ } { }1 2,  , ,...,n
n

zI A
rank n z sp A

C
λ λ λ

−⎡ ⎤
= ∀ ∈ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 
Ισοδύναµα 
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{ } { }1 2

1

 ,  , ,...,n
n

n

C
CA zI A

rank n rank n z sp A
C

CA

λ λ λ

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥ −⎡ ⎤⎢ ⎥ = ⇔ = ∀ ∈ =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (1.8) 
(όπου  είναι το σύνολο των ιδιοτιµών του { } { 1 2, ,..., nsp A λ λ λ= }
A τις οποίες για απλούστευση θεωρούµε ότι έχουν όλες πολλαπλότητα 
1) 
 
Απόδειξη του Λήµµατος. 

 
Έστω ότι για  

{ } { }1 2, ,..., nz sp A λ λ λ∈ =  
 

 nzI A
rank n

C
−⎡ ⎤

<⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (1.9) 

και  

 

1n

C
CA

rank n

CA −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (1.10) 

 
 

Η (1.9) συνεπάγεται ότι 
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1
10 :  0nn

n

zI A
x x

C
×

+

−⎡ ⎤
∃ ∈ ≠ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

⇒  
 [ ] 0nzI A x Ax zx− = ⇒ =  (1.11) 

 
και 

 0Cx =  (1.12) 
 
 

Πολλαπλασιάζοντας την (1.11) µε 2, ,..., n 2A A A −  παίρνουµε 
 

2 2

3 2 2 2

1 1n n

3

Ax zx
A x AAx Azx zAx z x
A x AA x Az x z Ax z x

A x z x− −

=

= = = =

= = = =

=

 

 
Πολλαπλασιάζοντας τις παραπάνω επί C  λόγω της (1.12) 
παίρνουµε τις 

 

2 2

3 3

1 1

0
0
0

0n n

CAx zCx
CA x z Cx
CA x z Cx

CA x z Cx− −

= =

= =

= =

= =

 (1.13) 

 
   ΟΙ (1.12)(1.13) γράφονται υπό µορφή πίνακα ως 
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1

0

n

C
CA

x

CA −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (1.14) 

 

η οποία για 0x ≠  συνεπάγετε την 
 
 

 

1n

C
CA

rank n

CA −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ <
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (1.15) 

 
η οποία αντιβαίνει στην (1.10). 

 
 

Απόδειξη της Πρότασης. 
Θεωρείστε τον χαρακτηριστικό πίνακα του A : 
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και έστω ότι ( )S z  είναι το πολυωνυµικό άνυσµα 

( )
1

1

:

n

z
S z

z −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Λόγω της κανονικής µορφής του πίνακα A στην (1.7) έχουµε την 
ταυτότητα 

( ) ( )
( )

( ) ( )

0 0
0 0

1

nzI A S z d z Bd z

d z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 
η οποία γράφεται ώς 
 

( ) ( ) ( )
1 1

nzI A B S z
d z

−
− =  

 
Πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω επί C  παίρνουµε  
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και άρα οι πίνακες στην (1.7) αποτελούν πραγµάτωση η οποία είναι 
ελέγξιµη λόγω του παραπάνω Θεωρήµατος. 
 
Ορισµός. Λέµε ότι οι πίνακες της µορφής  (1.5) ευρίσκονται στην 
«κανονική µορφή ελέγξιµότητας».  

 

 Λόγω του Λήµµατος η πραγµάτωση (1.7) είναι παρατηρήσηµη ανν 

{ } { }1 2 , ,...,n
n

zI A
rank n z sp A

C
λ λ λ

⎡ ⎤−⎢ ⎥= ∀ ∈ =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

Προφανώς αν  είναι ιδιοτιµή του iλ A από την ταυτότητα 

( ) ( )
( )

( )

0 0
0 0

1

nzI A S z d z

d z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 
για  έχουµε iz λ=
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( ) ( )

( )

2

1
0 1 2 1
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0 1 0

0 0 0 1
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0 0

                          

0
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…
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λ λ

λ

−
−

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− = ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Η οποία γράφεται 

( ) ( ) 0i n iI A Sλ λ− =  

ή 
( ) ( )i iAS Sλ λ λ= i  

 
και άρα το  

( ) 2

1

1

i
n

i i i

n
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u S
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λ λ

λ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
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είναι το ιδιοάνυσµα του πίνακα A το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 

iλ . 
Βάσει του Λήµµατος η πραγµάτωση  είναι παρατηρήσηµη ανν 
 

{ } { }1 2 , ,...,i n
i n

I A
rank n sp A

C

λ
λ λ λ

⎡ ⎤−⎢ ⎥= ∀ ∈ =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
λ  

 
Ισοδύναµα η πραγµάτωση (2) είναι παρατηρήσηµη ανν 

( )

( )
( )

2

1

0 0
1

0 0

0 0
0
0

i
i n i n

i i

in
i

i

I A I A
S

C C
d
c

λ
λ λ

λ λ

λ
λ

λ
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = ≠⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⇔

 

 
( ) ( ),d z c z  δεν έχουν κοινές ρίζες, δηλαδή είναι πρώτα  

µεταξύ τους. 
 
Άσκηση. Αποδείξτε ότι ένα σύστηµα 
 

( ) ( ) ( )1x k Ax k Bu k+ = +  
 

Είναι ελέγξιµο αν και µόνο αν 
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  (1.16) [ ] { },   nrank zI A B n z sp A− = ∀ ∈
 

Άσκηση ∆ιατυπώστε και αποδείξτε τα αντίστοιχα µε τα παραπάνω 
για µια κανονική µορφή παρατηρησηµότητας 

[ ]

0

1
0

1
1

2

1

1

0 0 0
1 0 0
0 1 0 ,    

0
0

0 0 0

0

0 0 0 0 0 1 ,     

qn n n

n

n

c
c

a
a

c
A a B

a

C D

…
…
…
…
…

… …

× ×

−

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= − ∈ = ∈⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ∈ ∈  
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	Έστω το σύστημα της μορφής του χώρου των καταστάσεων:

