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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Πνιιά θπζηθά θαηλόκελα πεξηγξάθνληαη καζεκαηηθά από δηαθνξηθέο 

εμηζώζεηο είηε είλαη ζπλήζεηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο είηε δηαθνξηθέο εμηζώζεηο κε 

κεξηθέο παξαγώγνπο. Γπζηπρώο ιίγεο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο ιύλνληαη αλαιπηηθά γη 

απηό ήδε από ηηο αξρέο ηνπ αηώλα έγηλαλ πξνζπάζεηεο γηα λα βξεζνύλ αξηζκεηηθέο 

κέζνδνη επίιπζεο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. To θύξην κέξνο ηεο έξεπλαο ζηελ 

αξηζκεηηθή επίιπζε δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ μεθίλεζε από ηελ δεκηνπξγία ησλ 

πξώησλ ειεθηξνληθώλ ππνινγηζηώλ. 

  Η αξηζκεηηθή επίιπζε ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ ζπλίζηαηαη ζηελ 

θαηαζθεπή αιγνξίζκσλ θαη ζηελ ζπλέρεηα ε πινπνίεζε ηνπο κε ινγηζκηθό Η/Τ. 

Μεγάιν κέξνο ηεο έξεπλαο ζηα εθαξκνζκέλα καζεκαηηθά απνηειεί ε θαηαζθεπή 

ηέηνησλ αιγνξίζκσλ. 

      

  Οη αξηζκεηηθέο κέζνδνη επίιπζεο ζπλήζσλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ επηιύνπλ 

πξνβιήκαηα αξρηθώλ ηηκώλ πξώηεο θαη δεύηεξεο ηάμεο (όια ηα άιια πξνβιήκαηα 

αλάγνληαη ζε απηά). 

     

  Γύν κεγάιεο νκάδεο κεζόδσλ επίιπζεο δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ είλαη νη 

κέζνδνη απινύ βήκαηνο θαη νη πνιπβεκαηηθέο κέζνδνη (Multistep methods). 

Τπάξρνπλ αξθεηέο κέζνδνη απινύ βήκαηνο. Μεηαμύ απηώλ είλαη θαη νη κέζνδνη 

Runge Kutta θαη Runge Kutta Nystrom. Η κεγάιε αθξίβεηα θαη ε επθνιία εθαξκνγήο 

ησλ αιγνξίζκσλ Runge-Kutta θαη Runge Kutta Nystrom ηηο θαηαηάζζνπλ ζηηο πην 

εύρξεζηεο θαη δεκνθηιείο κεζόδνπο επίιπζεο πξνβιεκάησλ. 

ΛΕΞΕΙ ΚΛΕΙΔΙΑ 

Αξηζκεηηθή Αλάιπζε, Γηαθνξηθέο εμηζώζεηο, Nystrom, Runge Kutta, Fehlberg, 

πξνβιήκαηα αξρηθώλ ηηκώλ, Hewn
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ABSTRACT 

A lot of natural phenomena are described mathematically by differential 

equations ordinary differential equations or partial differential equations. 

Unfortunately few differential equations are solved analytically for this reason from 

the beginning of century became efforts in order to found numerical methods for the 

solution of differential equations. The main part of research in the numerical solution 

of differential equations began from the creation of first computers. 

The numerical solution of differential equations consists of the construction of 

algorithms and in continuation their realization with computational PC. Big part of 

research in the applied mathematics constitutes the construction of such algorithms. 

The numerical methods of solving ordinary differential equations which solve 

problems with initial conditions first and second order (all the other problems are 

reduced in such problems). 

Two big categories of methods for the solution of differential equations are the 

methods of simple step and the Multistep methods. There are several single steps 

methods. Among them are the methods of Runge Kutta and Runge Kutta Nystrom. 

The big precision and the facility of application of algorithms Runge-Kutta and Runge 

Kutta Nystrom classify them in the most useful and popular methods of solving such 

problems. 

KEY WORDS 

Numerical Analysis, Differential equations, Nystrom, Runge Kutta, Fehlberg, 

problems of initial prices, Hewn 
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Δπραξηζηώ πνιύ ηελ επηβιέπνπζα θαζεγήηξηα κνπ θ. Γνπζίδνπ-Κνπηίηα Μαξία πνπ 

κνπ έδσζε αξρηθά ην θίλεηξν γηα ηελ παξνύζα εξγαζία θαη γηα ηελ πνιύηηκε βνήζεηα 

ηεο ζηε ζπγγξαθή θαη παξνπζίαζε ηεο! 
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Αθηεξώλεηαη, ζηνπο γνλείο κνπ 

 θαη ζηνλ αδεξθό κνπ. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 

ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΕ ΜΕΘΟΔΟΙ ΓΙΑ ΣΗ ΛΤΗ ΚΑΝΟΝΙΚΩΝ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ 

ΕΞΙΩΕΩΝ 

1.1 Η ΔΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΩΗ ΚΑΙ Ο ΣΡΟΠΟ ΕΠΙΛΤΗ ΣΗ 

Οξηζκόο 1.1.1:  

 

Μηα δηαθνξηθή εμίζσζε είλαη κία εμίζσζε όπνπ εκθαλίδεηαη κία άγλσζηε ζπλάξηεζε 

καδί κε ηηο αληίζηνηρεο θ-ηάμεο παξαγώγνπο ηεο. Η ιύζε απηήο ηεο δηαθνξηθήο 

εμίζσζεο είλαη κηα ζπλάξηεζε πνπ επαιεζεύεη ηελ εμίζσζε καο. 

Πξόηαζε 1.1.1:  

Μηα γξακκηθή δηαθνξηθή εμίζσζε πξώηεο ηάμεο είλαη κηα δηαθνξηθή εμίζσζε ηεο 

κνξθήο , όπνπ p θαη q είλαη γλσζηέο ζπλαξηήζεηο ηεο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο ρ πνπ είλαη ζπλερείο ζε έλα δηάζηεκα ηεο πξαγκαηηθήο 

επζείαο. 

Οη ιύζεηο ηεο γξακκηθήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο πξώηεο ηάμεο δίλνληαη από ηνλ ηύπν  

 ,     (1.1) 

όπνπ c ζηαζεξά. 

Απόδεημε: 

Πνιιαπιαζηάδνληαο θαη ηα δύν κέιε ηεο  κε  ,  

 

παίξλνπκε   ή 

 

Έηζη, έρνπκε , όπνπ c είλαη κηα απζαίξεηε 

 ζηαζεξά. 

 

Παξάδεηγκα 1.1.1: 

 

Η δηαθνξηθή εμίζσζε  είλαη πξώηεο ηάμεο ε νπνία είλαη ηεο κνξθήο: 

 

. 

 

Άξα έρνπκε . 
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Έηζη όιεο νη ιύζεηο ηεο πεξηγξάθνληαη ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν 1.1: 

 

]=  

 

Δπνκέλσο έρνπκε  

Παξάδεηγκα 1.1.2: 

Η δηαθνξηθή εμίζσζε  είλαη πξώηεο ηάμεο ε νπνία είλαη ηεο 

κνξθήο: 

. 

Άξα έρνπκε  

Έηζη όιεο νη ιύζεηο ηεο πεξηγξάθνληαη ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν 1.1: 

 

  

  

Άξα,  

Παξαηεξνύκε όηη πήξακε ζεηηθέο ηηκέο γηα ην ζπλεκίηνλν νπόηε δε ρξεηάδεηαη λα 

βάινπκε απόιπην κέζα ζηνλ ινγάξηζκν. 

Παξάδεηγκα 1.1.3: 

Η δηαθνξηθή εμίζσζε  επηιύεηαη 

όπσο ηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο πξώηεο ηάμεο κε ηε δηαθνξά όηη έρνπκε αξρηθέο 

ζπλζήθεο νη νπνίεο ζα καο βνεζήζνπλ γηα λα εληνπίζνπκε ηελ αθξηβή ηηκή ηεο 

απζαίξεηεο ζηαζεξάο c. 

Έηζη έρνπκε: Αξρηθά δηαηξνύκε παληνύ κε ρ θαη ε δ. ε. παίξλεη ηε κνξθή:  

  

 

Έηζη, όιεο νη ιύζεηο ηεο είλαη  
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Άξα,  

    

Οπνύ c απζαίξεηε ζηαζεξά θαη γηα x>0 έρνπκε: 

 

Έρνπκε: y(1)=0 

Άξα,  

 

Άξα,  
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ΥΡΗΗ ΣΟΤ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΣΟ MATLAB ΓΙΑ ΣΗΝ ΔΠΑΛΗΘΔΤΗ ΣΩΝ 

ΛΤΔΩΝ ΣΩΝ ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑΣΩΝ 

Παξάδεηγκα 1.1.1: 

>> dsolve('Dx=e^t+x') 

 ans = 

 1/(log(e)-1)*e^t+exp(t)*C1 

Παξάδεηγκα 1.1.2: 

dsolve('Dy=-tan(x)*y+sin(x)') 

ans = 

 cos(x)*exp((-tan(x)*t*cos(x)+sin(x)*t)/cos(x))+exp(-tan(x)*t)*C1 

Παξάδεηγκα 1.1.3: 

dsolve('Dy=-2*(y/x)-(1/x)' , 'y(1)=0') 

ans = 

-1/2+1/2*exp(-2/x*t)/exp(-2/x)
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1.2 ΤΠΑΡΞΗ ΚΑΙ ΜΟΝΑΓΙΚΟΣΗΣΑ ΛΤΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ ΑΡΥΙΚΗ 

ΣΙΜΗ ΓΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΔΞΙΩΔΩΝ 

Οξηζκόο 1.2.1 

Μηα ζπλάξηεζε f(x,y) ηθαλνπνηεί κία ζπλζήθε Lipschitz σο πξνο ηε κεηαβιεηή y 

πάλσ ζην ζύλνιν D R
2
 αλ ππάξρεη κία ζηαζεξή L>0 πνπ λα ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε 

 

|f(x,y1)-f(x,y2)|≤L|y1-y2|                                          ∀ (x,y1),(x,y2)∈D 

Η ζηαζεξή L θαιείηαη ζηαζεξή Lipschitz γηα ηελ f. 

Οξηζκόο 1.2.2 

Έλα ζύλνιν D R
2 

θαιείηαη θπξηό αλ γηα θάζε (x1,y1),(x2,y2) D ην ζεκείν  

((1-ι)ρ1+ιρ2,(1-ι)y1+ιy2) αλήθεη επίζεο ζην D  ι  κε 0 . 

Θεώξεκα 1.2.1 

Αλ f(x,y) νξίδεηαη πάλσ ζε έλα θπξηό ζύλνιν D R
2
 θαη αλ ππάξρεη ζηαζεξή L>0 

ηέηνηα ώζηε  

 

ηόηε ε f ηθαλνπνηεί κία ζπλζήθε Lipschitz ζην D σο πξνο ηελ κεηαβιεηή  y κε 

ζηαζεξή Lipschitz L. 

Θεώξεκα 1.2.2 

Αλ D={(x,y)/ a  θαη f(x,y) ζπλερήο ζην D θαη ηθαλνπνηεί κία 

ζπλζήθε Lipschitz ζην D σο πξνο y, ηόηε ην πξόβιεκα αξρηθήο ηηκήο  

 y’=f(x,y),   a , y(a)=y0 

έρεη κηα κνλαδηθή ιύζε y(x) γηα a  

Οξηζκόο 1.2.3 

Σν αξρηθό πξόβιεκα y’=f(x,y),  a y(a)=y0 ιέγεηαη όηη είλαη θαιά 

ηνπνζεηεκέλν αλ: 

I. Τπάξρεη κία κνλαδηθή ιύζε y(x) ηνπ πξνβιήκαηνο  

II. Τπάξρεη ε>0 κε ηελ ηδηόηεηα όηη ππάξρεη κία κνλαδηθή ιύζε, u(x) ηνπ 

πξνβιήκαηνο  
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u’=f(x,y)+δ(x), a u(a)=y0+ε0 

γηα θάζε |ε0|<ε θαη |δ(x)|<ε   

III. Τπάξρεη θ>0 έηζη ώζηε  

|u(x)-y(x)|<θε   

Σν πξόβιεκα ηεο δεύηεξεο παξαηήξεζεο θαιείηαη δηαηαξαγκέλν πξόβιεκα ηνπ 

αξρηθνύ πξνβιήκαηνο ηνπ ζεσξήκαηνο 2. 

Θεώξεκα 1.2.3 

Αλ D={(x,y)/ a ην πξόβιεκα αξρηθήο ηηκήο ηνπ ζεσξήκαηνο 2  

y’=f(x,y),   a , y(a)=y0 

είλαη θαιά ηνπνζεηεκέλν αξθεί ε f λα είλαη ζπλερήο θαη λα ηθαλνπνηεί κία ζπλζήθε 

Lipschitz σο πξνο y ζην D. 

ΔΤΣΑΘΔΙΑ  

Οξηζκόο 1.2.4 

Μηα κέζνδνο εμίζσζεο δηαθνξώλ κε ηνπηθό ζθάικα απνθνπήο εi ζην i-βήκα ηεο 

κεζόδνπ ιέγεηαη όηη είλαη ζπλεπήο κε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε πνπ πξνζεγγίδεη αλ  

  

Οξηζκόο 1.2.5 

Μία κέζνδνο εμίζσζεο δηαθνξώλ ιέκε όηη είλαη ζπγθιίλνπζα σο πξνο ηε δηαθνξηθή 

εμίζσζε πνπ πξνζεγγίδεη αλ  

  

όπνπ y(xi) είλαη ε αθξηβήο ηηκή ηεο ιύζεο ζην xi θαη yi ε πξνζεγγηζηηθή πνπ 

ιακβάλεηαη από ηε κέζνδν ησλ δηαθνξώλ ζην i-βήκα. 

Οξηζκόο 1.2.6 

Μία κέζνδνο εμίζσζεο δηαθνξώλ πνπ πξνζεγγίδεη κία δηαθνξηθή εμίζσζε είλαη 

επζηαζήο όηαλ κηθξέο αιιαγέο ή δηαηαξαρέο ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο παξάγνπλ 

αληίζηνηρα κηθξέο αιιαγέο ζηελ αθνινπζία ησλ πξνζεγγίζεσλ. 

Θεώξεκα 1.2.4 

Αλ ην πξόβιεκα αξρηθήο ηηκήο  

 y’=f(x,y),   a , y(a)=y0 
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πξνζεγγίδεηαη από κία κέζνδν δηαθνξώλ ηεο κνξθήο  

 yi+1=yi+hθ(xi,yi,h) 

θαη ε θ(x,y,h) ηθαλνπνηεί κία ζπλζήθε Lipschitz σο πξνο y ζην D 

 D={(x,y,h)/ a , } 

ηόηε ε κέζνδνο είλαη επζηαζήο. 

Μία εμίζσζε, πνπ πεξηιακβάλεη κία ζρέζε κεηαμύ κίαο άγλσζηεο 

ζπλάξηεζεο y θαη κίαο ή πεξηζζνηέξσλ παξαγώγσλ ηεο, θαιείηαη δηαθνξηθή εμίζσζε. 

Μηα θαλνληθή δηαθνξηθή εμίζσζε ηάμεο n έρεη ηε κνξθή: 

 f(x,y, ,     (1) 

όπνπ =y
(n)

 είλαη ε n-νζηή παξάγσγνο ηεο y. 

  Η ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο (1) είλαη κία ζπλάξηεζε y(x) πνπ ηθαλνπνηεί 

ηελ (1), δειαδή: 

 f(x,y(x), ,   (2) 

θαη είλαη θαλεξό όηη ε ζπλάξηεζε y(x) πξέπεη λα είλαη n-θνξέο παξαγσγίζηκε. 

 Όηαλ εθηόο από ηελ δ. ε. (1) καο δνζνύλ θαη νη αξρηθέο ζπλζήθεο  

y(x0)=y0, y’(x0)=y’0 , y’’(x0)=y’’0 ,…, (x0)=   (3) 

ηόηε ιέκε όηη έρνπκε έλα πξόβιεκα αξρηθώλ ηηκώλ θαη ζ’ απηό αληηζηνηρεί, κε 

θαηάιιειεο πξνϋπνζέζεηο, κία κνλαδηθή ιύζε. 

 Όηαλ νη παξαπάλσ ζπλζήθεο (3) αλαθέξνληαη ζε πεξηζζόηεξα από έλα ζεκεία 

θαη όρη κόλν ζην x0 ηόηε νη ζπλζήθεο ιέγνληαη οριακές σσνθήκες θαη ην πξόβιεκα  

πρόβλημα οριακών σσνθηκών. 

 Πνιιά πξνβιήκαηα ησλ Θεηηθώλ Δπηζηεκώλ κπνξνύλ λα θαηαιήμνπλ ζε 

δηαθνξηθέο εμηζώζεηο πνπ ε εύξεζε ηεο ιύζεο ηνπο αλαιπηηθά είηε είλαη επίπνλε θαη 

αξθεηά δύζθνιε είηε ε ιύζε ε ίδηα απηή θαζ’ απηή είλαη αξθεηά πεξίπινθε ώζηε 

θαζηζηά ηελ εύξεζε ησλ ηηκώλ ηεο ιύζεο ζε νξηζκέλα ζεκεία αξθεηά δύζθνιε. Γηα 

ην ζθνπό απηό επηλνήζεθαλ νη αξηζκεηηθέο κέζνδνη ππνινγηζκνύ ηεο ιύζεο y(x) κηαο 

δηαθνξηθήο εμίζσζεο ηεο κνξθήο (1) κε αξρηθέο ζπλζήθεο (3) ώζηε ε ιύζε λα είλαη 

κνλαδηθή. 
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 Κάζε δ. ε. ηεο κνξθήο (1) κπνξεί λα θαηαιήμεη ζε ζύζηεκα n δηαθνξηθώλ 

εμηζώζεσλ 1
εο

 ηάμεο. Απηό πεηπραίλεηαη κε ηηο αληηθαηαζηάζεηο:  

 

 

 

 

 

 

 

(4) 

Σν ζύζηεκα (4) είλαη ηζνδύλακν κε ηελ εμίζσζε (1). Έηζη, νη αξηζκεηηθέο κέζνδνη 

πνπ ζα αλαπηπρζνύλ ζα αθνξνύλ ηηο δ. ε. 1
εο

 ηάμεο ηεο κνξθήο: 

 y’=f(x,y), y(x0)=y0    (5) 

πνπ κπνξνύλ λα γεληθεπηνύλ θαη γηα ζπζηήκαηα δ. ε. 1
εο

 ηάμεο ηεο κνξθήο (4). 

 Τπάξρνπλ αξθεηέο θαιέο κέζνδνη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο ιύζεο y(x) ηεο δ. ε. 

(5) ζε δηαδνρηθά ηζαπέρνληα ζεκεία x0,x1,…,xn,…, κε βήκα h, πνπ κε ηε βνήζεηα ησλ 

ππνινγηζηώλ πεηπραίλνπκε κε επηζπκεηή αθξίβεηα ηε ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο. 

 Η αξηζκεηηθή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο αξρηθώλ ηηκώλ (5) ζε θάπνην δηάζηεκα 

[a,b] ζπλίζηαηαη ζηελ εύξεζε ησλ ηηκώλ ηεο ιύζεο y(x) ζηα ηζαπέρνληα ζεκεία 

xi=x0+ih ,i=1,2,…,n, πνπ νη ηηκέο απηέο ππνινγίδνληαη από θάπνηα αξηζκεηηθή 

κέζνδν. 

 Αλ ζπκβνιίζνπκε κε yip ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο ηεο ιύζεο ζηα ζεκεία xi, 

i=0,1,…,n, πνπ παίξλνπκε κε θάπνηα αξηζκεηηθή κέζνδν θαη κε yia ηηο ηηκέο ηεο 

αθξηβνύο ιύζεο πνπ πξνθύπηεη ιύλνληαο ηελ (5) αλαιπηηθά (όπσο ππνδείμακε ζηελ 

πξώηε ελόηεηα απηνύ ηνπ θεθαιαίνπ), ηόηε ιέκε όηη ην ηνπηθό ζθάικα απνθνπήο ζην 

δηάζηεκα [xi-1,xi] ζα είλαη Ei=|yia-yip|θαη ην νιηθό ζθάικα πνπ γίλεηαη κέζα ζην 

δηάζηεκα [a,b] ζα είλαη ην άζξνηζκα ησλ παξαπάλσ ζθαικάησλ: 

 Δνι=                                            (6) 

 Οη ηύπνη ηεο αξηζκεηηθήο ιύζεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο πξώηεο ηάμεο ηεο 

κνξθήο (5) ρσξίδνληαη ζε δύν θαηεγνξίεο: 

I. ’ απηνύο πνπ γηα ηνλ ππνινγηζκό ελόο yi ρξεζηκνπνηνύλ κόλνλ ηελ ακέζσο 

πξνεγνύκελε ηηκή, ηελ yi-1 γηα απηό θαη ιέγνληαη ηύπνη απινύ βήκαηνο θαη 
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II. ’ απηνύο πνπ γηα ηνλ ππνινγηζκό ελόο yi ρξεζηκνπνηνύλ ηηο ηηκέο ησλ yi-1,yi-

2,yi-3,… γηα απηό θαη νη ηύπνη απηνί θαινύληαη ηύπνη πνιιαπινύ βήκαηνο. 

 

 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 

ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΕ ΜΕΘΟΔΟΙ ΓΙΑ ΣΗ ΛΤΗ ΚΑΝΟΝΙΚΩΝ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ 

ΕΞΙΩΕΩΝ ΠΡΩΣΗ ΚΑΙ ΔΕΤΣΕΡΗ ΣΑΞΗ 

2.1 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΣΩΝ ΜΕΘΟΔΩΝ ΠΡΩΣΗ ΣΑΞΗ 

2.1.1 Μέζνδνο Euler 

Αλ y(x) είλαη ε αθξηβήο ιύζε ηεο δ. ε. (5) ηόηε από ηνλ νξηζκό ηεο παξαγώγνπ ηεο 

ζπλάξηεζεο y(x) έρνπκε: 

 

Θεσξώληαο ην h πνιύ κηθξό κπνξνύκε από ηνλ παξαπάλσ ηύπν λα πάξνπκε 

πξνζεγγηζηηθά: 

 

Ή 

 

 Η (8) μεθηλώληαο κε x=x0 γίλεηαη: 

 

ζην επόκελν βήκα ζα είλαη: 

 

……………………… 

θαη γεληθόηεξα 
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κε , όπσο πξνθύπηεη από ηελ (5) θαη xn=x0+nh. 

Η κέζνδνο απηή όπνπ θάζε ηηκή yn+1 δίλεηαη από ηελ πξνεγνύκελε ηεο yn δηα 

κέζνπ ηνπ ηύπνπ (9) θαιείηαη κέζνδνο ηνπ Euler. Η κέζνδνο απηή είλαη ε πην παιηά 

γηα ηελ αξηζκεηηθή επίιπζε δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ αιιά είλαη θαη ε ιηγόηεξν 

αθξηβήο, γη’ απηό απνθεύγεηαη ζπλήζσο ζηηο πξαθηηθέο εθαξκνγέο.  

  Όκσο είλαη θαη ε κνλαδηθή κέζνδνο πξώηεο ηάμεο πνπ γλσξίδνπκε θαη ζα 

αζρνιεζνύκε ζε απηή ηελ εξγαζία. 

 Αλ ya(x) είλαη ε αθξηβήο ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο (5) θαη κε yip 

ζπκβνιίζνπκε ηηο πξνζεγγηζηηθέο ηηκέο ηεο ιύζεο ζηα ζεκεία ρi, i=0,1,2,3,…, ηόηε ην 

ηνπηθό ζθάικα απνθνπήο ζα είλαη ε δηαθνξά: 

 

Θεώξεκα 2.1.1 

Αλ ε παξάγσγνο ηεο f(x,y) σο πξνο y ηθαλνπνηεί ηελ αλίζσζε: 

 

ην δηάζηεκα [x0, xn], όπνπ Μ είλαη κηα ζεηηθή ζηαζεξή θαη ε δεύηεξε παξάγσγνο ηεο 

αθξηβνύο ιύζεο ya(x) ηθαλνπνηεί ηελ: 

 

ζην δηάζηεκα [x0, xn], όπνπ L επίζεο ζεηηθή ζηαζεξή, ηόηε απνδείρλεηαη όηη ην ηνπηθό 

ζθάικα απνθνπήο εi ηεο κεζόδνπ Euler ζην ζεκείν xi=x0+ih είλαη κηθξόηεξν ή ίζν 

από ηελ πνζόηεηα: 

 

Γειαδή, ην ζθάικα απνθνπήο ζηε κέζνδν ηνπ Euler είλαη ηεο ηάμεο O(h) ή c∙h, όπνπ 

c ζηαζεξή θαη ην ζθάικα απηό ηείλεη ζην κεδέλ όηαλ h  

Παξάδεηγκα 2.1.1 

Να ιπζεί ε δηαθνξηθή εμίζσζε y’=2x-y, y(0)=1, από x=0 κέρξη x=1 κε h=0.25, 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ κέζνδν Euler. 

Λύζε 
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Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ηύπν (9) θαη επνκέλσο επεηδή έρνπκε βήκα h=0.25 θαη ην 

ρ αλήθεη ζην δηάζηεκα [0,1] ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ παξαπάλσ ηύπν γηα 4 

επαλαιήςεηο. 

Σα ρ0 θαη  y0 πξνθύπηνπλ από ηηο αξρηθέο ηηκέο.  

Γειαδή είλαη: 

ρ0=0 

θαη 

y0=1 

Οη επόκελεο ηηκέο ησλ 4 επαλαιήςεσλ ππνινγίζηεθαλ ζην matlab(ππάξρεη ν 

αληίζηνηρνο θώδηθαο ζην παξάξηεκα) θαη θαίλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

i x(i) y(i) 

0 0 1 

1 0,25 0,75 

2 0,5 0,6875 

3 0,75 0,765625 

4 1 0,94921875 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ην ζθάικα ζα πξέπεη αξρηθά λα ππνινγίζνπκε ηελ 

θαλνληθή ιύζε ηεο δηαθνξηθήο καο εμίζσζεο. Απηή εύθνια δηαπηζηώλεηαη όηη είλαη ε 

αθόινπζε: 

 

Σώξα γηα λα παξαηεξήζνπκε πόζν ηθαλνπνηεηηθή θαη αθξηβήο είλαη ε 

παξαπάλσ κέζνδνο ζα ππνινγίζνπκε ην αληίζηνηρν ζθάικα πνπ πξνθύπηεη αθνύ 

πξώηα βξνύκε ηηο αθξηβείο ηηκέο. 
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 Αλ ζπκβνιίζνπκε κε g(x) ηηο αθξηβήο ιύζεηο ηεο δηαθνξηθήο καο εμίζσζεο 

ηόηε ην αληίζηνηρν ζθάικα εκθαλίδεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα θαη ην ζπκβνιίδνπκε 

κε Δ. 

i x(i) y(i) g(i) E 

0 0 1 1,000000000000000 0 

1 0,25 0,75 0,836402349214215 0,086402349 

2 0,5 0,6875 0,819591979137900 0,132091979 

3 0,75 0,765625 0,917099658223044 0,151474658 

4 1 0,94921875 1,103638323514320 0,154419574 

 Παξαηεξνύκε όηη έρνπκε αξθεηά κεγάιεο απνθιίζεηο θαη απηό εμεγείηαη από 

ην γεγνλόο όηη έρνπκε αξθεηά κεγάιν βήκα. 

Γηα ηνλ ιόγν απηό ζα μαλά ιύζνπκε ην παξαπάλσ παξάδεηγκα κε κηθξόηεξν βήκα θαη 

ζπγθεθξηκέλα h=0.1.  

Οη ηηκέο ηεο πξνζέγγηζεο καο δίλνληαη από ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

i x(i) y(i) 

0 0 1,000000000000000 

1 0,1 0,900000000000000 

2 0,2 0,830000000000000 

3 0,3 0,787000000000000 

4 0,4 0,768300000000000 

5 0,5 0,771470000000000 

6 0,6 0,794323000000000 

7 0,7 0,834890700000000 
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8 0,8 0,891401630000000 

9 0,9 0,962261467000000 

10 1 1,046035320300000 

 

  Σώξα αλ ζέζνπκε κε g(x) ηελ αθξηβή ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο (δειαδή 

) θαη κε Δ ην αληίζηνηρν ζθάικα όπσο πεξηγξάθεθε ζην 

ζεώξεκα ζα έρνπκε ηνλ αληίζηνηρν πίλαθα: 

i x(i) y(i) g(i) E 

0 0 1,000000000000000 1 0 

1 0,1 0,900000000000000 0,914512254 0,014512254 

2 0,2 0,830000000000000 0,856192259 0,026192259 

3 0,3 0,787000000000000 0,822454662 0,035454662 

4 0,4 0,768300000000000 0,810960138 0,042660138 

5 0,5 0,771470000000000 0,819591979 0,048121979 

6 0,6 0,794323000000000 0,846434908 0,052111908 

7 0,7 0,834890700000000 0,889755911 0,054865211 

8 0,8 0,891401630000000 0,947986892 0,056585262 

9 0,9 0,962261467000000 1,019708979 0,057447512 

10 1 1,046035320300000 1,103638324 0,057603003 

 

Παξαηεξνύκε όηη ηώξα πνπ κηθξαίλακε ην βήκα καο έρνπκε θαιύηεξα 

απνηειέζκαηα θαη απηό δηαπηζηώλεηαη από ην γεγνλόο όηη ηα ηνπηθά ζθάικαηα είλαη 

κηθξόηεξα από ηελ πξώηε πεξίπησζε. 
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Παξάδεηγκα 2.1.2 

Να ιπζεί κε ηε κέζνδν Euler ε δηαθνξηθή εμίζσζε 

 

από  =0 κέρξη  =1 κε h=0.25 

Λύζε 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ηύπν (9) θαη επνκέλσο επεηδή έρνπκε βήκα h=0.25 θαη ην 

ρ αλήθεη ζην δηάζηεκα [0,1] ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ παξαπάλσ ηύπν γηα 4 

επαλαιήςεηο. 

Σα 0 θαη  y0 πξνθύπηνπλ από ηηο αξρηθέο ηηκέο.  

Γειαδή είλαη: 

0=0 

θαη 

y0=1 

Οη επόκελεο ηηκέο ησλ 4 επαλαιήςεσλ ππνινγίζηεθαλ ζην matlab(ππάξρεη ν 

αληίζηνηρνο θώδηθαο ζην παξάξηεκα) θαη θαίλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

i x(i) y(i) 

0 0 1 

1 0,25 1,25 

2 0,5 1,578125 

3 0,75 2,025390625 

4 1 2,655151367 

Οκνίσο όπσο θαη ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα έρνπκε: 
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i x(i) y(i) g(i) E 

0 0 1 1 0 

1 0,25 1,25 1,287017 0,03701743 

2 0,5 1,578125 1,676975 0,098849973 

3 0,75 2,025390625 2,232585 0,207194422 

4 1 2,655151367 3,059407 0,404256038 

Παξαηεξνύκε όηη έρνπκε αξθεηά κεγάιεο απνθιίζεηο θαη απηό εμεγείηαη από ην 

γεγνλόο όηη έρνπκε αξθεηά κεγάιν βήκα. 

Γηα ηνλ ιόγν απηό ζα μαλά ιύζνπκε ην παξαπάλσ παξάδεηγκα κε κηθξόηεξν βήκα θαη 

ζπγθεθξηκέλα h=0.1.  

Οη ηηκέο ηεο πξνζέγγηζεο καο δίλνληαη από ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

i x(i) y(i) 

0 0 1,0000000000000000 

1 0,1 1,1000000000000000 

2 0,2 1,2110000000000000 

3 0,3 1,3352200000000000 

4 0,4 1,4752766000000000 

5 0,5 1,6342876640000000 

6 0,6 1,8160020472000000 

7 0,7 2,0249621700320000 

8 0,8 2,2667095219342400 
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9 0,9 2,5480462836889800 

10 1 2,8773704492209800 

Πξνζζέηνπκε θαη ηελ αθξηβή ιύζε θαη ην ηνπηθό ζθάικα θαη έρνπκε ηνλ αληίζηνηρν 

πίλαθα: 

i x(i) y(i) g(i) E 

0 0 1,0000000000000000 1,0000000000000000 0,0000000000000000 

1 0,1 1,1000000000000000 1,1053465218128400 0,0053465218128410 

2 0,2 1,2110000000000000 1,2228894624752900 0,0118894624752930 

3 0,3 1,3352200000000000 1,3551919637660300 0,0199719637660340 

4 0,4 1,4752766000000000 1,5053189529706600 0,0300423529706600 

5 0,5 1,6342876640000000 1,6769749725189700 0,0426873085189770 

6 0,6 1,8160020472000000 1,8746789919776700 0,0586769447776720 

7 0,7 2,0249621700320000 2,1039883184007700 0,0790261483687750 

8 0,8 2,2667095219342400 2,3717877696756600 0,1050782477414200 

9 0,9 2,5480462836889800 2,6866658536190300 0,1386195699300590 

10 1 2,8773704492209800 3,0594074053425700 0,1820369561215890 

Παξαηεξνύκε όηη ηώξα πνπ κηθξαίλακε ην βήκα καο έρνπκε θαιύηεξα 

απνηειέζκαηα θαη απηό δηαπηζηώλεηαη από ην γεγνλόο όηη ηα ηνπηθά ζθάικαηα είλαη 

κηθξόηεξα από ηελ πξώηε πεξίπησζε. Σν ίδην ζπκπέξαζκα βγάιακε θαη ζην πξώην 

παξάδεηγκα. 

2.1.2 Μέζνδνο Runge-Kutta(2
εο

 ηάμεο) 

Ο επαλαιεπηηθόο ηύπνο ηεο κεζόδνπ Runge-Kutta 2
εο

 ηάμεο έρεη ηε κνξθή: 

yi+1=yi+ak1+bk2 

όπνπ  

k1=hf(xi,yi) 

k2=hf(xi+ch,yi+dk1) 

όπνπ a,b,c,d ζηαζεξέο πνπ πξέπεη λα ππνινγηζηνύλ. 

Αλαπηύζζνπκε ηώξα ηελ y(xi+1) ζε ζεηξά Taylor θαη έρνπκε  

y(xi+1)=y(xi)+hy(xi)+ + +…= 
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=y(xi)+hf(xi,yi)+ +… 

Παξόκνηα ηελ f(xi+ch,yi+dk1) ηελ αλαπηύζζνπκε ζε ζεηξά Taylor πνπ ηζρύεη γηα 

ζπλαξηήζεηο δύν κεηαβιεηώλ θαη έρνπκε: 

+… 

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηελ παξαπάλσ ηηκή γηα ην k2 ζηελ αξρηθή ζρέζε πνπ 

πεξηγξάςακε ζηελ αξρή ηεο κεζόδνπ θαη ζηελ ζρέζε πνπ πεξηγξάςακε ην θ1 θαη 

εμηζώζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο νκνβάζκησλ όξσλ ηνπ h(h,h
2
,h

3
,…) ζα πξνθύςεη έλα 

ζύζηεκα ηξηώλ εμηζώζεσλ κε ηέζζεξηο αγλώζηνπο (θξαηώληαο κόλν κέρξη ηνλ όξν κε 

ηνλ ζπληειεζηή h
2
) 

a+b=1 

bc=1/2 

bd=1/2 

όπνπ δίλνληαο κία απζαίξεηε ηηκή ζηνλ έλα απ’ απηνύο βξίζθνπκε ηνπο ππόινηπνπο. 

Η πην ζπλεζηζκέλε κνξθή ηνπ ηύπνπ Runge-Kutta πξνθύπηεη γηα a=b=1/2, νπόηε 

c=d=1 θαη νη ηύπνη καο παίξλνπλ ηε κνξθή: 

yi+1=yi+1/2(k1+k2) 

k1=hf(xi,yi) 

k2=hf(xi+h,yi+k1) 

Ο πξώηνο ηύπνο ιέγεηαη βειηησκέλε κέζνδνο ηνπ Euler ή κέζνδνο Heun. 

Οη ίδηνη ηύπνη γηα b=1, νπόηε από ην ζύζηεκα πξνθύπηεη a=0, c=d=1/2, γίλνληαη: 

yi+1=yi+hf(xi+h/2, yi+k1/2) 

θαη ν επαλαιεπηηθόο ηύπνο ιέγεηαη ηξνπνπνηεκέλε κέζνδνο Euler ή κέζνδνο ηνπ 

πνιπγώλνπ.    

Παξάδεηγκα 2.1.3 

Να ιπζεί ε δηαθνξηθή εμίζσζε y’=2x-y, y(0)=1, από x=0 κέρξη x=1 κε h=0.25, 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ κέζνδν Runge-Kutta(2
εο

 ηάμεο). 

Λύζε 



Απιθμηηική Διεπεύνηζη Μεθόδων Επίλςζηρ Διαθοπικών Εξιζώζεων με έμθαζη    

ζηιρ μεθόδοςρ Fehlberg- Εθαπμογέρ με Ππογπάμμαηα ζε MATLAB  

 

 
 

[27] 
 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ηύπν πνπ πεξηγξάςακε πην πάλσ θαη επνκέλσο επεηδή 

έρνπκε βήκα h=0.25 θαη ην ρ αλήθεη ζην δηάζηεκα [0,1] ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ 

παξαπάλσ ηύπν γηα 4 επαλαιήςεηο. 

Σα 0 θαη  y0 πξνθύπηνπλ από ηηο αξρηθέο ηηκέο.  

Γειαδή είλαη: 

0=0 

θαη 

y0=1 

Οη επόκελεο ηηκέο ησλ 4 επαλαιήςεσλ ππνινγίζηεθαλ ζην matlab(ππάξρεη ν 

αληίζηνηρνο θώδηθαο ζην παξάξηεκα) θαη θαίλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

i x(i) y(i) 

0 0 1,0000000000000000 

1 0,25 0,8437500000000000 

2 0,5 0,8310546875000000 

3 0,75 0,9305114746093750 

4 1 1,1175870895385700 

Οκνίσο όπσο θαη ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα έρνπκε: 

i x(i) y(i) g(i) E 

0 0 1,0000000000000000 1,000000000000000 0,000000000000000 

1 0,25 0,8437500000000000 0,836402349214215 0,007347650785785 
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2 0,5 0,8310546875000000 0,819591979137900 0,011462708362100 

3 0,75 0,9305114746093750 0,917099658223044 0,013411816386331 

4 1 1,1175870895385700 1,103638323514320 0,013948766024247 

 Παξαηεξνύκε όηη έρνπκε αξθεηά κεγάιεο απνθιίζεηο θαη απηό εμεγείηαη από 

ην γεγνλόο όηη έρνπκε αξθεηά κεγάιν βήκα. 

Γηα ηνλ ιόγν απηό ζα μαλά ιύζνπκε ην παξαπάλσ παξάδεηγκα κε κηθξόηεξν βήκα θαη 

ζπγθεθξηκέλα h=0.1.  

Οη ηηκέο ηεο πξνζέγγηζεο καο δίλνληαη από ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

i x(i) y(i) 

0 0 1,00000000000000000 

1 0,1 0,91500000000000000 

2 0,2 0,85707500000000000 

3 0,3 0,82365287500000000 

4 0,4 0,81240585187500000 

5 0,5 0,82122729594687500 

6 0,6 0,84821070283192200 

7 0,7 0,89163068606288900 

8 0,8 0,94992577088691500 

9 0,9 1,02168282265265000 

10 1 1,10562295450065000 

 

  Σώξα αλ ζέζνπκε κε g(x) ηελ αθξηβή ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο (δειαδή 
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) θαη κε Δ ην αληίζηνηρν ζθάικα όπσο πεξηγξάθεθε ζην 

ζεώξεκα ζα έρνπκε ηνλ αληίζηνηρν πίλαθα: 

i x(i) y(i) 

0 0 1,0000000000000000 

1 0,1 0,9150000000000000 

2 0,2 0,8570750000000000 

3 0,3 0,8236528750000000 

4 0,4 0,8124058518750000 

5 0,5 0,8212272959468750 

6 0,6 0,8482107028319220 

7 0,7 0,8916306860628890 

8 0,8 0,9499257708869150 

9 0,9 1,0216828226526500 

10 1 1,1056229545006500 

g(i) E 

1,0000000000000000 0,0000000000000000 

0,9145122541078790 0,0004880000000000 

0,8561922592339450 0,0008830000000000 

0,8224546620451530 0,0011982129548460 

0,8109601381069180 0,0014457137680820 

0,8195919791379000 0,0016353168089750 

0,8464349082820790 0,0017757945498420 

0,8897559113742290 0,0018747746886610 

0,9479868923516650 0,0019388785352500 

1,0197089792217900 0,0019738434308610 

1,1036383235143200 0,0019846309863290 
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Παξαηεξνύκε όηη ηώξα πνπ κηθξαίλακε ην βήκα καο έρνπκε θαιύηεξα 

απνηειέζκαηα θαη απηό δηαπηζηώλεηαη από ην γεγνλόο όηη ηα ηνπηθά ζθάικαηα είλαη 

κηθξόηεξα από ηελ πξώηε πεξίπησζε. 

Παξάδεηγκα 2.1.4 

Να ιπζεί κε ηε κέζνδν Runge-Kutta(2
εο

 ηάμεο) ε δηαθνξηθή εμίζσζε 

 

από =0 κέρξη =1 κε h=0.25 

Λύζε 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ηύπν πνπ πεξηγξάςακε ζηε κέζνδν θαη επνκέλσο επεηδή 

έρνπκε βήκα h=0.25 θαη ην ρ αλήθεη ζην δηάζηεκα [0,1] ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ 

παξαπάλσ ηύπν γηα 4 επαλαιήςεηο. 

Σα 0 θαη  y0 πξνθύπηνπλ από ηηο αξρηθέο ηηκέο.  

Γειαδή είλαη: 

0=0 

θαη 

y0=1 

Οη επόκελεο ηηκέο ησλ 4 επαλαιήςεσλ ππνινγίζηεθαλ ζην matlab(ππάξρεη ν 

αληίζηνηρνο θώδηθαο ζην παξάξηεκα) θαη θαίλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

i x(i) y(i) 

0 0 1,00000000000000 

1 1 1,28515625000000 

2 2 1,67112350463867 

3 3 2,21808736771345 
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4 4 3,02612584924645 

Οκνίσο όπσο θαη ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα έρνπκε: 

i x(i) y(i) g(i) E 

0 0 1,000000000000000 1,00000000000000000 0,00000000000000000 

1 1 1,285156250000000 1,28701743034606000 0,00186118034606900 

2 2 1,671123504638670 1,67697497251897000 0,00585146788030500 

3 3 2,218087367713450 2,23258504668044000 0,01449767896699800 

4 4 3,026125849246450 3,05940740534257000 0,03328155609612200 

Παξαηεξνύκε όηη έρνπκε αξθεηά κεγάιεο απνθιίζεηο θαη απηό εμεγείηαη από ην 

γεγνλόο όηη έρνπκε αξθεηά κεγάιν βήκα. 

Γηα ηνλ ιόγν απηό ζα μαλά ιύζνπκε ην παξαπάλσ παξάδεηγκα κε κηθξόηεξν βήκα θαη 

ζπγθεθξηκέλα h=0.1.  

Οη ηηκέο ηεο πξνζέγγηζεο καο δίλνληαη από ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

i x(i) y(i) 

0 0 1,0000000000000000 

1 0,1 1,1052500000000000 

2 0,2 1,2226616437500000 

3 0,3 1,3547838502546800 

4 0,4 1,5046625465349800 
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5 0,5 1,6759765574209400 

6 0,6 1,8732097358455400 

7 0,7 2,1018711276604000 

8 0,8 2,3687788739450400 

9 0,9 2,6824289264017800 

10 1 3,0534770580703200 

Γίλνπκε θαη ηελ αθξηβή ιύζε θαη ην ηνπηθό ζθάικα θαη έρνπκε ηνλ αληίζηνηρν 

πίλαθα: 

i x(i) y(i) 

0 0 1,0000000000000000 

1 0,1 1,1052500000000000 

2 0,2 1,2226616437500000 

3 0,3 1,3547838502546800 

4 0,4 1,5046625465349800 

5 0,5 1,6759765574209400 

6 0,6 1,8732097358455400 

7 0,7 2,1018711276604000 

8 0,8 2,3687788739450400 

9 0,9 2,6824289264017800 

10 1 3,0534770580703200 

g(i) E 

1,00000000000000000 0,00000000000000000 

1,10534652181284000 0,00096500000000000 

1,22288946247529000 0,00022800000000000 

1,35519196376603000 0,00040800000000000 

1,50531895297066000 0,00065600000000000 

1,67697497251897000 0,00099800000000000 

1,87467899197767000 0,00146925613212600 
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2,10398831840077000 0,00211719074036900 

2,37178776967566000 0,00300889573061500 

2,68666585361903000 0,00423692721725100 

3,05940740534257000 0,00593034727225200 

 

Παξαηεξνύκε όηη ηώξα πνπ κηθξύλακε ην βήκα καο έρνπκε θαιύηεξα 

απνηειέζκαηα θαη απηό δηαπηζηώλεηαη από ην γεγνλόο όηη ηα ηνπηθά ζθάικαηα είλαη 

κηθξόηεξα από ηελ πξώηε πεξίπησζε. Σν ίδην ζπκπέξαζκα βγάιακε θαη ζην πξώην 

παξάδεηγκα. 

 

 

 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 

ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΕ ΜΕΘΟΔΟΙ ΓΙΑ ΣΗ ΛΤΗ ΚΑΝΟΝΙΚΩΝ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ 

ΕΞΙΩΕΩΝ ΣΡΙΣΗ ΚΑΙ ΣΕΣΑΡΣΗ ΣΑΞΗ 

3.1 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΣΩΝ ΜΕΘΟΔΩΝ ΣΡΙΣΗ ΣΑΞΗ 

Δδώ έρνπκε ηνπο παξαθάησ ηύπνπο πνπ ζα πεξηγξάςνπκε αλαιπηηθά. Τπάξρνπλ δύν 

ειεύζεξεο παξάκεηξνη c2 θαη c3 από ηνπο 8 αγλώζηνπο κε 6 εμηζώζεηο θαη ην ηνπηθό 

ζθάικα απνθνπήο δίλεηαη από:  

 

 

3.1.1 Ο Κιαζζηθόο Σύπνο Runge-Kutta 

Γλσξίδνπκε όηη ηζρύεη από ηνπο ηύπνπο Runge-Kutta 

 

 

Δπνκέλσο γηα i=1,2,3 νη παξαπάλσ ηύπνη ζα γίλνπλ 
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    (1) 

 

  (2) 

 

 

  (3) 

 

Καη γηα c1=0, c2=1/2, c3=1, w1=3/8, w2=2/3, w3=1/6, a21=1/2, a31=-1 θαη a32=2 έρνπκε 

όηη: 

 

 

 

 

Δπνκέλσο ν γεληθόο καο ηύπνο παίξλεη ηε κνξθή: 
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Παξάδεηγκα 3.1.1 

Να επηιπζεί ε δηαθνξηθή εμίζσζε y’=-xy
2
 όηαλ γλσξίδνπκε όηη y(0)=1 κε h=0.25 θαη 

h=0.1. 

Λύζε 

Αξρηθά ζα μεθηλήζνπκε κε βήκα h=0.25 θαη ζα ζπλερίζνπκε κε βήκα h=0.1 θαη ζα 

παξαζηήζνπκε όπσο ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην ηα απνηειέζκαηα ζε πίλαθεο. 

Τπνινγίδνπκε ηηο κεζόδνπο πνπ πεξηγξάθεθαλ ζηελ πξώηε ελόηεηα ηελ αθξηβή ιύζε 

ηεο δηαθνξηθήο καο εμίζσζεο ε νπνία είλαη 

 

Σν πξόγξακκα πνπ ππνινγίδεη ηηο 5 πξνζεγγίζεηο ηεο δηαθνξηθήο καο εμίζσζεο 

παξαηίζεηαη ζην παξάξηεκα θαη ηα απνηειέζκαηα ηνπ παξνπζηάδνληαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα. h=0.25 

i x(i) y(i) g(i) E 

1 1,0000000000000000 1,0000000000000000 0,6666666666666670 0,3333333333333330 

2 1,2500000000000000 0,9700113932291670 0,5614035087719300 0,4086078844572370 

3 1,5000000000000000 0,8771486219115290 0,4705882352941180 0,4065603866174110 

4 1,7500000000000000 0,7515050826215790 0,3950617283950620 0,3564433542265170 

5 2,0000000000000000 0,6233554684445290 0,3333333333333330 0,2900221351111960 
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Αλ αιιάμνπκε ηώξα ην βήκα καο από 0.25 ζε 0.1 πξνθύπηεη ν επόκελνο πίλαθαο. 

h=0.1 

i x(i) y(i) 

1,0000000000000000 1,0000000000000000 1,0000000000000000 

2,0000000000000000 1,1000000000000000 0,9950331666666670 

3,0000000000000000 1,2000000000000000 0,9783455166621170 

4,0000000000000000 1,3000000000000000 0,9510069226585940 

5,0000000000000000 1,4000000000000000 0,9147257180144570 

6,0000000000000000 1,5000000000000000 0,8715939733097660 

7,0000000000000000 1,6000000000000000 0,8238133186989110 

8,0000000000000000 1,7000000000000000 0,7734608316822240 

9,0000000000000000 1,8000000000000000 0,7223294816931410 

10,0000000000000000 1,9000000000000000 0,6718495190979850 

11,0000000000000000 2,0000000000000000 0,6230770788952500 

g(i) E 

0,6666666666666670 0,3333333333333330 

0,6230529595015580 0,3719802071651090 

0,5813953488372090 0,3969501678249080 

0,5420054200542000 0,4090015026043940 

0,5050505050505050 0,4096752129639520 

0,4705882352941180 0,4010057380156480 

0,4385964912280700 0,3852168274708410 

0,4089979550102250 0,3644628766719990 

0,3816793893129770 0,3406500923801640 

0,3565062388591800 0,3153432802388050 

0,3333333333333330 0,2897437455619170 

Παξαηεξνύκε όηη όηαλ κεηώζνπκε ην βήκα έρνπκε θαιύηεξα απνηειέζκαηα. 

3.1.2 Η κέζνδνο Nystrom 
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ύκθσλα κε ηνπο ηύπνπο πνπ πεξηγξάςακε ζηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ θαη γηα c1=0, 

c2=2/3, c3=2/3, w1=1/4, w2=3/8, w3=3/8, a21=2/3, a31=0 θαη a32=2/3 έρνπκε όηη: 

 

 

 

 

Δπνκέλσο ν γεληθόο καο ηύπνο παίξλεη ηε κνξθή: 

 

 

 

Παξάδεηγκα 3.1.2 

Να επηιπζεί ε δηαθνξηθή εμίζσζε y’=-xy
2
 όηαλ γλσξίδνπκε όηη y(0)=1 κε h=0.25 θαη 

h=0.1. 

Λύζε 

Αξρηθά ζα μεθηλήζνπκε κε βήκα h=0.25 θαη ζα ζπλερίζνπκε κε βήκα h=0.1όπσο 

θάλακε θαη ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα. 

i x(i) y(i) g(i) E 

1 1,00000000000000000 1,00000000000000000 0,66666666666666700 0,33333333333333300 

2 1,25000000000000000 0,96960599922839500 0,56140350877193000 0,40820249045646500 
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3 1,50000000000000000 0,88878847586951600 0,47058823529411800 0,41820024057539800 

4 1,75000000000000000 0,78040861669752100 0,39506172839506200 0,38534688830245900 

5 2,00000000000000000 0,66656602025201500 0,33333333333333300 0,33323268691868200 

Οκνίσο γηα βήκα h=0.1 έρνπκε 

i x(i) y(i) 

1,0000000000000000 1,0000000000000000 1,0000000000000000 

2,0000000000000000 1,1000000000000000 0,9950221728395060 

3,0000000000000000 1,2000000000000000 0,9803872381293220 

4,0000000000000000 1,3000000000000000 0,9569314703766760 

5,0000000000000000 1,4000000000000000 0,9259190333490610 

6,0000000000000000 1,5000000000000000 0,8888820604986000 

7,0000000000000000 1,6000000000000000 0,8474511353718690 

8,0000000000000000 1,7000000000000000 0,8032066201871010 

9,0000000000000000 1,8000000000000000 0,7575694727326880 

10,0000000000000000 1,9000000000000000 0,7117370281689460 

11,0000000000000000 2,0000000000000000 0,6666590928639060 

g(i) E 
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0,6666666666666670 0,33333333333333300 

0,6230529595015580 0,37196921333794800 

0,5813953488372090 0,39899188929211300 

0,5420054200542000 0,41492605032247600 

0,5050505050505050 0,42086852829855600 

0,4705882352941180 0,41829382520448200 

0,4385964912280700 0,40885464414379900 

0,4089979550102250 0,39420866517687600 

0,3816793893129770 0,37589008341971100 

0,3565062388591800 0,35523078930976600 

0,3333333333333330 0,33332575953057300 

 

Παξαηεξνύκε όηη ειαθξώο βειηηώλνληαη νη πξνζεγγίζεηο καο κε ηελ αιιαγή ηνπ 

βήκαηνο. 

 3.1.3 Η κέζνδνο Hewn 

ύκθσλα κε ηνπο ηύπνπο πνπ πεξηγξάςακε ζηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ θαη γηα c1=0, 

c2=1/3, c3=1/3, w1=1/4, w2=0, w3=3/4, a21=1/3, a31=0 θαη a32=2/3 έρνπκε όηη: 

 

 

 

 

Δπνκέλσο ν γεληθόο καο ηύπνο παίξλεη ηε κνξθή: 
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Παξάδεηγκα 3.1.3 

Να επηιπζεί ε δηαθνξηθή εμίζσζε y’=-xy
2
 όηαλ γλσξίδνπκε όηη y(0)=1 κε h=0.25 θαη 

h=0.1. 

Λύζε 

Αξρηθά ζα μεθηλήζνπκε κε βήκα h=0.25 θαη ζα ζπλερίζνπκε κε βήκα h=0.1όπσο 

θάλακε θαη ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα. 

i x(i) y(i) g(i) E 

1 1,00000000000000000 1,00000000000000000 0,66666666666666700 0,33333333333333300 

2 1,25000000000000000 0,98480601369598800 0,56140350877193000 0,42340250492405800 

3 1,50000000000000000 0,91523335198219500 0,47058823529411800 0,44464511668807700 

4 1,75000000000000000 0,81190234260500900 0,39506172839506200 0,41684061420994700 

5 2,00000000000000000 0,69787316394222700 0,33333333333333300 0,36453983060889400 

 

 

Οκνίσο γηα βήκα h=0.1 παξαηεξνύκε 

i x(i) y(i) 

1,0000000000000000 1,0000000000000000 1,0000000000000000 

2,0000000000000000 1,1000000000000000 0,9975110987654320 
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3,0000000000000000 1,2000000000000000 0,9852477541153300 

4,0000000000000000 1,3000000000000000 0,9639167071764880 

5,0000000000000000 1,4000000000000000 0,9346855826373710 

6,0000000000000000 1,5000000000000000 0,8990316832050910 

7,0000000000000000 1,6000000000000000 0,8585724783185570 

8,0000000000000000 1,7000000000000000 0,8149100492110770 

9,0000000000000000 1,8000000000000000 0,7695113167849700 

10,0000000000000000 1,9000000000000000 0,7236326807502240 

11,0000000000000000 2,0000000000000000 0,6782866264532730 

 

 

 

 

 

 

Η 

παξαηήξεζ

ε ησλ 

πξνεγνπκέ

λσλ 

παξαδεηγκά

ησλ 

επηβεβαηώλ

εηαη θαη 

εδώ. 

3.2 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΣΩΝ ΜΕΘΟΔΩΝ ΣΕΣΑΡΣΗ ΣΑΞΗ 

Δδώ έρνπκε πάιη 2 ειεύζεξεο παξακέηξνπο πνπ πξνθύπηνπλ από 13 αγλώζηνπο κε 11 

εμηζώζεηο, απηνί είλαη c2 θαη c3. Σν ηνπηθό ζθάικα δίλεηαη από 

 

g(i) E 

0,6666666666666670 0,333333333333333000 

0,6230529595015580 0,374458139263874000 

0,5813953488372090 0,403852405278121000 

0,5420054200542000 0,421911287122288000 

0,5050505050505050 0,429635077586866000 

0,4705882352941180 0,428443447910973000 

0,4385964912280700 0,419975987090487000 

0,4089979550102250 0,405912094200852000 

0,3816793893129770 0,387831927471993000 

0,3565062388591800 0,367126441891044000 

0,3333333333333330 0,344953293119940000 
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Δίλαη θαλεξό όηη T(x,h) είλαη ήδε πνιύπινθν πνπ δελ ζα πξνζπαζήζνπκε λα ην 

γξάςνπκε γηα πςειόηεξεο ηάμεο πεξηπηώζεηο. Σύπνη εηδηθνύ ελδηαθέξνληνο είλαη: 

 

 

3.2.1 Ο Κιαζζηθόο Σύπνο Runge-Kutta 

Γλσξίδνπκε όηη ηζρύεη από ηνπο ηύπνπο Runge-Kutta 

 

Καη 

 

Δπνκέλσο γηα i=1,2,3,4 νη παξαπάλσ ηύπνη ζα γίλνπλ 

 

    (1) 
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  (2) 

 

 

  (3) 

 

 

    (4) 

Καη γηα c1=0, c2=1/2, c3=1/2,c4=1, w1=1/6, w2=1/3, w3=1/3,w4=1/6, a21=1/2, 

a31=0,a32=1/2,a41=0,a42=0 θαη a43=1 έρνπκε όηη: 

 

 

 

 

 

Δπνκέλσο ν γεληθόο καο ηύπνο παίξλεη ηε κνξθή: 
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Παξάδεηγκα 3.2.1 

Να επηιπζεί ε δηαθνξηθή εμίζσζε y’=-xy
2
 όηαλ γλσξίδνπκε όηη y(0)=1 κε h=0.25 θαη 

h=0.1. 

Λύζε 

Αξρηθά ζα μεθηλήζνπκε κε βήκα h=0.25 θαη ζα ζπλερίζνπκε κε βήκα h=0.1 θαη ζα 

παξαζηήζνπκε όπσο ζηε πξνεγνύκελε ελόηεηα ηα απνηειέζκαηα ζε πίλαθεο. 

Τπνινγίδνπκε κε ηηο κεζόδνπο πνπ πεξηγξάθεθαλ ζηελ ελόηεηα ηελ αθξηβή ιύζε ηεο 

δηαθνξηθήο καο εμίζσζεο ε νπνία είλαη 

 

Σν πξόγξακκα πνπ ππνινγίδεη ηηο 5 πξνζεγγίζεηο ηεο δηαθνξηθήο καο εμίζσζεο 

παξαηίζεηαη ζην παξάξηεκα θαη ηα απνηειέζκαηα ηνπ παξνπζηάδνληαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα. 

i x(i) y(i) g(i) E 

1 1,00000000000000000 1,00000000000000000 0,66666666666666700 0,33333333333333300 

2 1,25000000000000000 0,96969428177241500 0,56140350877193000 0,40829077300048500 

3 1,50000000000000000 0,88888044489129600 0,47058823529411800 0,41829220959717800 

4 1,75000000000000000 0,78047784592716000 0,39506172839506200 0,38541611753209800 
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5 2,00000000000000000 0,66666129775504500 0,33333333333333300 0,33332796442171200 

 

Αλ αιιάμνπκε ηώξα ην βήκα καο από 0.25 ζε 0.1 πξνθύπηεη ν επόκελνο πίλαθαο. 

i x(i) y(i) 

1,0000000000000000 1,0000000000000000 1,0000000000000000 

2,0000000000000000 1,1000000000000000 0,9950248651026070 

3,0000000000000000 1,2000000000000000 0,9803921161009690 

4,0000000000000000 1,3000000000000000 0,9569377150604990 

5,0000000000000000 1,4000000000000000 0,9259257966013530 

6,0000000000000000 1,5000000000000000 0,8888887236836220 

7,0000000000000000 1,6000000000000000 0,8474574443936580 

8,0000000000000000 1,7000000000000000 0,8032126736506880 

9,0000000000000000 1,8000000000000000 0,7575756064040680 

10,0000000000000000 1,9000000000000000 0,7117436646314870 

11,0000000000000000 2,0000000000000000 0,6666666130890390 

g(i) E 

0,6666666666666670 0,333333333333333000 

0,6230529595015580 0,371971905601049000 

0,5813953488372090 0,398996767263760000 

0,5420054200542000 0,414932295006299000 

0,5050505050505050 0,420875291550848000 

0,4705882352941180 0,418300488389504000 

0,4385964912280700 0,408860953165588000 

0,4089979550102250 0,394214718640463000 
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0,3816793893129770 0,375896217091091000 

0,3565062388591800 0,355237425772307000 

0,3333333333333330 0,333333279755706000 

3.2.2 KUTTA ΣΤΠΟ  

ύκθσλα κε ηνπο ηύπνπο πνπ πεξηγξάςακε ζηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ θαη γηα c1=0, 

c2=1/3, c3=2/3,c4=1, w1=1/8, w2=3/8, w3=3/8,w4=1/8, a21=1/3, a31=-

1/3,a32=1,a41=1,a42=-1 θαη a43=1 έρνπκε όηη: 

 

 

 

 

 

Δπνκέλσο ν γεληθόο καο ηύπνο παίξλεη ηε κνξθή: 

 

 

 

Παξάδεηγκα 3.2.2 

Να επηιπζεί ε δηαθνξηθή εμίζσζε y’=-xy
2
 όηαλ γλσξίδνπκε όηη y(0)=1 κε h=0.25 θαη 

h=0.1. 

Λύζε 

Αξρηθά ζα μεθηλήζνπκε κε βήκα h=0.25 θαη ζα ζπλερίζνπκε κε βήκα h=0.1όπσο 

θάλακε θαη ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα. 
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i x(i) y(i) g(i) E 

1 1,00000000000000000 1,00000000000000000 0,66666666666666700 0,33333333333333300 

2 1,25000000000000000 0,96969008200197600 0,56140350877193000 0,40828657323004600 

3 1,50000000000000000 0,88886692881934200 0,47058823529411800 0,41827869352522400 

4 1,75000000000000000 0,78045784438386900 0,39506172839506200 0,38539611598880700 

5 2,00000000000000000 0,66664017608709600 0,33333333333333300 0,33330684275376300 

Οκνίσο γηα βήκα h=0.1 έρνπκε 

i x(i) y(i) 

1,0000000000000000 1,0000000000000000 1,0000000000000000 

2,0000000000000000 1,1000000000000000 0,9950248477747000 

3,0000000000000000 1,2000000000000000 0,9803920492233100 

4,0000000000000000 1,3000000000000000 0,9569375752288080 

5,0000000000000000 1,4000000000000000 0,9259255732175220 

6,0000000000000000 1,5000000000000000 0,8888884191546800 

7,0000000000000000 1,6000000000000000 0,8474570711665200 
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8,0000000000000000 1,7000000000000000 0,8032122497621280 

9,0000000000000000 1,8000000000000000 0,7575751512448190 

10,0000000000000000 1,9000000000000000 0,7117431959363590 

11,0000000000000000 2,0000000000000000 0,6666661453699930 

g(i) E 

0,6666666666666670 0,333333333333333000 

0,6230529595015580 0,371971888273142000 

0,5813953488372090 0,398996700386101000 

0,5420054200542000 0,414932155174608000 

0,5050505050505050 0,420875068167017000 

0,4705882352941180 0,418300183860562000 

0,4385964912280700 0,408860579938450000 

0,4089979550102250 0,394214294751903000 

0,3816793893129770 0,375895761931842000 

0,3565062388591800 0,355236957077179000 

0,3333333333333330 0,333332812036660000 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 

ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΕ ΜΕΘΟΔΟΙ ΓΙΑ ΣΗ ΛΤΗ ΚΑΝΟΝΙΚΩΝ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ 

ΕΞΙΩΕΩΝ ΑΝΩΣΕΡΕΩΝ ΣΑΞΕΩΝ 

 

4.1 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΣΩΝ ΜΕΘΟΔΩΝ ΑΝΩΣΕΡΗ ΣΑΞΗ 

Καζώο απμάλεηαη ε ηάμε p ηεο δ. ε p 5 ε πνιππινθόηεηα ησλ αιγεβξηθώλ 

εμηζώζεσλ θαη ε ειεύζεξε επηινγή ησλ παξακέηξσλ νδεγεί ζε έλα επξύ ζύλνιν 

ηύπσλ Runge-Kutta. Γηα p=5, ππάξρνπλ 16 εμηζώζεηο θαη 21 άγλσζηνη θαη έηζη 5 

παξάκεηξνη ιακβάλνληαη απζαίξεηα. Δδώ ζα δώζνπκε κεξηθνύο ηύπνπο πνπ 



Απιθμηηική Διεπεύνηζη Μεθόδων Επίλςζηρ Διαθοπικών Εξιζώζεων με έμθαζη    

ζηιρ μεθόδοςρ Fehlberg- Εθαπμογέρ με Ππογπάμμαηα ζε MATLAB  

 

 
 

[49] 
 

πξνθύπηνπλ γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ απζαίξεησλ ζηαζεξώλ θαη ζα δνύκε πνηνη από 

απηνύο έρνπλ ραξαθηεξηζηηθά ηδηαίηεξνπ ελδηαθέξνληνο. 

ε απηή ηελ ελόηεηα ζα αζρνιεζνύκε κε ηνπο πην δηαδεδνκέλνπο ηύπνπο θαη ζα 

πεξηγξάςνπκε ιεπηνκεξώο ηηο ζρέζεηο ηνπο. 

4.1.1 Ο ηύπνο ηνπ Nystrom 

Γλσξίδνπκε όηη ηζρύεη από ηνπο ηύπνπο Runge-Kutta 

 

Καη 

 

Δπνκέλσο γηα i=1,2,3,4,5 νη παξαπάλσ ηύπνη ζα γίλνπλ 

 

    (1) 

 

  (2) 

 

 

  (3) 

 

 

    (4) 
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    (5) 

 

 

    (6) 

 

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηα γλσζηά ci, aij θαη wi πξνθύπηνπλ νη εμήο ηύπνη 

     

   

   

     

     

 

Καη επνκέλσο πξνθύπηεη: 

 

 

Παξάδεηγκα 4.1.1 

Να επηιπζεί ε δηαθνξηθή εμίζσζε y’=-y+x όηαλ γλσξίδνπκε όηη y(0)=1 κε h=0.25 θαη 

h=0.1. 
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Λύζε 

Αξρηθά ζα μεθηλήζνπκε κε βήκα h=0.25 θαη ζα ζπλερίζνπκε κε βήκα h=0.1όπσο 

θάλακε θαη ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα. 

i x(i) y(i) g(i) E 

1 0,00000000000000000 1,00000000000000000 1,00000000000000000 0,00000000000000000 

2 0,25000000000000000 0,97392126812126400 0,80760156614281000 0,16631970197845400 

3 0,50000000000000000 0,89277859971970300 0,71306131942526700 0,17971728029443600 

4 0,75000000000000000 0,77989181057362500 0,69473310548202900 0,08515870509159600 

5 1,00000000000000000 0,66044871160543600 0,73575888234288500 0,075310170737449100 

Οκνίσο γηα βήκα h=0.1 έρνπκε 

i x(i) y(i) 

1,0000000000000000 0,0000000000000000 1,0000000000000000 

2,0000000000000000 0,1000000000000000 0,9958606944972650 

3,0000000000000000 0,2000000000000000 0,9819090660571790 

4,0000000000000000 0,3000000000000000 0,9588763588321920 

5,0000000000000000 0,4000000000000000 0,9279707331497740 
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6,0000000000000000 0,5000000000000000 0,8907223217288460 

7,0000000000000000 0,6000000000000000 0,8488053251585730 

8,0000000000000000 0,7000000000000000 0,8038727235329100 

9,0000000000000000 0,8000000000000000 0,7574286978177510 

10,0000000000000000 0,9000000000000000 0,7107492502820590 

11,0000000000000000 1,0000000000000000 0,6648487321494500 

g(i) E 

1,0000000000000000 0,000000000000000000 

0,9096748360719190 0,086185858425346000 

0,8374615061559640 0,144447559901215000 

0,7816364413634360 0,177239917468756000 

0,7406400920712790 0,187330641078495000 

0,7130613194252670 0,177661002303579000 

0,6976232721880530 0,151182052970520000 

0,6931706075828190 0,110702115950091000 

0,6986579282344430 0,058770769583308100 

0,7131393194811980 0,002390069199138980 

0,7357588823428850 0,070910150193435100 

 

Θα πξνζπαζήζνπκε λα παξαζηήζνπκε ηώξα ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο αθξηβνύο 

θαη ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο. 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο δίλεηαη από ην πξώην γξάθεκα ελώ 

ε αθξηβήο ιύζε δίλεηαη από ην δεύηεξν γξάθεκα. 
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Θα παξνπζηάζνπκε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζηηο αλώηεξεο ηάμεηο γηα ην ιόγν όηη ζα 

είρακε έλα θνπξαζηηθό θείκελν αλ ην θάλακε ζε όιεο ηηο κεζόδνπο θαη νη θαιύηεξεο 

πξνζεγγίζεηο όπσο έρνπκε πεξηγξάςεη πην πάλσ είλαη ζηηο αλσηέξσ ηάμεηο. 
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4.1.2 Ο ηύπνο ηνπ Fehlberg 

Γνωρίζουμε ότι ιςχφει από τουσ τφπουσ Runge-Kutta 

 

Και 

 

Επομένωσ για i=1,2,3,4,5 οι παραπάνω τφποι θα γίνουν 

 

    (1) 

 

  (2) 

 

 

  (3) 

 

 

    (4) 
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    (5) 

 

 

    (6) 

 

Αν αντικαταςτήςουμε τα γνωςτά ci, aij και wi προκφπτουν οι εξήσ τφποι 

     

   

   

     

     

  

Και επομένωσ προκφπτει: 

 

 

 

Παξάδεηγκα 4.1.2 

Να επηιπζεί ε δηαθνξηθή εμίζσζε y’=-y+x όηαλ γλσξίδνπκε όηη y(0)=1 κε h=0.25 θαη 

h=0.1. 
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Λύζε 

Αξρηθά ζα μεθηλήζνπκε κε βήκα h=0.25 θαη ζα ζπλερίζνπκε κε βήκα h=0.1όπσο 

θάλακε θαη ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα. 

i x(i) y(i) g(i) E 

1 0,00000000000000000 1,00000000000000000 1,00000000000000000 0,00000000000000000 

2 0,25000000000000000 0,96748725816639400 0,80760156614281000 0,15988569202358400 

3 0,50000000000000000 0,88518054475358300 0,71306131942526700 0,17211922532831600 

4 0,75000000000000000 0,77620389181226300 0,69473310548202900 0,08147078633023400 

5 1,00000000000000000 0,66250274308956100 0,73575888234288500 0,07325613925332400 

Οκνίσο γηα βήκα h=0.1 έρνπκε 

i x(i) y(i) 

1,0000000000000000 0,0000000000000000 1,0000000000000000 

2,0000000000000000 0,1000000000000000 0,9946534569351360 

3,0000000000000000 0,2000000000000000 0,9796712590369670 

4,0000000000000000 0,3000000000000000 0,9559079120251300 

5,0000000000000000 0,4000000000000000 0,9246406926095370 
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6,0000000000000000 0,5000000000000000 0,8874087008231410 

7,0000000000000000 0,6000000000000000 0,8458435041295440 

8,0000000000000000 0,7000000000000000 0,8015215483094860 

9,0000000000000000 0,8000000000000000 0,7558565362836840 

10,0000000000000000 0,9000000000000000 0,7100368216745680 

11,0000000000000000 1,0000000000000000 0,6650028610289030 

g(i) E 

1,0000000000000000 0,000000000000000000 

0,9096748360719190 0,084978620863216900 

0,8374615061559640 0,142209752881003000 

0,7816364413634360 0,174271470661694000 

0,7406400920712790 0,184000600538258000 

0,7130613194252670 0,174347381397874000 

0,6976232721880530 0,148220231941491000 

0,6931706075828190 0,108350940726667000 

0,6986579282344430 0,057198608049241000 

0,7131393194811980 0,003102497806629970 

0,7357588823428850 0,070756021313982000 
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ΤΜΠΔΡΑΜΑ 

 Απηό πνπ πξνθύπηεη ζαλ ζπκπέξαζκα από ηελ εξγαζία είλαη όηη ε 

πξνζεγγηζηηθή κέζνδνο ηνπ Fehlberg πνπ ρξεζηκνπνηήζακε βγάδεη θαιύηεξα 

απνηειέζκαηα θαη απηό εμεγείηαη από ην ιόγν όηη ην απόιπην ζθάικα καο είλαη 

κηθξόηεξν ζε ζρέζε κε ηα απόιπηα ζθάικαηα ησλ άιισλ κεζόδσλ. Δίλαη ζίγνπξν 

πσο αλ κεγαιώζεη ε ηάμε ή ειαηηώζνπκε ην βήκα καο θαη απμήζνπκε ηνλ αξηζκό ησλ 

ππνδηαζηεκάησλ ηόηε ζα έρνπκε θαιύηεξα απνηειέζκαηα. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

ην ζεκείν απηό παξνπζηάδνληαη όια ηα πξνγξάκκαηα πνπ βαζίδνληαη ζηνπο αιγόξηζκνπο πνπ 

πεξηέρνληαη ζην θύξην κέξνο ηεο εξγαζίαο ππνινγίδνπλ ηηο πξνζεγγίζεηο όισλ ησλ κεζόδσλ ζην 

γλσζηό πξόβιεκα ησλ αξρηθώλ ηηκώλ. Όια απηά ηα πξνγξάκκαηα θαηαζθεπάζηεθαλ εμ’ νινθιήξνπ 

ζην matlabR2007a από ηνλ ζπγγξαθέα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. Αθνινπζνύλ ηελ ξνή ηεο εξγαζίαο θαη 

δελ εκθαλίδνληαη ζρόιηα. 

1.EULER(1,1)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2.1.1 h=0.25) 

 

format('long') 

f=inline('2*x-y','x','y'); 

dsolve('Dy=2*x-y','y(0)=1','x') 

g=inline('-2+2*x+3*exp(-x)','x') 

h=0.25; 

y(1)=1; 

i=0:0.25:1; 

nstep=5; 

for n=1:nstep 

    y(n+1)=y(n)+h*f(i(n),y(n)); 

end 

for i=0:0.25:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.25:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:5 

    e=abs(g((j-1)/4)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

ans =  

-2+2*x+3*exp(-x) 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = -2+2*x+3*exp(-x) 

x0= 

     0 

x0.25= 

   0.250000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.75= 

   0.750000000000000 

x1= 

     1 
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y1= 

     1 

y2= 

   0.750000000000000 

y3= 

   0.687500000000000 

y4= 

   0.765625000000000 

y5= 

   0.949218750000000 

g0= 

     1 

g0.25= 

   0.836402349214215 

g0.5= 

   0.819591979137900 

g0.75= 

   0.917099658223044 

g1= 

   1.103638323514327 

e1= 

     0 

e2= 

   0.086402349214215 

e3= 

   0.132091979137900 

e4= 

   0.151474658223044 

e5= 

   0.154419573514327 

 

2.EULER(1,1)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2.1.1 h=0.1) 

 

format('long') 

f=inline('2*x-y','x','y'); 

g=inline('-2+2*x+3*exp(-x)','x') 

h=0.1; 

y(1)=1; 

i=0:0.1:1; 

nstep=11; 

for n=1:nstep 

    y(n+1)=y(n)+h*f(i(n),y(n)); 

end 

for i=0:0.10:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.1:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:11 

    e=abs(g((j-1)/10)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 
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end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα εμήο απνηειέζκαηα: 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = -2+2*x+3*exp(-x) 

x0= 

     0 

x0.1= 

   0.100000000000000 

x0.2= 

   0.200000000000000 

x0.3= 

   0.300000000000000 

x0.4= 

   0.400000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.6= 

   0.600000000000000 

x0.7= 

   0.700000000000000 

x0.8= 

   0.800000000000000 

x0.9= 

   0.900000000000000 

x1= 

     1 

y1= 

     1 

y2= 

   0.900000000000000 

y3= 

   0.830000000000000 

y4= 

   0.787000000000000 

y5= 

   0.768300000000000 

y6= 

   0.771470000000000 

y7= 

   0.794323000000000 

y8= 

   0.834890700000000 

y9= 

   0.891401630000000 

y10= 

   0.962261467000000 

y11= 

   1.046035320300000 

g0= 

     1 

g0.1= 

   0.914512254107879 

g0.2= 

   0.856192259233945 

g0.3= 

   0.822454662045153 

g0.4= 
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   0.810960138106918 

g0.5= 

   0.819591979137900 

g0.6= 

   0.846434908282079 

g0.7= 

   0.889755911374229 

g0.8= 

   0.947986892351665 

g0.9= 

   1.019708979221797 

g1= 

   1.103638323514327 

e1= 

     0 

e2= 

   0.014512254107879 

e3= 

   0.026192259233945 

e4= 

   0.035454662045154 

e5= 

   0.042660138106918 

e6= 

   0.048121979137900 

e7= 

   0.052111908282079 

e8= 

   0.054865211374229 

e9= 

   0.056585262351665 

e10= 

   0.057447512221797 

e11= 

   0.057603003214327 

 

3.EULER(1,1)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2.1.2 h=0.25) 

 

format('long') 

f=inline('x*y+1','x','y'); 

g=inline('(1/2*pi^(1/2)*2^(1/2)*erf(1/2*2^(1/2)*x)+1)*exp(1/2*x^2)','x') 

h=0.25; 

y(1)=1; 

i=0:0.25:1; 

nstep=5; 

for n=1:nstep 

    y(n+1)=y(n)+h*f(i(n),y(n)); 

end 

for i=0:0.25:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.25:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 
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end 

for j=1:1:5 

    e=abs(g((j-1)/4)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = (1/2*pi^(1/2)*2^(1/2)*erf(1/2*2^(1/2)*x)+1)*exp(1/2*x^2) 

x0= 

     0 

x0.25= 

   0.250000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.75= 

   0.750000000000000 

x1= 

     1 

y1= 

     1 

y2= 

   1.250000000000000 

y3= 

   1.578125000000000 

y4= 

   2.025390625000000 

y5= 

   2.655151367187500 

g0= 

     1 

g0.25= 

   1.287017430346069 

g0.5= 

   1.676974972518977 

g0.75= 

   2.232585046680449 

g1= 

   3.059407405342577 

e1= 

     0 

e2= 

   0.037017430346069 

e3= 

   0.098849972518977 

e4= 

   0.207194421680449 

e5= 

   0.404256038155077 

4.EULER(1,1)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2.1.2 h=0.1) 

 

format('long') 

f=inline('x*y+1','x','y'); 

dsolve('Dy=x*y+1','y(0)=1','x') 

g=inline('(1/2*pi^(1/2)*2^(1/2)*erf(1/2*2^(1/2)*x)+1)*exp(1/2*x^2)','x') 

h=0.1; 
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y(1)=1; 

i=0:0.1:1; 

nstep=11; 

for n=1:nstep 

    y(n+1)=y(n)+h*f(i(n),y(n)); 

end 

for i=0:0.1:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.1:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:11 

    e=abs(g((j-1)/10)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

ans = 

(1/2*pi^(1/2)*2^(1/2)*erf(1/2*2^(1/2)*x)+1)*exp(1/2*x^2) 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = (1/2*pi^(1/2)*2^(1/2)*erf(1/2*2^(1/2)*x)+1)*exp(1/2*x^2) 

x0= 

     0 

x0.1= 

   0.100000000000000 

x0.2= 

   0.200000000000000 

x0.3= 

   0.300000000000000 

x0.4= 

   0.400000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.6= 

   0.600000000000000 

x0.7= 

   0.700000000000000 

x0.8= 

   0.800000000000000 

x0.9= 

   0.900000000000000 

x1= 

     1 

y1= 

     1 

y2= 

   1.100000000000000 

y3= 

   1.211000000000000 

y4= 
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   1.335220000000000 

y5= 

   1.475276600000000 

y6= 

   1.634287664000000 

y7= 

   1.816002047200000 

y8= 

   2.024962170032000 

y9= 

   2.266709521934240 

y10= 

   2.548046283688980 

y11= 

   2.877370449220988 

g0= 

   1 

g0.1= 

   1.105346521812841 

g0.2= 

   1.222889462475293 

g0.3= 

   1.355191963766034 

g0.4= 

   1.505318952970661 

g0.5= 

   1.676974972518977 

g0.6= 

   1.874678991977672 

g0.7= 

   2.103988318400775 

g0.8= 

   2.371787769675660 

g0.9= 

   2.686665853619038 

g1= 

   3.059407405342577 

e1= 

     0 

e2= 

   0.005346521812841 

e3= 

   0.011889462475293 

e4= 

   0.019971963766034 

e5= 

   0.030042352970660 

e6= 

   0.042687308518977 

e7= 

   0.058676944777672 

e8= 

   0.079026148368775 

e9= 

   0.105078247741420 

e10= 

   0.138619569930059 

e11= 

   0.182036956121589 
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5.RUNGE-KUTTA(2,2)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2.1.3 h=0.25) 

 

format('long') 

f=inline('2*x-y','x','y'); 

dsolve('Dy=2*x-y','y(0)=1','x') 

g=inline('-2+2*x+3*exp(-x)','x') 

w1=0; 

w2=1; 

c1=0; 

c2=1/2; 

a21=1/2; 

h=0.25; 

i=0:0.25:1; 

nstep=5; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2; 

end 

for i=0:0.25:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.25:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:5 

    e=abs(g((j-1)/4)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

ans = 

 -2+2*x+3*exp(-x) 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = -2+2*x+3*exp(-x) 

x0= 

     0 

x0.25= 

   0.250000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.75= 

   0.750000000000000 

x1= 

     1 

y1= 

     1 

y2= 

   0.843750000000000 

y3= 
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   0.831054687500000 

y4= 

   0.930511474609375 

y5= 

   1.117587089538574 

g0= 

     1 

g0.25= 

   0.836402349214215 

g0.5= 

   0.819591979137900 

g0.75= 

   0.917099658223044 

g1= 

   1.103638323514327 

e1= 

     0 

e2= 

   0.007347650785785 

e3= 

   0.011462708362100 

e4= 

   0.013411816386331 

e5= 

   0.013948766024247 

6.RUNGE-KUTTA(2,2)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2.1.3 h=0.1) 

 

format('long') 

f=inline('2*x-y','x','y'); 

dsolve('Dy=2*x-y','y(0)=1','x') 

g=inline('-2+2*x+3*exp(-x)','x') 

w1=0; 

w2=1; 

c1=0; 

c2=1/2; 

a21=1/2; 

h=0.1; 

i=0:0.1:1; 

nstep=11; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2; 

end 

for i=0:0.1:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.1:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:11 

    e=abs(g((j-1)/10)-y(j)); 
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    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

ans = 

-2+2*x+3*exp(-x) 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = -2+2*x+3*exp(-x) 

x0= 

     0 

x0.1= 

   0.100000000000000 

x0.2= 

   0.200000000000000 

x0.3= 

   0.300000000000000 

x0.4= 

   0.400000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.6= 

   0.600000000000000 

x0.7= 

   0.700000000000000 

x0.8= 

   0.800000000000000 

x0.9= 

   0.900000000000000 

x1= 

   1 

y1= 

   1 

y2= 

   0.915000000000000 

y3= 

   0.857075000000000 

y4= 

   0.823652875000000 

y5= 

   0.812405851875000 

y6= 

   0.821227295946875 

y7= 

   0.848210702831922 

y8= 

   0.891630686062889 

y9= 

   0.949925770886915 

y10= 

   1.021682822652658 

y11= 

   1.105622954500656 

g0= 

     1 

g0.1= 

   0.914512254107879 

g0.2= 
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   0.856192259233945 

g0.3= 

   0.822454662045153 

g0.4= 

   0.810960138106918 

g0.5= 

   0.819591979137900 

g0.6= 

   0.846434908282079 

g0.7= 

   0.889755911374229 

g0.8= 

   0.947986892351665 

g0.9= 

   1.019708979221797 

g1= 

   1.103638323514327 

e1= 

     0 

e2= 

    4.877458921213052e-004 

e3= 

    8.827407660545461e-004 

e4= 

   0.001198212954846 

e5= 

   0.001445713768082 

e6= 

   0.001635316808975 

e7= 

   0.001775794549842 

e8= 

   0.001874774688661 

e9= 

   0.001938878535250 

e10= 

   0.001973843430861 

e11= 

   0.001984630986329 

 

7.RUNGE-KUTTA(2,2)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2.1.4 h=0.25) 

 

format('long') 

f=inline('x*y+1','x','y'); 

dsolve('Dy=x*y+1','y(0)=1','x') 

g=inline('(1/2*pi^(1/2)*2^(1/2)*erf(1/2*2^(1/2)*x)+1)*exp(1/2*x^2)','x') 

w1=0; 

w2=1; 

c1=0; 

c2=1/2; 

a21=1/2; 

h=0.25; 

i=0:0.25:1; 

nstep=5; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2; 
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end 

for i=0:0.25:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.25:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:5 

    e=abs(g((j-1)/4)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

ans = 

(1/2*pi^(1/2)*2^(1/2)*erf(1/2*2^(1/2)*x)+1)*exp(1/2*x^2) 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = (1/2*pi^(1/2)*2^(1/2)*erf(1/2*2^(1/2)*x)+1)*exp(1/2*x^2) 

x0= 

0 

x0.25= 

   0.250000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.75= 

   0.750000000000000 

x1= 

     1 

y1= 

     1 

y2= 

   1.285156250000000 

y3= 

   1.671123504638672 

y4= 

   2.218087367713451 

y5= 

   3.026125849246455 

g0= 

     1 

g0.25= 

   1.287017430346069 

g0.5= 

   1.676974972518977 

g0.75= 

   2.232585046680449 
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g1= 

   3.059407405342577 

e1= 

     0 

e2= 

   0.001861180346069 

e3= 

   0.005851467880305 

e4= 

   0.014497678966998 

e5= 

   0.033281556096122 

8.RUNGE-KUTTA(2,2)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2.1.4 h=0.1) 

 

format('long') 

f=inline('x*y+1','x','y'); 

dsolve('Dy=x*y+1','y(0)=1','x') 

g=inline('(1/2*pi^(1/2)*2^(1/2)*erf(1/2*2^(1/2)*x)+1)*exp(1/2*x^2)','x') 

w1=0; 

w2=1; 

c1=0; 

c2=1/2; 

a21=1/2; 

h=0.1; 

i=0:0.1:1; 

nstep=11; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2; 

end 

for i=0:0.1:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.1:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:11 

    e=abs(g((j-1)/10)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

ans =(1/2*pi^(1/2)*2^(1/2)*erf(1/2*2^(1/2)*x)+1)*exp(1/2*x^2) 

 g = 

    Inline function: 
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     g(x) = (1/2*pi^(1/2)*2^(1/2)*erf(1/2*2^(1/2)*x)+1)*exp(1/2*x^2) 

x0= 

    0 

x0.1= 

   0.100000000000000 

x0.2= 

   0.200000000000000 

x0.3= 

   0.300000000000000 

x0.4= 

   0.400000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.6= 

   0.600000000000000 

x0.7= 

   0.700000000000000 

x0.8= 

   0.800000000000000 

x0.9= 

   0.900000000000000 

x1= 

     1 

y1= 

     1 

y2= 

   1.105250000000000 

y3= 

   1.222661643750000 

y4= 

   1.354783850254687 

y5= 

   1.504662546534985 

y6= 

   1.675976557420941 

y7= 

   1.873209735845547 

y8= 

   2.101871127660406 

y9= 

   2.368778873945045 

y10= 

   2.682428926401787 

y11= 

   3.053477058070325 

g0= 

     1 

g0.1= 

   1.105346521812841 

g0.2= 
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   1.222889462475293 

g0.3= 

   1.355191963766034 

g0.4= 

   1.505318952970661 

g0.5= 

   1.676974972518977 

g0.6= 

   1.874678991977672 

g0.7= 

   2.103988318400775 

g0.8= 

   2.371787769675660 

g0.9= 

   2.686665853619038 

g1= 

   3.059407405342577 

e1= 

     0 

e2= 

   9.652181284081074e-005 

e3= 

    2.278187252928721e-004 

e4= 

    4.081135113462864e-004 

e5= 

    6.564064356753274e-004 

e6= 

    9.984150980357764e-004 

e7= 

   0.001469256132126 

e8= 

   0.002117190740369 

e9= 

   0.003008895730615 

e10= 

   0.004236927217251 

e11= 

   0.005930347272252 

9.RUNGE-KUTTA(3,3)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.1.1 h=0.25) 

 

format('long') 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('2/(2+x^2)','x') 

w1=3/8; 

w2=2/3; 

w3=1/6; 

c1=0; 

c2=1/2; 

c3=1; 

a21=1/2; 
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a31=-1; 

a32=2; 

h=0.25; 

i=0:0.25:1; 

nstep=5; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3; 

end 

for i=1:0.25:2 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=1:0.25:2 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:5 

    e=abs(g(j)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = 2/(2+x^2) 

x1= 

     1 

x1.25= 

   1.250000000000000 

x1.5= 

   1.500000000000000 

x1.75= 

   1.750000000000000 

x2= 

     2 

y1= 

     1 

y2= 

   0.970011393229167 
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y3= 

   0.877148621911529 

y4= 

   0.751505082621579 

y5= 

   0.623355468444529 

g1= 

   0.666666666666667 

g1.25= 

   0.561403508771930 

g1.5= 

   0.470588235294118 

g1.75= 

   0.395061728395062 

g2= 

   0.333333333333333 

e1= 

   0.333333333333333 

e2= 

   0.636678059895833 

e3= 

   0.695330440093347 

e4= 

   0.640393971510468 

e5= 

   0.549281394370455 

10.RUNGE-KUTTA(3,3)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.1.1 h=0.1) 

 

format('long') 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('2/(2+x^2)','x') 

w1=3/8; 

w2=2/3; 

w3=1/6; 

c1=0; 

c2=1/2; 

c3=1; 

a21=1/2; 

a31=-1; 

a32=2; 

h=0.1; 

i=0:0.1:1; 

nstep=11; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3; 

end 

for i=1:0.1:2 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 
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end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=1:0.1:2 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:11 

    e=abs(g(j)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = 2/(2+x^2) 

x1= 

     1 

x1.1= 

   1.100000000000000 

x1.2= 

   1.200000000000000 

x1.3= 

   1.300000000000000 

x1.4= 

   1.400000000000000 

x1.5= 

   1.500000000000000 

x1.6= 

   1.600000000000000 

x1.7= 

   1.700000000000000 

x1.8= 

   1.800000000000000 

x1.9= 

   1.900000000000000 

x2= 

     2 

y1= 

     1 

y2= 

   0.995033166666667 

y3= 

   0.978345516662117 

y4= 

   0.951006922658594 

y5= 

   0.914725718014457 

y6= 

   0.871593973309766 

y7= 

   0.823813318698911 

y8= 
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   0.773460831682224 

y9= 

   0.722329481693141 

y10= 

   0.671849519097985 

y11= 

   0.623077078895250 

g1= 

   0.666666666666667 

g1.1= 

   0.623052959501558 

g1.2= 

   0.581395348837209 

g1.3= 

   0.542005420054200 

g1.4= 

   0.505050505050505 

g1.5= 

   0.470588235294118 

g1.6= 

   0.438596491228070 

g1.7= 

   0.408997955010225 

g1.8= 

   0.381679389312977 

g1.9= 

   0.356506238859180 

g2= 

   0.333333333333333 

e1= 

   0.333333333333333 

e2= 

   0.661699833333333 

e3= 

   0.796527334843935 

e4= 

   0.839895811547483 

e5= 

   0.840651643940383 

e6= 

   0.818962394362398 

e7= 

   0.784597632424401 

e8= 

   0.743157801379194 

e9= 

   0.698233096150972 

e10= 

   0.652241675960730 

e11= 

   0.606816916293624 

 

11.NYSTROM(3,3)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.1.2 h=0.25) 

format('long') 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('2/(2+x^2)','x') 

w1=1/4; 

w2=3/8; 
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w3=3/8; 

c1=0; 

c2=2/3; 

c3=2/3; 

a21=2/3; 

a31=0; 

a32=2/3; 

h=0.25; 

i=0:0.25:1; 

nstep=5; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3; 

end 

for i=1:0.25:2 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=1:0.25:2 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:5 

    e=abs(g(j)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = 2/(2+x^2) 

x1= 

     1 

x1.25= 

   1.250000000000000 

x1.5= 

   1.500000000000000 

x1.75= 

   1.750000000000000 

x2= 

     2 

y1= 
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     1 

y2= 

   0.969605999228395 

y3= 

   0.888788475869516 

y4= 

   0.780408616697521 

y5= 

   0.66656602025201 

g1= 

   0.666666666666667 

g1.25= 

   0.561403508771930 

g1.5= 

   0.470588235294118 

g1.75= 

   0.395061728395062 

g2= 

   0.333333333333333 

e1= 

   0.333333333333333 

e2= 

   0.636272665895062 

e3= 

   0.706970294051334 

e4= 

   0.669297505586410 

e5= 

   0.592491946177941 

12.NYSTROM(3,3)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.1.2 h=0.1) 

 

format('long') 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('2/(2+x^2)','x') 

w1=1/4; 

w2=3/8; 

w3=3/8; 

c1=0; 

c2=2/3; 

c3=2/3; 

a21=2/3; 

a31=0; 

a32=2/3; 

h=0.1; 

i=0:0.1:1; 

nstep=11; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3; 
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end 

for i=1:0.1:2 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=1:0.1:2 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:11 

    e=abs(g(j)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

    Inline function: 

     g(x) = 2/(2+x^2) 

x1= 

     1 

x1.1= 

   1.100000000000000 

x1.2= 

   1.200000000000000 

x1.3= 

   1.300000000000000 

x1.4= 

   1.400000000000000 

x1.5= 

   1.500000000000000 

x1.6= 

   1.600000000000000 

x1.7= 

   1.700000000000000 

x1.8= 

   1.800000000000000 

x1.9= 

   1.900000000000000 

x2= 

     2 

y1= 

     1 

y2= 

   0.995022172839506 



Απιθμηηική Διεπεύνηζη Μεθόδων Επίλςζηρ Διαθοπικών Εξιζώζεων με έμθαζη    

ζηιρ μεθόδοςρ Fehlberg- Εθαπμογέρ με Ππογπάμμαηα ζε MATLAB  

 

 
 

[86] 
 

y3= 

   0.980387238129322 

y4= 

   0.956931470376676 

y5= 

   0.925919033349061 

y6= 

   0.888882060498600 

y7= 

   0.847451135371869 

y8= 

   0.803206620187101 

y9= 

   0.757569472732688 

y10= 

   0.711737028168946 

y11= 

   0.666659092863906 

g1= 

   0.666666666666667 

g1.1= 

   0.623052959501558 

g1.2= 

   0.581395348837209 

g1.3= 

   0.542005420054200 

g1.4= 

   0.505050505050505 

g1.5= 

   0.470588235294118 

g1.6= 

   0.438596491228070 

g1.7= 

   0.408997955010225 

g1.8= 

   0.381679389312977 

g1.9= 

   0.356506238859180 

g2= 

   0.333333333333333 

e1= 

   0.333333333333333 

e2= 

   0.661688839506173 

e3= 

   0.798569056311140 

e4= 

   0.845820359265565 

e5= 

   0.851844959274987 

e6= 
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   0.836250481551231 

e7= 

   0.808235449097360 

e8= 

   0.772903589884071 

e9= 

   0.733473087190520 

e10= 

   0.692129185031691 

e11= 

   0.650398930262280 

13.ΗΕWN(3,3)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.1.3 h=0.25) 

 

format('long') 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('2/(2+x^2)','x') 

w1=1/4; 

w2=0; 

w3=3/4; 

c1=0; 

c2=1/3; 

c3=1/3; 

a21=1/3; 

a31=0; 

a32=2/3; 

h=0.25; 

i=0:0.25:1; 

nstep=5; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3; 

end 

for i=1:0.25:2 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=1:0.25:2 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:5 

    e=abs(g(j)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 
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     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = 2/(2+x^2) 

x1= 

     1 

x1.25= 

   1.250000000000000 

x1.5= 

   1.500000000000000 

x1.75= 

   1.750000000000000 

x2= 

     2 

y1= 

     1 

y2= 

   0.984806013695988 

y3= 

   0.915233351982195 

y4= 

   0.811902342605009 

y5= 

   0.697873163942227 

g1= 

   0.666666666666667 

g1.25= 

   0.561403508771930 

g1.5= 

   0.470588235294118 

g1.75= 

   0.395061728395062 

g2= 

   0.333333333333333 

e1= 

   0.333333333333333 

e2= 

   0.651472680362654 

e3= 

   0.733415170164013 

e4= 

   0.700791231493898 

e5= 

   0.623799089868153 

 

14.ΗΕWN(3,3)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.1.3 h=0.1) 

 

format('long') 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('2/(2+x^2)','x') 

w1=1/4; 

w2=0; 

w3=3/4; 

c1=0; 

c2=1/3; 

c3=1/3; 

a21=1/3; 
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a31=0; 

a32=2/3; 

h=0.1; 

i=0:0.1:1; 

nstep=11; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3; 

end 

for i=1:0.1:2 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=1:0.1:2 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:11 

    e=abs(g(j)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = 2/(2+x^2) 

x1= 

     1 

x1.1= 

   1.100000000000000 

x1.2= 

   1.200000000000000 

x1.3= 

   1.300000000000000 

x1.4= 

   1.400000000000000 

x1.5= 

   1.500000000000000 

x1.6= 

   1.600000000000000 

x1.7= 



Απιθμηηική Διεπεύνηζη Μεθόδων Επίλςζηρ Διαθοπικών Εξιζώζεων με έμθαζη    

ζηιρ μεθόδοςρ Fehlberg- Εθαπμογέρ με Ππογπάμμαηα ζε MATLAB  

 

 
 

[90] 
 

   1.700000000000000 

x1.8= 

   1.800000000000000 

x1.9= 

   1.900000000000000 

x2= 

     2 

y1= 

     1 

y2= 

   0.997511098765432 

y3= 

   0.985247754115330 

y4= 

   0.963916707176488 

y5= 

   0.934685582637371 

y6= 

   0.899031683205091 

y7= 

   0.858572478318557 

y8= 

   0.814910049211077 

y9= 

   0.769511316784970 

y10= 

   0.723632680750224 

y11= 

   0.678286626453273 

g1= 

   0.666666666666667 

g1.1= 

   0.623052959501558 

g1.2= 

   0.581395348837209 

g1.3= 

   0.542005420054200 

g1.4= 

   0.505050505050505 

g1.5= 

   0.470588235294118 

g1.6= 

   0.438596491228070 

g1.7= 

   0.408997955010225 

g1.8= 

   0.381679389312977 

g1.9= 

   0.356506238859180 

g2= 

   0.333333333333333 
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e1= 

   0.333333333333333 

e2= 

   0.664177765432099 

e3= 

   0.803429572297148 

e4= 

   0.852805596065377 

e5= 

   0.860611508563297 

e6= 

   0.846400104257723 

e7= 

   0.819356792044048 

e8= 

   0.784607018908047 

e9= 

   0.745414931242802 

e10= 

   0.704024837612970 

e11= 

   0.662026463851647 

15.RUNGE KUTTA(4,4)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.2.1 h=0.25) 

format('long') 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('2/(2+x^2)','x') 

w1=1/6; 

w2=1/3; 

w3=1/3; 

w4=1/6; 

c1=0; 

c2=1/2; 

c3=1/2; 

c4=1; 

a21=1/2; 

a31=0; 

a32=1/2; 

a41=0; 

a42=0; 

a43=1; 

h=0.25; 

i=0:0.25:1; 

nstep=5; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(i(n)+c4*h,y(n)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3+w4*k4; 

end 

for i=1:0.25:2 
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disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=1:0.25:2 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:5 

    e=abs(g(j)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = 2/(2+x^2) 

x1= 

     1 

x1.25= 

   1.250000000000000 

x1.5= 

   1.500000000000000 

x1.75= 

   1.750000000000000 

x2= 

     2 

y1= 

     1 

y2= 

   0.969694281772415 

y3= 

   0.888880444891296 

y4= 

   0.780477845927160 

y5= 

   0.666661297755045 

g1= 

   0.666666666666667 

g1.25= 

   0.561403508771930 

g1.5= 

   0.470588235294118 

g1.75= 
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   0.395061728395062 

g2= 

   0.333333333333333 

e1= 

   0.333333333333333 

e2= 

   0.636360948439081 

e3= 

   0.707062263073114 

e4= 

   0.669366734816049 

e5= 

   0.592587223680971 

16. RUNGE KUTTA(4,4)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.2.1 h=0.1) 

format('long') 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('2/(2+x^2)','x') 

w1=1/6; 

w2=1/3; 

w3=1/3; 

w4=1/6; 

c1=0; 

c2=1/2; 

c3=1/2; 

c4=1; 

a21=1/2; 

a31=0; 

a32=1/2; 

a41=0; 

a42=0; 

a43=1; 

h=0.1; 

i=0:0.1:1; 

nstep=11; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(i(n)+c4*h,y(n)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3+w4*k4; 

end 

for i=1:0.1:2 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=1:0.1:2 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:11 
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    e=abs(g(j)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = 2/(2+x^2) 

x1= 

     1 

x1.1= 

   1.100000000000000 

x1.2= 

   1.200000000000000 

x1.3= 

   1.300000000000000 

x1.4= 

   1.400000000000000 

x1.5= 

   1.500000000000000 

x1.6= 

   1.600000000000000 

x1.7= 

   1.700000000000000 

x1.8=  

   1.800000000000000 

x1.9= 

   1.900000000000000 

x2= 

     2 

y1= 

     1 

y2= 

   0.995024865102607 

y3= 

   0.980392116100969 

y4= 

   0.956937715060499 

y5= 

   0.925925796601353 

y6= 

   0.888888723683622 

y7= 

   0.847457444393658 

y8= 
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   0.803212673650688 

y9= 

   0.757575606404068 

y10= 

   0.711743664631487 

y11= 

   0.666666613089039 

g1= 

   0.666666666666667 

g1.1= 

   0.623052959501558 

g1.2= 

   0.581395348837209 

g1.3= 

   0.542005420054200 

g1.4= 

   0.505050505050505 

g1.5= 

   0.470588235294118 

g1.6= 

   0.438596491228070 

g1.7= 

   0.408997955010225 

g1.8= 

   0.381679389312977 

g1.9= 

   0.356506238859180 

g2= 

   0.333333333333333 

e1= 

   0.333333333333333 

e2= 

   0.661691531769274 

e3= 

   0.798573934282788 

e4= 

   0.845826603949388 

e5= 

   0.851851722527279 

e6= 

   0.836257144736254 

e7= 

   0.808241758119148 

e8= 

   0.772909643347658 

e9= 

   0.733479220861900 

e10= 

   0.692135821494232 

e11= 

   0.650406450487413 
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17.KUTTA ΣΤΠΟ(4,4)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.2.2 h=0.25) 

format('long') 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('2/(2+x^2)','x') 

w1=1/8; 

w2=3/8; 

w3=3/8; 

w4=1/8; 

c1=0; 

c2=1/3; 

c3=2/3; 

c4=1; 

a21=1/3; 

a31=-1/3; 

a32=1; 

a41=1; 

a42=-1; 

a43=1; 

h=0.25; 

i=0:0.25:1; 

nstep=5; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(i(n)+c4*h,y(n)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3+w4*k4; 

end 

for i=1:0.25:2 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=1:0.25:2 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:5 

    e=abs(g(j)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = 2/(2+x^2) 
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x1= 

     1 

x1.25= 

   1.250000000000000 

x1.5= 

   1.500000000000000 

x1.75= 

   1.750000000000000 

x2= 

     2 

y1= 

     1 

y2= 

   0.969690082001976 

y3= 

   0.888866928819342 

y4= 

   0.780457844383869 

y5= 

   0.666640176087096 

g1= 

   0.666666666666667 

g1.25= 

   0.561403508771930 

g1.5= 

   0.470588235294118 

g1.75= 

   0.395061728395062 

g2= 

   0.333333333333333 

e1= 

   0.333333333333333 

e2= 

   0.636356748668643 

e3= 

   0.707048747001160 

e4= 

   0.669346733272758 

e5= 

   0.592566102013022 

18.KUTTA ΣΤΠΟ(4,4)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.2.2 h=0.1) 

format('long') 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('2/(2+x^2)','x') 

w1=1/8; 

w2=3/8; 

w3=3/8; 

w4=1/8; 

c1=0; 

c2=1/3; 
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c3=2/3; 

c4=1; 

a21=1/3; 

a31=-1/3; 

a32=1; 

a41=1; 

a42=-1; 

a43=1; 

h=0.1; 

i=0:0.1:1; 

nstep=11; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(i(n)+c4*h,y(n)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3+w4*k4; 

end 

for i=1:0.1:2 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=1:0.1:2 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:11 

    e=abs(g(j)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = 2/(2+x^2) 

x1= 

     1 

x1.1= 

   1.100000000000000 

x1.2= 

   1.200000000000000 

x1.3= 

   1.300000000000000 

x1.4= 

   1.400000000000000 
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x1.5= 

   1.500000000000000 

x1.6= 

   1.600000000000000 

x1.7= 

   1.700000000000000 

x1.8= 

   1.800000000000000 

x1.9= 

   1.900000000000000 

x2= 

     2 

y1= 

     1 

y2= 

   0.995024847774700 

y3= 

   0.980392049223310 

y4= 

   0.956937575228808 

y5= 

   0.925925573217522 

y6= 

   0.888888419154680 

y7= 

   0.847457071166520 

y8= 

   0.803212249762128 

y9= 

   0.757575151244819 

y10= 

   0.711743195936359 

y11= 

   0.666666145369993 

g1= 

   0.666666666666667 

g1.1= 

   0.623052959501558 

g1.2= 

   0.581395348837209 

g1.3= 

   0.542005420054200 

g1.4= 

   0.505050505050505 

g1.5= 

   0.470588235294118 

g1.6= 

   0.438596491228070 

g1.7= 

   0.408997955010225 

g1.8= 
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   0.381679389312977 

g1.9= 

   0.356506238859180 

g2= 

   0.333333333333333 

e1= 

   0.333333333333333 

e2= 

   0.661691514441366 

e3= 

   0.798573867405128 

e4= 

   0.845826464117697 

e5= 

   0.851851499143448 

e6= 

   0.836256840207311 

e7= 

   0.808241384892010 

e8= 

   0.772909219459097 

e9= 

   0.733478765702650 

e10= 

   0.692135352799104 

e11= 

   0.650405982768367 

19.NYSTROM(5,6)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.1.1 h=0.25) 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('-1+x+2*exp(-x)','x') 

format('long') 

c1=0; 

c2=1/3; 

c3=2/5; 

c4=1; 

c5=2/3; 

c6=4/5; 

w1=23/192; 

w2=0; 

w3=125/192; 

w4=-81/192; 

w5=125/192; 

a21=1/3; 

a31=4/25; 

a32=6/25; 

a41=1/4; 

a42=-12/4; 

a43=15/4; 

a51=6/81; 

a52=90/81; 

a53=-50/81; 

a54=8/81; 
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a61=6/75; 

a62=36/75; 

a63=10/75; 

a64=8/75; 

a65=0; 

h=0.25; 

i=0:0.25:1; 

nstep=5; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(i(n)+c5*h,y(n)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 

k5=h*f(i(n)+c5*h,y(n)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 

k6=h*f(i(n)+c6*h,y(n)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65*k5); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3+w4*k4+w5*k5; 

end 

for i=0:0.25:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.25:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:6 

    e=abs(g((j-1)/100)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = -1+x+2*exp(-x) 

x0= 

     0 

x0.25= 

   0.250000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.75= 

   0.750000000000000 

x1= 

     1 

y1= 
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     1 

y2= 

   0.973921268121264 

y3= 

   0.892778599719703 

y4= 

   0.779891810573625 

y5= 

   0.660448711605436 

g0= 

     1 

g0.25= 

   0.807601566142810 

g0.5= 

   0.713061319425267 

g0.75= 

   0.694733105482029 

g1= 

   0.735758882342885 

e1= 

     0 

e2= 

   0.016178399377072 

e3= 

   0.087618746893808 

e4= 

   0.190999256523391 

e5= 

   0.301130166699210 

20.NYSTROM(5,6)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.1.1 h=0.1) 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('-1+x+2*exp(-x)','x') 

format('long') 

c1=0; 

c2=1/3; 

c3=2/5; 

c4=1; 

c5=2/3; 

c6=4/5; 

w1=23/192; 

w2=0; 

w3=125/192; 

w4=-81/192; 

w5=125/192; 

a21=1/3; 

a31=4/25; 

a32=6/25; 

a41=1/4; 

a42=-12/4; 

a43=15/4; 

a51=6/81; 
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a52=90/81; 

a53=-50/81; 

a54=8/81; 

a61=6/75; 

a62=36/75; 

a63=10/75; 

a64=8/75; 

a65=0; 

h=0.1; 

i=0:0.1:1; 

nstep=11; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(i(n)+c5*h,y(n)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 

k5=h*f(i(n)+c5*h,y(n)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 

k6=h*f(i(n)+c6*h,y(n)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65*k5); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3+w4*k4+w5*k5; 

end 

for i=0:0.1:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.1:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:10 

    e=abs(g((j-1)/100)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = -1+x+2*exp(-x) 

x0= 

     0 

x0.1= 

   0.100000000000000 

x0.2= 

   0.200000000000000 

x0.3= 

   0.300000000000000 
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x0.4= 

   0.400000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.6= 

   0.600000000000000 

x0.7= 

   0.700000000000000 

x0.8= 

   0.800000000000000 

x0.9= 

   0.900000000000000 

x1= 

     1 

y1= 

     1 

y2= 

   0.995860694497265 

y3= 

   0.981909066057179 

y4= 

   0.958876358832192 

y5=  

   0.927970733149774 

y6= 

   0.890722321728846 

y7= 

   0.848805325158573 

y8= 

   0.803872723532910 

y9= 

   0.757428697817751 

y10= 

   0.710749250282059 

y11= 

   0.664848732149450 

g0= 

     1 

g0.1= 

   0.909674836071919 

g0.2= 

   0.837461506155964 

g0.3= 

   0.781636441363436 

g0.4= 

   0.740640092071279 

g0.5= 

   0.713061319425267 

g0.6= 

   0.697623272188053 

g0.7= 
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   0.693170607582819 

g0.8= 

   0.698657928234443 

g0.9= 

   0.713139319481198 

g1= 

   0.735758882342885 

e1= 

     0 

e2= 

   0.005761026998929 

e3= 

   0.001511719443668 

e4= 

   0.012014708264824 

e5= 

   0.033608145154872 

e6= 

   0.061736527272582 

e7= 

   0.094723742009925 

e8= 

   0.130914916278987 

e9= 

   0.168803994955520 

e10= 

   0.207113120260398 

21.FEHLBERG(5,6)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.1.2 h=0.25) 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('-1+x+2*exp(-x)','x') 

format('long') 

c1=0; 

c2=1/6; 

c3=4/15; 

c4=2/3; 

c5=4/5; 

c6=1; 

w1=31/384; 

w2=0; 

w3=1125/2816; 

w4=9/32; 

w5=125/768; 

w6=5/66; 

a21=1/6; 

a31=4/75; 

a32=16/75; 

a41=5/6; 

a42=-8/3; 

a43=5/2; 

a51=-8/5; 

a52=144/25; 

a53=-4; 
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a54=16/25; 

a61=361/320; 

a62=-18/5; 

a63=407/128; 

a64=-11/80; 

a65=55/128; 

h=0.25; 

i=0:0.25:1; 

nstep=5; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(i(n)+c5*h,y(n)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 

k5=h*f(i(n)+c5*h,y(n)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 

k6=h*f(i(n)+c6*h,y(n)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65*k5); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3+w4*k4+w5*k5+w6*k6; 

end 

for i=0:0.25:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.25:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:5 

    e=abs(g((j-1)/100)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = -1+x+2*exp(-x) 

x0= 

     0 

x0.25= 

   0.250000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.75= 

   0.750000000000000 

x1= 
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     1 

y1= 

    1 

y2= 

   0.967487258166394 

y3= 

   0.885180544753583 

y4= 

   0.776203891812263 

y5= 

   0.662502743089561 

g0= 

     1 

g0.25= 

   0.807601566142810 

g0.5= 

   0.713061319425267 

g0.75= 

   0.694733105482029 

g1= 

   0.735758882342885 

e1= 

     0 

e2= 

   0.022612409331943 

e3= 

   0.095216801859928 

e4= 

   0.194687175284753 

e5= 

   0.299076135215086 

22.FEHLBERG(5,6)(ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.1.2 h=0.1) 

f=inline('-x*y^2','x','y') 

dsolve('Dy=-x*y^2','y(0)=1','x'); 

g=inline('-1+x+2*exp(-x)','x') 

format('long') 

c1=0; 

c2=1/6; 

c3=4/15; 

c4=2/3; 

c5=4/5; 

c6=1; 

w1=31/384; 

w2=0; 

w3=1125/2816; 

w4=9/32; 

w5=125/768; 

w6=5/66; 

a21=1/6; 

a31=4/75; 

a32=16/75; 

a41=5/6; 



Απιθμηηική Διεπεύνηζη Μεθόδων Επίλςζηρ Διαθοπικών Εξιζώζεων με έμθαζη    

ζηιρ μεθόδοςρ Fehlberg- Εθαπμογέρ με Ππογπάμμαηα ζε MATLAB  

 

 
 

[108] 
 

a42=-8/3; 

a43=5/2; 

a51=-8/5; 

a52=144/25; 

a53=-4; 

a54=16/25; 

a61=361/320; 

a62=-18/5; 

a63=407/128; 

a64=-11/80; 

a65=55/128; 

h=0.1; 

i=0:0.1:1; 

nstep=11; 

y(1)=1; 

for n=1:nstep 

k1=h*f(i(n)+c1*h,y(n)); 

k2=h*f(i(n)+c2*h,y(n)+a21*k1); 

k3=h*f(i(n)+c3*h,y(n)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(i(n)+c5*h,y(n)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 

k5=h*f(i(n)+c5*h,y(n)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 

k6=h*f(i(n)+c6*h,y(n)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65*k5); 

y(n+1)=y(n)+w1*k1+w2*k2+w3*k3+w4*k4+w5*k5+w6*k6; 

end 

for i=0:0.1:1 

disp (['x' num2str(i) '=']) 

disp(i) 

end 

for n=1:nstep 

    disp (['y' num2str(n) '=']) 

    disp(y(n)) 

end 

for i=0:0.1:1 

disp (['g' num2str(i) '=' ]) 

disp(g(i)) 

end 

for j=1:1:11 

    e=abs(g((j-1)/100)-y(j)); 

    disp (['e' num2str(j) '=']) 

    disp(e) 

end 

x=0:0.1:1; 

subplot(1,2,1) 

plot(y) 

subplot(1,2,2) 

plot(g(x)) 

 

Η εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο δίλεη ηα απνηειέζκαηα: 

f = 

     Inline function: 

     f(x,y) = -x*y^2 

g = 

     Inline function: 

     g(x) = -1+x+2*exp(-x) 
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x0= 

     0 

x0.1= 

   0.100000000000000 

x0.2= 

   0.200000000000000 

x0.3= 

   0.300000000000000 

x0.4= 

   0.400000000000000 

x0.5= 

   0.500000000000000 

x0.6= 

   0.600000000000000 

x0.7= 

   0.700000000000000 

x0.8= 

   0.800000000000000 

x0.9= 

   0.900000000000000 

x1= 

     1 

y1= 

     1 

y2= 

   0.994653456935136 

y3= 

   0.979671259036967 

y4= 

   0.955907912025130 

y5= 

   0.924640692609537 

y6= 

   0.887408700823141 

y7= 

   0.845843504129544 

y8= 

   0.801521548309486 

y9= 

   0.755856536283684 

y10= 

   0.710036821674568 

y11= 

   0.665002861028903 

g0= 

     1 

g0.1= 

   0.909674836071919 

g0.2= 

   0.837461506155964 

g0.3= 
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   0.781636441363436 

g0.4= 

   0.740640092071279 

g0.5= 

   0.713061319425267 

g0.6= 

   0.697623272188053 

g0.7= 

   0.693170607582819 

g0.8= 

   0.698657928234443 

g0.9= 

   0.713139319481198 

g1= 

   0.735758882342885 

e1= 

     0 

e2= 

   0.004553789436800 

e3= 

    7.260875765433550e-004 

e4= 

   0.014983155071887 

e5= 

   0.036938185695109 

e6= 

   0.065050148178287 

e7= 

   0.097685563038953 

e8= 

   0.133266091502410 

e9= 

   0.170376156489587 

e10= 

   0.207825548867888 

e11= 

   0.244671975043016 



Απιθμηηική Διεπεύνηζη Μεθόδων Επίλςζηρ Διαθοπικών Εξιζώζεων με έμθαζη    

ζηιρ μεθόδοςρ Fehlberg- Εθαπμογέρ με Ππογπάμμαηα ζε MATLAB  

 

 
 

[111] 
 

 


