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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

 Οι διαφορικζσ εξιςϊςεισ είναι απαραίτθτεσ για τθν μοντελοποίθςθ πολλϊν φυςικϊν, 
βιολογικϊν, μακθματικϊν και άλλων προβλθμάτων. Μελετϊνται εδϊ μερικζσ μακθματικζσ 
τεχνικζσ επίλυςθσ διαφορικϊν εξιςϊςεων.   
 τθν εργαςία αυτι παρουςιάηονται οριςμζνεσ αρικμθτικζσ μζκοδοι Runge-Kutta από 
δεφτερθσ ζωσ όγδοθσ τάξθσ, οι οποίεσ προςεγγίηουν βιμα-βιμα τθν λφςθ μιασ διαφορικισ 
εξίςωςθσ πρϊτθσ τάξθσ ςυνοδευόμενθ από μία αρχικι ςυνκικθ (πρόβλθμα αρχικϊν 
τιμϊν). τθν ςυνζχεια αναφζρεται ζνασ γενικόσ τρόποσ για τθν επζκταςθ αυτϊν των 
διαδικαςιϊν ςε ςυςτιματα διαφορικϊν εξιςϊςεων πρϊτθσ τάξθσ. Ακόμθ εξετάηονται 
ςυςτιματα διαφορικϊν εξιςϊςεων με τάξθ υψθλότερθ του ζνα, θ λφςθ των οποίων 
επιτυγχάνεται με τθ μετατροπι του αρχικοφ ςυςτιματοσ ςε ζνα ευρφτερο ςφςτθμα πρϊτθσ 
τάξεωσ διαφορικϊν εξιςϊςεων. 
  Είναι πολφ ςθμαντικι θ εκτίμθςθ τθσ ακρίβειασ που επιτυγχάνεται ςε κάκε βιμα κατά τθν 
αρικμθτικι επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ αρχικϊν τιμϊν. Για να επιτευχκεί αυτό, 
παρουςιάηεται μια διαδικαςία όπου κάποιεσ από τισ μεκόδουσ που ζχουν ιδθ 
παρουςιαςκεί ενςωματϊνονται μζςα ςε υψθλότερθσ τάξθσ τφπουσ ι ενςωματϊνουν 
τφπουσ μικρότερθσ τάξθσ. Κατόπιν μζςα από τθν ςφγκριςθ αυτϊν των μεκόδων ι 
απευκείασ μζςω τφπων παίρνουμε επιπλζον εκτόσ τθσ προςζγγιςθσ και μια πολφ 
ικανοποιθτικι εκτίμθςθ του ςφάλματοσ ςε κάκε βιμα. 
  Για κάκε μζκοδο που αναφζρεται ςε αυτι τθν εργαςία ζχει καταςκευαςκεί και ζνα 
πρόγραμμα ςε μορφι ςυνάρτθςθσ ςτο Matlab. Όλοι οι κϊδικεσ αυτϊν κακϊσ και οδθγίεσ 
για τθν χριςθ τουσ μαηί με παραδείγματα αναφζρονται ςτο παράρτθμα τθσ εργαςίασ. 
Σζλοσ παρουςιάηονται εκτεταμζνα εφαρμογζσ και αποτελζςματα των υπορουτίνων αυτϊν 
τα οποία βοθκοφν ςτον ζλεγχο και τθν μεταξφ τουσ ςφγκριςθ, κακϊσ και ςυμπεράςματα τα 
οποία απορρζουν από τθν ςυμπεριφορά των διαφορικϊν εξιςϊςεων που μελετιςαμε και 
από ςτοιχεία που βρικαμε από δθμοςιευμζνεσ ζρευνεσ που αναφζρονται ςτθν 
βιβλιογραφία. 
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ABSTRACT 
 

  Differential equations are necessary for modeling many physical, biological, mathematical 
and other problems. Here we study some mathematical techniques for solving differential 
equations. 
  In this paper we present some numerical methods Runge-Kutta from second to eighth 
order, which approach step by step the solution of a first order differential equation, 
accompanied by an initial condition (initial value problem). Then we mention a general 
method to extend these procedures to systems of first order differential equations. 
Furthermore, we examine some systems of higher than one order differential equations, 
whose solution achieved by converting the initial system to a wider system of first order 
differential equations. 
  It’s very important to estimate the accuracy which achieved at each step during the 
numerical solution of an initial value problem. In order to achieve this, we present a 
procedure where some of these methods, that we have mentioned, are embedded into 
higher order formulas or embed lower order formulas. Then, by comparing these methods 
or directly through formulas, we get except the approach and a very satisfactory estimate of 
error in each step. 
  For each method, which we refer here, we have created a program in the form of function 
in Matlab. All the codes of these and their instructions with examples are mentioned in the 
annex. Finally, we present extensively the applications and results of these subroutines 
which help the control and the comparison between them, as well as the conclusions which 
arising from the behavior of differential equations we studied and from what we found from 
published research which we refer in the literature.  
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Κεφάλαιο 1 

“Ειςαγωγή” 

1.1  Διαφορικζσ Εξιςώςεισ και Βαςικζσ Ζννοιεσ   

  Μια διαφορικι εξίςωςθ (που κα τθ ςθμειϊνουμε ςτο εξισ με δ.ε.) είναι μια 

εξίςωςθ που περιζχει μια μεταβλθτι x, μια άγνωςτθ ςυνάρτθςθ y(x) και  οριςμζνεσ 

(ι όλεσ) τισ παράγωγουσ τθσ y’(x), y’’(x), ....,y(n)(x). Σάξθ τθσ δ.ε. ονομάηεται θ 

μεγαλφτερθ παράγωγοσ που εμφανίηεται ςτθ δ.ε. Λφςθ (αναλυτικι) τθσ δ.ε. είναι 

μια ςυγκεκριμζνθ ςυνάρτθςθ θ οποία τθν ικανοποιεί. Οι δ.ε. τάξθσ n≥1 είναι τθσ 

μορφισ : 

                                       f( x, y(x), y’(x),….., y(n)(x) ) = 0,  n≥1                                                

και λφςθ τθσ παραπάνω δ.ε. είναι μια ςυνάρτθςθ φ: Ι → , με I   τζτοια ϊςτε   

                                        f( x, φ(x), φ’(x),….., φ(n)(x) ) = 0, xI.            

Ραρακάτω δίνονται  μερικά παραδείγματα δ.ε. με τισ λφςεισ τουσ. Σε κάκε 

περίπτωςθ, το x είναι θ ανεξάρτθτθ μεταβλθτι και το y είναι θ εξαρτθμζνθ. Ζτςι, y 

είναι το όνομα τθσ άγνωςτθσ ςυνάρτθςθσ ωσ προσ τθν ανεξάρτθτθ μεταβλθτι x. 

                                   ΕΞΙΩΗ                                            ΛΤΗ 

                                       y’ – y = ex                                                    y(x) = xex + cex   

                                       y ‘’+ 9y = 0                                 y(x) = c1 sin3x + c2 cos3x 

                                       y’ + 
 

  
 = 0                                   y(x) =                                  

 Στα παραπάνω παραδείγματα, το c είναι μια αυκαίρετθ ςτακερά. Το γεγονόσ ότι θ 

εν λόγω ςτακερά εμφανίηεται ςτισ λφςεισ είναι μια ζνδειξθ ότι μια δ.ε. δεν ζχει 

μοναδικι λφςθ. Σε ζνα επιςτθμονικό πρόβλθμα, ςυνικωσ μια διαφορικι εξίςωςθ 

ςυνοδεφεται από βοθκθτικζσ ςυνκικεσ που χρθςιμεφουν για να κακοριςτεί θ 

άγνωςτθ ςυνάρτθςθ (αναλυτικι λφςθ) με ακρίβεια. 

  Σαν αρικμθτικι λφςθ λαμβάνουμε ζνα διακριτό ςφνολο τιμϊν τθσ y(x), που 

ςυμβολίηονται με ,yn} και αντιςτοιχοφν ςτα {xn}, και είναι μια προςζγγιςθ ςτθ 

ςυνεχι καμπφλθ, τθσ λφςθσ y(x).   

  Αν και υπάρχουν πολλζσ μζκοδοι για τθ λιψθ αναλυτικϊν λφςεων μιασ δ.ε., 

περιορίηονται κυρίωσ ςε ςυγκεκριμζνεσ δ.ε. Πταν εφαρμόηονται, παράγουν μια 

λφςθ με τθ μορφι ενόσ τφπου, όπωσ φαίνεται ςτον παραπάνω πίνακα. Σε πρακτικά  
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προβλιματα, ωςτόςο, ςυχνά μια δ.ε. δεν επιδζχεται λφςθ με αναλυτικζσ μεκόδουσ 

ζτςι πρζπει να αναηθτθκεί θ αρικμθτικι λφςθ τθσ. Ακόμα και όταν μια αναλυτικι 

λφςθ μπορεί να επιτευχκεί, μια αρικμθτικι λφςθ μπορεί να είναι προτιμότερθ, 

ειδικά εάν θ αναλυτικι λφςθ είναι πολφπλοκθ. Για παράδειγμα θ δ.ε.: 

                                     y’ = 3x2 – 4x-1 + (1 + x2)-1 

όπου θ f  δεν περιλαμβάνει το y. Τότε μπορεί να λυκεί με μια άμεςθ διαδικαςία 

αορίςτου ολοκλιρωςθσ και θ λφςθ τθσ είναι: 

                                     y(t) = x3 – 4lnx + Arctanx + c   

Σε ανάλογεσ περιπτϊςεισ (όπου θ f  δεν περιλαμβάνει το y), θ αρικμθτικι λφςθ 

μπορεί να εξακολουκεί να είναι προτιμότερθ όταν θ ςυνάρτθςθ f ωσ προσ x  μπορεί 

να μθν αποτελείται από ςτοιχειϊδεισ ςυναρτιςεισ που είναι «εφκολθ» θ 

ολοκλιρωςθ τουσ. Ασ εξετάςουμε, για παράδειγμα, τθν δ.ε.: 

                              y’ =     
         + ln | sinx + tanh x3 |                    

Θεωρθτικά θ λφςθ επιτυγχάνεται με τθ λιψθ του αόριςτου ολοκλθρϊματοσ. Αυτό 

όμωσ δεν μπορεί να γίνει ςτθν πράξθ. Με άλλα λόγια, μια ςυνάρτθςθ y υπάρχει για 

τα dy/dx ςτο δεξί μζλοσ τθσ , αλλά δεν είναι δυνατόν να βρεκεί θ y (x) με χριςθ των 

γνωςτϊν ςυναρτιςεων. 

Αρικμθτικζσ λφςεισ επιτυγχάνονται με αρικμθτικζσ μεκόδουσ. Σαν αρικμθτικι 

μζκοδο  εννοοφμε ότι ςε μια ακολουκία ,xn} τετμθμζνων xn > x0 όπου x[a, b], 

ορίηεται μια ακολουκία ,yn- που προςεγγίηει τισ ακριβείσ τιμζσ y(xn). Το διάςτθμα  

[a, b] χωρίηεται ςε υποδιαςτιματα με τα ςθμεία xn+1 = xn + hn για n = 0, 1,….., N ,      

x0 = a και xn = b όπου hn το βιμα. Σε πολλζσ περιπτϊςεισ hn = h και xn = x0 +nh. Σε 

επόμενα κεφάλαια κα μελετιςουμε αρικμθτικζσ μεκόδουσ που επιλφουν δ.ε. και 

ςυςτιματα δ.ε.  

 Σ’ αυτι τθν εργαςία κα  μασ απαςχολιςει κυρίωσ το πρόβλθμα αρχικών τιμών. 

Δθλαδι μία δ.ε. και μία βοθκθτικι ςυνκικθ τθσ μορφισ:   

               y’ = f( x, y ),       y(a)=y0             (με x = a αρχικι τιμι)                                                                                                                   

ι            
     

  
 = f( x, y(x) ),  y(a)=y0            (με x = a αρχικι τιμι) 

Ππου κζλουμε να είμαςτε ςε κζςθ να μποροφμε να κακορίςουμε τθν τιμι του y, για 

κάκε τιμι του x πριν ι μετά το α. Ραρακάτω κα παρουςιαςτοφν μερικά 

παραδείγματα προβλθμάτων αρχικϊν τιμϊν,  μαηί με τισ λφςεισ τουσ. 
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                     ΕΞΙΩΗ                            Αρχικι Σιμι                            Λφςθ     

                     y’ = y + 1                               y(0) = 0                                y = ex – 1 

                     y’ = 6x – 1                             y(1) = 6                                y = 3x2 – x + 4 

                    y’ =   
 

     
                             y(0) = 0                                y =         - 1  

 

1.2  Μζκοδοσ Taylor 

Ζςτω το πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν  y’ = f( x, y ) με αρχικι ςυνκικθ y(x0) = y0. Η 

ακριβισ λφςθ τθσ δ.ε. γφρο από το x0 είναι το ανάπτυγμα Taylor τθσ ςυνάρτθςθ y(x): 

                      y(x) = y(x0) + y’(x0)(x - x0) + y’’(x0)
          

 
 + …..                                     (1.1.1) 

Χρθςιμοποιοφμε τον παραπάνω τφπο για να εκφράςουμε τθν λφςθ τθσ δ.ε. ςε 

διαδοχικά ςθμεία x1, x2,…….,xn,…… . Για x = x1 θ (1) γίνεται: 

                       y(x1) = y0 + y’(x0)h + y’’(x0)
   

  
 + y’’’(x0)

   

  
 + …..          

όπου h = x1 – x0. 

Αν κρατιςουμε τϊρα οριςμζνουσ μόνο όρουσ από τθν (1.1.1) κα ζχουμε μία 

προςεγγιςτικι τιμι τθσ λφςθσ ςτο x1, τθν y1. Πμοια αν πάρουμε το ανάπτυγμα 

Taylor τθσ y(x) γφρο από το x1 παίρνουμε μία προςεγγιςτικι τιμι τθσ λφςθσ ςτο x2, 

τθν y2.Γενικότερα αν ςυμβολίςουμε με yι+1 τθν προςεγγιςτικι τιμι τθσ λφςθσ ςτο xi+1 

και yi ςτο xi αντίςτοιχα, δθλαδι τθν τιμι που προκφπτει από τθν (1.1.1) κρατϊντασ 

μόνο n+1 όρουσ, τότε για τον υπολογιςμό τθσ yi+1 ςε ςυνάρτθςθ με το yi 

χρθςιμοποιοφμε τον επαγωγικό τφπο τάξθσ n:   

                        y(xi+1) = yι + hyi’ + 
   

  
yi’’ + 

   

  
yi’’’ + ….. + 

   

  
yi

(n)                                     (1.1.2) 

Είναι φανερό ότι για τον υπολογιςμό τθσ (1.1.2) πρζπει να είναι γνωςτζσ οι 

παράγωγοι yi, yi’,  yi’’,………., yi
(n). Ππου: 

                        y’ = f(x,y) 

                        y’’ = f’ = fx + fyf 

                        y’’’= f’’ = fxx + 2ffxy + f2fyy + fy[fx + fyf]  
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ι  γενικά        f(0) = f 

                        f(j+1) = fx
(j) + fy

(j)f,     j = 0, 1, 2,……………….                                               (1.1.3) 

που είναι μια αναδρομικι ςχζςθ και  fx =   
  

  
 ,    fy = 

  

  
 ,    fxx =  

   

   
 ,     fxy =  

   

     
 . 

Είναι φανερό ότι οι ανϊτερθσ τάξθσ παράγωγοι είναι ακόμθ πιο περίπλοκοι από 

τουσ τρείσ πρϊτουσ που παρουςιάςαμε. Γι’ αυτό ςυνικωσ χρθςιμοποιοφμε μζκοδο 

Taylor μικρισ τάξθσ n.  

1.3  Matlab 

  Το Matlab είναι ζνα ςφγχρονο ολοκλθρωμζνο μακθματικό λογιςμικό πακζτο που 

χρθςιμοποιείται ςε πανεπιςτθμιακά μακιματα αλλά και ερευνθτικζσ και άλλεσ 

εφαρμογζσ με επιςτθμονικοφσ υπολογιςμοφσ. Το Matlab είναι ζνα διαδραςτικό 

(interactive) πρόγραμμα για αρικμθτικοφσ υπολογιςμοφσ και οπτικοποίθςθ των 

δεδομζνων με δυνατότθτεσ προγραμματιςμοφ που το κακιςτοφν ζνα ιςχυρό και 

χριςιμο εργαλείο ςτισ κετικζσ επιςτιμεσ.  

  Το Matlab είναι ειδικά ςχεδιαςμζνο για υπολογιςμοφσ με πίνακεσ, όπωσ θ επίλυςθ 

γραμμικϊν ςυςτθμάτων, θ αντιςτροφι τετραγωνικϊν πινάκων κλπ. Επιπλζον το 

πακζτο αυτό είναι εφοδιαςμζνο με πολλζσ επιλογζσ για γραφικά (δθλαδι τθν 

καταςκευι γραφικϊν παραςτάςεων) και προγράμματα γραμμζνα ςτθν δικι του 

γλϊςςα προγραμματιςμοφ για τθν επίλυςθ άλλων προβλθμάτων όπωσ θ εφρεςθ 

των ριηϊν μθ γραμμικισ εξίςωςθσ, θ επίλυςθ μθ γραμμικϊν ςυςτθμάτων κα. Η 

γλϊςςα προγραμματιςμοφ του Matlab δίνει τθν ευχζρεια ςτον χριςτθ να το 

επεκτείνει με δικά του προγράμματα. 

  Το Matlab είναι ςχεδιαςμζνο για τθν αρικμθτικι επίλυςθ προβλθμάτων ςε 

αρικμθτικι πεπεραςμζνθσ ακρίβειασ, δθλαδι δεν βρίςκει τθν ακριβι αλλά μια 

προςεγγιςτικι λφςθ ενόσ προβλιματοσ. Αυτι είναι και θ βαςικι διαφορά του από 

τα ςυςτιματα ςυμβολικϊν υπολογιςμϊν όπωσ το Mathematica και θ Maple.        

  Το πακζτο είναι εφοδιαςμζνο με ζνα εκτενζσ ςφςτθμα βοικειασ όπου κάκε εντολι 

επεξθγείται αναλυτικά και με αντιπροςωπευτικά παραδείγματα. Η πιο ςθμαντικι 

εντολι του Matlab είναι θ  help. Επίςθσ, ςτθν επίςθμθ ιςτοςελίδα του Matlab 

                                  http://www.mathworks.com                                                              

μπορεί κάποιοσ να βρει μια πλθκϊρα πλθροφοριϊν τόςο για αρχάριουσ όςο και για 

προχωρθμζνουσ.  

Στο τζλοσ τθσ εργαςίασ κα δοκοφν υπορουτίνεσ με τθν μορφι ςυναρτιςεων ςτο 

Matlab.      

http://www.mathworks.com/


Κεφάλαιο 2 

“Μζθοδοι Runge-Kutta” 

  Υπενκυμίηω ότι κατά τθ χριςθ τθσ  μεκόδου Taylor, ςτο πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν 

                                y’ = f(x,y)               y(x0) = y0                                                                 (2.1) 

κα πρζπει να λθφκοφν τα y’’ ,y’’’ ,…………, y(n) με διαφόριςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f. Η 

απαίτθςθ αυτι μπορεί να αποτελζςει ςοβαρό εμπόδιο για τθ χριςθ τθσ μεκόδου.  

Σε αυτι τθν περίπτωςθ ο χριςτθσ πρζπει να κάνει οριςμζνεσ προκαταρκτικζσ 

εργαςίεσ αναλυτικισ φφςεωσ πριν τθν λφςθ του προβλιματοσ ι πριν από τθ 

ςφνταξθ ενόσ προγράμματοσ θλεκτρονικοφ υπολογιςτι. Στθν ιδανικι περίπτωςθ, 

μια μζκοδοσ για τθν επίλυςθ τθσ δ.ε. (2.1) με τθν χριςθ θλεκτρονικοφ υπολογιςτι 

δεν κα πρζπει να περιλαμβάνει τίποτε περιςςότερο από τθ ςφνταξθ ενόσ 

υποπρογράμματοσ που να εκτιμά τθ ςυνάρτθςθ f. Η παραπάνω διαδικαςία μπορεί 

να επιτευχκεί με τθν μζκοδο Runge – Kutta.  

  Η μζκοδοσ που πιρε το όνομα τθσ από τουσ Carl Runge και  Wilhelm Kutta ζχει 

ςχεδιαςτεί ζτςι ϊςτε να μθν απαιτείται αναλυτικι επίλυςθ τθσ αρχικισ δ.ε. Ακόμθ ο 

Runge ιταν ο πρϊτοσ που παρατιρθςε ότι μποροφμε να αποφφγουμε τθν 

παραγϊγιςθ των υψθλισ τάξθσ παραγϊγων που εμφανίηονται ςτθν μζκοδο Taylor. 

Η μζκοδοσ Runge-Kutta είναι  μια διαδικαςία που προωκεί τθν λφςθ βιμα – βιμα. 

Δθλαδι, ζνασ τφποσ πρζπει να δοκεί για το y(x + h) ωσ προσ γνωςτζσ ποςότθτεσ. Ωσ 

παραδείγματα γνωςτϊν ποςοτιτων μποροφμε να αναφζρουμε τα y(x), y(x - h), y(x - 

2h),.....  εάν θ διαδικαςία λφςθσ ζχει διανφςει μια ςειρά από βιματα. Στθν αρχι 

μόνο το y(x0) είναι γνωςτό. Φυςικά, υποκζτουμε ότι θ f (x, y) μπορεί να υπολογιςτεί 

για κάκε ςθμείο (x, y). Γενικά οι εξιςϊςεισ  Runge-Kutta δίνονται από τον τφπο: 

                                yn+1 = yn +      
 
                                                                               (2.2) 

όπου                          = h*f(xn + cih, yn +       
   
   ),  c1 = 0, i=1 ,2 ,3……….., v          (2.3)               

Για να υπολογιςτοφν οι άγνωςτοι παράμετροι wi (ςυντελεςτζσ βάρουσ) ςτον (2.2) 

και ci, και     ςτουσ (2.3), αναπτφςςουμε τθν  yn+1 ςε δυνάμεισ του h ζτςι ϊςτε να 

ςυμφωνεί με τθ λφςθ τθσ δ.ε. ςε ζναν αρικμό όρων τθσ ςειράσ Taylor. Δθλαδι 

αναπτφςςομε τθν 2.2 μζχρι ν όρουσ αντικακιςτϊντασ τα    ςτθν παράςταςθ, 

αναπτφςςομε και τθν ςειρά Taylor μζχρι τον όρο που περιζχει το hν και εξιςϊνοντασ 

τουσ ςυντελεςτζσ των ομοβάκμιων όρων, λαμβάνουμε ζνα ςφςτθμα το οποίο αν το 

λφςουμε παίρνουμε τισ παραμζτρουσ που ηθτάμε. Οποιαδιποτε ανάλυςθ των 

παραπάνω οδθγεί πάντα ςτισ παρακάτω ταυτότθτεσ: 

 



6 

                                     
 
    = 1 

Και                            ci =     
   
   ,  i≠1,  i= 2,3,……..,ν 

Για παράδειγμα, εάν εφαρμόςουμε τθν παραπάνω διαδικαςία για  ν=2 τότε 

παίρνουμε το ςφςτθμα: 

                                  w1 + w2 = 1,    c2w2 = 
 

 
,    c2 = a21     

Αν κεωριςουμε το c2 ςαν ελεφκερθ παράμετρο τότε υπολογίηουμε τα w1 και w2. 

Ζτςι για c2 =  
 

 
,  

 

 
, 1 τα (w1, w2) γίνονται (0, 1), (

 

 
,  

 

 
), (

 

 
, 
 

 
) αντίςτοιχα. Τότε 

προκφπτουν αντίςτοιχα οι εξιςϊςεισ: 

                                   yn+1 = yn + hf(xn +
 

 
h, yn + 

 

 
hfn)      

                                   yn+1 = yn + 
 

 
[f(xn, yn) +3f(xn +

 

 
h, yn + 

 

 
hfn)] 

                                   yn+1 = yn + 
 

 
[f(xn, yn) +f(xn + h, yn + hfn)] 

ςαν 2θσ τάξθσ τφποι Runge-Kutta. Με κατάλλθλθ εκλογι του ν και των ελεφκερων 

παραμζτρων, μποροφμε να λάβουμε ζναν μεγάλο αρικμό 2θσ , 3θσ , 4θσ  και 

υψθλότερθσ τάξθσ τφπων Runge-kutta. 

Στθ ςυνζχεια κα ειςάγουμε μία ςυμπυκνωμζνθ παράςταςθ των Runge-Kutta 

μεκόδων όπωσ αναπτφχκθκε από τον Butcher. Θεωροφμε τισ κφριεσ εξιςϊςεισ 

Runge-Kutta από τουσ τφπουσ (2.2) και (2.3) και τοποκετοφμε τουσ ςυντελεςτζσ ςε 

μορφι πίνακα ωσ εξισ: 

         0 

        c2   

        c3 

        c4    

 

a21 

a31     a32                  

a41     a42     a43 

 w1     w2     w3     w4 

      π.χ. για ν = 4  ι  γενικά ςε μορφι πινάκων:     

         c         AL 

                       WT 
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Δθλαδι, καταςκευάηουμε ζναν κάτω τριγωνικό πίνακα AL που περιζχει τουσ 

πολλαπλαςιαςτζσ aij των ki ςτισ αυξθτικζσ τιμζσ των yn, ζνα διάνυςμα c που περιζχει 

τισ αυξιςεισ ςτο xn και ζνα ανάςτροφο διάνυςμα wT, τουσ ν ςυντελεςτζσ βάρουσ. 

Για παράδειγμα, οι ςυντελεςτζσ του προθγοφμενου παραδείγματοσ για c2=1 

δίνονται ςτον παρακάτω πίνακα:       

0 

1 

 

1 

              
 

 
     

 

 
             

όπου ο τφποσ που προκφπτει είναι: 

              yn+1 = yn + 
 

 
(k1 + k2) 

              k1 = hf(xn, yn)                         ι          yn+1 = yn + 
 

 
[f(xn, yn) +f(xn + h, yn + hfn)]   

              k2 = hf(xn + h, yn + k1) 

 Στθν ςυνζχεια κα χρθςιμοποιιςουμε τον ςυμβολιςμό (p, ν) ηεφγουσ για τουσ 

διάφορουσ τφπουσ Runge-Kutta. Το p παριςτάνει τθν τάξθ τουσ και το ν το πλικοσ 

των ςταδίων τουσ. Εάν Ν(ν) είναι θ μεγαλφτερθ τιμι του p για μία μζκοδο με ν 

ςτάδια, τότε 

                 N(v) = ν   για   1 ≤ ν ≤ 4                                                                                                   

και           Ν(5) = 4, Ν(6) = 5, Ν(7) = 6, Ν(8) = 6, Ν(9) = 7  

 Για τουσ ςκοποφσ αυτισ τθσ εργαςίασ, κα παρουςιαςτεί αναλυτικά ο τρόποσ 

εφρεςθσ των ςυντελεςτϊν των τφπων τθσ μεκόδου Runge – Kutta 2θσ τάξθσ. 

Αργότερα κα δοκοφν μόνο οι τφποι μζχρι 8θσ τάξθσ με τθν μορφι πίνακα όπωσ 

περιγράψαμε πιο πάνω, δεδομζνου ότι θ λογικι του τρόπου εφρεςθσ των 

παραμζτρων των τφπων κάκε τάξθσ είναι ίδια. Βζβαια οι εξιςϊςεισ και τα 

ςυςτιματα γίνονται πολφ πιο πολφπλοκα όςο αυξάνεται θ τάξθ των μεκόδων 

Runge-Kutta.   
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2.1  Runge-Kutta 2θσ Σάξθσ (2, 2) 

  Ρριν εξθγιςουμε τθν μζκοδο Runge-Kutta 2θσ τάξθσ, ασ κάνουμε μια αναςκόπθςθ 

τθσ ςειράσ Taylor για δφο μεταβλθτζσ. Η άπειρθ ςειρά είναι: 

            f(x + h , y + k) =  
 

   
     

 

  
    

 

  
   

 

     
 i  f( x , y)                                       (2.1.1) 

     

Οι άγνωςτοι όροι που ψάχνουμε επμηνεύονται ωρ εξήρ: 

              
 

  
    

 

  
   0 

f( x , y) = f  

              
 

  
    

 

  
   1

 f( x , y) =    
  

  
    

  

  
  

              
 

  
    

 

  
   2  

f( x , y ) =    
   

   
      

   

     
    

   

   
     

                                                 .  

                                 . 

                                 . 

όπου θ f και όλεσ οι μερικζσ παράγωγοι υπολογίηονται ςτο ςθμείο (x, y). Ππωσ και 

ςτθν περίπτωςθ τθσ μιασ μεταβλθτισ, αν θ ςειρά Taylor περικόπτεται, ζνασ όροσ 

ςφάλματοσ ι όροσ υπόλοιπο είναι απαραίτθτοσ για τθν αποκατάςταςθ τθσ 

ιςότθτασ. 

 

f(x + h , y + k) = 

                   
 

   
     

 

  
    

 

  
   

   

     
 i  f( x , y) + 

 

   
     

 

  
    

 

  
   n f( x’ , y’)       (2.1.2)     

Εδϊ το ςθμείο (x ', y') βρίςκεται ςτο τμιμα τθσ γραμμισ που ενϊνει το  (x, y) με το 

(x + h, y + h) ςτο επίπεδο. 
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  Κατά τθν εφαρμογι τθσ ςειράσ Taylor, οι  δείκτεσ χρθςιμοποιοφνται για να   

υποδθλϊςουν μερικζσ παραγϊγουσ. Ζτςι, για παράδειγμα: 

                  fy =   
  

  
 ,          fx = 

  

  
 ,          fxx =  

   

   
 ,          fyx =  

   

     
                                (2.1.3)  

Ζχουμε να κάνουμε με ςυναρτιςεισ για τισ οποίεσ θ διάταξθ των εν λόγω δεικτϊν 

είναι άνευ ςθμαςίασ , για παράδειγμα fxy = fyx. Ζτςι ζχουμε: 

                  f(x + h , y + k) = f + hfx + kfy 

                                                 + 
 

  
( h2fxx + 2hkfxy + k2fyy )  

                                                 + 
 

  
( h3fxxx + 3h2kfxxy + 3hk2fxyy + k3fyyy ) 

                                                 + . . . . . . . . . .    

Ωσ ειδικζσ περιπτϊςεισ, παρατθροφμε ότι: 

                  f(x + h , y) = f + hfx + 
  

  
 fxx + 

  

  
fxxx + . . . . . 

                  f(x , y + k) = f + kfy + 
  

  
 fyy + 

  

  
fyyy + . . . . . 

  Ο τφποσ τθσ μεκόδου Runge-Kutta 2θσ τάξθσ περιζχει δφο ςυναρτιςεισ εκτίμθςθσ 

τθσ μορφισ: 

                   
            

                               
               

Και ζνασ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ προςτίκεται ςτθν τιμι του y(x) για να λάβει τθν 

τιμι y(x + h) δίνεται από τον τφπο: 

                  y(x + h) = y(x) + w1k1 + w2k2 

ι, ιςοδφναμα: 

                  y(x + h) = y(x) + w1        + w2                                 (2.1.4)   

Ο ςτόχοσ είναι να κακοριςτοφν οι ςτακερζσ w1, w2 ,    ,    , ζτςι ϊςτε οι τιμζσ τθσ 

(2.1.4) να είναι όςο το δυνατόν ακριβζςτερεσ. Σαφϊσ, κζλουμε να αναπαραχκοφν 

όςο το δυνατόν περιςςότεροι όροι τθσ ςειράσ Taylor: 

                  y(x + h) = y(x) + hy’(x) + 
 

 
h2y’’(x) + 

 

  
h3y’’’(x) + . . . . .                                (2.1.5)           
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Στθ ςυνζχεια κα ςυγκρίνουμε τισ εξιςϊςεισ (2.1.4) και (2.1.5). Ζνασ τρόποσ για να 

ςυμφωνεί θ (2.1.4) με τθν (2.1.5) μζχρι τον όρο που περιζχει το h είναι να κζςουμε 

w1 = 1 και w2 = 0, δεδομζνου ότι x '= f. Ωςτόςο, θ ςυμφωνία μζχρι τον όρο που 

περιζχει το h2 είναι δυνατι με μια πιο επιδζξια επιλογι των παραμζτρων. Για να 

δοφμε πϊσ, εφαρμόηεται ο τφποσ των ςειρϊν Taylor για δφο μεταβλθτζσ ςτον τελικό 

όρο τθσ εξίςωςθσ (2.1.4) δεχόμαςτε τα x,   h, y, a21hf να παίηουν το ρόλο των x, h, y, 

k, αντίςτοιχα που χρθςιμοποιοφνται ςτουσ τρεισ πρϊτουσ όρουσ (n = 2) τθσ ςειράσ 

Taylor για δφο μεταβλθτζσ που δίνονται ςτον τφπο (2.1.2). 

                  f(x + c2h , y + a21hf) = f + c2hfx + a21hffy + 
 

 
( c2h

 

  
 + a21hf

 

  
 )2f(x’ , y’)  

 Το αποτζλεςμα είναι ζνασ νζοσ τφποσ για τθν εξίςωςθ (2.1.4): 

                  y(x + h) = y(x) + (w1 + w2)hf + c2w2h2fx + a21w2h2ffy +  o(h3)                    (2.1.6)     

Η εξίςωςθ (2.1.5) δίνεται επίςθσ από ζνα νζο τφπο, χρθςιμοποιϊντασ τθν διαφορικι 

εξίςωςθ (2.1). Επειδι y’ = f, ιςχφει: 

                  y’’  =  
   

  
 = 

            

  
 = (

  

  
)(
  

  
) + (

  

  
)(
  

  
) = fx + fyf 

Οπότε θ εξίςωςθ (2.1.5) ςυνεπάγεται: 

                  y(x + h) = y + hf + 
 

 
h2fx + 

 

 
h2ffy + ο(h3)                                                       (2.1.7) 

Συμφωνία μεταξφ των εξιςϊςεων (2.1.6) και (2.1.7) επιτυγχάνεται ορίηοντασ τισ 

παρακάτω εξιςϊςεισ: 

                  w1 + w2 = 1,                    c2w2 = 
 

 
,                    a21w2 = 

 

 
                               (2.1.8) 

   Μια βολικι λφςθ των εξιςϊςεων αυτϊν είναι:                  

                  c2 = 1,               a21 = 1,               w1 = 
 

 
,                w2 = 

 

 
              

Ο τφποσ Runge-Kutta που προκφπτει ςτθ ςυνζχεια, από τθν εξίςωςθ (2.1.4) , είναι: 

                  y(x + h) = y(x) + 
 

 
f(x , y) + 

 

 
f(x + h , y + hf(x , y))                                        (2.1.9) 

ι ιςοδφναμα 
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                  y(x + h) = y(x) + 
 

 
(k1 + k2)             

όπου  

                   
           

                        
       

 

Ππωσ φαίνεται, θ λφςθ ςτο x + h υπολογίηεται ςυναρτιςει των αξιολογιςεων k1 και 

k2 τθσ ςυνάρτθςθσ f. 

  Ραρατθροφμε ότι υπάρχουν  και άλλεσ λφςεισ ςτο ςφςτθμα γραμμικϊν εξιςϊςεων 

(2.1.8). Ζτςι αν πάρουμε το c2 ωσ ελεφκερθ παράμετρο, ιςχφει: 

                  a21 = c2,               w1 = 1   
 

   
,               w2 = 

 

   
 

ι           

    0 

    c2 

 

c2 

 

              
 

   
        

 

   
 

Με τοπικό ςφάλμα αποκοπισ: 

               T(x, h) = h3[ 
 

 
 – (c2/4)](fxx + 2fxyf + fyyf

2) + (h3/6)(fxfy + ffy) 

ι  χρθςιμοποιϊντασ τισ ςχζςεισ (1.1.3) και τθν Df = f’ = fx + ffy  

               T(x, h) = h3[ 
 

 
 – (c2/4)]D2f + (h3/6)fyDf =  

               T(x, h) = h3[ 
 

 
 – (c2/4)]f’’ + (h3/4)c2fy                                                             (2.1.10) 
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Για c2 = 
 

 
, 
 

 
 και 1 παίρνουμε αντίςτοιχα τουσ παρακάτω τφπουσ: 

 

    0 

     
 

 
 

 

 

 
 

 

                0      1 

 

  Hewn τφποσ (2, 2) 

     0 

     
 

 
 

 

 

 
 

 

                
 

 
      

 

 
 

Βελτιωμζνθ Euler (2, 2) 

    0 

     1 

 

1 

 

                
 

 
      

 

 
 

(Γίνεται ο κανόνασ του τραπεηίου όταν f(x, y) = f(x)). 

 Ωςτόςο, καμία από τισ μεκόδουσ Runge-Kutta 2θσ τάξθσ δεν χρθςιμοποιείται 

ευρζωσ, δεδομζνου ότι το ςφάλμα είναι O(h3). 

 

 

 

 

 

 

(2.1.11)      

Για  c2 = 
 

 
     

 

(2.1.12)      

Για  c2 = 
 

 
     

(2.1.13)      

Για  c2 = 1     
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2.2  Runge-Kutta 3θσ Σάξθσ (3, 3) 

  Σε αυτιν τθν περίπτωςθ υπάρχουν δφο ελεφκερεσ παράμετροι c2 και c3 από τουσ 

οκτϊ αγνϊςτουσ των ζξι εξιςϊςεων του ςυςτιματοσ. Αυτό προκφπτει εξιςϊνοντασ 

τουσ ομοβάκμιουσ όρουσ του τφπου Runge-Kutta 3θσ τάξθσ και τθσ ςειράσ Taylor 

μζχρι τον όρο που περιζχει το h3. Ραρακάτω κα παρουςιαςτοφν τρείσ 

αντιπροςωπευτικοί τφποι Runge-Kutta (3, 3). 

Κλαςικόσ Τφποσ (3, 3)      

         0 

         
 

 
 

           

   

 
 

 
 

-1       2 

 

 

 

                   
 

 
       

 

 
       

 

 
 

Ο παραπάνω τφποσ γίνεται ο κανόνασ του Simpson όταν f(x,y) = f(x). 

Nystrom Τφποσ (3, 3)      

         0 

         
 

 
 

         
 

 
 

   

 
 

 
 

 0       
 

 
 

 

 

 

                   
 

 
       

 

 
       

 

 
 

Hewn Τφποσ (3, 3) 

         0 

         
 

 
 

         
 

 
 

   

 
 

 
 

 0       
 

 
 

 

 

 

                   
 

 
       0     

 

 
 

Το τοπικό ςφάλμα αποκοπισ αυτισ τθσ μεκόδου δίνεται από: 

               T(x, h) = (h4/4){[1 – 4(c2
3w2 + c3

3w3)]D3f + (1 – 12c2
2a32w3)fyD

2f + (3 –  

24c2c3w3)DfDfy+ fy
2Df}                                                                                                     (2.2.4) 

(2.2.1) 

Για c2 = 
 

 
, c3 = 1 

       (2.2.2) 

      Για c2 = c3 = 
 

 
 

  (2.2.3) 

  Για  c2 =  
 

 
, c3 = 
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2.3  Runge-Kutta 4θσ Σάξθσ (4, 4) 

  Εδϊ ζχουμε πάλι δφο ελεφκερεσ παραμζτρουσ που προκφπτουν από δεκατρείσ 

αγνϊςτουσ με ζντεκα εξιςϊςεισ, τισ c2 και c3. Τφποι ειδικοφ ενδιαφζροντοσ είναι: 

 

  

Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4)      

         0 

         
 

 
 

         
 

 
 

         1  

   

   
 

 
 

0 
 

 
 

0        0    1 

 

 

 

 

                  
 

 
       

 

 
      

 

 
        

 

 
   

 

 

Kutta Τφποσ (4, 4)      

         0 

         
 

 
 

         
 

 
 

         1  

   

   
 

 
 

-
 

 
        1 

 1       -1    1 

 

 

 

 

                  
 

 
        

 

 
      

 

 
        

 

 
   

 

 

 

 

 

     (2.3.1) 

    Για c2 = c3 =  
 

 
 

(2.3.2) 

Για c2 = 
 

 
, c3 =  
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Gill Τφποσ (4, 4)      

         0 

         
 

 
 

         
 

 
 

         1  

   

   
 

 
 

      

 
   
      

 
 

0   - 
  

 
    1+

  

 
   

 

 

 

 

               
 

 
     

      

 
   
      

 
    

 

 
      

 

Το τοπικό ςφάλμα αποκοπισ αυτισ τθσ μεκόδου δίνεται από: 

              T(x, h) = h5{[
 

   
 - 
    

      
      

 

  
]D4f +  

                              + [
 

  
 - 
      

         
              

 
]D2fyDf 

                              + [
 

  
 - 
       

              
   

    
  

 
]DfyD

2f                                       (2.3.4) 

                               + [
 

   
 - 
          

 

 
]  

 D2f 

                               + [
 

  
 - 
     

   
                 

 

 
]fyyD

2f 

                               + [
 

   
 - 
       

            
   

    
  

 
]fyD

3f 

                                + [
 

   
- w4a23a32c2(c3+c4)]fyDfyDf + 

 

   
  
 Df}        

Είναι φανερό ότι το T(x, h) είναι ιδθ πολφπλοκο που δεν κα προςπακιςουμε να το 

ξαναγράψουμε για υψθλότερθσ τάξθσ περιπτϊςεισ. 

Ο τφποσ του Gill (2.3.3) ελαχιςτοποιεί το ςφάλμα ςτρογγφλευςθσ. Ο Fyfe ζχει 

επεκτείνει τθν διαδικαςία του Gill και ςε άλλεσ 4θσ τάξθσ περιπτϊςεισ. Μια ποικιλία 

άλλων τφπων μποροφν να βρεκοφν για wi = 0, αλλά δεν κα παρουςιαςτοφν εδϊ. Ο 

ενδιαφερόμενοσ αναγνϊςτθσ μπορεί να ςυμβουλευτεί το “Numerical 

analysis”(1955, 1961) του Kopal. 

 

 (2.3.3) 

Για c2 = c3 =  
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 2.4  Runge-Kutta 5θσ Σάξθσ  (5, 5) και (5, 6) 

  Κακϊσ αυξάνεται θ τάξθ p τθσ δ.ε. για p≥5, θ πολυπλοκότθτα των αλγεβρικϊν 

εξιςϊςεων και θ ευχζρεια ςτθν επιλογι των ελεφκερων παραμζτρων οδθγεί ςε ζνα 

ευρφ ςφνολο τφπων Runge-Kutta. Για p=5, υπάρχουν 16 εξιςϊςεισ με 21 αγνϊςτουσ 

και ζτςι λαμβάνονται 5 ελεφκεροι παράμετροι. Είναι φανερό ότι οι λφςεισ του 

παραπάνω ςυςτιματοσ είναι πάρα πολλζσ. Οι πιο γνωςτοί (5, 6) τφποι είναι: 

Nystrom Τφποσ (5, 6) 

          

 

        

 

 

 

 

               
  

   
      0       

   

   
         0     

  

   
       

   

   
 

 

Butcher Τφποι (5, 6) 

          

 

        

 

 

 

 

               
 

  
          0        

  

  
      

  

  
      

  

  
     

 

  
      

  0 

1/3 

2/5 

  1 

2/3 

4/5 

 

1/3 

4/25    6/25 

1/4      -12/4      15/4 

6/81    90/81   -50/81    8/81 

6/75    36/75    10/75    8/75    0  

 

  0 

1/8 

1/4 

1/2 

3/4 

   1 

 

1/8 

  0         1/4 

1/2         -1           1 

3/16         0           0        9/16 

-5/7        4/7      12/7    -12/7    8/7 
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          0        

  

  
      

  

  
      

  

  
     

 

  
      

 

 

 

          

 

        

 

 

 

 

               
 

  
          0        

  

  
      

  

  
      

  

  
     

 

  
      

 

 

 

  0 

1/4 

1/4 

1/2 

3/4 

   1 

 

1/4 

 1/8        1/8 

  0         -1/2         1 

3/16         0           0        9/16 

-3/7        2/7      12/7    -12/7    8/7 

 

  0 

-1/2 

1/4 

1/2 

3/4 

   1 

 

-1/2 

5/16     -1/16 

-3/4        1/4        1 

3/16         0           0        9/16 

    0        -1/7      12/7    -12/7    8/7 
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          0              

  

  
      

   

   
     

 

  
      

 

 

 

          

 

        

 

 

 

 

               
 

  
          0              

  

  
      

   

   
     

 

  
      

 

 

 

  0 

1/5 

2/5 

1/3 

4/5 

   1 

 

1/5 

  0          2/5 

7/36         0        5/36 

    0           0         4/5         0 

1/4           0      -35/4      54/7    25/14 

 

  0 

-1/5 

2/5 

1/3 

4/5 

   1 

 

-1/5 

4/5        -2/5 

7/36         0        5/36 

    0           0         4/5         0 

1/4           0      -35/4      54/7    25/14 
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Fehlberg Τφποσ (5, 6) 

          

 

        

 

 

 

 

               
  

   
          0        

    

    
      

 

  
      

   

   
     

 

  
      

 

Ο τφποσ του Fehlberg μπορεί να χρθςιμοποιθκεί και για ανάλυςθ του ςφάλματοσ 

αποκοπισ.  

 

Shanks Τφποσ (5, 5)  

 

                         

  

 

 

 

                  
   

    
              0                 

   

    
         

   

    
      

  

    
      

 

 

 

  0 

1/6 

4/15 

2/3 

4/5 

   1 

 

  1/6 

  4/75     16/75 

    5/6      -8/3        5/2 

    -8/5     144/25      -4         16/25 

361/320    -18/5  407/128   -11/80   55/128 

 

0 

1/9000 

3/10 

3/4 

1 

 

1/9000 

-4047/10     4050/10 

20241/8      -20250/8         15/8 

-931041/81   931500/81  -490/81   112/81 
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Lawson Τφποσ (5, 6) 

          

 

        

 

 

 

 

               
 

  
          0        

  

  
      

  

  
      

  

  
     

 

  
      

 

 

Sarafyan Τφποσ (5, 6) 

          

 

         

 

 

 

 

                  
  

   
          0            0      

  

   
        

   

   
       

   

   
      

 

 

 

  0 

1/2 

1/4 

1/2 

3/4 

   1 

 

1/2 

3/16     1/16 

  0             0          1/2 

  0          -3/16    6/16     9/16 

1/7          4/7      6/7    -12/7    8/7 

 

  0 

1/2 

1/2 

  1 

2/3 

2/10 

 

 1/2 

1/4        1/4 

    0          -1             2 

 2/27      10/27        0             1/27  

68/625  -125/625 546/625  54/625  -378/625     
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2.5  Runge-Kutta 6θσ Σάξθσ (6, 6), (6, 7) και (6, 8)  

 Οι πιο χριςιμοι τφποι ζκτθσ τάξθσ είναι αυτοί που λαμβάνονται από επτά (6,7)  και 

οκτϊ (6,8) ςτάδια και οφείλονται ςτον Butcher, ςτον Luther και ςτον Fehlberg. Ο 

Shanks παρουςίαςε μία (6, 6) μζκοδο. Ραρακάτω κα δοκοφν οριςμζνεσ από αυτζσ: 

Butcher Τφποσ (6, 7) 

0 

1/3 

2/3 

1/3 

1/2 

1/2 

1 

 

1/3 

 0            2/3                                                                                              (2.5.1) 

1/12       1/3        -1/12  

-1/16      9/8        -3/16       -3/8  

  0            9/8        -3/8         -3/4            1/2 

9/44       -9/8        63/44      18/11          0             -16/11 

                 

             
  

   
         0             

  

  
           

  

  
         

 

  
            

 

  
           

  

   
 

 

Shanks Τφποσ (6, 6) 

0 

1/300 

1/5 

3/5 

14/15 

1 

 

     1/300                                                                                                      (2.5.2) 

     -29/5                30/5                                                                        

     323/5               -330/5                  10/5 

-510104/810     521640/810       -12705/810    1925/810  

-417923/77         427350/77       -10605/77       1309/77       -54/77 
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Στθν ςυνζχεια κα παρουςιαςτεί ζνασ ενδιαφζρον τφποσ από τον Fehlberg: 

 

Fehlberg τφποσ (6, 8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            
  

    
            0       0           

       

       
         

  

   
         

   

    
         

     

     
         

  

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 

2/33 

4/33 

2/11 

1/2 

2/3 

6/7 

1 

 

2/33                                                                                                         (2.5.3) 

   0                4/33   

1/22                0   3/22 

43/64              0  -165/64         77/32   

-2383/486      0  1067/54  -26312/1701        2176/1701 

10077/4802   0 -5643/686 116259/16807 -6240/16807 1053/2401 

-733/176        0   141/8     -335763/23296    216/77   -4617/2816   7203/9152 
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2.6  Runge-Kutta 7θσ Σάξθσ (7, 7), (7, 9) και (7, 11) 

  Σε αυτι τθν ενότθτα κα παρουςιαςτοφν, όπωσ ζχουν οριςκεί από τον Shanks και 

τον Fehlberg, από ζνασ τφποσ για κάκε περίπτωςθ.  

Shanks Τφποσ (7, 7) 

0 

1/192 

1/6 

1/2 

1 

5/6 

1 

 

1/192 

-15/6                    16/6                                                                                            (2.6.1)        

4867/186            -5072/186         298/186                                                                                      

-19995/31           20896/31          -1025/31           155/31                                                                     

-469805/5022    490960/5022    -22736/5022    5580/5022    186/5022     

914314/2604     -955136/2604   47983/2604     -6510/2604    -558/2604   2511/2604      

                      
  

   
                    0                   

  

   
                   

   

   
                 0                

  

   
        

  

   
        

Fehlberg Τφποσ (7, 11) 

0 

2/27 

1/9 

1/6 

5/12 

1/2 

5/6 

1/6 

2/3 

1/3 

1 

 

2/27 

1/36            1/12                                                                                                                            

1/24              0        1/8                                                                                           (2.6.2) 

5/12              0       -25/16  25/16          

1/20              0            0        1/4             1/5           

-25/108        0            0      125/108    -65/27          125/54                                                                    

31/300         0            0            0           61/225         -2/9            13/900      

2                    0            0      -53/6         704/45          -107/9       67/90             3                         

-91/108        0            0       23/108     -976/135      311/54      -19/60           17/6      -1/12                                      

2383/4100   0            0      -341/164   4496/1025  -301/82    2133/4100    45/82    45/164    18/41  

                 
  

   
     0        0        0                
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  Στον παραπάνω τφπο επιλζξαμε για τισ παραμζτρουσ c5 και c7 τον ςυνδυαςμό 

                        c5  = 5/12   και    c7 = 5/6   

όπου οδθγεί ςε ςχετικά μικρζσ τιμζσ του ςφάλματοσ.                           

  Οι παράμετροι των τφπων που κα παρουςιαςτοφν από εδϊ και πζρα, κα δίνονται 

αναλυτικά και όχι με τθν μορφι πίνακα λόγο του μεγάλου πλικουσ τουσ. 

 

Shanks Τφποσ (7, 9) 

c2=2/9,   c3=1/3 ,   c4=1/2,   c5=1/6,    c6=8/9,   c7=1/9,   c8=5/6,   c9=1 

 

a21=2/9  

a31=1/12,   a32=3/12                                                                                                      (2.6.3) 

a41=1/8,   a42=0,   a43=3/8                                                       

a51=23/216,   a52=0,   a53=21/216,   a54=-8/216 

a61=-4136/729,   a62=0,   a63=-13584/729,   a64=5264/729,   a65=13104/729  

a71=105131/151632,   a72=0,   a73=302016/151632,   a74=-107744/151632               

a75=-284256/151632,   a76=1701/151632   

a81=-775229/1375920,   a82=0,   a83=-2770950/1375920,   a84=1735136/1375920  

a85=2547216/1375920,   a86=81891/1375920,   a87=328536/1375920  

a91=23569/251888,   a92=0,   a93=-122304/251888,  a94=-20384/251888 

a95=695520/251888,   a96=-99873/251888,   a97=-466560/251888   

a98=241920/251888 

 

w1=110201/2140320,   w2=0,   w3=0,   w4=767936/2140320,   w5=635040/2140320  

w6=-59049/2140320,   w7=-59049/2140320,   w8=635040/2140320   

w9=110201/2140320  
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2.7  Runge-Kutta 8θσ Σάξθσ (8, 10), (8, 12) Και (8, 15) 

  Ππωσ και ςτθν προθγοφμενθ ενότθτα ζτςι και εδϊ, κα αναφζρουμε τφπουσ 

ανϊτερθσ τάξθσ (8θσ ςτθν περίπτωςι μασ) που ζχουν αναπτυχκεί από τουσ Fehlberg 

και Shanks. Επίςθσ, κα ξαναδϊςουμε από ζνα τφπο για κάκε περίπτωςθ: 

  Στον τφπο του Fehlberg όγδοθσ τάξθσ (8, 15) που κα παρουςιαςτεί παρακάτω οι 

παράμετροι που δεν περιλαμβάνονται είναι ίςοι με μθδζν. Οι ελεφκεροι 

παράμετροι c5, c7, c11 και c13, ζχουν επιλεχκεί με τζτοιο τρόπο ϊςτε να κάνουν τουσ 

ςυντελεςτζσ του κορυφαίου όρου του ςφάλματοσ του ςυγκεκριμζνου τφπου Runge-

Kutta όςο το δυνατόν μικρότερο. 

  Fehlberg Τφποσ (8, 15)  

c2 = 0.4436 8940 3764 9818 3109 5994 0428 1370 

c3 = 0.6655 3410 5647 4727 4664 3991 0642 2055 

c4 = 0.9983 0115 8471 2091 1996 5986 5963 3083 

c5 = 0.3155 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000                                                   (2.7.1) 

c6 = 0.5054 4100 9481 6906 8626 5161 2673 7384 

c7 = 0.1714 2857 1428 5714 2857 1428 5714 2857 

c8 = 0.8285 7142 8571 4285 7142 8571 4285 7143 

c9 = 0.6654 3966 1210 1156 2534 9537 6925 5586 

c10 = 0.2487 8317 9680 6265 2069 7222 7456 0771 

c11 = 0.1090  0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 

c12 = 0.8910 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 

c13 = 0.3995 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 

c14 = 0.6005 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 

c15 = 1 
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a21 = 0.4436 8940 3764 9818 3109 5994 0428 1370  

a31 = 0.1663 8352 6411 8681 8666 0997 7660 5514 

a32 = 0.4991 5057 9235 6045 5998 2993 2981 6541 

a41 = 0.2495 7528 9617 8022 7999 1496 6490 8271  

a43 = 0.7487 2586 8853 4068 3997 4489 9472 4812 

a51 = 0.2066 1891 1634 0060 2426 5567 1039 3185 

a53 = 0.1770 7880 3779 8634 7040 3809 9728 8319 

a54 =-0.6819 7715 4138 6949 4669 3770 7681 5048 * 10-1  

a61 = 0.1092 7823 1526 6640 8227 9038 9092 6157 

a64 = 0.4021 5962 6423 6799 5421 9905 6369 0087 * 10-2 

a65 = 0.3921 4118 1690 7898 0444 3923 3017 4325 

a71 = 0.9889 9281 4091 6466 5304 8447 6543 4355 * 10-1 

a74 = 0.3513 8370 2279 6396 6951 2044 8735 6703 * 10-2 

a75 = 0.1247 6099 9831 6001 6621 5206 2587 2489 

a76 =-0.5574 5546 8349 8979 9643 7429 0146 6348 * 10-1 

a81 =-0.3680 6865 2862 4220 3724 1531 0108 0691 

a85 =-0.2227 3897 4694 7600 7645 0240 2094 4166 * 10+1  

a86 = 0.1374 2908 2567 0291 0729 5656 9124 5744 * 10+1  

a87 = 0.2049 7390 0271 1160 3002 1593 5409 2206 * 10+1 

a91 = 0.4546 7962 6413 4715 0077 3519 5060 3349 * 10-1 

a96 = 0.3254 2131 7015 8914 7114 6774 6964 8853  

a97 = 0.2847 6660 1385 2790 8888 1824 2057 3687 

a98 = 0.9783 7801 6759 7915 2435 8683 9727 1099 * 10-2 

a101 = 0.6084 2071 0626 2205 7051 0941 4520 5182 * 10-1 

a106 =-0.2118 4565 7440 3700 7526 3252 7525 1206 * 10-1  
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a107 = 0.1959 6557 2661 7083 1957 4644 9066 2983 

a108 =-0.4274 2640 3648 1760 3675 1448 3534 2899 * 10-2  

a109 = 0.1743 4365 7368 1491 1965 3234 5255 8189 * 10-1 

a111 = 0.5405 9783 2969 3191 7365 7857 2411 1182 * 10-1 

a117 = 0.1102 9825 5978 2892 6530 2831 2764 8228 

a118 =-0.1256 5008 5200 7255 6414 1477 6378 2250 * 10-2  

a119 = 0.3679 0043 4775 8146 0136 3840 4356 6339 * 10-2 

a1110 =-0.5778 0542 7709 7207 3040 8406 2857 1866 * 10-1 

a121 = 0.1273 2477 0686 6711 4646 6451 8179 9160 

a128 = 0.1144 8805 0063 9610 5323 6588 7572 1817 

a129 = 0.2877 3020 7096 9799 2776 2022 0184 9198 

a1210 = 0.5094 5379 4596 1136 3153 7358 8507 9465 

a1211 =-0.1479 9682 2443 7257 5900 2421 4444 9640  

a131 =-0.3652 6793 8766 1674 0535 8485 4439 4333 * 10-2  

a136 = 0.8162 9896 0123 1891 9777 8194 2124 7030 * 10-1 

a137 =-0.3860 7735 6356 9350 6490 5176 9434 3215  

a138 = 0.3086 2242 9246 0510 6450 4741 6602 5206 * 10-1 

a139 =-0.5807 7254 5283 2060 2815 8293 7473 3518 * 10-1 

a1310 = 0.3359 8659 3288 8497 1493 1434 5136 2322 

a1311 = 0.4106 6880 4019 4995 8613 5496 2278 6417 

a1312 =-0.1184 0245 9723 5598 5520 6331 5615 4536 * 10-1  

a141 =-0.1237 5357 9212 4514 3254 9790 9613 5669 * 10+1  

a146 =-0.2443 0768 5513 5478 5358 7348 6136 6763 * 10+2  

a147 = 0.5477 9568 9327 7865 6050 4365 2899 1173  

a148 =-0.4441 3863 5334 1324 6374 9598 9656 9346 * 10+1  
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a149 = 0.1001 3104 8137 1326 6094 7926 1785 1022 * 10+2 

a1410 =-0.1499 5773 1020 5175 8447 1709 8507 3142 * 10+2 

a1411 = 0.5894 6948 5232 1701 3620 8245 3965 1427 * 10+1 

a1412 = 0.1738 0377 5034 2898 4877 6168 5744 0542 * 10+1 

a1413 = 0.2751 2330 6931 6673 0263 7586 2286 0276 * 10+2  

a151 =-0. 3526 0859 3883 3452 2700 5029 5887 5588 

a156 =-0.1839 6103 1448 4827 0375 0441 9898 8231  

a157 =-0.6557 0189 4497 4164 5138 0068 7998 5251  

a158 =-0.3908 6144 8804 3986 3435 0255 2024 1310  

a159 = 0.2679 4646 7128 5002 2936 5844 2327 1209 

a1510 =-0.1038 3022 9913 8249 0865 7698 5850 7427 * 10+1  

a1511 = 0.1667 2327 3242 5867 1664 7273 4616 8501 * 10+1 

a1512 = 0.4955 1925 8553 1597 7067 7329 6707 1441 

a1513 = 0.1139 4001 1323 9706 3228 5867 3814 1784 * 10+1 

a1514 = 0.5133 6696 4246 5861 3688 1990 9719 1534 * 10-1 

 

w1 = 0.3225 6083 5002 1624 9913 6129 0096 0247 * 10-1 

w9 = 0.2598 3725 2837 1540 3018 8870 2317 1963 

w10 = 0.9284 7805 9965 7702 7788 0637 1430 2190 * 10-1 

w11 = 0.1645 2339 5147 6434 2891 6477 3184 2800 

w12 = 0.1766 5951 6378 6007 4367 0842 9839 7547 

w13 = 0.2392 0102 3203 5275 9374 1089 3332 0941 

w14 = 0.3948 4274 6042 0285 3746 7521 1882 9325 * 10-2 

w15 = 0.3072 6495 4758 6064 0406 3683 0552 2124 * 10-1 
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Shanks Τφποσ (8, 10) 

c2=4/27 , c3=2/9,  c4=1/3,  c5=1/2,  c6=2/3,  c7=1/6,  c8=1,  c9=5/6,  c10=1 

 

a21=4/27,  

a31=1/18, a32=3/18 

a41=1/12, a42=0, a43=3/12,                                                                                          (2.7.2) 

a51=1/8, a52=0, a53=0, a54=3/8 

a61=13/54, a62=0, a63=-27/54, a64=42/54, a65=8/54 

a71=389/4320, a72=0, a73=-54/4320, a74=966/4320, a75=-824/4320, a76=243/4320 

a81=-231/20, a82=0, a83=81/20, a84=-1164/20, a85=656/20, a86=-122/20, 

a87=800/20 

a91=-127/288, a92=0, a93=18/288, a94=-678/288, a95=456/288, a96=-9/288, 

a97=576/288, a98=4/288 

a101=1481/820, a102=0, a103=-81/820, a104=7104/820, a105=-3376/820, 

a106=72/820, a107=-5040/820, a108=-60/820, a109=720/820 

 

w1=41/840, w2=0, w3=0, w4=27/840, w5=272/840, w6=27/840 w7=216/840, w8=0, 

w9=216/840, w10=41/840 

 

 

Shanks Τφποσ (8, 12) 

c2=1/9,  c3=1/6,  c4=1/4,  c5=1/10,  c6=1/6,  c7=1/2,  c8=2/3,  c9=1/3,  c10=5/6,  

c11=5/6,  c12=1 

 

a21=1/9,  

a31=1/24, a32=3/24                                                                                                        (2.7.3) 

a41=1/16, a42=0, a43=3/16,  
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a51=29/500, a52=0, a53=33/500, a54=-12/500 

a61=33/972, a62=0, a63=0, a64=4/972, a65=125/972 

a71=-21/36, a72=0, a73=0, a74=76/36, a75=125/36, a76=-162/36 

a81=-30/243, a82=0, a83=0, a84=-32/243, a85=125/243, a86=0, a87=99/243 

a91=1175/324, a92=0, a93=0, a94=-3456/324, a95=-6250/324, a96=8424/324, 

a97=242/324, a98=-27/324 

a101=293/324, a102=0, a103=0, a104=-852/324, a105=-1375/324, a106=1836/324,        

a107=-118/324, a108=162/324, a109=1 

a111=1303/1620, a112=0, a113=0, a114=-4260/1620, a115=-6875/1620, 

a116=9990/1620, a117=1030/1620, a118=0, a119=0, a1110=162/1620 

a121=-8595/4428, a122=0, a123=0, a124=30720/4428, a125=48750/4428,                        

a126=-66096/4428, a127=378/4428, a128=-729/4428, a129=-1944/4428,                   

a1210=-1296/4428,  a1211=3240/4428 

 

w1=41/840,  w2=0,  w3=0,  w4=0,  w5=0,  w6=216/840,  w7=272/840,  w8=27/840, 

w9=27/840,  w10=36/840,  w11=180/840, w12=41/840 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Κεφάλαιο 3 

“ Επζκταςη Μεθόδων Runge-Kutta Για Την Λφςη 

Συςτημάτων Συνήθων Διαφορικών Εξιςώςεων ” 

 Στο δεφτερο κεφάλαιο, εξετάςτθκαν ςυνικεισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ (ς.δ.ε.) με τον 

απλοφςτερο τρόπο. Δθλαδι, περιορίςαμε τθν προςοχι μασ ςε μία μόνο δ.ε. 

πρϊτθσ τάξθσ με μια ςυνοδευτικι βοθκθτικι ςυνκικθ. Ωςτόςο, επιςτθμονικά και 

τεχνολογικά προβλιματα ςυχνά οδθγοφν ςε πιο πολφπλοκεσ καταςτάςεισ. Το 

επόμενο ςτάδιο πολυπλοκότθτασ εμφανίηεται με ςυςτιματα πολλϊν δ.ε. πρϊτθσ 

τάξθσ. 

 Για παράδειγμα, ο ιλιοσ και οι εννζα πλανιτεσ ςχθματίηουν ζνα ςφςτθμα 

«ςωματιδίων» που κινοφνται υπό τθ δικαιοδοςία του νόμου τθσ βαρφτθτασ του 

Νεφτωνα. Τα διανφςματα κζςθσ των πλανθτϊν αποτελοφν ζνα ςφςτθμα από 27 

ςυναρτιςεισ, και οι νευτϊνειοι νόμοι τθσ κίνθςθσ μποροφν να γραφτοφν ςαν ζνα 

ςφςτθμα 54 πρϊτθσ τάξθσ ς.δ.ε. Τότε, οι παρελκοντικζσ και οι μελλοντικζσ κζςεισ 

των πλανθτϊν μποροφν να λθφκοφν με τθν επίλυςθ αυτϊν των εξιςϊςεων 

αρικμθτικά. 

 Ραίρνοντασ ζνα πιο απλό παράδειγμα, κεωροφμε δφο δ.ε. με δφο βοθκθτικζσ 

ςυνκικεσ. Ζςτω y = y(x) και z = z(x) είναι δφο ςυναρτιςεισ που περιλαμβάνονται ςτο 

ςφςτθμα 

                 
                            

                         
                                                       (3.1) 

με αρχικζσ ςυνκικεσ  

                 
      

      
  

Αυτό είναι ζνα παράδειγμα ενόσ προβλιματοσ αρχικϊν τιμϊν που περιλαμβάνει 
ζνα ςφςτθμα δφο δ.ε. πρϊτθσ τάξθσ. Ο αναγνϊςτθσ καλείται να επαλθκεφςει ότι θ 
αναλυτικι λφςθ είναι: 

                 
                  

                  
  

Αν ςυμβολίςουμε με Y ζνα διάνυςμα του οποίου οι δφο ςυνιςτϊςεσ είναι οι y και z, 
τότε το ςφςτθμά μασ ζχει τθν μορφι: 

                 
  

  
  =  

               

           
  

ι χρθςιμοποιϊντασ το ςυμβολιςμό του παραπάνω διανφςματοσ 

                 
         

                   
   



32 
 
όπου Y =       , Y’ =         , x0 = 0 και F είναι το διάνυςμα του οποίου τα δφο 
ςτοιχεία ζχουν δοκεί από τθ δεξιά πλευρά ςτθν εξίςωςθ (3.1). Δεδομζνου ότι θ F 
εξαρτάται από το x και το Y, γράφουμε F (x, Y). 
 
 Να ςθμειωκεί ότι ςτο παραπάνω παράδειγμα, δεν είναι δυνατόν να λυκεί μια από 
τισ δφο δ.ε. από μόνθ τθσ, θ πρϊτθ εξίςωςθ που διζπει το y’ περιλαμβάνει τθν 
άγνωςτθ ςυνάρτθςθ z, ενϊ θ δεφτερθ εξίςωςθ που διζπει το z’ περιλαμβάνει τθν 
άγνωςτθ ςυνάρτθςθ y. Στθν περίπτωςθ αυτι, λζμε ότι οι δφο δ.ε. είναι 
ςυηευγμζνεσ.  
 Ασ δοφμε ζνα άλλο παράδειγμα που είναι επιφανειακά παρόμοιο με το πρϊτο 

αλλά είναι πράγματι απλοφςτερο: 

                 
                     

                   
                                                                       (3.2) 

με 

                 
      

      
      

 Οι δφο αυτζσ εξιςϊςεισ δεν είναι ςυηευγμζνεσ και μπορεί να επιλυκοφν χωριςτά ωσ 

δφο ανεξάρτθτα προβλιματα αρχικϊν τιμϊν (χρθςιμοποιϊντασ, για παράδειγμα, τισ 

μεκόδουσ του κεφαλαίου 2). 

    Φυςικά, εδϊ μασ απαςχολοφν ςυςτιματα τα οποία  είναι ςυηευγμζνα, αν και οι 

μζκοδοι που επιλφουν ςυηευγμζνα ςυςτιματα μποροφν επίςθσ να επιλφςουν αυτά 

που δεν είναι. Οι διαδικαςίεσ που εξετάηονται ςτο κεφάλαιο 2 κα επεκτακοφν ςτο 

κεφάλαιο αυτό ςε ςυςτιματα ςυηευγμζνα ι μθ ςυηευγμζνα. Στθν ςυνζχεια κα 

εξετάςουμε το πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν για ς.δ.ε. με τάξθ υψθλότερθ του ζνα, το 

οποίο μπορεί να λυκεί αρικμθτικά με τθ μετατροπι του ςε ζνα ςφςτθμα πρϊτθσ 

τάξθσ δ.ε. 

 

 3.1 Μζκοδοι Runge-Kutta Για υςτιματα Πρώτθσ Σάξθσ 

 Ζχουμε είδθ αναφζρει πάρα πολλζσ μεκόδουσ Runge-Kutta απλοφ βιματοσ για τθν 

λφςθ μιασ δ.ε. 1θσ τάξθσ. Στθν ςυνζχεια κα παρουςιάςουμε ζνα γενικό τρόπο για τθν 

επζκταςθ αυτϊν των διαδικαςιϊν ςε ςυςτιματα δ.ε 1θσ τάξθσ. Θεωροφμε το 

ςφςτθμα δφο δ.ε.: 

                 
         

         
                                                                                                      (3.1.1) 

 



33 

με αρχικζσ ςυνκικεσ 

                  
        
         

   

Ζςτω Y ζνα διάνυςμα του οποίου οι δφο ςυνιςτϊςεσ είναι οι y και z, τότε το 

παραπάνω ςφςτθμα γίνεται: 

                  Y =   
 
 , F(x, Y) =        

      
  και Y0 =    

  
                                             (3.1.2) 

ζτςι ϊςτε να ιςχφουν Y’ = F(x, Y) και Y(x0) = Y0. 

Ο (3.1.2) είναι ο διανυςματικόσ τφποσ για δφο ταυτόχρονεσ δ.ε. και οποιαδιποτε 

από τισ μεκόδουσ του δευτζρου κεφαλαίου μπορεί να χρθςιμοποιθκεί ευκζωσ ςε 

αυτόν. Για παράδειγμα θ μζκοδοσ Runge-Kutta τζταρτθσ τάξθσ για το ςφςτθμα 

(3.1.2) χρθςιμοποιεί τουσ παρακάτω τφπουσ: 

               Y(x + h) = Y(x) + 
 

 
[K1 + 2K2 + 2K3 + K4]                                                             (3.1.3) 

               

 
 
 

 
 

          

        
 

 
    

 

 
   

        
 

 
    

 

 
   

               

                                                                            (3.1.4)   

Πλεσ οι ποςότθτεσ εδϊ, εκτόσ από το x και το h, είναι διανφςματα με δφο ςτοιχεία. 

Συγκεκριμζνα Y =   
 
 , F(x, Y) =        

      
  και Ki =    

  
  για i = 1, 2, 3, 4. Δθλαδι 

αναλυτικά οι (3.1.3) και (3.1.4) γίνονται: 

                yn+1 = yn + 
 

 
[k1 + 2k2 + 2k3 + k4]                                                              

                zn+1 = zn + 
 

 
[l1 + 2l2 + 2l3 + l4]    

όπου       
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και 

                 

 
 
 

 
 

               

         
 

 
     

 

 
        

 

 
    

         
 

 
     

 

 
        

 

 
   

                        

               

 

 Είναι φανερό ότι μποροφμε να επεκτείνουμε οποιαδιποτε από τισ μεκόδουσ του 

κεφαλαίου 2 για ςυςτιματα m δ.ε. 1θσ τάξθσ, εφαρμόηοντασ τθν παραπάνω 

διαδικαςία ωσ εξισ: 

               y1’ = f1(x, y1, y2,………, ym) 

               y2’ = f2(x, y1, y2,………, ym) 

                                  .                                                                                          (3.1.5) 

                                  . 

                                  . 

               ym’ = fm(x, y1, y2,………, ym) 

όπου Y =  
  
     
  

 , F(x, Y) =  
  
     
  

 . 

 

 3.2 Ανώτερθσ Σάξθσ Εξιςώςεισ Και υςτιματα 

 Θα εξετάςουμε ςτθ ςυνζχεια το πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν για ς.δ.ε. με τάξθ 

υψθλότερθ του ζνα. Μια δ.ε. τθσ τάξθσ n ςυνικωσ ςυνοδεφεται από n βοθκθτικζσ 

ςυνκικεσ. Αυτζσ οι πολλζσ αρχικζσ ςυνκικεσ είναι απαραίτθτεσ για να 
προςδιορίςουν τθ λφςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ με ακρίβεια. Ράρτε, για 

παράδειγμα, ζνα ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν 2θσ  τάξθσ: 

                 
                    

                     
                                                                          (3.2.1) 

 



35 

Χωρίσ τισ βοθκθτικζσ ςυνκικεσ θ γενικι αναλυτικι λφςθ τθσ παραπάνω δ.ε. είναι θ 

y(x) = 
 

 
   + 

 

 
cos(2x) + c1t + c2, όπου c1 και c2 είναι αυκαίρετεσ ςτακερζσ. Για να 

πάρουμε μία ςυγκεκριμζνθ λφςθ, πρζπει να κακοριςτοφν τα c1 και c2 και για να 

γίνει αυτό δυνατό κα πρζπει να υπάρχουν δφο αρχικζσ ςυνκικεσ. Πντωσ, θ y(0) = 0 

μασ δίνει c2 =  
 

 
 και θ y’(0) = 0 μασ δίνει c1 = 0.  

 Γενικά, ανϊτερθσ τάξθσ δ.ε. μπορεί να είναι πολφ πιο περίπλοκεσ από αυτό το απλό 

παράδειγμα. Το ςφςτθμα (3.2.1) ζχει τθν ιδιαίτερθ ιδιότθτα ότι θ ςυνάρτθςθ ςτθ 

δεξιά πλευρά τθσ δ.ε. δεν περιλαμβάνει το y. Η πιο γενικι μορφι μιασ δ.ε. με 

αρχικζσ ςυνκικεσ κεωροφμε ότι είναι: 

                 
                               

          
       

                                 
                         (3.2.2) 

θ οποία μπορεί να λυκεί αρικμθτικά, με τθ μετατροπι τθσ ςε ζνα ς.δ.ε.  πρϊτθσ 

τάξθσ. Για να γίνει αυτό, ορίηουμε νζεσ μεταβλθτζσ y1, y2, y3,. . . . . , y n  ωσ εξισ: 

      y1 = y,    y2 = y’,    y3 = y’’,    y4 = y’’’,    y5 = y(4),  .  .  . ,  y n-1 =        , y n =         

Κατά ςυνζπεια, το πρωτότυπο πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν (3.2.2) είναι ιςοδφναμο με: 

                

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

  
     

  
      
  
      

  
      
 
 
 
 
 

    
     

  
                          

                                                    

  

 
ι με τθ διανυςματικι ςθμειογραφία  

                
         

                  
  

 
Ππου Υ = (y1, y2, y3, . . . . . , yn)T, Y’ = (y’1, y’2, y’3, . . . . . , y’n)T, και F = (y2, y3, y4, . . . ., 
yn, f)T. 
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Συνιςτάται, κάκε φορά που ζνα πρόβλθμα πρζπει να μετατραπεί ςτθν παραπάνω 

μορφι με τθν ειςαγωγι νζων μεταβλθτϊν, να καταγράφεται ςε ζνα "λεξικό" θ 

ςχζςθ μεταξφ των νζων και των παλαιϊν μεταβλθτϊν. Τθν ίδια ςτιγμι οι 

πλθροφορίεσ αυτζσ, μαηί με τισ δ.ε. και τισ αρχικζσ τιμζσ, μποροφν να εμφανιςτοφν 

ςε ζνα πίνακα. Μια τζτοια ςυςτθματικι καταγραφι τθσ διαδικαςίασ μπορεί να είναι 

χριςιμθ ςε μια περίπλοκθ κατάςταςθ.  

Για να φανεί θ χρθςιμότθτα τθσ καταγραφισ αυτισ, ασ μετατρζψουμε το πρόβλθμα 

αρχικϊν τιμϊν 

                
                          

                                
  

ςε μορφι κατάλλθλθ για τθ λφςθ του μζςω μιασ διαδικαςίασ Runge-Kutta. Ζνασ 

πίνακασ που ςυνοψίηει το πρόβλθμα τθσ μετατροπισ ζχει ωσ εξισ: 

 

Ραλιά Μεταβλθτι    Νζα Μεταβλθτι    Αρχικι Τιμι    Διαφορικι Εξίςωςθ  

             y                                         y1                         3                          y1’ = y2     

             y’                                  y2                         7                           y2’ = y3   

             y’’                                 y3                     13            y3’ = cosy1 + siny2 -     + x2       

   

Ζτςι, το αντίςτοιχο ςφςτθμα πρϊτθσ τάξθσ είναι: 

                Y’ =  

  
  

              
      

  

και Y = (3, 7, 13)T ςτο x0 = 0. 

  

 Με τθ ςυςτθματικι ειςαγωγι νζων μεταβλθτϊν όπωσ παραπάνω, ζνα ςφςτθμα δ.ε. 

διαφόρων τάξεων μπορεί να μετατραπεί ςε ζνα ευρφτερο ςφςτθμα πρϊτθσ τάξεωσ 

δ.ε. Για παράδειγμα, το ςφςτθμα: 

                 

                               

                   

                                                      

  



37 
 
μπορεί να λυκεί με τθ διαδικαςία Runge-Kutta, εάν πρϊτα το μετατρζψουμε 
ςφμφωνα με τον ακόλουκο πίνακα: 
 

Ραλιά Μεταβλθτι    Νζα Μεταβλθτι    Αρχικι Τιμι    Διαφορικι Εξίςωςθ  

         y                                         y1                          2                      y1’ = y2     

         y’                                  y2                         -4         y2’ = y1 – y3 – 9y2
2 + y4

3 + 6y5 + 2x   

         z                                   y3                     -2                   y3’ =  y4 

          z’                                        y4                          7                      y4’ = y5 

          z’’                                       y5                         6               y5’ = y5 – y2 +     – x 

   

 Ζτςι, ςφμφωνα με τθν διαδικαςία που μόλισ περιγράψαμε και με τρόπο που 

παρουςιάςαμε ςτθν ενότθτα 3.1, μποροφμε να λφςουμε οποιοδιποτε ςφςτθμα δ.ε. 

με εξιςϊςεισ οποιαςδιποτε τάξθσ με τισ μεκόδουσ Runge-Kutta.   

 

 

 

 

 

                        

          

 

 

   

  

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Κεφάλαιο 4 

“ Ενςωματωμζνοι Τφποι Και Σφάλματα ” 

 Ασ αρχίςει τϊρα θ ςυηιτθςθ για τα ςφάλματα που αναπόφευκτα εμφανίηονται 

ςτθν αρικμθτικι επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ αρχικϊν τιμϊν: 

                        y’ = f(x, y)              y(x0) = y0.                                                                        (4.1)   

Η ακριβισ λφςθ είναι μια ςυνάρτθςθ y(x). Αυτι εξαρτάται από τθν αρχικι τιμι y0, 

και προκειμζνου να το δείξουμε αυτό, γράφουμε y(x,y0). Η λφςθ τθσ δ.ε. 

ςυνεπάγεται, ωσ εκ τοφτου, ςε μια οικογζνεια καμπυλϊν, όπου κάκε μια από αυτζσ 

αντιςτοιχεί ςε μία τιμι τθσ παραμζτρου y0. Για παράδειγμα, θ λφςθ τθσ δ.ε. y’= y 

δθμιουργεί τθν οικογζνεια των καμπυλϊν  y = y0      που διαφζρουν ςτθν αρχικι 

τουσ τιμι y(x0) = y0. Μερικζσ τζτοιεσ καμπφλεσ φαίνονται ςτο ςχιμα 4.1:  

 

                                                    χιμα 4.1 

                         Καμπφλεσ τθσ λφςθσ τθσ δ.ε.   y’ = y,   y(x0) = y0  

Το γεγονόσ ότι οι καμπφλεσ, ςτο παραπάνω ςχιμα, διαφζρουν μεταξφ τουσ κακϊσ 

το x αυξάνεται, ζχει ςθμαντικι αρικμθτικι ςθμαςία. Ασ υποκζςουμε, για 

παράδειγμα, ότι θ αρχικι τιμι y0 διαβάηεται ςτον υπολογιςτι με κάποιο roundoff  
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ςφάλμα. (Roundoff ςφάλμα είναι θ διαφορά μεταξφ μιασ προςζγγιςθσ ενόσ 

αρικμοφ που χρθςιμοποιείται ςε κάποιο υπολογιςμό και τθσ ακριβισ του τιμισ.)  

Στθ ςυνζχεια, ακόμθ και αν όλοι οι επόμενοι υπολογιςμοί είναι ακριβείσ και δεν 

υπάρχει ςφάλμα αποκοπισ, θ υπολογιηόμενθ λφςθ κα είναι λάκοσ. Ζνα ςφάλμα 

που ζγινε ςτθν αρχι ζχει ωσ αποτζλεςμα τθν επιλογι λάκουσ καμπφλθσ από τθν 

οικογζνεια του ςυνόλου των καμπυλϊν τθσ λφςθσ. Επειδι αυτζσ οι καμπφλεσ 

αποκλίνουν μεταξφ τουσ, το πρακτικό ςφάλμα που ζγινε ςτθν αρχι είναι υπεφκυνο 

για τθν ενδεχόμενθ πλιρθ απϊλεια τθσ ακρίβειασ. Το φαινόμενο αυτό δεν 

περιορίηεται μόνο ςτα λάκθ που ζγιναν κατά το πρϊτο βιμα, κάκε ςθμείο, με τθν 

αρικμθτικι επίλυςθ, μπορεί να ερμθνευκεί ωσ αρχικι τιμι για τα επόμενα ςθμεία. 

 Η δυςκολία αυτι δεν τίκεται πάντα. Στθ ςυνζχεια δίνεται ζνα παράδειγμα, όπου 

κεωροφμε τθν y' = -y με  y(x0) = y0. Οι λφςεισ τθσ είναι οι y = y0 
       . Κακϊσ το x 

αυξάνεται, οι καμπφλεσ τθσ λφςθσ ζρχονται πιο κοντά, όπωσ ςτο ςχιμα 4.2. 

 

                                                    χιμα 4.2 

                         Καμπφλεσ τθσ λφςθσ τθσ δ.ε.   y’ = -y,   y(x0) = y0  
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Ζτςι ςφάλματα που ζγιναν ςτθν αρικμθτικι επίλυςθ εξακολουκοφν να ζχουν ωσ 

αποτζλεςμα τθν λάκοσ επιλογι καμπφλθσ, αλλά το γεγονόσ αυτό δεν είναι τόςο 

ςοβαρό, δεδομζνου ότι οι καμπφλεσ ςυγκλίνουν θ μία ςτθν άλλθ. 

 Για τθ γενικι δ.ε. (4.1), οι δφο τρόποι ςυμπεριφοράσ που μόλισ ςυηθτιςαμε 

μποροφν να διακρικοφν ωσ ζξθσ:  

               Αν   fy > δ > 0   τότε οι καμπφλεσ αποκλίνουν θ μία από τθν άλλθ     

               Αν   fy < δ  < 0  τότε οι καμπφλεσ ςυγκλίνουν θ μία ςτθν άλλθ     

 Για παράδειγμα, κα εξετάςουμε τθ δ.ε. y' = x + tan(y). Δεδομζνου ότι θ μερικι 

παράγωγοσ fy (x , y) = sec2 (y) > 1, οι καμπφλεσ τθσ λφςθσ αποκλίνουν θ μία από τθν 

άλλθ όταν  το x → ∞. 

 Για τουσ ανωτζρω λόγουσ, υπάρχει πάντοτε θ ανάγκθ για τθν εκτίμθςθ τθσ 

ακρίβειασ που επιτυγχάνεται ςε κάκε βιμα κατά τθν αρικμθτικι επίλυςθ ενόσ 

προβλιματοσ αρχικϊν τιμϊν. Ζτςι, διάφορεσ μζκοδοι ζχουν αναπτυχκεί για τθν 

απευκείασ εκτίμθςθ του ςφάλματοσ αποκοπισ από ζνα τφπο ι του ςφάλματοσ που 

προκφπτει από τθν ςφγκριςθ δφο μεκόδων που είναι ενςωματωμζνοι ςε ζνα τφπο. 

Αντιπροςωπευτικοί μζκοδοι κάκε περίπτωςθσ κα αναφερκοφν παρακάτω για 

μεκόδουσ απλοφ βιματοσ. 

 Ακόμθ αυτζσ μποροφν να αναπτυχκοφν ςε αλγορίκμουσ όπου επιτυγχάνεται 

αυτόματθ προςαρμογι του βιματοσ. Η εκτίμθςθ του ςφάλματοσ μπορεί να μασ πει 

πότε να προςαρμοςτεί το βιμα ςε ζνα ςτάδιο. Συνικωσ μια ανοχι είναι 

προκακοριςμζνθ, και θ αρικμθτικι λφςθ δεν πρζπει να αποκλίνει από τθν 

πραγματικι λφςθ πζραν τθσ ανοχισ αυτισ. Ακόμθ και αν λάβουμε υπόψθ μασ μόνο 

το τοπικό ςφάλμα αποκοπισ, ο προςδιοριςμόσ ενόσ κατάλλθλου βιματοσ μπορεί να 

είναι δφςκολοσ. Επιπλζον, ςυχνά ζνα μικρό βιμα είναι απαραίτθτο ςε ζνα τμιμα 

τθσ καμπφλθσ τθσ λφςθσ, ενϊ ζνα μεγαλφτερο μπορεί να αρκεί ςτθν υπόλοιπθ. 

 Ζχουν αναπτυχκεί μζκοδοι που απαιτοφν δφο ι περιςςότερα βιματα για τον 

υπολογιςμό του ςφάλματοσ T(x, h). Τζτοιεσ μζκοδοι δεν κα αναφερκοφν ςε αυτι 

τθν εργαςία. Στο τζλοσ κα αναφερκοφμε ςτο ςφάλμα ςτρογγφλευςθσ και κα 

προτακοφν τρόποι για τθν ελαχιςτοποίθςθ του. Για περεταίρω μελζτθ πάνω ςτα 

ςφάλματα των μεκόδων Runge-Kutta ο αναγνϊςτθσ μπορεί να ςυμβουλευτεί το 

“Numerical Solution of Ordinary Differential Equations” των Lapidus και Seinfeld. 
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4.1 Σοπικό ςφάλμα αποκοπισ ςε μεκόδουσ απλοφ βιματοσ 

 Οποιαδιποτε προςπάκεια για τον ρθτό υπολογιςμό του ςφάλματοσ αποκοπισ των 

τφπων Runge-Kutta από τισ εξιςϊςεισ που ζχουν ιδθ δοκεί ςτo Κεφάλαιο 2 

((2.1.10), (2.2.4) και (2.3.4)) είναι εξαιρετικά δφςκολθ. Ο υπολογιςμόσ του 

ςφάλματοσ αποκοπισ T(x, h) χρειάηεται για να μασ προμθκεφει με μια τιμι του h 

που χρθςιμοποιείται ςε ζναν υπολογιςμό απλοφ βιματοσ.   

 Επειδι το παραπάνω χαρακτθριςτικό είναι ςθμαντικό, κα εξετάςουμε ςτθν 

ςυνζχεια τισ διακζςιμεσ μεκόδουσ για τθν εκτίμθςθ του ςφάλματοσ αποκοπισ 

T(x,h) ι τθν ακρίβεια μιασ απλοφ βιματοσ μεκόδου ςε ζναν υπολογιςμό. Δθλαδι κα 

εξετάςουμε μερικζσ μεκόδουσ που μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν ςαν 

υπολογιςτικζσ διαδικαςίεσ από το xn ςτο xn+1.  

4.1.1 Σφποι  Merson και Scraton 

 Η πρϊτθ ςθμαντικι προςπάκεια για τον υπολογιςμό του ςφάλματοσ αποκοπισ    

T(x, h) ζγινε από τον Merson ο οποίοσ χρθςιμοποίθςε τον τφπο: 

Merson Τφποσ   

    

           ν = 5,  p = 4               (4.1.1.1) 

 

 

 

             
 

 
         0         0       

 

 
         

 

 
 

Αυτι θ μζκοδοσ είναι 4θσ τάξθσ και 5 ςταδίων (4, 5). Δθλαδι ζχει ενςωματωμζνο 

ζναν επιπλζον βακμό ελευκερίασ. Ασ αποκαλζςουμε ωσ Ўn+1 το αποτζλεςμα του 

υπολογιςμοφ με χριςθ του ci και aij πάνω από τθ διακεκομμζνθ γραμμι και θ wi 

ακριβϊσ κάτω από τθ διακεκομμζνθ γραμμι. Επίςθσ, ασ αποκαλζςουμε yn+1 το 

αποτζλεςμα από τον πλιρθ υπολογιςμό τθσ (4.1.1.1). Ο Merson ζδειξε ότι αν θ δ.ε. 

είναι γραμμικι ι αν το h είναι αρκετά μικρό για να προςεγγίςει τθν f(x, y) με μια 

γραμμικι ςυνάρτθςθ, μια καλι εκτίμθςθ του ςφάλματοσ αποκοπισ ςτο yn+1 είναι: 

               T(x, h) = (1/30)[2k1 –  9k3 + 8k4 – k5]                                                           (4.1.1.2) 

 

0 

1/3 

1/3 

1/2 

 

1/3        

1/6       1/6                                

1/8         0        3/8                                    

1 1/2         0       -3/2       2       
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Είναι ςθμαντικό να τονιςτεί ότι αυτι θ μζκοδοσ είναι ζγκυρθ μόνο όταν θ f(x, y) 

είναι γραμμικι. Στθν περίπτωςθ που θ f(x, y) είναι μθ γραμμικι οι τφποι κα πρζπει 

να χρθςιμοποιοφνται μόνο ςαν ζνασ πρόχειροσ οδθγόσ. Ραρόλα αυτά, θ παραπάνω 

μζκοδοσ δίνει μια εκτίμθςθ του τοπικοφ ςφάλματοσ αποκοπισ ενόσ απλοφ βιματοσ  

υπολογιςμοφ. Το τίμθμα είναι φυςικά ότι ζνασ ακόμθ υπολογιςμόσ απαιτείται  

λόγω τθσ πζμπτθσ αντικατάςταςθσ ςε ςφγκριςθ με τζςςερισ αντικαταςτάςεισ ςτθν 

τυποποιθμζνθ μζκοδο Runge-Kutta 4θσ τάξθσ. 

 Ο Scraton επίςθσ πρότεινε μια άλλθ 4θσ τάξθσ διαδικαςία χρθςιμοποιϊντασ 5 

ςτάδια (4, 5). Ο τφποσ δίνεται από τον πίνακα:   

Scraton Τφποσ   

    

        ν = 5,  p = 4               (4.1.1.3) 

 

 

 

              
  

   
         0         

  

   
        

  

   
         

   

    
 

και το τοπικό ςφάλμα αποκοπισ είναι: 

               T(x, h) = – (k4 – k1)-1( 
 

  
k1 + 

  

   
k3  

 

  
k4 + 

  

   
k5)• 

                              •(
  

  
k1  

  

 
k2 + 

  

  
k3  

 

  
k4)                                                            (4.1.1.4) 

 

4.1.2 Ενςωματωμζνοι τφποι Sarafyan 

 Επειδι θ προθγοφμενθ μζκοδοσ εξαρτάται από τθν χριςθ ενόσ γραμμικοφ 

ςυςτιματοσ, κα παρουςιάςουμε τθν δουλειά του Sarafyan, θ οποία όπωσ και του 

Merson, περιλαμβάνει ενςωματωματομζνουσ τφπουσ Runge-Kutta. Ταυτόχρονα, 

όμωσ, θ μζκοδοσ αυτι, ςε αντίκεςθ με τθν προθγοφμενθ, ιςχφει για κάκε δ.ε. και 

προτείνεται από τουσ ςυγγραφείσ ωσ θ πιο ελπιδοφόρα διαδικαςία για τον ζλεγχο 

του βιματοσ h. 

 

0 

2/9 

1/3 

3/4 

 

2/9        

1/12            1/4                                

69/128    243/128    270/128                                   

9/10 -345       2025       -1224     544    (• 
 

     
 ) 
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 Η αρχι τθσ ενςωμάτωςθσ είναι απλι ςτθν κατανόθςθ. Ασ ςυμβολίςουμε με yν, n+1 

τθν τιμι yn+1 υπολογιςμζνθ με μια διαδικαςία ν-ςταδίων, τότε προςπακεί κανείσ να 

δθμιουργιςει τθν ακολουκία y1,n+1, y2,n+1,…………, y6,n+1, χρθςιμοποιϊντασ το 

αντίςτοιχο ςφνολο των ki. Ζτςι, το y1, n+1 ζνα ειδικό k1, το y2, n+1 ζνα ειδικό k2, ………., 

το y6,n+1 χρθςιμοποιεί το ίδιο k1, k2, k3, k4 και ζνα ειδικό k5 και k6. Ρεραιτζρω το       

y1,n+1 είναι αποτζλεςμα μιασ 1θσ τάξθσ p=1 μεκόδου, το y2 n+1 μιασ p=2 μεκόδου,……, 

το y4,n+1 μιασ p=4 και το y6 n+1 μιασ p=5 μεκόδου. Ζτςι μιασ 5θσ τάξθσ Runge-Kutta 

μζκοδοσ με 6 ςτάδια (5. 6) ζχει ενςωματωμζνθ μζςα ςτον τφπο τθσ κάποια 

μικρότερθσ τάξθσ και λιγότερων ςταδίων μζκοδο. Αν για παράδειγμα το y4,n+1 και το 

y6,n+1 ςυμφωνοφν ςε j-δεκαδικά ψθφία, τότε το y6,n+1 είναι ςωςτό ςε j-δεκαδικά 

ψθφία. Αυτό ορίηει ζνα ςυντθρθτικό ςφάλμα για το y6,n+1. Η τιμι του h μπορεί τότε 

να αυξθκεί ι να μειωκεί ανάλογα με το ςφάλμα. 

 Ο Sarafyan ζχει αναπτφξει πολλζσ μεκόδουσ 5θσ τάξθσ, μια από τισ καλφτερεσ είναι 

θ (2.4.10) που δόκθκε ςτο δεφτερο κεφάλαιο και εδϊ κα τθν παρουςιάςουμε ζωσ 

ότου μασ αποφζρει το y6,n+1: 

Sarafyan Τφποσ 

          

     ν = 6,  p = 5                (4.1.2.1)    

 

 

 

 

 

               
  

   
          0          0         

  

   
          

   

   
       

   

   
 

Στθν ςυνζχεια βλζποντασ τισ διακεκομμζνεσ γραμμζσ, είναι δυνατόν να 

υπολογίςουμε: 

             y1,n+1 = yn + k1 

               y2,n+1 = yn + k2                                                                                                  (4.1.2.2) 

              y4,n+1 = yn + 
 

 
[k1 + 4k3 + k4] 

  0  

1/2 1/2                                                                     y1,n+1            

1/2 

  1 

1/4        1/4                                                      y2,n+1 

    0          -1             2 

2/3 

2/10 

 2/27      10/27        0             1/27                  y4,n+1 

68/625  -125/625 546/625  54/625  -378/625     

                                                                            y6,n+1  
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όπου θ (4.1.2.2) είναι μια 4θσ τάξθσ μζκοδοσ Runge-Kutta. 

 Ζτςι, εάν κάποιοσ επικυμεί να χρθςιμοποιιςει μια 5θσ τάξθσ μζκοδο Runge-Kutta, 

μπορεί να λάβει και αποτελζςματα για μια 4θσ τάξθσ μζκοδο, χωρίσ επιπλζον ζργο. 

Συγκρίνοντασ τισ δφο μεκόδουσ ζνασ υπολογιςμόσ τθσ ακρίβειασ μπορεί να λθφκεί 

και ςτθ ςυνζχεια μπορεί να φτιαχτεί μία εκτίμθςθ για τθν τιμι του h. Αν μια 4θσ 

τάξθσ μζκοδοσ χρθςιμοποιθκεί ςε ζναν υπολογιςμό, τότε δφο επιπλζον ςτάδια 

χρειάηονται για να γίνει θ ςφγκριςθ ςφμφωνα με τα παραπάνω, δθλαδι 

προςεγγιςτικά 50% αφξθςθ του υπολογιςτικοφ χρόνου για ζξι ςτάδια αντί 

τεςςάρων. Σε αυτιν τθν περίπτωςθ θ μζκοδοσ πρζπει να χρθςιμοποιείται 

ςποραδικά για να παρακολουκεί τον υπολογιςμό, παρά ςε κάκε βιμα. 

 Ακόμθ ο Sarafyan για τον κλαςικό τφπο 4θσ τάξθσ (2.3.1) ζδειξε ότι: 

             y1,n+1 = yn + k1 

               y2,n+1 = yn + k2                                                                                                  (4.1.2.3) 

              y4,n+1 = yn + 
 

 
[k1 + 2k2 + 2k3 + k4] 

και ότι 

               y1,n+3/4 = yn + 
 

 
k1 

               y2,n+3/4 = yn + 
 

  
[k1 + 3k2]                                                                                                            (4.1.2.4) 

               y3,n+3/4 = yn + 
 

  
[2k1 + 3k2 + 3k3] 

Ζτςι από το ίδιο ςετ ki μποροφμε να πάρουμε μια ςυλλογι Runge-Kutta τφπων από 

πρϊτθσ μζχρι τζταρτθσ τάξθσ. 

 Τελικά ο Sarafyan ζφταςε ςτο ςυμπζραςμα ότι θ πιο καλι υπολογιςτικι διαδικαςία 

απ’ όλεσ όςεσ μελζτθςε φαίνεται να είναι μια διαδικαςία που βαςίηεται πάνω ςτθν 

5θσ τάξθσ μζκοδοσ του Butcher (2.4.3) όπου αν κζςουμε το yn+1 τθσ μεκόδου αυτισ 

με y6,n+1 , τότε με τα ki τα οποία χρθςιμοποιοφνται ςε αυτό παίρνουμε: 
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               y1,n+1 = yn + k1 

               y2,n+1 = yn – k1 + 2k2                                                                                        (4.1.2.5) 

και 

               y1,n+1/2 = yn + 
 

 
 k1 

               y2,n+1/2 = yn + 
 

 
 k2                                                                                                   

               y4,n+1/2 = yn + 
 

  
[k1 + 4k3 + k4] 

Επίςθσ, όταν ζνα βιμα μεγζκουσ 2h χρθςιμοποιείται θ (2.4.3) και θ (4.1.2.5) 

γίνονται: 

          

 

                                                    

 

 

 

 

               
 

  
          0        

  

  
      

  

  
      

  

  
     

 

  
       

               y1,n+2 = yn + 2k1 

               y2,n+2 = yn – 2k1 + 4k2                                                                                      (4.1.2.7) 

               y6,n+2 = 
 

  
[7k1 + 32k3 + 12k4 + 32k5 + 7k6] 

και 

               y1,n+1 = yn + k1 

               y2,n+1 = yn + k2                                                                                                   

               y4,n+1 = yn + 
 

 
[k1 + 4k3 + k4] 

 

  0 

1/2 

1/2 

  1 

3/2 

   2 

 

1/2 

 1/4         1/4 

   0           -1           1 

3/8            0           0        9/8 

-6/7        4/7      24/7    -24/7    16/7 
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 Χρθςιμοποιϊντασ τθν μζκοδο 5θσ τάξθσ (4.1.2.6) και τισ ςχζςεισ (4.1.2.7) μπορεί να 

λάβει κανείσ μια 5θσ τάξθσ Runge-Kutta για 2h και ενςωματωμζνθ μζςα ςε αυτι μια 

4θσ τάξθσ μζκοδο Runge-Kutta για h. Δθλαδι ξεκινϊντασ από xn είναι δυνατόν να 

υπολογιςτεί το yn+1 μζςω μιασ 4θσ τάξθσ μεκόδου και το yn+2 μζςω μιασ 5θσ τάξθσ 

μεκόδου απαιτϊντασ ςυνολικά ζξι ςτάδια. Με βάςθ κάκε βιμα είναι ςαν να 

απαιτοφνται μόνο τρία ςτάδια, ενϊ ςε οποιοδιποτε 4θσ  τάξθσ μζκοδο χρειάηονται 

τουλάχιςτον τζςςερα ςτάδια. Ζτςι, αυτι θ διαδικαςία είναι θ πιο οικονομικι από 

αυτζσ που είδαμε που δίνει αποτελζςματα με ακρίβεια τουλάχιςτον όπωσ οι 4θσ 

τάξθσ μζκοδοι. Τθν ίδια ςτιγμι το y4,n+1 ταιριάηει με τθν (4.1.2.1), θ οποία μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί για να υπολογιςτοφν οι κατάλλθλεσ τιμζσ του h ςτον υπολογιςμό. 

Ρροφανϊσ, ο παραπάνω ςχθματιςμόσ ςυςτινεται ζνκερμα ςε οποιονδιποτε 

χριςτθ υπολογιςτικϊν μεκόδων.  

  

4.1.3 Ενςωματωμζνοι τφποι Fehlberg 

 Μια ςειρά ενςωματωμζνων τφπων που κα παρουςιαςκοφν ςτθν ςυνζχεια 

οφείλεται ςτον Ε. Fehlberg. Ασ αρχίςουμε με μια μζκοδο Fehlberg 4θσ τάξθσ (4, 5) 

Runge-Kutta τθσ μορφισ: 

                   y(x+h) = y(x) + 
  

   
k1 + 

    

    
k3  + 

    

    
k4 - 

 

 
k5   

                  

 
 
 
 

 
 
 

           

         
 

 
       

 

 
    

          
 

 
      

 

  
    

 

  
    

          
  

  
       

    

    
    

    

    
    

    

    
    

                  
   

   
           

    

   
    

   

    
    

  

Ωςτόςο, με μία πρόςκετθ ςυνάρτθςθ αξιολόγθςθσ  

                  k6 = hf(x + 
 

 
 h , y - 

 

  
k1 + 2k2 - 

    

    
k3 + 

    

    
k4 - 

  

  
k5)   

μποροφμε να αποκτιςουμε ζνα τφπο 5θσ τάξθσ (5, 6), δθλαδι, 

                  y(x+h) = y(x) + 
  

   
k1 + 

    

     
k3 + 

     

     
k4 – 

 

  
k5 + 

 

  
k6.  

 Η διαφορά μεταξφ του y (x + h) ςτθ τζταρτθ και πζμπτθ διαδικαςία είναι μια 

εκτίμθςθ του τοπικοφ ςφάλματοσ αποκοπισ τθσ 4θσ τάξθσ μεκόδου. Ζτςι ζξι 

ςυναρτιςεισ αξιολόγθςθσ δίνουν μια 4θσ τάξθσ προςζγγιςθ, μαηί με μια εκτίμθςθ 

ςφάλματοσ. 
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Ο Fehlberg ανζπτυξε επίςθσ, μια 5θσ τάξθσ μζκοδο (5, 6) ενςωματωμζνθ μζςα ςε μια 

6θσ τάξθσ μζκοδο (6, 8), μια 6θσ τάξθσ(6, 7) ενςωματωμζνθ μζςα ςε μια 7θσ τάξθσ (7, 

10) μζκοδο, μια 7θσ τάξθσ μζκοδο (7, 11) ενςωματωμζνθ μζςα ςε μια 8θσ τάξθσ 

μζκοδο (8, 13) και μια 8θσ τάξθσ μζκοδο (8, 15) ενςωματωμζνθ μζςα ςε μια 9θσ 

τάξθσ μζκοδο (9, 17). Στθν ςυνζχεια κα δοκοφν οι τφποι των παραπάνω μεκόδων 

μαηί με τφπουσ για το τοπικό ςφάλμα αποκοπισ T(x, h):    

Fehlberg Τφποι : 

 

Τφποσ (5, 6) Ενςωματωμζνοσ Σε (6, 8) Τφπο   

 

              
 

    
       0      

    

    
          

 

  
         

   

   
       0     

 

  
       

 

  
         

 Ππου το ςφάλμα αποκοπισ T(x, h) τθσ διαδικαςίασ 5θσ  τάξθσ δίνεται από τον τφπο: 

               T(x, h) = 
 

  
(k1 + k6 – k7 – k8)h 

 

 

Τφποσ (6, 8) Ενςωματωμζνοσ Σε (7, 10) Τφπο 

 

 Τφποσ Fehlberg (2.5.4)                                                                                                         

0 

1 

15/352         0       0       -5445/46592   18/77 -1215/5632   1029/18304  0                                                                                      

-1833/352   0   141/8   -51237/3584   18/7   -729/512       1029/1408     0   1               (4.1.3.2)                

              
  

   
       0       0       

       

       
       

  

   
       

   

    
         

     

     
     0    

  

   
    

  

   
     

 

 

 Τφποσ Fehlberg (2.4.7)                                                                         

0 

1 

-11/640       0      11/256    -11/160   11/256   0   

93/640    -18/5   803/256  -11/160   99/256   0      1                           (4.1.3.1)                                         
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Ππου το ςφάλμα αποκοπισ T(x, h) τθσ διαδικαςίασ 6θσ τάξθσ δίνεται από τον τφπο: 

               T(x, h) = 
  

   
(k1 + k8 – k9 – k10)h 

 

Τφποσ (7, 11) Ενςωματωμζνοσ Σε (8, 13) Τφπο 

 Τφποσ Fehlberg (2.6.2)                                                                                                         

0 

1 

3/205            0  0          0             0               -6/41       -3/205         -3/41    3/41     6/41    0                                                                          

-1777/4100  0  0  -341/164  4496/1025  -298/82  2193/4100  51/82 33/164  12/41  0   1       (4.1.3.3) 

            0     0        0        0                
  

   
           

 

  
           

 

  
        

 

   
         

 

   
        0     

  

   
     

  

   
   

 Ππου το ςφάλμα αποκοπισ T(x, h) τθσ διαδικαςίασ 7θσ τάξθσ δίνεται από τον τφπο: 

               T(x, h) = 
  

   
(k1 + k11 – k12 – k13)h 

 

 Ππωσ ςτο κεφάλαιο 2 ζτςι και εδϊ οι παράμετροι των τφπων που κα 

παρουςιαςτοφν παρακάτω κα δίνονται αναλυτικά και όχι με τθν μορφι πίνακα 

λόγο του μεγάλου πλικουσ τουσ. Επίςθσ οι παράμετροι που δεν περιλαμβάνονται 

είναι ίςοι με μθδζν. 

 

Τφποσ (8, 15) Ενςωματωμζνοσ Σε (9, 17) Τφπο 

Τφποσ Fehlberg (2.7.1) 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

c16 = 0 

c17 = 1 

 

a161 = 0.1046 4847 3406 1481 0391 8730 0240 6755 * 10-2 

a169 =-0.6716 3886 8449 9028 2237 7784 4617 8020 * 10-2                                 (4.1.3.4)      

a1610 = 0.8182 8762 1894 2502 1265 3300 6524 8999 * 10-2  
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a1611 =-0.4264 0342 8644 8334 7277 1421 3808 7561 * 10-2  

a1612 = 0.2800 9029 4741 6893 6545 9763 3115 3703 * 10-3 

a1613 =-0.8783 5333 8762 3867 6639 0578 1314 5633 * 10-2 

a1614 = 0. 1025 4505 1108 2555 8084 2177 6966 4009 * 10-1 

a171 =-0.1353 6550 7861 7406 7080 4421 6888 9966 * 10+1 

a176 =-0.1839 6103 1448 4827 0375 0441 9898 8231 

a177 =-0.6557 0189 4497 4164 5138 0068 7998 5251 

a178 =-0.3908 6144 8804 3986 3435 0255 2024 1310 

a179 = 0.2746 6285 5812 9992 5758 9622 0773 2989 

a1710 =-0.1046 4851 7535 7191 5887 0351 8857 2676 * 10+1 

a1711 = 0.1671 4967 6671 2315 5012 0044 8830 6588 * 10+1 

a1712 = 0.4952 3916 8258 4180 8131 1869 9074 0287 

a1713 = 0.1148 1836 4662 7330 1905 2257 9595 4930 * 10+1 

a1714 = 0.4108 2191 3138 3305 5603 9813 2752 7525 * 10-1 

a1716 = 1 

 

w’1 = 0.0015 2958 8024 3556 7560 
 

w’9 = 0.2598 3725 2837 1540 3018 8870 2317 1963 

w’10 = 0.9284 7805 9965 7702 7788 0637 1430 2190 * 10-1 

w’11 = 0.1645 2339 5147 6434 2891 6477 3184 2800 

w’12 = 0.1766 5951 6378 6007 4367 0842 9839 7547 

w’13 = 0.2392 0102 3203 5275 9374 1089 3332 0941 

w’14 = 0.3948 4274 6042 0285 3746 7521 1882 9325 * 10-2 

w’16 = 0.3072 6495 4758 6064 0406 3683 0552 2124 * 10-1 

w’17 = 0.3072 6495 4758 6064 0406 3683 0552 2124 * 10-1 
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Ππου το ςφάλμα αποκοπισ T(x, h) τθσ διαδικαςίασ 8θσ τάξθσ δίνεται από τον τφπο: 

               T(x, h) = w15(k1 + k15 – k16 – k17)h 

 Στο ςθμείο αυτό κρίνεται ςκόπιμο να επιςθμανκεί ότι όταν δφο τφποι, όπου ο ζνασ 

είναι ενςωματωμζνοσ ςτον άλλο, ςυγκρίνονται και βλζπουμε ότι ςυμφωνοφν ςε j 

δεκαδικά ψθφία ςυμπεραίνουμε ότι τα αποτελζςματα και των δφο τφπων είναι 

ςωςτά ςε τουλάχιςτον j δεκαδικά ψθφία. Πμωσ όταν δίνεται ζνασ τφποσ που εκτιμά 

το ςφάλμα αποκοπισ T(x, h) μιασ μεκόδου, ο τφποσ αυτόσ εκτιμά μόνο το ςφάλμα 

τθσ ςυγκεκριμζνθσ μεκόδου. Ακόμα και αν ο τφποσ τθσ περιζχεται ςε ζναν ανϊτερθσ 

τάξθσ τφπο, και ο T(x, h) χρθςιμοποιεί  οριςμζνα από τα ki του τφπου τθσ μεκόδου 

ανϊτερθσ τάξθσ. Ακόμθ ςτουσ ενςωματωμζνουσ τφπουσ, παίρνουμε τα 

αποτελζςματα μίασ μεκόδου ςαν ζξοδο και αυτά τθσ άλλθσ τα χρθςιμοποιοφμε για 

τθν ςφγκριςθ των δφο αποτελεςμάτων με ςκοπό τθν εκτίμθςθ του ςφάλματοσ. Στισ 

αξιολογιςεισ ki το yn που δίνουμε ςτθν f(x,y) είναι θ προθγοφμενθ τιμι τθσ μεκόδου 

που παίρνουμε τα αποτελζςματά τθσ ςαν ζξοδο και όχι το αντίςτοιχο αποτζλεςμα 

αυτισ που χρθςιμοποιοφμε για ςφγκριςθ.      

 Ρροφανϊσ οι παραπάνω ενςωματωμζνοι τφποι μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν για 

τον κακοριςμό του βιματοσ h.  

 

4.2 φάλμα τρογγφλευςθσ 

Στθν ενότθτα αυτι κα ςυηθτιςουμε εν ςυντομία οριςμζνεσ πτυχζσ του τοπικοφ 

ςφάλματοσ ςτρογγφλευςθσ ςε μονοβθματικζσ (ςυμπεριλαμβανομζνων των Runge-

Kutta) μεκόδουσ. Η γενικι εξίςωςθ που μασ ενδιαφζρει είναι: 

              ўn+1 = ўn + hΦ(xn, ўn ; h) + en                                                                              (4.2.1) 

Εδϊ το en είναι το τοπικό ςφάλμα ςτρογγφλευςθσ που ςχετίηεται με τθν άμεςθ 

αξιολόγθςθ ενόσ κανονικοφ μονοβθματικοφ αλγορίκμου. Η ўn είναι μια 

ςτρογγυλοποιθμζνθ ι αλλιϊσ μια κατά προςζγγιςθ τιμι τθσ yn. Ωσ παράδειγμα 

αυτισ τθσ προςζγγιςθσ, επιλζγουμε τον τζταρτθσ τάξθσ κλαςικό Runge-Kutta τφπο 

για τον οποίο: 

               Φ(xn, yn ; h) = 
 

 
[k1 + 2k2 + 2k3 + k4]                                                                  (4.2.2) 
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 Αυτι θ ιδιαίτερθ ςυνάρτθςθ προςαφξθςθσ ζχει ζναν εξαιρετικό τρόπο για τθν 

ελαχιςτοποίθςθ του τοπικοφ ςφάλματοσ ςτρογγφλευςθσ. Πλα τα ki ζχουν το ίδιο 

πρόςθμο, τα βάρθ του ki είναι περίπου ίςα και ςυνεπϊσ κάκε όροσ ςτθν Φ ζχει 

περίπου ίςο μζγεκοσ και όλεσ οι τιμζσ ακροίηονται. Αυτό το κριτιριο, δθλαδι να 

είναι όλα τα βάρθ ίςα ςε μζγεκοσ και με ίδιο πρόςθμο, είναι πικανόν ζνασ πολφ 

καλόσ κανόνασ για τθν ελαχιςτοποίθςθ του τοπικοφ ςφάλματοσ ςτρογγφλευςθσ. 

 Επίςθσ, είναι ίςωσ αλικεια ότι ςτισ περιςςότερεσ περιπτϊςεισ, το τοπικό ςφάλμα 

ςτρογγφλευςθσ είναι ςυγκεντρωμζνο ςτο τελευταίο βιμα του αλγορίκμου, π.χ. , 

ςτθν εξίςωςθ: 

               yn+1 = yn + (h/6)[k1 + 2k2 + 2k3 + k4]  

Αυτό προκφπτει, διότι κεωροφμε  ότι κάκε ki υπολογίηεται με υψθλό βακμό 

ακρίβειασ και θ τιμι h / 6 είναι μικρι. Η ςτρογγφλευςθ που ςυνδζεται με το 

άκροιςμα των ki, ιδιαίτερα μετά τον πολλαπλαςιαςμό με h / 6, δεν κα επθρεάςει το 

τελικό άκροιςμα. 

 Μια προφανισ διαδικαςία για τθν ελαχιςτοποίθςθ του ςφάλματοσ ςτρογγφλευςθσ 

ςε κάκε βιμα είναι θ χριςθ αρικμθτικισ διπλισ ακρίβειασ. Αυτό ςθμαίνει ότι τυχόν 

ςφάλματα που ςυμβαίνουν οφείλονται ςτο ότι πραγματικά χρειάηονται πολφ 

περιςςότερα ψθφία για τον υπολογιςμό. Με άλλα λόγια, χρθςιμοποιοφμε διπλοφ 

μικουσ αρικμοφσ με το επιπλζον μικοσ να χρθςιμοποιείται για τθν προςταςία ι τθν 

άμβλυνςθ του υπολογιςμοφ. Ρροφανϊσ αυτό ζχει ζνα μειονζκτθμα με τθν ζννοια 

ότι ο ςυνολικόσ χρόνοσ υπολογιςμοφ μπορεί να αυξθκεί. Ραρ 'όλα αυτά, αυτόσ είναι 

ςυχνά ο δρόμοσ που ακολουκοφμε για να πάρουμε ζναν ζγκυρο υπολογιςμό. 

 Ο Henrici επεςιμανε ζναν εναλλακτικό τρόπο για τθν επίτευξθ πολλϊν από τα 

πλεονεκτιματα τθσ διπλισ ακρίβειασ με παράλλθλθ ελαχιςτοποίθςθ του ςυνολικοφ 

χρόνου υπολογιςμοφ. Αυτι θ μζκοδοσ περιλαμβάνει μια μερικι διπλι ακρίβεια 

ςτθν οποία το ўn είναι ςε διπλι ακρίβεια (προφανϊσ ўn+1 είναι επίςθσ ςε διπλι 

ακρίβεια όταν υπολογίηεται), αλλά το hΦ(xn, ўn ; h) είναι ςε απλι ακρίβεια. Αυτόσ ο 

αλγόρικμοσ απαιτεί μόνο ζνα μικρό ποςό του υπολογιςτικοφ χρόνου ενόσ απλισ 

ακριβείασ υπολογιςμοφ. Ππωσ περιγράφεται, αντιπροςωπεφει μια από τισ 

καλφτερεσ προςεγγίςεισ για τθ χριςθ κάκε Runge-Kutta τφπου. 

 

 

 

 



Κεφάλαιο 5 

“Εφαρμογζσ Και Αποτελζςματα υπορουτίνων που 

καταςκευάςθηκαν από τον   ςυγγραφζα ” 

 Ρροκειμζνου να ελεγχκοφν οι μζκοδοι που παρουςιάηονται ςε αυτι τθν εργαςία, 

κα δϊςουμε μερικά αρικμθτικά αποτελζςματα από μια ςειρά διαφορετικϊν δ.ε.  

Θα μασ απαςχολιςει το ηιτθμα των ςφαλμάτων κατά τουσ υπολογιςμοφσ, κακϊσ 

και το κόςτοσ υπολογιςμοφ, δθλαδι, ο χρόνοσ που απαιτείται από τον υπολογιςτι 

για να τρζξει τθν κάκε μζκοδο. Στθν ςυνζχεια κα εξάγουμε ςυμπεράςματα τα οποία 

απορρζουν από τθν ςυμπεριφορά των δ.ε. που μελετιςαμε κακϊσ και από ςτοιχεία 

που βρικαμε από δθμοςιευμζνεσ ζρευνεσ που αναφζρονται ςτθν βιβλιογραφία. Τα 

αποτελζςματα που κα παρουςιαςτοφν ζχουν υπολογιςτεί με υπορουτίνεσ που 

ζχουν γραφεί ςτθ Matlab και δίνονται ςτο Ραράρτθμα αυτισ τθσ εργαςίασ. 

 

5.1 Αποτελζςματα Μεκόδων Runge-Kutta 

 Σκοπόσ αυτισ τθσ ενότθτασ είναι να ελζγξουμε τισ μεκόδουσ που αναλφςαμε ςτο 

Κεφάλαιο 2 και επεκτείναμε ςτο Κεφάλαιο 3 ωσ προσ τον χρόνο υπολογιςμοφ και ωσ 

προσ τα ςφάλματα ολοκλιρωςθσ. Για να γίνει ο παραπάνω ζλεγχοσ και να 

καταλιξουμε ςε κάποια αςφαλι ςυμπεράςματα, δίνονται οι παρακάτω πίνακεσ.    

 Στον πίνακα 5.1.1 δίνονται τζςςερεισ δ.ε. με ςκοπό τθν αρικμθτικι τουσ 

ολοκλιρωςθ με τισ μεκόδουσ που παρουςιάςκθκαν ςε προθγοφμενα κεφάλαια. 

Επίςθσ, δίνονται και οι εξιςϊςεισ των αναλυτικϊν τουσ λφςεων ζτςι ϊςτε να 

μποροφν να ελζγχονται ωσ προσ τθν ακρίβεια τα αρικμθτικά αποτελζςματα. 

                                                     Ρίνακασ 5.1.1 

 3                                   y’’ = -y                         y1(0) = 0   και          y1(x) = sin x    και                                     

        ι                 y1’ = y2  και  y2’ =  – y1         y2(0) = 1                   y2(x) = cos x                                                                                                                      

 4                        y1’ =  
 

  
 και  y2’ =  

 

  
       y1(0) = y2(0) = 1        y1(x) = ex  και  y2(x) = e-x        

 

Αρικμόσ Εξ.                   Δ. Ε.                    Αρχικι Τιμι               Αναλυτικι Λφςθ         

1                                   y’ = – y                        y(0) = 1                    y(x) = e-x 

2                                  y’ = 
 

   
                        y(0) = 0                    y(x) =        – 1  
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 Στον πίνακα 5.1.2, παρουςιάηονται για ςυγκεκριμζνα ςθμεία x οι ακριβείσ τιμζσ των 

παραπάνω δ.ε. με ςκοπό τθν διευκόλυνςθ ςτθ ςφγκριςθ τουσ με τα αντίςτοιχα 

αρικμθτικά αποτελζςματα. 

 

                                                    Ρίνακασ 5.1.2 

                        Αποτελζςματα Αναλυτικισ (ακριβοφσ) Λφςθσ 

  Διαφορικι Εξίςωςθ 1                                          Διαφορικι Εξίςωςθ 2 

x                   y(x)                                                      x                  y(x)                            

 0                   1.0                                                        0                 0      

0.4                 0.670320046035639                        0.4              0.077032961426901 

1.0                 0.367879441171442                        1.0              0.414213562373095 

4.0                 0.018315638888734                        4.0              3.123105625617661 

7.0                 9.118819655545* 10-4                     7.0              6.071067811865476 

10                  4.539992976248* 10-5                     10               9.049875621120890                

 

Διαφορικι Εξίςωςθ 3                                           

x                   y1(x)                                                     y2(x)                            

 0                   0                                                            1.0      

0.4                 0.389418342308651                         0.921060994002885 

1.0                 0.841470984807897                         0.540302305868140 

4.0               -0.756802495307928                        -0.653643620863612 

7.0                 0.656986598718789                         0.753902254343305 

10                 -0.544021110889370                        -0.839071529076452                
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Διαφορικι Εξίςωςθ 4                                           

x                   y1(x)                                                     y2(x)                            

 0                   1.0                                                         1.0      

0.4                 1.491824697641270                         0.670320046035639 

1.0                 2.718281828459046                         0.367879441171442 

4.0                 54.598150033144236                       0.018315638888734 

7.0                 1.096633158428* 10+3                     9.118819655545* 10-4 

10                  2.202646579481* 10+4                     4.539992976248* 10-5    

 

 Θα αρχίςουμε τον ζλεγχο των μεκόδων Runge-Kutta με τον πίνακα 5.1.3 που 

παρουςιάηει τθ μεγαλφτερθ τιμι του πραγματικοφ ςφάλματοσ των προςεγγιςτικϊν 

λφςεων των δ.ε. του πίνακα 5.1.1 για κάκε μζκοδο που παρουςιάςτθκε ςτο 

κεφάλαιο 2 και επεκτάκθκε ςτο Κεφάλαιο 3, όταν το x   [0,10] και h=0.2. Αυτό 

επιτυγχάνεται χρθςιμοποιϊντασ τθν εντολι “ emax = max(abs(y-yex(x)))  ” ςτο 

Matlab, όπου yex(x) είναι μια ςυνάρτθςθ που δίνει τθν αναλυτικι τιμι τθσ 

ςυνάρτθςθσ-λφςθσ τθσ αντίςτοιχθσ δ.ε. Για παράδειγμα για τθν δ.ε. 1 μασ δίνει: 

Ππου “sdeS810(f,k,h,n)” είναι το όνομα τθσ υπορουτίνασ που υπολογίηει τισ τιμζσ 

μιασ δ.ε. με τθν μζκοδο του Shanks Τφποσ (8, 10). 
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                                                     Ρίνακασ 5.1.3 

                                                              δ.ε. 1:                                                δ.ε. 2                                  

 Τφποσ Runge-Kutta              Μεγ. Τιμι Ρργ. Σφαλ.                    Μεγ. Τιμι Ρργ. Σφαλ.      

Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4):                 5.796953859605* 10-6                        3.854993144536* 10-6 

Kutta Τφποσ (4, 4):                        5.796953859549* 10-6                        2.792480398083* 10-6                                                                                                                                                                                                                                                       

Gill Τφποσ (4, 4):                            5.796953859549* 10-6                        2.205645527164* 10-6                                          

Nystrom Τφποσ (5, 6):                  1.941354927926* 10-7                        1.650803074793* 10-8    

Butcher Τφποσ 1 (5, 6):                3.052894947952* 10-8                        4.656206425979* 10-8                                                                                                     

Butcher Τφποσ 2 (5, 6):                3.052894947952* 10-8                        4.208683496154* 10-8                                                                                                              

Butcher Τφποσ 3 (5, 6):                3.052894947952* 10-8                        9.617354362889* 10-8                                                                                                   

Butcher Τφποσ 4 (5, 6):                1.941354929591* 10-7                        3.007248189704* 10-8                                                                                                                

Butcher Τφποσ 5 (5, 6):                1.941354929591* 10-7                        5.853263185251* 10-8                                                                                                     

Fehlberg Τφποσ (5, 6):                  7.213348773849* 10-8                        1.340915040115* 10-8                                                                                                                 

Shanks Τφποσ (5, 5):                     1.941355010082* 10-7                        1.412621787599* 10-7                                                                                                               

Lawson Τφποσ (5, 6):                    8.180328547880* 10-8                        3.739774442901* 10-8                                                                                                                        

Sarafyan Τφποσ (5, 6):                  4.936879113848* 10-7                        1.724844431727* 10-7                                                                                                                    

Butcher Τφποσ (6, 7):                    1.887967937542* 10-8                        1.523502518585* 10-9                                                                                                        

Shanks Τφποσ (6, 6):                     5.566226535247* 10-9                        5.893283611114* 10-9                                                                                                                 

Fehlberg τφποσ (6, 8):                   6.760565440800* 10-10                      5.067404273972* 10-10                                                                                                            

Shanks Τφποσ (7, 7):                      2.336901228084* 10-10                      4.607440207138* 10-9                                                                                                              

Fehlberg Τφποσ (7, 11):                9.012068868941* 10-12                       2.300201695781* 10-11                                                                                                                

Shanks Τφποσ (7, 9):                     1.268571359070* 10-10                       4.163043382243* 10-10                                                                        

Shanks Τφποσ (8, 10):                   2.684852340451* 10-12                       1.779519864797* 10-10                                                                                                          

Shanks Τφποσ (8, 12):                   1.013189532273* 10-11                       1.151467809989* 10-12                                                                                                  

Fehlberg Τφποσ (8, 15):                4.756361970948* 10-12                       4.872144354628* 10-14 
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                                                                           δ.ε. 3 

Τφποσ Runge-Kutta            Μεγ. Τιμι Ρργ. Σφαλ. (y1)              Μεγ. Τιμι Ρργ. Σφαλ. (y2)      

Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4):                  1.279432803614* 10-4                        1.075370587487* 10-4                

Kutta Τφποσ (4, 4):                         1.279432803600* 10-4                          1.075370587478* 10-4                  

Gill Τφποσ (4, 4):                             1.279432803614* 10-4                        1.075370587485* 10-4                     

Nystrom Τφποσ (5, 6):                    3.587951247108* 10-6                       4.265338995446* 10-6                                

Butcher Τφποσ 1 (5, 6):                  4.776714130905* 10-7                        5.663669421230* 10-7                                                                                                             

Butcher Τφποσ 2 (5, 6):                  4.776714130905* 10-7                        5.663669419009* 10-7                                                                                                                                                

Butcher Τφποσ 3 (5, 6):                  4.776714127574* 10-7                        5.663669420120* 10-7                                                                                                                                              

Butcher Τφποσ 4 (5, 6):                  3.587951247219* 10-6                        4.265338996001* 10-6                                      

Butcher Τφποσ 5 (5, 6):                  3.587951247219* 10-6                        4.265338996001* 10-6                                                                                       

Fehlberg Τφποσ (5, 6):                    1.219602737690* 10-6                        1.454363926845* 10-6                                                                                      

Shanks Τφποσ (5, 5):                       3.587951319717* 10-6                        4.265339059506* 10-6                                                                                    

Lawson Τφποσ (5, 6):                      1.559761603986* 10-6                        1.866068612410* 10-6                                                                                            

Sarafyan Τφποσ (5, 6):                    8.996476976719* 10-6                        1.069747063487* 10-5                                                                                          

Butcher Τφποσ (6, 7):                     4.078529535212* 10-7                        3.429604961691* 10-7                                                                             

Shanks Τφποσ (6, 6):                       1.219287788512* 10-7                        1.025830875245* 10-7                                 

Fehlberg τφποσ (6, 8):                    1.691035408924* 10-8                        1.413130953920* 10-8                                                                              

Shanks Τφποσ (7, 7):                       8.211727801216* 10-9                        7.2858372668358 10-9                                                                             

Fehlberg Τφποσ (7, 11):                 1.678001071426* 10-10                       2.001316889988* 10-10                                           

Shanks Τφποσ (7, 9):                       2.369525908818* 10-9                        2.822446054651* 10-9                                                                                                                 

Shanks Τφποσ (8, 10):                     5.686323634180* 10-11                      4.778716311549* 10-11  

Shanks Τφποσ (8, 12):                     2.080031147322* 10-10                     1.745779631967* 10-10                              

Fehlberg Τφποσ (8, 15):                  8.380607319225* 10-11                      9.978362580654* 10-11        
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                                                                           δ.ε. 4 

Τφποσ Runge-Kutta            Μεγ. Τιμι Ρργ. Σφαλ. (y1)              Μεγ. Τιμι Ρργ. Σφαλ. (y2)      

Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4):                  10.239018298259907                        1.643415013719* 10-5                

Kutta Τφποσ (4, 4):                         2.661426560556720                             5.550896005901* 10-6                  

Gill Τφποσ (4, 4):                             14.096337847997347                        2.163021969315* 10-5                     

Nystrom Τφποσ (5, 6):                   2.294164943039505                           7.011285839686* 10-7                                

Butcher Τφποσ 1 (5, 6):                 0.274408652760030                           8.541090165681* 10-8                                                                                                             

Butcher Τφποσ 2 (5, 6):                 0.693428491216764                           2.214296892788* 10-7                                                                                                                                                

Butcher Τφποσ 3 (5, 6):                 1.975543228345487                           7.745331862263* 10-7                                                                                                                                              

Butcher Τφποσ 4 (5, 6):                 0.250632546449197                           6.578872011054* 10-8                                      

Butcher Τφποσ 5 (5, 6):                 2.545420855629345                           8.645808997343* 10-7                                                                                       

Fehlberg Τφποσ (5, 6):                   0.323697201431060                           1.321630536399* 10-7                                                                                      

Shanks Τφποσ (5, 5):                      1.049628310123808                           3.158102879486* 10-7                                                                                    

Lawson Τφποσ (5, 6):                     0.359266467141424                           1.003469026484* 10-7                                                                                            

Sarafyan Τφποσ (5, 6):                   30.272015840324457                         9.962246745959* 10-6                                                                                          

Butcher Τφποσ (6, 7):                    0.009112167812418                           2.202402893392* 10-8                                                                             

Shanks Τφποσ (6, 6):                      0.093862824458483                           2.989965325328* 10-8                                 

Fehlberg τφποσ (6, 8):                   0.006854798724817                           9.330188954770* 10-9                                                                              

Shanks Τφποσ (7, 7):                      0.007464853912097                           8.656754646452* 10-9                                                                             

Fehlberg Τφποσ (7, 11):                1.955572515726* 10-4                        1.383302916658* 10-10                                           

Shanks Τφποσ (7, 9):                     0.009723652743560                            2.941027976710* 10-9                                            

Shanks Τφποσ (8, 10):                   1.225328414875* 10-4                        2.947245225648* 10-11  

Shanks Τφποσ (8, 12):                   2.237310036435* 10-5                      3.007066817773* 10-11                              

Fehlberg Τφποσ (8, 15):                2.959320408991* 10-5                        9.619444130138* 10-12        
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 Για να ζχουμε μία καλφτερθ εικόνα τθσ ςυμπεριφοράσ των μεκόδων Runge-Kutta 

που αναλφςαμε ςε προθγοφμενα κεφάλαια, κα δοκεί ο πίνακασ 5.1.4. Ο οποίοσ 

παρουςιάηει για οριςμζνεσ από αυτζσ τισ μεκόδουσ και για επιλεγμζνεσ τιμζσ του x, 

τα αντίςτοιχα αποτελζςματα (y) και το πραγματικό τουσ ςφάλμα (error), για  

μερικζσ από τισ δ.ε. του πίνακα 5.1.1. Τα δεδομζνα ελιφκθςαν με ςτακερό βιμα     

h = 0.2 και οι τιμζσ του x ανικουν ςτο διάςτθμα *0, 10+. 

 

                                                    Ρίνακασ 5.1.4 

Για δ.ε. 1: 

                                     Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4)  (2.3.1) 

x              y(x)                                          error (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.670324271111111            4.225075471709* 10-6                                                                                    

1.0            0.367885238125302            5.796953859605* 10 -6                                                                                               

4.0            0.018316793369374            1.154480640211* 10-6 

7.0            9.119825547936* 10-4         1.005892390644* 10-7 

10             4.540708427920* 10-5         7.154516712517* 10-9                                                

 

                                     Butcher Τφποσ (5, 6)  (2.4.4) 

x              y(x)                                          error (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.670320068286588            2.225094852815* 10-8                                                                                    

1.0            0.367879471700392            3.052894947952* 10-8                                                                                              

4.0            0.018315644968522            6.079788325564* 10-9 

7.0            9.118824952705* 10-4         5.297160292870* 10-10 

10             4.539996743821* 10-5         3.767573062476* 10-11                                                
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                                     Butcher Τφποσ (6, 7)  (2.5.2) 

x              y(x)                                          error (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.670320059796047            1.376040725809* 10-8                                                                                    

1.0            0.367879460051122            1.887967937542* 10-8                                                                                              

4.0            0.018315642648590            3.759855808638* 10-9 

7.0            9.118822931409* 10-4         3.275863723080* 10-10 

10             4.539995306186* 10-5         2.329938051846* 10-11        

 

 

 

                                     Fehlberg Τφποσ (7, 11 )  (2.6.2) 

x              y(x)                                          error (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.670320046029071            6.568412480590* 10-12 

1.0            0.367879441162430            9.012068868941* 10-12                                                                                              

4.0            0.018315638886939            1.794734499905* 10-12 

7.0            9.118819653981* 10-4         1.563706846300* 10-13 

10             4.539992975136* 10-5         1.112175943788* 10-14        
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                                   Shanks Τφποσ (8, 12)  (2.7.3) 

x              y(x)                                          error (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.670320046028255            7.384648448294* 10-12 

1.0            0.367879441161310            1.013189532273* 10-11 

4.0            0.018315638886716            2.017774836105* 10-12 

7.0            9.118819653787* 10-4         1.758043580505* 10-13 

10             4.539992974998* 10-5         1.250400201132* 10-14        

 

 

 

Για δ.ε. 3: 

                                     Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4)  (2.3.1) 

x              y1(x)                                        error1 (x)   

0               0                                               0 

0.4            0.389413155555556            5.186753095021* 10-6                                                                                    

1.0            0.841462022780622            8.962027274406* 10 -6                                                                                               

4.0           -0.756761436811150            4.105849677849* 10-5 

7.0            0.656907066752213            7.953196657573* 10-5 

10            -0.543898797685532            1.223132038381* 10-4                         
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x              y2(x)                                        error2 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.921062226666667            1.232663781492* 10-6                                                                                    

1.0            0.540312170882300            9.865014160226* 10 -6                                                                                               

4.0           -0.653677626215905            3.400535229303* 10-5 

7.0            0.753951026632949            4.877228964395* 10-5 

10            -0.839124470273775            5.294119732280* 10-5                         

 

 

 

                                     Butcher Τφποσ (5, 6)  (2.4.4) 

x              y1(x)                                        error1 (x)   

0                0                                              0 

0.4            0.389418342843911            5.352605580988* 10-10                                                                                    

1.0            0.841470953569306            3.123859060317* 10 -8                                                                                               

4.0           -0.756802398716717            9.659121147365* 10-8 

7.0            0.656986482702905            1.160158844549* 10-7 

10            -0.544021024210655            8.667871431722* 10-8                         
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x              y2(x)                                        error2 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.921060971090677            2.291220835282* 10-8                                                                                    

1.0            0.540302257836910            4.803123021535* 10 -8                                                                                               

4.0           -0.653643413027840            2.078357719259* 10-7 

7.0            0.753901870416426            3.839268782890* 10-7 

10            -0.839070962709512            5.663669400135* 10-7        

 

 

 

                                     Butcher Τφποσ (6, 7)  (2.5.2) 

x              y1(x)                                        error1 (x)   

0                0                                              0 

0.4            0.389418358874389            1.656573866970* 10-8                                                                                    

1.0            0.841471014065583            2.925768649575* 10 -8                                                                                               

4.0           -0.756802628429452            1.331215240263* 10-7 

7.0            0.656986855177572            2.564587832099* 10-7 

10            -0.544021503492057            3.926026869161* 10-7                         
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x              y2(x)                                        error2 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.921060990515334            3.487550914727* 10-9                                                                                    

1.0            0.540302275287840            3.058029940384* 10 -8                                                                                               

4.0           -0.653643516281915            1.045816970802* 10-7 

7.0            0.753902106032563            1.483107411326* 10-7 

10            -0.839071371026347            1.580501054477* 10-7    

 

 

 

                                    Fehlberg Τφποσ (7, 11 )  (2.6.2)  

x              y1(x)                                        error1 (x)   

0                0                                              0 

0.4            0.389418342306608            2.042421787252* 10-12                                                                                    

1.0            0.841470984792267            1.562960871837* 10 -11                                                                                               

4.0           -0.756802495253827            5.410161207919* 10-11 

7.0            0.656986598640736            7.805323054555* 10-11 

10            -0.544021110803847            8.552314412213* 10-11                         
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x              y2(x)                                        error2 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.921060993994798            8.087086555974* 10-12                                                                                    

1.0            0.540302305854336            1.380340286516* 10 -11                                                                                               

4.0           -0.653643620800129            6.348299663728* 10-11 

7.0            0.753902254219961            1.233438906567* 10-10 

10            -0.839071528886274            1.901783175384* 10-10    

 

 

 

                                    Shanks Τφποσ (8, 12)  (2.7.3) 

x              y1(x)                                        error1 (x)   

0                0                                              0 

0.4            0.389418342317112            8.461731315634* 10-12                                                                                    

1.0            0.841470984823612            1.571553998048* 10 -11                                                                                               

4.0           -0.756802495378343            7.041445204692* 10-11 

7.0            0.656986598852765            1.339758304297* 10-10 

10            -0.544021111092291            2.029213463928* 10-10                         
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x              y2(x)                                        error2 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.921060994001650            1.235456181803* 10-12                                                                                    

1.0            0.540302305853646            1.449407260878* 10 -11                                                                                               

4.0           -0.653643620815087            4.852496182650* 10-11 

7.0            0.753902254276625            6.667921770287* 10-10 

10            -0.839071529009160            6.729239387937* 10-10    

 

 

 

Για δ.ε. 4: 

                                     Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4)  (2.3.1) 

x              y1(x)                                        error1 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            1.491796456432462            2.824120880818* 10-5                                                                                    

1.0            2.718154848537953            1.269799210930* 10-4                                                                                               

4.0           54.588617817570849           0.009532215573387  

7.0            1.096321635869* 10+3         0.311522559502009  

10             2.201820216683* 10+4         8.263627977015858                         
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x              y2(x)                                        error2 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.670332188145048            1.214210940847* 10-5                                                                                  

1.0            0.367895875321580            1.643415013719* 10 -5                                                                                               

4.0            0.018318687464683            3.048575948995* 10-6 

7.0            9.121280358770* 10-4         2.460703225083* 10-7 

10             4.541604097111* 10-5         1.611120862966* 10-8                         

 

 

 

                                     Butcher Τφποσ (5, 6)  (2.4.4) 

x              y1(x)                                        error1 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            1.491824663660095            3.398117587316* 10-8                                                                                    

1.0            2.718280484935471            1.343523574171* 10-6                                                                                               

4.0           54.597564575119961           5.854580242754* 10-4 

7.0            1.096595795965* 10+3         0.037362462936699 

10             2.202491217371* 10+4         1.553621094124537                         
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x              y2(x)                                        error2 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.670320452154775            4.061191359872* 10-7                                                                                 

1.0            0.367880159254883            7.180834409315* 10 -7                                                                                               

4.0            0.018315942084746            3.031960114468* 10-7 

7.0            9.119223394233* 10-4         4.037386883279* 10-8 

10             4.540379405866* 10-5         3.864296178795* 10-9                         

 

 

 

                                     Butcher Τφποσ (6, 7)  (2.5.2) 

x              y1(x)                                        error1 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            1.491824739111167            4.146989618370* 10-8                                                                                    

1.0            2.718282011327301            1.828682556493* 10-7                                                                                               

4.0           54.598162299065500           1.226592126358* 10-5 

7.0            1.096633504295* 10+3         3.458664009486* 10-4 

10             2.202647327206* 10+4         0.007477256287530 
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x              y2(x)                                        error2 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.670320029387757            1.664788229494* 10-8                                                                                 

1.0            0.367879419147413            2.202402893392* 10 -8                                                                                               

4.0            0.018315635316556            3.572178604999* 10-9 

7.0            9.118817252302* 10-4         2.403243117748* 10-10 

10             4.539991771301* 10-5         1.204947442821* 10-11                         

 

 

 

                                    Fehlberg Τφποσ (7, 11 )  (2.6.2)  

x              y1(x)                                        error1 (x)   

0                1.0                                            0 

0.4            1.491824697790908            1.496380797050* 10-10                                                                                 

1.0            2.718281829217558            7.585128081189* 10-10                                                                                              

4.0           54.598150124963411           9.181917448586* 10-8 

7.0            1.096633162741* 10+3         4.312791133998* 10-6 

10             2.202646594970* 10+4         1.548930267745* 10-4 
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x              y2(x)                                        error2 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.670320045943129            9.251044374991* 10-11                                                                              

1.0            0.367879441034112            1.373299807206* 10 -10                                                                                              

4.0            0.018315638851027            3.770765297228* 10-11 

7.0            9.118819613666* 10-4         4.187890811046* 10-12 

10             4.539992940043* 10-5         3.620525306966* 10-13                         

 

 

 

                                    Shanks Τφποσ (8, 12)  (2.7.3) 

x              y1(x)                                        error1 (x)   

0                1.0                                           0 

0.4            1.491824697690093            4.882294568631* 10-11                                                                                    

1.0            2.718281828681399            2.223532469259* 10-10                                                                                               

4.0           54.598150050989489           1.784525238690* 10-8 

7.0            1.096633159055* 10+3         6.265822776186* 10-7 

10             2.202646581277* 10+4         1.795956632122* 10-5 
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x              y2(x)                                        error2 (x)   

0               1.0                                            0 

0.4            0.670320046013718            2.192168668813* 10-11                                                                              

1.0            0.367879441141372            3.007066817773* 10 -11                                                                                              

4.0            0.018315638882752            5.982131456861* 10-12 

7.0            9.118819650339* 10-4         5.206474357547* 10-13 

10             4.539992972549* 10-5         3.699089103602* 10-14   

 

 Στθν ςυνζχεια για να δοφμε τθν ςυμπεριφορά για διαφορετικζσ τιμζσ του h των 

μεκόδων Runge-Kutta που μελετάμε, κα δοκεί ο πίνακασ 5.1.5. Αυτόσ ο πίνακασ 

παρουςιάηει για οριςμζνεσ από τισ παραπάνω μεκόδουσ και για διάφορεσ 

επιλεγμζνεσ τιμζσ του h το αντίςτοιχο πραγματικό τουσ ςφάλμα (error), ςε δφο 

ςτακερά ςθμεία x = 0.5 και x = 3.5.  

 

                                                       Ρίνακασ 5.1.5 

Για δ.ε. 1: 

                                     Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4)  (2.3.1) 

h                 error (0.5)                                       error (3.5)   

0.25            1.216598621933* 10-5                  4.240216661642* 10-6                                                                                                               

0.1              2.747107467060* 10-7                   9.573942912413* 10-8                                                                                    

0.05            1.646750824590* 10-8                  5.739083135808* 10-9                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            2.548394828494* 10-11                 8.881295004981* 10-12            
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                                     Butcher Τφποσ (5, 6)  (2.4.4) 

h                 error (0.5)                                       error (3.5)   

0.25            8.430906361934* 10-8                  2.938252005590* 10-8                                                                                                               

0.1              6.475529001903* 10-10                 2.256783267207* 10-10                                                                                    

0.05            1.827893392203* 10-11                 6.370397265254* 10-12                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            5.218048215738* 10-15                 1.817990202823* 10-15            

 

                                     Butcher Τφποσ (6, 7)  (2.5.2) 

h                 error (0.5)                                       error (3.5)   

0.25            6.230247528993* 10-8                  2.171300989700* 10-8                                                                                                               

0.1              2.208446758800* 10-10                 7.696644016563* 10-11                                                                                    

0.05            3.288813665847* 10-12                 1.146065881085* 10-12                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            1.110223024625* 10-16                 3.816391647148* 10-17     

 

 

                                     Fehlberg Τφποσ (7, 11 )  (2.6.2) 

h                 error (0.5)                                       error (3.5)   

0.25            3.688649385935* 10-11                  1.285527240213* 10-11                                                                                                              

0.1              5.384581669432* 10-14                   1.872113575274* 10-14                                                                                    

0.05            4.440892098500* 10-16                  1.457167719821* 10-16                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            3.330669073875* 10-16                  6.591949208711* 10-17     
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                                     Shanks Τφποσ (8, 12)  (2.7.3) 

h                 error (0.5)                                       error (3.5)   

0.25            5.303735228779* 10-11                  1.848402680915* 10-11                                                                                                              

0.1              2.864375403533* 10-14                   1.003017113810* 10-14                                                                                    

0.05            1.110223024625* 10-16                   2.428612866368 10-17                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            1.221245327088* 10-15                   8.326672684689 10-17     

 

 

Για δ.ε. 2: 

                                     Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4)  (2.3.1) 

h                 error (0.5)                                       error (3.5)   

0.25            6.719635517807* 10-6                  4.315438158819* 10-6                                                                                                               

0.1              1.584786831765* 10-7                   1.009242112104* 10-7                                                                                    

0.05            9.675672485443* 10-9                  6.128675789085* 10-9                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            1.521728576481* 10-11                 9.581668791725* 10-12                                                                                        

 

 

                                     Butcher Τφποσ (5, 6)  (2.4.4) 

h                 error (0.5)                                       error (3.5)   

0.25            2.069506760821* 10-7                  1.279770347473* 10-7                                                                                                               

0.1              2.371630683506* 10-9                   1.327533638573* 10-9                                                                                    

0.05            7.594573581127* 10-11                 4.138112075225* 10-11                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            2.473021787353* 10-14                 8.881784197001* 10-15             
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                                     Butcher Τφποσ (6, 7)  (2.5.2) 

h                 error (0.5)                                       error (3.5)   

0.25            5.805772862466* 10-9                  1.023122919719* 10-9                                                                                                               

0.1              2.629575723834* 10-11                 4.027000954920* 10-12                                                                                    

0.05            4.314881785206* 10-13                 6.306066779871* 10-14                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            8.326672684689* 10-17                 4.440892098501* 10-15     

 

 

                                     Fehlberg Τφποσ (7, 11 )  (2.6.2) 

h                 error (0.5)                                       error (3.5)   

0.25            1.241502178839* 10-10                  3.802425041499* 10-11                                                                                                              

0.1              1.410815908542* 10-13                   4.218847493576* 10-14                                                                                    

0.05            8.881784197001* 10-16                  8.881784197001* 10-16                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            2.775557561563* 10-17                  6.661338147751* 10-15 

 

 

                                     Shanks Τφποσ (8, 12)  (2.7.3) 

h                 error (0.5)                                       error (3.5)   

0.25            6.914857575424* 10-12                  1.668887250616* 10-12                                                                                                              

0.1              3.358424649491* 10-15                  2.220446049250* 10-15                                                                                   

0.05            5.551115123126* 10-17                  1.776356839400* 10-15                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            8.326672684689* 10-17                  8.437694987151* 10-15   
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Για δ.ε. 3: 

                                     Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4)  (2.3.1) 

h                 error1 (0.5)                                       error1 (3.5)   

0.25            1.557902303978* 10-5                  1.125816720205* 10-4                                                                                                               

0.1              3.809802634480* 10-7                   2.806737635586* 10-6                                                                                    

0.05            2.335335824721* 10-8                  1.732193974924* 10-7                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            3.673122916936* 10-11                 2.739760085468* 10-10             

  

h                 error2 (0.5)                                       error2 (3.5)   

0.25            4.677057177771* 10-6                  1.701663086329* 10-5                                                                                                               

0.1              1.686140639334* 10-7                   7.921354668872* 10-7                                                                                    

0.05            1.152195394649* 10-8                  5.677713721397* 10-8                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            1.967037643880* 10-11                 1.000315386079* 10-10                                                                                  

 

 

 

                                     Butcher Τφποσ (5, 6)  (2.4.4) 

h                 error1 (0.5)                                       error1 (3.5)   

0.25            2.287169564852* 10-9                  1.036249470676* 10-7                                                                                                               

0.1              2.471571836082* 10-10                 8.836901765896* 10-10                                                                                    

0.05            1.040767472205* 10-11                 4.732081393399* 10-11                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            4.107825191113* 10-15                 1.859623566247* 10-14           
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h                 error2 (0.5)                                       error2 (3.5)   

0.25            8.885556734839* 10-8                  6.135049280820* 10-7                                                                                                               

0.1              8.393019612640* 10-10                 6.060468238367* 10-9                                                                                    

0.05            2.510913699183* 10-11                 1.842863639467* 10-10                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            7.660538869914* 10-15                 5.662137425588* 10-14                                                                                 

 

 

 

                                     Butcher Τφποσ (6, 7)  (2.5.2) 

h                 error1 (0.5)                                       error1 (3.5)   

0.25            7.801701318311* 10-8                  5.611037316444* 10-7                                                                                                               

0.1              3.040881990657* 10-10                 2.235648666193* 10-9                                                                                   

0.05            4.648337270652* 10-12                 3.444200480374* 10-11                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            1.110223024625* 10-16                 7.771561172376* 10-16     

 

h                 error2 (0.5)                                       error2 (3.5)   

0.25            2.070164240031* 10-8                  6.639309990675* 10-8                                                                                                               

0.1              1.299127472265* 10-10                 5.998974650367* 10-10                                                                                    

0.05            2.256195230643* 10-12                 1.104327740364* 10-11                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            1.332267629550* 10-15                 2.775557561563* 10-15                                                                                 
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                                     Fehlberg Τφποσ (7, 11 )  (2.6.2) 

h                 error1 (0.5)                                       error1 (3.5)   

0.25            1.508915214998* 10-11                  5.789940749068* 10-11                                                                                                              

0.1              3.358424649491* 10-14                   1.587063813702* 10-13                                                                                    

0.05            1.110223024625* 10-16                  8.881784197001* 10-16                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            3.330669073875* 10-16                  1.998401444325* 10-15 

 

h                 error2 (0.5)                                       error2 (3.5)   

0.25            4.724232116615* 10-11                  3.422930827668* 10-10                                                                                                               

0.1              7.471800955727* 10-14                   5.498934640968* 10-13                                                                                    

0.05            6.661338147751* 10-16                  3.996802888651* 10-15                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            5.551115123126* 10-16                  6.661338147751* 10-16                                                                                 

 

 

 

                                     Shanks Τφποσ (8, 12)  (2.7.3) 

h                 error1 (0.5)                                       error1 (3.5)   

0.25            6.270067798297* 10-11                  4.458634017546* 10-10                                                                                                              

0.1              3.874678355942* 10-14                  2.844946500602* 10-13                                                                                   

0.05            2.775557561563* 10-16                  1.831867990632* 10-15                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            4.440892098501* 10-16                  1.332267629550* 10-15   
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h                 error2 (0.5)                                       error2 (3.5)   

0.25            1.149091932717* 10-11                 1.769273616503* 10-11                                                                                                               

0.1              1.554312234475* 10-14                  6.750155989721* 10-14                                                                                    

0.05            1.110223024625* 10-16                 1.110223024625* 10-16                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            1.887379141863* 10-15                 3.774758283726* 10-15           

 

 

Για δ.ε. 4: 

                                     Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4)  (2.3.1) 

h                 error1 (0.5)                                       error1 (3.5)   

0.25            9.523219891050* 10-5                  0.012358679738377                                                                                                               

0.1              2.419328461123* 10-6                   3.283220910717* 10-4                                                                                    

0.05            1.507346476526* 10-7                  2.081769493145* 10-5                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            2.405822208118* 10-10                 3.370487888787* 10-8             

  

h                 error2 (0.5)                                       error2 (3.5)   

0.25            3.324010742711* 10-5                  1.064775816526* 10-5                                                                                                               

0.1              8.693846299535* 10-7                   2.922014014674* 10-7                                                                                    

0.05            5.479734810354* 10-8                  1.875507615878* 10-8                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            8.829492692541* 10-11                 3.066143172692* 10-11                                                                                  
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                                     Butcher Τφποσ (5, 6)  (2.4.4) 

h                 error1 (0.5)                                       error1 (3.5)   

0.25            6.377859316231* 10-7                  8.663288272217* 10-4                                                                                                               

0.1              2.982671887253* 10-9                  7.447861669618* 10-6                                                                                    

0.05            1.918707415172* 10-10                2.184187053444* 10-7                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            8.659739592076* 10-14                6.616573955398* 10-11          

 

h                 error2 (0.5)                                       error2 (3.5)   

0.25            1.589456316453* 10-6                  1.262176944364* 10-6                                                                                                               

0.1              1.262590265672* 10-8                   1.157422525877* 10-8                                                                                    

0.05            3.574692764019* 10-10                 3.483533253523* 10-10                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            1.050270981295* 10-13                 1.079171474405* 10-13                                                                                 

 

 

                                     Butcher Τφποσ (6, 7)  (2.5.2) 

h                 error1 (0.5)                                       error1 (3.5)   

0.25            2.196832189494* 10-7                  2.476887815561* 10-5                                                                                                               

0.1              8.735956402717* 10-10                 1.127202864382* 10-7                                                                                   

0.05            1.353694933925* 10-11                 1.824446371756* 10-9                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            0                                                         6.394884621841* 10-14     
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h                 error2 (0.5)                                       error2 (3.5)   

0.25            7.014448222264* 10-8                  1.886683123967* 10-8                                                                                                               

0.1              3.037493589986* 10-10                 9.664379019281* 10-11                                                                                    

0.05            4.842459766508* 10-12                 1.615738792760* 10-12                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            9.992007221626* 10-16                 5.204170427930* 10-17     

                                                                             

 

                                     Fehlberg Τφποσ (7, 11 )  (2.6.2) 

h                 error1 (0.5)                                       error1 (3.5)   

0.25            1.297093987773* 10-9                  2.529933027517* 10-7                                                                                                              

0.1              7.192024753522* 10-13                 2.453646175127* 10-10                                                                                    

0.05            2.220446049250* 10-15                 1.435296326235* 10-12                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            1.776356839400* 10-15                 8.526512829121* 10-14 

 

h                 error2 (0.5)                                       error2 (3.5)   

0.25            6.003659791531* 10-10                  2.736336331133* 10-10                                                                                                               

0.1              5.161426841482* 10-13                   3.114661306647* 10-13                                                                                    

0.05            2.664535259100* 10-15                  2.012279232133* 10-15                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            1.110223024625* 10-16                  1.908195823574* 10-16                                                                                 
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                                     Shanks Τφποσ (8, 12)  (2.7.3) 

h                 error1 (0.5)                                       error1 (3.5)   

0.25            4.013243071199* 10-10                  5.633628319401* 10-8                                                                                                              

0.1              2.648992136756* 10-13                  3.706190909725* 10-11                                                                                   

0.05            4.440892098501* 10-16                  7.105427357601* 10-15                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            2.220446049250* 10-16                  2.060573933704* 10-13   

                 

h                 error2 (0.5)                                       error2 (3.5)   

0.25            1.474831368142* 10-10                 5.131770702826* 10-11                                                                                                               

0.1              9.714451465470* 10-14                  3.376465773641* 10-14                                                                                    

0.05            1.110223024625* 10-16                 6.591949208712* 10-17                                                                                                                                                                                                                                                                                              

0.01            1.110223024625* 10-16                 2.324529457809* 10-16      

 

  Ππωσ φαίνεται, κάκε μζκοδοσ αποδίδει εξαιρετικζσ προςεγγίςεισ προσ τισ ακριβείσ 

τιμζσ για τισ δ.ε. 1 , 2 και 3. Η δ.ε. 4 ολοκλθρϊνεται επίςθσ καλά αλλά θ 

αλλθλεπίδραςθ των δφο μεταβλθτϊν αποδίδει αποτελζςματα που δεν είναι τόςο 

καλά όςο τα αποτελζςματα μονϊν ςτοιχείων όπωσ αυτά που δίνονται από ςτισ δ.ε. 

1 και 2. Ραρόμοια ςυμπεριφορά ζχει παρατθρθκεί κατά τθν διάρκεια πολλϊν 

αρικμθτικϊν υπολογιςμϊν ςτθν βιβλιογραφία.  

 Ακόμθ παρατθροφμε ότι είναι ςυχνά δφςκολθ θ διάκριςθ μεταξφ των μεκόδων 

Runge-Kutta τθσ ίδιασ τάξθσ και ςυχνά μεταξφ μεκόδων παρακείμενων τάξεων. 

Ωςτόςο, γενικά, ζνασ ανϊτερθσ τάξθσ τφποσ, όπωσ ιταν αναμενόμενο, αποδίδει 

πάντα καλφτερα (με μεγαλφτερθ ακρίβεια) αποτελζςματα από ζνα χαμθλότερθσ 

τάξθσ τφπο. Στο ίδιο ςυμπζραςμα καταλιγουμε και αν ςυγκρίνουμε τισ τάξεισ των 

παραπάνω μεκόδων,  για διαφορετικζσ τιμζσ του h.  

  Επίςθσ παρατθροφμε ότι όταν το h αυξάνεται ςε τιμζσ μεγαλφτερεσ του ζνα, τότε 

αςτάκειεσ, ανακρίβειεσ  ακόμθ και ταλαντϊςεισ ςυμβαίνουν και οι υπολογιςμοί 

είναι άνευ αξίασ ςε αυτζσ τισ μεγάλεσ τιμζσ του h. Πταν όμωσ το h παίρνει τιμζσ 

μικρότερεσ του 0.1 τότε οι ολοκλθρϊςεισ μποροφν να πραγματοποιθκοφν ςε ςχεδόν 

οποιαδιποτε επικυμθτι ακρίβεια. Ενϊ το h μειϊνεται μεγαλϊνει θ ακρίβεια των 

αποτελεςμάτων μζχρι που φτάνει ςε ζνα ςθμείο όπου το ςφάλμα ςτρογγφλευςθσ  
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γίνεται ςθμαντικό και περαιτζρω μείωςθ του h κα οδθγιςει ςε μειωμζνθ ακρίβεια. 

Δθλαδι ζνα ελάχιςτο ςθμείο του ςφάλματοσ εμφανίηεται ςε ςχζςθ με τα δεδομζνα 

του h. Ροιοτικά αυτό μπορεί να ερμθνευκεί ότι οφείλεται ςτον ανταγωνιςμό μεταξφ 

του φκίνοντοσ ςφάλματοσ αποκοπισ και του αφξοντοσ ςφάλματοσ ςτρογγφλευςθσ. 

Δθλαδι θ αφξθςθ του ςφάλματοσ  ςε πολφ αυξθμζνεσ τιμζσ του h οφείλεται ςτθν 

αφξθςθ του ςφάλματοσ αποκοπισ, ενϊ θ άνοδοσ του ςφάλματοσ ςε πολφ μικρζσ 

τιμζσ του h οφείλεται ςτθν ειςβολι του ςφάλματοσ ςτρογγφλευςθσ. Ζτςι, όπωσ ζχει 

αναφερκεί και ςτο Κεφάλαιο 4, μπορεί να κεωρθκεί ότι θ χριςθ αρικμθτικισ 

διπλισ ακρίβειασ (με αφξθςθ του χρόνου υπολογιςμοφ) επεκτείνει αποτελεςματικά 

τθν περιοχι τθσ μείωςθσ του ςφάλματοσ ςτρογγφλευςθσ. 

 Είναι ενδιαφζρον ότι το μζγιςτο ςφάλμα των αποτελεςμάτων τθσ δ.ε. 4 που 

υπολογίηονται με τθ μζκοδο Gill (4,4) και h=0.2 είναι maxe = 14.096337847997347, 

ενϊ θ ίδια μζκοδοσ με h= 0.01 δίνει maxe= 8.347317634616* 10-5. Ακόμθ με h=0.2 

και με τθν μζκοδο του Fehlberg (8, 13) το μζγιςτο ςφάλμα των αποτελεςμάτων τθσ 

ίδιασ δ.ε. είναι maxe =7.169881428126* 10-6. Τζλοσ ζνασ ςυνδυαςμόσ τθσ μεκόδου 

Fehlberg (8, 13) με τθν τιμι του h=0.01 δίνει maxe = 3.445165930315852* 10-9. Με 

αυτι τθν παρατιρθςθ επιβεβαιϊνονται για ακόμθ μια φορά τα παραπάνω 

ςυμπεράςματα.  

 Στθν ςυνζχεια ο πίνακασ 5.1.6 παρουςιάηει τον χρόνο υπολογιςμοφ (t) που 

χρειάηεται θ κάκε μζκοδοσ του Ρίνακα 5.1.4 χρθςιμοποιϊντασ τθν εντολζσ tic και 

toc του Matlab. Για παράδειγμα ο χρόνοσ υπολογιςμοφ τθσ μεκόδου Fehlberg         

(8, 13) με h=0.2 ςτο διάςτθμα *0,10+ για τθν δ.ε. 1 εμφανίηεται ςτο Matlab ωσ εξισ: 
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                                                      Ρίνακασ 5.1.6 

                                                              δ.ε. 1:                    δ.ε. 2                    δ.ε. 3                                                   

 Τφποσ Runge-Kutta                     χρόνοσ (t)               χρόνοσ (t)            χρόνοσ (t)                                             

Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4):                  0.006073                0.005798              0.005901 

Butcher Τφποσ  (5, 6):                   0.006955                0.007374              0.006657                                                                               

Butcher Τφποσ (6, 7):                    0.008323                0.008789              0.007410                                                                                          

Fehlberg Τφποσ (7, 11):                 0.014214                0.014843              0.01165                                                                                     

Shanks Τφποσ (8, 12):                    0.017610                0.016911              0.013250        

         

                                                              δ.ε. 4:                     

 Τφποσ Runge-Kutta                     χρόνοσ (t)                

Κλαςικόσ Τφποσ (4, 4):                  0.005673                

Butcher Τφποσ  (5, 6):                   0.006958                                                                                              

Butcher Τφποσ (6, 7):                    0.007630                                                                                                         

Fehlberg Τφποσ (7, 11):                 0.011856                                                                                                    

Shanks Τφποσ (8, 12):                    0.013496         

 

 Η αφξθςθ του χρόνου υπολογιςμοφ κακϊσ αυξάνεται θ τάξθ τθσ κάκε μεκόδου 

οφείλεται ςτθν παράλλθλθ αφξθςθ του αρικμοφ των ςυναρτιςεων αξιολόγθςθσ ν. 

Η αυξανόμενθ ακρίβεια που επιτυγχάνεται μεταξφ γειτονικισ τάξθσ μεκόδων είναι 

μεταξφ του δζκα και του εκατό και από τζταρτθσ ςε όγδοθσ τάξθσ είναι μεταξφ του 

106 και 108 ενϊ οι αντίςτοιχοι χρόνοι υπολογιςμοφ είναι περίπου το ίδιο. Ζτςι 

ςφμφωνα με αυτά τα αποτελζςματα φαίνεται ότι ο πρόςκετοσ χρόνοσ υπολογιςμοφ 

είναι λιγότερο ςθμαντικόσ από το μειωμζνο ςφάλμα.   

 Με βάςθ αυτά τα αποτελζςματα, το ςυμπζραςμα φαίνεται να είναι ότι οι όγδοθσ 

τάξθσ μζκοδοι και θ ζβδομθσ τάξθσ μζκοδοσ του Fehlberg (7, 11) είναι προτιμότεροι 

όταν επικυμοφμε υψθλι ακρίβεια. 
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 Στθν ςυνζχεια κα δϊςουμε δφο ακόμθ πίνακεσ ζτςι ϊςτε να ζχουμε μια καλφτερθ 

εικόνα για τθν ςυμπεριφορά των μεκόδων Runge-Kutta όγδοθσ τάξθσ και τθ μζκοδο 

του Fehlberg (7, 11). Ο πίνακασ 5.1.7 παρουςιάηει το ςφάλμα για h = 0.5 και για       

h = 0.1 ςτισ τιμζσ x = 0.5 και x = 10 και ο πίνακασ  5.1.8 παρουςιάηει τον χρόνο 

υπολογιςμοφ (t) που χρειάηονται οι παραπάνω μζκοδοι για h=0.1. 

                                                           Ρίνακασ 5.1.7 

Για δ.ε. 1: 

Μζκοδοσ                             h               error(0.5)                              error(10)               

Fehlberg Τφποσ (8, 15):        0.5              2.117458286488* 10-8          3.169911491093* 10-11                                                               

                                                 0.1              6.772360450213* 10-15          1.011696152201* 10-17                                                                    

Shanks Τφποσ (8, 12):           0.5              1.860510279172* 10-8           2.785251158399* 10-11                                                                         

                                                 0.1              2.864375403533* 10-14          4.306315503841* 10-17                                                                                    

Shanks Τφποσ (8, 10):           0.5              4.676392162395* 10-9           7.000730697189* 10-12                                                                       

                                                 0.1              7.993605777301* 10-15          1.163484456348* 10-17                                                                

Fehlberg Τφποσ (7, 11):        0.5              5.818175830008* 10-9           8.710021256759* 10-12                                                                                  

                                                 0.1              5.384581669432* 10-14          8.027161834540* 10-17                       

 

 Για δ.ε. 2: 

Μζκοδοσ                             h               error(0.5)                              error(10)               

Fehlberg Τφποσ (8, 15):        0.5              2.639914714608* 10-8          2.943139065792* 10-9                                                               

                                                 0.1              1.410815908542* 10-13         1.421085471520* 10-14                                                                   

Shanks Τφποσ (8, 12):           0.5              1.976414171212* 10-9          2.247340091799* 10-10                                                                        

                                                 0.1              3.358424649491* 10-15         1.243449787580* 10-14                                                                                    

Shanks Τφποσ (8, 10):           0.5              1.011535154943* 10-7          1.464171184295* 10-8                                                                       

                                                 0.1              1.210198607993* 10-12         1.705302565824* 10-13                                                                

Fehlberg Τφποσ (7, 11):        0.5              2.639914714608* 10-8          2.943139065792* 10-9                                                                                 

                                                 0.1              1.410815908542* 10-13         1.421085471520* 10-14     
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Για δ.ε. 3: 

Μζκοδοσ                             h               error1(0.5)                              error1(10)               

Fehlberg Τφποσ (8, 15):        0.5              1.561639373371* 10-9          1.723606479764* 10-9                                                               

                                                 0.1              3.719247132494* 10-15         8.870681966755* 10-14                                                                   

Shanks Τφποσ (8, 12):           0.5              1.623149753494* 10-8          3.270798475397* 10-7                                                                        

                                                 0.1              3.874678355942* 10-14         7.523981437885* 10-13                                                                                    

Shanks Τφποσ (8, 10):           0.5              4.473027948038* 10-9          8.947799745584* 10-8                                                                       

                                                 0.1              1.076916333886* 10-14         2.055022818581* 10-13                                                                

Fehlberg Τφποσ (7, 11):        0.5             7.256585332627* 10-10          2.375100571772* 10-8                                                                                 

                                                 0.1              3.358424649491* 10-14         7.803757640090* 10-13     

 

 

Μζκοδοσ                             h               error2(0.5)                              error2(10)               

Fehlberg Τφποσ (8, 15):        0.5              1.957449258239* 10-8          3.927300215034* 10-7                                                               

                                                 0.1              9.214851104389* 10-15         1.815214645262* 10-13                                                                   

Shanks Τφποσ (8, 12):           0.5              2.240729268799* 10-9          2.029151202620* 10-8                                                                        

                                                 0.1              1.554312234475* 10-14         3.619327060278* 10-13                                                                                    

Shanks Τφποσ (8, 10):           0.5              1.799186355456* 10-10         3.134860926401* 10-9                                                                       

                                                 0.1              4.218847493576* 10-15         1.024735851729* 10-13                                                                

Fehlberg Τφποσ (7, 11):        0.5              6.173477506977* 10-9          1.220297055626* 10-7                                                                                 

                                                 0.1              7.471800955727* 10-14         1.436073482353* 10-12     
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Για δ.ε. 4: 

Μζκοδοσ                             h               error1(0.5)                              error1(10)               

Fehlberg Τφποσ (8, 15):        0.5              5.966074545505* 10-8          0.099091926018446                                                               

                                                 0.1              1.998401444325* 10-15         4.633693606593* 10-8                                                                   

Shanks Τφποσ (8, 12):           0.5              1.012493324737* 10-7          0.026426175783854                                                                       

                                                 0.1              2.648992136756* 10-13         7.011112757027* 10-8                                                                                  

Shanks Τφποσ (8, 10):           0.5              7.391517153899* 10-8          0.047078239054827                                                                       

                                                 0.1              3.546052340653* 10-13         8.007045835257* 10-7                                                                

Fehlberg Τφποσ (7, 11):        0.5             3.747085135508* 10-7           0.103071894362074                                                                                 

                                                 0.1              7.192024753522* 10-13         1.060259819496* 10-6     

 

 

Μζκοδοσ                             h               error2(0.5)                              error2(10)               

Fehlberg Τφποσ (8, 15):        0.5              1.139535121819* 10-8          2.541607404071* 10-10                                                               

                                                 0.1              1.310063169058* 10-14         1.158402258665* 10-16                                                                   

Shanks Τφποσ (8, 12):           0.5              3.706577411666* 10-8          5.419622416185* 10-11                                                                       

                                                 0.1              9.714451465470* 10-14         1.443276379486* 10-16                                                                                    

Shanks Τφποσ (8, 10):           0.5              7.821327141500* 10-9          1.260336893579* 10-10                                                                       

                                                 0.1              1.296740492762* 10-13         2.038869290413* 10-15                                                                

Fehlberg Τφποσ (7, 11):        0.5              1.387030660327* 10-7          2.137267804888* 10-10                                                                                

                                                 0.1              5.161426841482* 10-13         2.562023943692* 10-15     
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                                                              Ρίνακασ 5.1.8 

                                                      δ.ε. 1                         δ.ε. 2                          δ.ε. 3          

Μζκοδοσ                                  χρόνοσ(t)                   χρόνοσ(t)                    χρόνοσ(t) 

Fehlberg Τφποσ (8, 15):             0.039697                 0.039473                  0.025213         

Shanks Τφποσ (8, 12):                0.034080                 0.030110                  0.027235             

Shanks Τφποσ (8, 10):                0.026769                 0.025007                  0.020444                                                              

Fehlberg Τφποσ (7, 11):             0.029698                 0.028118                  0.022110           

                                                              

                                                      δ.ε. 4                              

Μζκοδοσ                                  χρόνοσ(t)                    

Fehlberg Τφποσ (8, 15):             0.025445                        

Shanks Τφποσ (8, 12):                0.023644                                    

Shanks Τφποσ (8, 10):                0.018472                                                                                     

Fehlberg Τφποσ (7, 11):             0.019759                                  

 

 

 Οι διαφορζσ μεταξφ των παραπάνω μεκόδων ςτον χρόνο υπολογιςμοφ και ςτθν 

ακρίβεια των αποτελεςμάτων τουσ είναι ελάχιςτεσ. Ππωσ ιταν αναμενόμενο, 

διαπιςτϊνουμε ξανά ότι θ διάκριςθ μεταξφ μεκόδων τθσ ίδιασ τάξθσ είναι δφςκολθ. 

Ζτςι όποια απ τισ παραπάνω μεκόδουσ και αν χρθςιμοποιιςουμε είναι ςχεδόν το 

ίδιο. Πμωσ κα μποροφςαμε να προτείνουμε τθν μζκοδο του Shanks (8, 10) επειδι 

χρειάηεται τισ λιγότερεσ ςυναρτιςεισ αξιολόγθςθσ και δίνει πολφ ακριβι 

αποτελζςματα. Βζβαια, θ επιλογι τθσ μεκόδου εξαρτάται και από το πρόβλθμα που 

είναι να επιλφςουμε.       
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 Θα κλείςουμε αυτι τθν ενότθτα με τον πίνακα 5.1.9. Σε αυτόν δίνονται οι γραφικζσ 

παραςτάςεισ των ακριβϊν λφςεων για κάκε δ.ε. του πίνακα 5.1.1 με μπλε χρϊμα, οι 

αντίςτοιχεσ των αρικμθτικϊν λφςεων με κόκκινο και του πραγματικοφ ςφάλματοσ 

με πράςινο, για κάκε x[0,10]. Η αρικμθτικι λφςθ κάκε δ.ε. ζχει εκτιμθκεί με τθν 

μζκοδο του Shanks (8, 10) με h=0.1. Πλεσ οι γραφικζσ παραςτάςεισ ζχουν 

υπολογιςτεί ςτο Matlab και ζχουν παρουςιαςτεί όπωσ ακριβϊσ δίνονται από αυτό.  

 

                                                    Ρίνακασ 5.1.9 

 

 

 

 

 

 

 

 



89 
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 Ραρατθροφμε ότι με τθν μζκοδο του Shanks (8, 10) και με h=0.1 όλεσ οι λφςεισ των 

δ.ε. προςεγγίηονται με εξαιρετικι ακρίβεια. Κάτι που ιςχφει και για όλεσ τισ 

μεκόδουσ υψθλισ τάξθσ.     
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   5.2 Εκτιμιςεισ φαλμάτων 

 Σε αυτι τθν ενότθτα κζλουμε να ελζγξουμε τθν χρθςιμότθτα των μεκόδων του 

Κεφαλαίου 4 που προςεγγίηουν τθ λφςθ μιασ δ.ε. και παράλλθλα εκτιμοφν και το 

ςφάλμα αποκοπισ. Σε αυτιν τθν προςπάκεια κα μασ βοθκιςουν οι παρακάτω 

πίνακεσ. 

 Στθν αρχι κα παρουςιάςουμε μερικά αποτελζςματα των μεκόδων τθσ ενότθτασ 

4.1.1. Δεν κα αςχολθκοφμε ιδιαίτερα με αυτζσ τισ μεκόδουσ επειδι ζχουν 

περιοριςμζνθ εφαρμογι για το λόγο του ότι χρθςιμοποιοφνται μόνο όταν θ f(x, y) 

είναι γραμμικι. Ο πίνακασ 5.2.1 παρουςιάηει για τθν δ.ε. 1 τθσ προθγοφμενθσ 

ενότθτασ και για επιλεγμζνα x και h τα αντίςτοιχα πραγματικά ςφάλματα (e) και 

ςφάλματα αποκοπισ (Τ) που παίρνουμε χρθςιμοποιϊντασ τισ μεκόδουσ αυτζσ. Για 

τον λόγο που αναφζραμε πιο πριν, τα παρακάτω αποτελζςματα μόνο κα 

παρουςιαςκοφν χωρίσ να ςχολιαςτοφν.  

 

                                                    Ρίνακασ 5.2.1 

 

                                     Merson Τφποσ   

h          x               T(x,h)                                       error (x)   

0.1         0.5          9.310001154959* 10-9          4.196068181805* 10-8      

                    1.0            5.646801530534* 10-9          5.090088189830* 10-8                                                                                                                                

              2.8           9.334102476765* 10-10           2.355880866084* 10-8 

                    4.0              2.811378107673* 10-10         1.013682485867* 10-8                                                                                                                         

0.01       0.5          8.508711675052* 10-14        4.211964110823* 10-12 

              1.0           5.160790776208* 10-14        5.109357381627* 10-12                                                                                                                                       

              2.8           8.530766515645* 10-15        2.364809736921* 10-12 

              4.0           2.569407360486* 10-15        1.017526340963* 10-12       
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                                      Scraton Τφποσ   

h          x               T(x,h)                                       error (x)   

0.1         0.5         -0.001597675149832           0.028924444676920      

                    1.0           -0.001015250829117           0.035923748523296                                                                                                                                

              2.8          -1.984626994019* 10-4          0.018125968506751 

                    4.0             -6.684710264077* 10-5        0.008271951580583                                                                                                                         

0.01       0.5         -1.389950064946* 10-5       0.002746453048786 

              1.0          -8.468647624528* 10-6       0.003339158963448                                                                                                                                       

              2.8          -1.422812179408* 10-6       0.001558141710605 

              4.0          -4.332147635496* 10-7       6.740965699538* 10-4        

 

  

 Στθν ςυνζχεια κα αςχολθκοφμε με τισ μεκόδουσ που παρουςιάςκθκαν ςτισ 

ενότθτεσ 4.1.2 και 4.1.3. Αυτζσ οι μζκοδοι, ςε αντίκεςθ με αυτζσ του Merson και 

του Scraton, ιςχφουν για κάκε δ.ε. Για να ζχουμε μια εικόνα για τθν ςυμπεριφορά 

τουσ κα δοκεί ο πίνακασ 5.2.2. Ο πίνακασ αυτόσ παρουςιάηει για τισ δ.ε. τθσ 

προθγοφμενθσ ενότθτασ και για επιλεγμζνα x και h τα αντίςτοιχα πραγματικά 

ςφάλματα (π.χ. e4 και e6 για y4 και y6 αντίςτοιχα), τθν εκτίμθςθ των ςφαλμάτων 

αποκοπισ (Τ) και τθν εκτίμθςθ του ςφάλματοσ (ε)  που παίρνουμε χρθςιμοποιϊντασ 

τισ μεκόδουσ που αναφζραμε. 
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                                                    Ρίνακασ 5.2.2 

Για δ.ε. 1:  

                                    Sarafyan Τφποσ (4, 4) ςε (5, 6) 

h          x               T(x,h)                                       e4 (x)   

0.1         0.5         ----------------------------           4.568468026100* 10-8      

                    1.0           ----------------------------           2.069049342968* 10-8                                                                                                                                

              4.0             ----------------------------           1.066513627412* 10-9 

                 10.0             ----------------------------           1.303768665294* 10-11                                                                                                                         

0.01       0.5         ----------------------------          4.048983370808* 10-13 

              1.0          ----------------------------          1.810218641651* 10-13                                                                                                                                       

              4.0          ----------------------------          1.030078800035* 10-14 

            10.0          ----------------------------          1.210918301395* 10-16        

                                     

 

h          x               e5 (x)                                         ε(x)    

0.1         0.5         1.157182283329* 10-8           5.725650309429* 10-8      

                    1.0           1.403733052019* 10-8           3.472782394986* 10-8                                                                                                                                 

              4.0             2.795509972814* 10-9           1.728996345401* 10-9 

                 10.0             1.732343913094* 10-11          4.285752478004* 10-12                                                                                                                         

0.01      0.5          8.508711675052* 10-14         5.119238366547* 10-13 

              1.0          1.293964935201* 10-13         3.104183576852* 10-13                                                                                                                                       

              4.0          2.575370472435* 10-14         1.545291672400* 10-14 

            10.0          1.594048244097* 10-16         3.831299427021* 10-17        
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                                  Fehlberg Τφποσ (5, 6) ςε (6, 8) 

h          x               T5(x,h)                                       e6 (x)   

0.1         0.5         3.227466868045* 10-11         3.734397235888* 10-10      

                    1.0           1.957557632407* 10-11         1.236317992426* 10-9                                                                                                                                

              4.0             9.746105700679* 10-13          4.576181295013* 10-9 

            10.0             2.415818157772* 10-15          5.056916198626* 10-9                                                                                                                         

0.01       0.5         2.847837706395* 10-18         3.774758283725* 10-15 

              1.0          1.727166915381* 10-18         1.160183060733* 10-14                                                                                                                                       

              4.0          8.597641091282* 10-20         4.151540222708* 10-14 

            10.0          2.131218315203* 10-22         4.579992526725* 10-14        

                                     

 

h          x               e5 (x)                                         ε(x)    

0.1         0.5         1.617344702609* 10-9           1.990784426198* 10-9      

                    1.0           1.961938167483* 10-9           3.198256159909* 10-9                                                                                                                                 

              4.0              3.907166257110* 10-10         4.966897920733* 10-9 

            10.0              2.421224252179* 10-12         5.059337422878* 10-9                                                                                                                         

0.01       0.5         1.432187701766* 10-14         1.809663530139* 10-14 

              1.0          1.731947918415* 10-14         2.892130979148* 10-14                                                                                                                                       

              4.0          3.445160823290* 10-15         4.496056305037* 10-14 

            10.0          2.137911158870* 10-17         4.582130437884* 10-14        
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                                  Fehlberg Τφποσ (6, 8) ςε (7, 10) 

h          x               T6(x,h)                                       e7 (x)   

0.1         0.5        -1.709582321386* 10-13         2.016276035022* 10-12      

                    1.0          -1.036914175922* 10-13         6.595335388937* 10-12                                                                                                                                

              4.0            -5.162492170506* 10-15          2.424905068410* 10-11 

            10.0            -1.279653111397* 10-17          2.678622330454* 10-11                                                                                                                         

0.01       0.5        -1.766847984791* 10-21         9.992007221626* 10-16 

              1.0         -1.060108790875* 10-21         1.165734175856* 10-15                                                                                                                                       

              4.0         -5.521399952472* 10-23         9.540979117872* 10-16 

            10.0         -1.509757799504* 10-25         9.525664762186* 10-16        

                                     

 

h          x               e6 (x)                                         ε(x)    

0.1         0.5         8.528733275170* 10-12         1.054500931019* 10-11      

                    1.0           1.034555774382* 10-11         1.694089313275* 10-11                                                                                                                                 

              4.0             2.060289439054* 10-12         2.630934012315* 10-11 

            10 .0            1.276745636297* 10-14         2.679899076090* 10-11                                                                                                                         

0.01       0.5         1.110223024625* 10-16         1.110223024625* 10-15 

              1.0          2.220446049250* 10-16         1.387778780781* 10-15                                                                                                                                       

              4.0          1.040834085586* 10-17         9.645062526431* 10-16 

            10.0          1.084202172486* 10-19         9.526748964359* 10-16        
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                                Fehlberg Τφποσ (7, 11) ςε (8, 13) 

h          x               T7(x,h)                                       e8 (x)   

0.1         0.5        -1.099334743608* 10-15         1.398881011028* 10-14      

                    1.0          -6.666996650518* 10-16         4.374278717023* 10-14                                                                                                                                

              4.0            -3.319527605836* 10-17         1.563263407611* 10-13 

            10.0            -8.228551984730* 10-20         1.723664410530* 10-13                                                                                                                         

0.01       0.5         8.467102680363* 10-22         3.330669073875* 10-16 

              1.0          2.116775670091* 10-22         0                                                                                                                                       

              4.0         -3.968954381420* 10-23         2.081668171172* 10-17 

            10.0         -2.583954675404* 10-26         2.708472552140* 10-17        

                                     

 

h          x               e7 (x)                                         ε(x)    

0.1         0.5         5.384581669432* 10-14         6.783462680460* 10-14      

                    1.0           6.528111384796* 10-14         1.090239010182* 10-13                                                                                                                                

              4.0              1.296879270640* 10-14         1.692951334675* 10-13 

            10.0              8.027161834540* 10-17         1.724467126713* 10-13                                                                                                                         

0.01       0.5         3.330669073875* 10-16         0 

              1.0          0                                                0                                                                                                                                       

              4.0          4.510281037540* 10-17         2.428612866367* 10-17 

            10.0          2.981555974335* 10-19         2.738288111884* 10-17       
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                                Fehlberg Τφποσ (8, 15) ςε (9, 17) 

h          x               T8(x,h)                                       e9 (x)   

0.1         0.5        -1.383932427919* 10-16         1.776356839400* 10-15      

                    1.0          -8.389730555940* 10-17         5.551115123126* 10-15                                                                                                                                

              4.0            -4.177542136733* 10-18         1.964053919501* 10-14 

            10.0            -1.035588626524* 10-20         2.165025022325* 10-14                                                                                                                         

0.01       0.5         7.995295955470* 10-22         8.881784197001* 10-16 

              1.0          0                                                 1.443289932013* 10-15                                                                                                                                       

              4.0          8.328433286948* 10-24         7.632783294298* 10-16 

            10.0          1.626647126357* 10-26         7.794735993813* 10-16        

                                     

 

h          x               e8 (x)                                         ε(x)    

0.1         0.5         6.772360450213* 10-15         8.548717289614* 10-15      

                    1.0           8.104628079764* 10-15         1.365574320289* 10-14                                                                                                                                

              4.0             1.630640067418* 10-15         2.127117926243* 10-14 

            10.0             1.011696152201* 10-17         2.166036718477* 10-14                                                                                                                         

0.01       0.5         3.330669073875* 10-16         5.551115123126* 10-16 

              1.0          6.661338147751* 10-16         7.771561172376* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          2.428612866367* 10-17         7.875644580935* 10-16 

            10.0          1.897353801850* 10-19         7.796633347615* 10-16    
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Για δ.ε. 2:  

                                    Sarafyan Τφποσ (4, 4) ςε (5, 6) 

h          x               T(x,h)                                       e4 (x)   

0.1         0.5         ----------------------------           1.728362827857* 10-8     

                    1.0           ----------------------------           7.108135191558* 10-10                                                                                                                                

              4.0             ----------------------------            1.894536971747* 10-9 

            10.0             ----------------------------            7.778666599734* 10-10                                                                                                                         

0.01       0.5         ----------------------------           1.519062653443* 10-13 

              1.0          ----------------------------           1.110223024625* 10-15                                                                                                                                       

              4.0          ----------------------------           2.753353101070* 10-14 

            10.0          ----------------------------           6.927791673661* 10-14        

                                     

 

h          x               e5 (x)                                         ε(x)    

0.1         0.5         4.287254384838* 10-9           2.157088266341* 10-8      

                    1.0           5.080325105045* 10-9           5.791138624200* 10-9                                                                                                                                  

              4.0             1.895898549264* 10-9           1.361577517400* 10-12 

            10.0             7.778666599734* 10-10         0                                                                                                                         

0.01       0.5         4.148070775756* 10-14         1.933869731019* 10-13 

              1.0          4.818367926873* 10-14         4.707345624411* 10-14                                                                                                                                       

              4.0          2.753353101070* 10-14         0 

            10.0          7.105427357601* 10-14         1.776356839400* 10-15        
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                                  Fehlberg Τφποσ (5, 6) ςε (6, 8) 

h          x               T5(x,h)                                       e6 (x)   

0.1         0.5         4.916125061752* 10-12         2.448138913813* 10-11      

                    1.0           9.171483017489* 10-13         8.542172524883* 10-11                                                                                                                                

              4.0              6.728624391668* 10-17        3.430868922294* 10-10 

            10.0            -3.154042683594* 10-19         4.262705743940* 10-10                                                                                                                         

0.01       0.5         4.159393788990* 10-19         3.191891195797* 10-16 

              1.0          6.373794589763* 10-20         1.054711873394* 10-15                                                                                                                                       

              4.0         -3.942553354493* 10-21        8.437694987151* 10-15 

            10.0         -2.628368902995* 10-21        6.217248937901* 10-14        

                                     

 

h          x               e5 (x)                                         ε(x)    

0.1         0.5         3.337085885402* 10-10         3.581899776783* 10-10      

                    1.0           3.801318149144* 10-10         4.655535401632* 10-10                                                                                                                                  

              4.0              1.410458416728* 10-10         4.841327339022* 10-10 

            10.0              5.786482404346* 10-11         4.841353984375* 10-10                                                                                                                         

0.01       0.5         3.275157922644* 10-15         3.594347042224* 10-15 

              1.0          3.386180225107* 10-15         4.440892098501* 10-15                                                                                                                                       

              4.0          4.884981308351* 10-15         3.552713678800* 10-15 

            10.0          4.085620730621* 10-14         2.131628207280* 10-14        
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                                  Fehlberg Τφποσ (6, 8) ςε (7, 10) 

h          x               T6(x,h)                                       e7 (x)   

0.1         0.5        -1.615368332924* 10-14         7.902845045038* 10-13      

                    1.0          -9.319617094511* 10-14         8.487099911747* 10-13                                                                                                                                

              4.0            -6.162765770952* 10-18         1.192379528447* 10-12 

            10.0              0                                                1.874056465567* 10-12                                                                                                                         

0.01       0.5        -7.067391939165* 10-22         6.938893903907* 10-17 

              1.0         -1.060108790875* 10-21         1.665334536938* 10-16                                                                                                                                       

              4.0         -2.826956775666* 10-21         1.065814103640* 10-14 

            10.0         -1.413478387833* 10-21         6.394884621841* 10-14        

                                     

 

h          x               e6 (x)                                         ε(x)    

0.1         0.5         4.952288579218* 10-12         5.742573083722* 10-12      

                    1.0           9.421907698481* 10-13          9.348077867344* 10-14                                                                                                                                 

              4.0              1.159961016128* 10-12         2.352340544576* 10-12 

            10.0              4.831690603169* 10-13         2.357225525884* 10-12                                                                                                                         

0.01       0.5          1.387778780781* 10-17        8.326672684689* 10-17 

              1.0          5.551115123126* 10-17         1.110223024625* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          1.154631945610* 10-14         8.881784197001* 10-16 

            10.0          9.414691248821* 10-14         3.019806626980* 10-14        
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                                Fehlberg Τφποσ (7, 11) ςε (8, 13) 

h          x               T7(x,h)                                       e8 (x)   

0.1         0.5          9.152260629258* 10-16         1.129651927556* 10-14      

                    1.0          -1.030954422361* 10-16          4.113376306236* 10-14                                                                                                                                

              4.0              6.773682144290* 10-20          1.110223024625* 10-13 

            10.0              0                                                 1.332267629550* 10-13                                                                                                                         

0.01       0.5          0                                                 4.163336342344* 10-17 

              1.0          4.233551340181* 10-22          5.551115123126* 10-17                                                                                                                                       

              4.0          8.467102680363* 10-22          1.243449787580* 10-14 

            10.0          1.693420536073* 10-21          6.572520305781* 10-14        

                                     

 

h          x               e7 (x)                                         ε(x)    

0.1         0.5         1.410815908542* 10-13         1.523781101298* 10-13      

                    1.0           1.085798118083* 10-13         1.497135748707* 10-13                                                                                                                                

              4.0              3.730349362740* 10-14         1.483257960899* 10-13 

            10.0              1.421085471520* 10-14         1.474376176702* 10-13                                                                                                                         

0.01       0.5         2.775557561563* 10-17         1.387778780781* 10-17 

              1.0          1.110223024625* 10-16         5.551115123126* 10-17                                                                                                                                       

              4.0          1.199040866595* 10-14         4.440892098501* 10-16 

            10.0          6.394884621841* 10-14         1.776356839400* 10-15       
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                                Fehlberg Τφποσ (8, 15) ςε (9, 17) 

h          x               T8(x,h)                                       e9 (x)   

0.1         0.5        -8.229824636831* 10-18         6.938893903907* 10-17      

                    1.0          -1.364530509734* 10-18          1.665334536937* 10-16                                                                                                                                

              4.0              0                                                 1.776356839400* 10-15 

            10.0              0                                                 1.776356839400* 10-15                                                                                                                         

0.01       0.5         0                                                 1.387778780781* 10-17 

              1.0          0                                                 5.551115123126* 10-17                                                                                                                                       

              4.0          5.330197303647* 10-22         4.440892098501* 10-15 

            10.0        -1.066039460729* 10-21          4.973799150321* 10-14        

                                     

 

h          x               e8 (x)                                         ε(x)    

0.1         0.5         5.551115123126* 10-17        1.249000902703* 10-16      

                    1.0           2.220446049250* 10-16            3.885780586188* 10-16                                                                                                                                

              4.0              8.881784197001* 10-16        8.881784197001* 10-16 

            10.0              8.881784197001* 10-15        7.105427357601* 10-15                                                                                                                         

0.01       0.5         2.775557561563* 10-17        4.163336342344* 10-17 

              1.0          5.551115123126* 10-17        0                                                                                                                                         

              4.0          9.325873406851* 10-15        4.884981308351* 10-15 

            10.0          7.993605777301* 10-14        3.019806626980* 10-14  
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Για δ.ε. 3:  

                                    Sarafyan Τφποσ (4, 4) ςε (5, 6) 

h          x               T1(x,h)                                       e14 (x)   

0.1         0.5         ----------------------------           7.071475738307* 10-8     

                    1.0           ----------------------------           2.611253635543* 10-8                                                                                                                                

              4.0             ----------------------------           3.416510407916* 10-8 

            10.0             ----------------------------           8.556684005789* 10-8                                                                                                                         

0.01       0.5         ----------------------------           6.543654507141* 10-13 

              1.0          ----------------------------           1.681987882307* 10-13                                                                                                                                       

              4.0          ----------------------------           4.906075545819* 10-13 

            10.0          ----------------------------           1.158850793104* 10-12        

                                     

 

h          x               e15 (x)                                         ε1(x)    

0.1         0.5         6.851614775538* 10-9           7.756637215861* 10-8      

                    1.0           2.732022708063* 10-8           5.343276343606* 10-8                                                                                                                                  

              4.0             9.609231799157* 10-8           6.192721391240* 10-8 

            10.0             1.606193295034* 10-7           7.505248944550* 10-8                                                                                                                         

0.01       0.5         8.193445921734* 10-14         7.362999099314* 10-13 

              1.0          2.907674101493* 10-13         4.589661983800* 10-13                                                                                                                                       

              4.0          1.043054531635* 10-12         5.524469770535* 10-13 

            10.0          1.863620369136* 10-12         7.047695760320* 10-13        
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h          x               T2(x,h)                                       e24 (x)   

0.1         0.5         ----------------------------           4.648352469605* 10-8     

                    1.0           ----------------------------           8.540896101472* 10-8                                                                                                                                

              4.0             ----------------------------           1.560724610661* 10-7 

            10.0             ----------------------------           3.440927677234* 10-7                                                                                                                         

0.01       0.5         ----------------------------           5.431211036466* 10-13 

              1.0          ----------------------------           8.856249067435* 10-13                                                                                                                                       

              4.0          ----------------------------           1.540545468970* 10-12 

            10.0          ----------------------------           3.376410262490* 10-12        

                                     

 

h          x               e25 (x)                                         ε2(x)    

0.1         0.5         1.595087295581* 10-8           3.053265174024* 10-8      

                    1.0           2.142673749539* 10-8           6.398222351933* 10-8                                                                                                                                  

              4.0             1.002709667519* 10-7           5.580149431417* 10-8 

            10.0             3.078172482462* 10-7           3.627551947716* 10-8                                                                                                                        

0.01       0.5         1.527666881884* 10-13         3.903544154582* 10-13 

              1.0          1.900701818158* 10-13         6.955547249277* 10-13                                                                                                                                       

              4.0          9.168221737355* 10-13         6.237232952344* 10-13 

            10.0          2.931876963430* 10-12         4.445332990599* 10-13        
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                                  Fehlberg Τφποσ (5, 6) ςε (6, 8) 

h          x               T15(x,h)                                       e16(x)   

0.1         0.5        -1.632295845206* 10-11           4.450968482672* 10-10      

                    1.0          -3.511400503277* 10-11           1.733420851302* 10-9                                                                                                                                

              4.0              3.049670627563* 10-11           2.011645849898* 10-8 

            10.0              1.953556624128* 10-11           2.814622590552* 10-8                                                                                                                         

0.01       0.5        -2.164461791617* 10-18           5.495603971895* 10-15 

              1.0         -3.859102641823* 10-18           1.798561299893* 10-14                                                                                                                                       

              4.0          3.461561845245* 10-18           2.126077092157* 10-13 

            10.0          2.462781662106* 10-18           3.284039706841* 10-13        

                                     

 

h          x               e15(x)                                         ε1(x)    

0.1         0.5         8.105517368406* 10-10           3.654548885734* 10-10      

                    1.0           3.505137513571* 10-9             1.771716662269* 10-9                                                                                                                                 

              4.0             1.216717560037* 10-8             7.949282898601* 10-9 

            10.0             1.942953919976* 10-8             8.716686705768* 10-9                                                                                                                         

0.01       0.5         1.065814103640* 10-14           5.162537064507* 10-15 

              1.0          3.830269434957* 10-14           2.031708135064* 10-14                                                                                                                                       

              4.0          1.366684543314* 10-13           7.593925488436* 10-14 

            10.0          2.452482661397* 10-13           8.315570454442* 10-14        
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h          x               T25(x,h)                                       e26(x)   

0.1         0.5        -4.336285770692* 10-11          9.240685994172* 10-11      

                    1.0          -3.022884436452* 10-11          1.041364550147* 10-9                                                                                                                                

              4.0              3.488161727054* 10-11          1.119113712811* 10-8 

            10.0              4.201354373828* 10-11          4.035050549245* 10-8                                                                                                                         

0.01       0.5        -4.094341658641* 10-18          2.331468351713* 10-15 

              1.0         -2.556088758163* 10-18          1.409983241274* 10-14                                                                                                                                       

              4.0          3.074534524279* 10-18          9.015010959956* 10-14 

            10.0          3.920212218817* 10-18          3.669287096386* 10-13        

                                     

 

h          x               e25(x)                                         ε2(x)    

0.1         0.5         2.171855140176* 10-9           2.264262000118* 10-9      

                    1.0           3.034766105081* 10-9           4.076130655228* 10-9                                                                                                                                 

              4.0             1.399616200715* 10-8           2.805024879038* 10-9 

            10.0             4.209598913896* 10-8           1.745483646509* 10-9                                                                                                                         

0.01       0.5         2.009503674572* 10-14         2.242650509743* 10-14 

              1.0          2.498001805407* 10-14         3.907985046681* 10-14                                                                                                                                       

              4.0          1.224575996162* 10-13         3.230749001659* 10-14 

            10.0          3.896882816434* 10-13         2.275957200482* 10-14                                                            
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                                  Fehlberg Τφποσ (6, 8) ςε (7, 10) 

h          x               T16(x,h)                                       e17(x)   

0.1         0.5        -2.450186195910* 10-13           8.600342660259* 10-13      

                    1.0          -1.560177938488* 10-13           7.332912055347* 10-12                                                                                                                                

              4.0              1.862759843493* 10-13           5.286981963337* 10-11 

            10.0              2.350763256893* 10-13           2.190597703233* 10-10                                                                                                                         

0.01       0.5        -3.533695969582* 10-21           4.996003610813* 10-16 

              1.0         -1.060108790875* 10-21           1.110223024625* 10-15                                                                                                                                       

              4.0          0                                                   0 

            10.0          4.240435163499* 10-21           1.998401444325* 10-15        

                                     

 

h          x               e16(x)                                         ε1(x)    

0.1         0.5         1.223726675548* 10-11           1.309730102150* 10-11      

                    1.0           1.555100492823* 10-11           2.288391698357* 10-11                                                                                                                                 

              4.0             7.433020865477* 10-11           2.146038902140* 10-11 

            10.0             2.347626537613* 10-10           1.570288343800* 10-11                                                                                                                         

0.01       0.5         0                                                  4.996003610813* 10-16 

              1.0          4.440892098501* 10-16          6.661338147751* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          4.440892098501* 10-16          4.440892098501* 10-16 

            10.0          2.109423746788* 10-15          1.110223024625* 10-16        
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h          x               T26(x,h)                                       e27(x)   

0.1         0.5         1.230769061769* 10-13          2.619904293510* 10-12      

                    1.0           2.254782985837* 10-13          9.617084906210* 10-12                                                                                                                              

              4.0            -2.012046342294* 10-13          1.256852399933* 10-10 

            10.0            -1.411420928692* 10-13          1.918847303273* 10-10                                                                                                                       

0.01       0.5         1.413478387833* 10-21          6.661338147751* 10-16 

              1.0          1.413478387833* 10-21          0                                                                                                                                       

              4.0        -2.120217581749* 10-21          2.442490654175* 10-15 

            10.0        -2.120217581749* 10-21          1.887379141863* 10-15        

                                     

 

h          x               e26(x)                                         ε2(x)    

0.1         0.5         6.181388734205* 10-12         3.561484440695* 10-12    

                    1.0           2.258326858851* 10-11         1.296618368229* 10-11                                                                                                                               

              4.0             8.065104140087* 10-11         4.503419859248* 10-11 

            10.0             1.416738948379* 10-10         5.021083548939* 10-11                                                                                                                         

0.01       0.5         1.110223024625* 10-15         4.440892098501* 10-16 

              1.0          9.992007221626* 10-16         9.992007221626* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          1.998401444325* 10-15         4.440892098501* 10-16 

            10.0          3.219646771413* 10-15         1.332267629550* 10-15                                                            
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                                  Fehlberg Τφποσ (7, 11) ςε (8, 13) 

h          x               T17(x,h)                                       e18(x)   

0.1         0.5        -6.348972273843* 10-16           1.765254609154* 10-14      

                    1.0          -1.279040530896* 10-15            6.272760089132* 10-14                                                                                                                                

              4.0              1.122805552238* 10-15           7.361888876289* 10-13 

            10.0              7.462565618365* 10-16           1.084909939664* 10-12                                                                                                                         

0.01       0.5          8.467102680363* 10-22           2.775557561563* 10-16 

              1.0           4.233551340181* 10-22           4.440892098501* 10-16                                                                                                                                       

              4.0           2.116775670091* 10-21           2.997602166488*10-15 

            10.0         -8.467102680363* 10-22           9.992007221626* 10-16        

                                     

 

h          x               e17(x)                                         ε1(x)    

0.1         0.5         3.358424649491* 10-14           1.593170040337* 10-14      

                    1.0           1.304512053935* 10-13           6.772360450213* 10-14                                                                                                                                 

              4.0             4.604094883121* 10-13           2.757793993169* 10-13 

            10.0             7.803757640090* 10-13           3.045341756547* 10-13                                                                                                                         

0.01       0.5         3.330669073875* 10-16           5.551115123126* 10-17 

              1.0          2.220446049250* 10-16           2.220446049250* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          2.553512956638* 10-15           4.440892098501* 10-16 

            10.0          6.661338147751* 10-16           3.330669073875* 10-16        
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h          x               T27(x,h)                                       e28(x)   

0.1         0.5        -1.506195961604* 10-15          4.551914400963* 10-15      

                    1.0          -1.017474794894* 10-15          4.263256414561* 10-14                                                                                                                              

              4.0               1.187697427180* 10-15          3.552713678801* 10-13 

            10.0              1.454038609093* 10-15          1.363020807332* 10-12                                                                                                                       

0.01       0.5        -4.233551340181* 10-22          5.551115123126* 10-16 

              1.0          0                                                  4.440892098501* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          0                                                  6.661338147751* 10-16 

            10.0          8.467102680363* 10-22          4.440892098501* 10-16        

                                     

 

h          x               e27(x)                                         ε2(x)    

0.1         0.5         7.471800955727* 10-14         7.926992395824* 10-14    

                    1.0           9.892087149410* 10-14         1.415534356397* 10-13                                                                                                                               

              4.0             4.645173135032* 10-13         1.092459456231* 10-13 

            10.0             1.436073482353* 10-12         7.305267502034* 10-14                                                                                                                         

0.01       0.5         5.551115123126* 10-16         0 

              1.0          2.220446049250* 10-16         2.220446049250* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          1.110223024625* 10-15         4.440892098501* 10-16 

            10.0          3.330669073875* 10-16         7.771561172376* 10-16                                                            
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                                  Fehlberg Τφποσ (8, 15) ςε (9, 17) 

h          x               T18(x,h)                                       e19(x)   

0.1         0.5          7.142464386887* 10-17           2.109423746788* 10-15      

                    1.0            1.526568507765* 10-16            7.993605777301* 10-15                                                                                                                                

              4.0             -1.327858752285* 10-16           8.859579736509* 10-14 

            10.0             -8.536844001521* 10-17           1.263433802023* 10-13                                                                                                                         

0.01       0.5         -5.330197303647* 10-22           6.106226635438* 10-16 

              1.0          -5.330197303647* 10-22           2.442490654175* 10-15                                                                                                                                       

              4.0           5.330197303647* 10-22           9.992007221626*10-16 

            10.0           5.330197303647* 10-22           4.329869796038* 10-15        

                                     

 

h          x               e18(x)                                         ε1(x)    

0.1         0.5         3.719247132494* 10-15           1.609823385706* 10-15      

                    1.0           1.565414464721* 10-14           7.660538869914* 10-15                                                                                                                                 

              4.0             5.428990590417* 10-14           3.430589146092* 10-14 

            10.0             8.870681966755* 10-14           3.763656053479* 10-14                                                                                                                         

0.01       0.5         6.106226635438* 10-16           0 

              1.0          1.887379141863* 10-15           5.551115123126* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          2.664535259100* 10-15           1.665334536938* 10-15 

            10.0          5.107025913276* 10-15           7.771561172376* 10-16        
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h          x               T28(x,h)                                       e29(x)   

0.1         0.5          1.878574737697* 10-16           3.330669073875* 10-16      

                    1.0            1.305258715717* 10-16           4.662936703426* 10-15                                                                                                                              

              4.0              -1.508232629040* 10-16           4.729550084903* 10-14 

            10.0              -1.818663320004* 10-16           1.729727472366* 10-13                                                                                                                       

0.01       0.5         -2.665098651824* 10-22           8.881784197001* 10-16 

              1.0          -5.330197303647* 10-22           5.551115123126* 10-16                                                                                                                                       

              4.0           0                                                   1.776356839400* 10-15 

            10.0           0                                                   4.218847493576* 10-15        

                                     

 

h          x               e28(x)                                         ε2(x)    

0.1         0.5         9.214851104389* 10-15          9.547918011776* 10-15    

                    1.0           1.265654248073* 10-14          1.731947918415* 10-14                                                                                                                               

              4.0             5.961897642237* 10-14          1.232347557334* 10-14 

            10.0             1.815214645262* 10-13          8.548717289614* 10-15                                                                                                                        

0.01       0.5         1.221245327088* 10-15          3.330669073875* 10-16 

              1.0          1.110223024625* 10-15          5.551115123126* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          1.665334536938* 10-15          1.110223024625* 10-16 

            10.0          5.329070518201* 10-15          1.110223024625* 10-15                                                            
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Για δ.ε. 4:  

                                    Sarafyan Τφποσ (4, 4) ςε (5, 6) 

h          x               T1(x,h)                                       e14 (x)   

0.1         0.5         ----------------------------           7.608549623672* 10-7     

                    1.0           ----------------------------           1.011920085947* 10-6                                                                                                                                

              4.0             ----------------------------           2.210005609768* 10-4 

            10.0             ----------------------------           0.723948871411267                                                                                                                         

0.01       0.5         ----------------------------           7.994049866511* 10-12 

              1.0          ----------------------------           1.068700683504* 10-11                                                                                                                                       

              4.0          ----------------------------           2.196230752816* 10-9 

            10.0          ----------------------------           7.208887836896* 10-6        

                                     

 

h          x               e15 (x)                                         ε1(x)    

0.1         0.5         1.578937005586* 10-7           6.029612618086* 10-7      

                    1.0           1.780312786082* 10-8           9.941169580863* 10-7                                                                                                                                 

              4.0             2.409682404334* 10-4           1.996767945656* 10-5 

            10.0             0.732004816574772              0.008055945163505 

0.01       0.5         1.522115766761* 10-12         6.471934099750* 10-12 

              1.0          1.687538997430* 10-14         1.067013144507* 10-11                                                                                                                                       

              4.0          2.410551758203* 10-9          2.143210053873* 10-10 

            10.0          7.295351679204* 10-6          8.646384230815* 10-8        

 

 



114 

                                     

h          x               T2(x,h)                                       e24 (x)   

0.1         0.5         ----------------------------           9.624610008974* 10-8     

                    1.0           ----------------------------           1.105499550236* 10-7                                                                                                                                

              4.0             ----------------------------           1.271169817844* 10-7 

            10.0             ----------------------------           1.824999131417* 10-9                                                                                                                         

0.01       0.5         ----------------------------           7.486233855047* 10-13 

              1.0          ----------------------------           1.237843161306* 10-12                                                                                                                                       

              4.0          ----------------------------           1.274907263094* 10-12 

            10.0          ----------------------------           1.819771004892* 10-14        

                                     

 

h          x               e25 (x)                                         ε2(x)    

0.1         0.5         1.663128720297* 10-7           2.625589721195* 10-7      

                    1.0           2.698002485868* 10-7           1.592502935632* 10-7                                                                                                                                 

              4.0             1.350456240619* 10-7           7.928642277444* 10-9 

            10.0             1.844652061641* 10-9           1.965293022315* 10-11                                                                                                                        

0.01       0.5         1.672662008900* 10-12         2.421285394405* 10-12 

              1.0          2.706446178280* 10-12         1.468603016974* 10-12                                                                                                                                       

              4.0          1.348025857606* 10-12         7.311859451242* 10-14 

            10.0          1.837894799458* 10-14         1.812379456581* 10-16        
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                                  Fehlberg Τφποσ (5, 6) ςε (6, 8) 

h          x               T15(x,h)                                       e16(x)   

0.1         0.5        -3.670679648285* 10-11           9.437777226395* 10-10      

                    1.0          -6.051927814107* 10-11           8.091923131559* 10-9                                                                                                                                

              4.0            -1.215562418399* 10-9            3.327721231017* 10-6 

            10.0            -4.903931870682* 10-7            0.009080958789127                                                                                                                         

0.01       0.5        -7.241156327752* 10-18          1.176836406103* 10-14 

              1.0         -1.194067992631* 10-17          7.815970093361* 10-14                                                                                                                                       

              4.0         -2.397072439532* 10-16          3.264943870818* 10-11 

            10.0         -9.676300165169* 10-14          9.243012755178* 10-8        

                                     

 

h          x               e15(x)                                         ε1(x)    

0.1         0.5         5.739406727656* 10-10           1.517718395405* 10-9      

                    1.0           4.071910808534* 10-9             4.020012323025* 10-9                                                                                                                                 

              4.0             3.202325473239* 10-6             1.253957577774* 10-7 

            10.0             0.009029428994836                5.152979429113* 10-5                                                                                                                       

0.01       0.5         1.620925615953* 10-14           2.797762022055* 10-14 

              1.0          6.217248937901* 10-15           7.194245199571* 10-14                                                                                                                                       

              4.0          3.029043682545* 10-11           2.359001882724* 10-12 

            10.0          9.144423529506* 10-8            9.858922567219* 10-10        
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h          x               T25(x,h)                                       e26(x)   

0.1         0.5        -4.221931253675* 10-11          1.536403226865* 10-10      

                    1.0          -2.560730820360* 10-11          4.038462342315* 10-10                                                                                                                                

              4.0            -1.274912905873* 10-12          4.780054605608* 10-9 

            10.0            -3.160192912821* 10-15          6.595651927121* 10-9                                                                                                                         

0.01       0.5        -2.951001185838* 10-18          1.998401444325* 10-15 

              1.0         -1.790247769053* 10-18          2.664535259100* 10-15                                                                                                                                       

              4.0         -8.909759898513* 10-20          3.175237850428* 10-14 

            10.0         -2.209023424942* 10-22          4.927694130562* 10-14        

                                     

 

h          x               e25(x)                                         ε2(x)    

0.1         0.5         2.450555203204* 10-9           2.604195525890* 10-9      

                    1.0           3.779873858356* 10-9           4.183720092588* 10-9                                                                                                                                 

              4.0             1.717270537577* 10-9           6.497325143184* 10-9 

            10.0             2.259568841577* 10-11         6.618247615537* 10-9                                                                                                                         

0.01       0.5         2.153832667773* 10-14         1.953992523340* 10-14 

              1.0          3.436140261215* 10-14         3.169686735305* 10-14                                                                                                                                       

              4.0          1.686498163345* 10-14         4.861736013773* 10-14 

            10.0          2.303794091260* 10-16         4.950732071475* 10-14                                                            
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                                  Fehlberg Τφποσ (6, 8) ςε (7, 10) 

h          x               T16(x,h)                                       e17(x)   

0.1         0.5          6.611274110473* 10-12           5.325651031285* 10-11      

                    1.0            1.090014759523* 10-11           3.523270564187* 10-10                                                                                                                                

              4.0              2.189353202435* 10-10           6.359637438891* 10-8 

            10.0              8.832481213445* 10-8             7.704074596404* 10-5                                                                                                                         

0.01       0.5          6.502000584032* 10-20           0 

              1.0           1.045974006996* 10-19           1.776356839400* 10-15                                                                                                                                       

              4.0           2.125871495301* 10-18           2.131628207280* 10-13 

            10.0           8.105450467189* 10-16           3.019522409886* 10-10        

                                     

 

h          x               e16(x)                                         ε1(x)    

0.1         0.5         3.266134029900* 10-10           2.733568926772* 10-10      

                    1.0           1.076373656872* 10-9             7.240466004532* 10-10                                                                                                                                 

              4.0             8.618145841410* 10-8             2.258508402520* 10-8 

            10.0             8.632180106360* 10-5             9.281055099564* 10-6                                                                                                                         

0.01       0.5         2.220446049250* 10-16           2.220446049250* 10-16 

              1.0          3.552713678801* 10-15           1.776356839400* 10-15                                                                                                                                       

              4.0          2.202682480856* 10-13           7.105427357601* 10-15 

            10.0          3.092281986028* 10-10           7.275957614183* 10-12        
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h          x               T26(x,h)                                       e27(x)   

0.1         0.5         -2.415918956658* 10-12          2.914024577194* 10-11      

                    1.0           -1.465328789377* 10-12          9.406697643044* 10-11                                                                                                                              

              4.0              -7.295442807285* 10-14          3.429522915654* 10-10 

            10.0              -1.808359491545* 10-16          3.785386326903* 10-10                                                                                                                       

0.01       0.5         -2.473587178708* 10-20          6.661338147751* 10-16 

              1.0          -1.448815347529* 10-20          1.054711873394* 10-15                                                                                                                                       

              4.0          -7.177819938214* 10-22          6.557254739192* 10-16 

            10.0          -1.833277327969* 10-24          5.051501209517* 10-16        

                                     

 

h          x               e26(x)                                         ε2(x)    

0.1         0.5         1.198796617530* 10-10         1.490199075249* 10-10    

                    1.0           1.453382414418* 10-10         2.394052178722* 10-10                                                                                                                               

              4.0             2.884430194694* 10-11         3.717965935124* 10-10 

            10.0             1.775113733847* 10-13         3.787161440637* 10-10                                                                                                                         

0.01       0.5         1.110223024625* 10-16         5.551115123126* 10-16 

              1.0          3.885780586188* 10-16         6.661338147751* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          1.561251128379* 10-16         4.996003610813* 10-16 

            10.0          7.860465750520* 10-19         5.043640743767* 10-16                                                            
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                                  Fehlberg Τφποσ (7, 11) ςε (8, 13) 

h          x               T17(x,h)                                       e18(x)   

0.1         0.5          1.316465124743* 10-14           1.751931932858* 10-13      

                    1.0            2.170504516859* 10-14           1.494804280355* 10-12                                                                                                                                

              4.0              4.359606855414* 10-13           4.627054295270* 10-10 

            10.0              1.758811170779* 10-10           1.041778887156* 10-6                                                                                                                         

0.01       0.5          1.693420536073* 10-21           1.776356839400* 10-15 

              1.0           0                                                   2.220446049250* 10-15                                                                                                                                       

              4.0           0                                                   2.344791028008*10-13 

            10.0           1.387250103151* 10-17           2.728484105319* 10-10        

                                     

 

h          x               e17(x)                                         ε1(x)    

0.1         0.5         7.192024753522* 10-13           5.440092820663* 10-13      

                    1.0           2.935873766319* 10-12           1.441069485963* 10-12                                                                                                                                 

              4.0             5.076685738459* 10-10           4.496314431890* 10-11 

            10.0             1.060259819496* 10-6            1.848093234003* 10-8                                                                                                                         

0.01       0.5         1.776356839400* 10-15           0 

              1.0          2.220446049250* 10-15           0                                                                                                                                       

              4.0          2.415845301584* 10-13           7.105427357601* 10-15 

            10.0          2.692104317248* 10-10           3.637978807092* 10-12        
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h          x               T27(x,h)                                       e28(x)   

0.1         0.5         -9.745025553705* 10-15          8.515410598875* 10-14      

                    1.0           -5.910647302286* 10-15          2.633449014411* 10-13                                                                                                                              

              4.0              -2.942720368803* 10-16          1.268825322587* 10-12 

            10.0             -7.294276660653* 10-19          1.525280119222* 10-12                                                                                                                       

0.01       0.5        -1.270065402054* 10-21          0 

              1.0         -6.350327010272* 10-22          5.551115123126* 10-17                                                                                                                                       

              4.0         -5.291939175227* 10-23          2.463307335887* 10-16 

            10.0          0                                                  8.482526746983* 10-17        

                                     

 

h          x               e27(x)                                         ε2(x)    

0.1         0.5         5.161426841482* 10-13         6.012967901370* 10-13    

                    1.0           7.024381076803* 10-13         9.657830091214* 10-13                                                                                                                               

              4.0             2.310998614696* 10-13         1.499925184056* 10-12 

            10.0             2.562023943692* 10-15         1.527842143165* 10-12                                                                                                                         

0.01       0.5         1.110223024625* 10-16         1.110223024625* 10-16 

              1.0          1.665334536938* 10-16         1.110223024625* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          1.595945597899* 10-16         8.673617379884* 10-17 

            10.0          4.540096597283* 10-19         8.437125781011* 10-17                                                            
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                                  Fehlberg Τφποσ (8, 15) ςε (9, 17) 

h          x               T18(x,h)                                       e19(x)   

0.1         0.5          6.890879074155* 10-17           6.661338147751* 10-16      

                    1.0            1.137677312490* 10-16           3.108624468950* 10-14                                                                                                                                

              4.0              2.289682195333* 10-15           1.679012484601* 10-11 

            10.0              9.194097412145* 10-13           4.642424755730* 10-8                                                                                                                         

0.01       0.5          1.066039460729* 10-21           1.332267629550* 10-15 

              1.0           2.132078921459* 10-21           8.881784197001* 10-16                                                                                                                                       

              4.0           0                                                   5.258016244625*10-13 

            10.0           8.732995262295* 10-18           7.457856554538* 10-10        

                                     

 

h          x               e18(x)                                         ε1(x)    

0.1         0.5         1.998401444325* 10-15           2.664535259100* 10-15      

                    1.0           2.353672812205* 10-14           7.549516567451* 10-15                                                                                                                                 

              4.0             1.656275117057* 10-11           2.273736754432* 10-13 

            10.0             4.633693606593* 10-8             8.731149137020* 10-11                                                                                                                         

0.01       0.5         1.110223024625* 10-15           2.220446049250* 10-16 

              1.0          0                                                  8.881784197001* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          5.044853423897* 10-13          2.131628207280* 10-14 

            10.0          7.312337402254* 10-10          1.455191522837* 10-11        
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h          x               T28(x,h)                                       e29(x)   

0.1         0.5          2.440803949286* 10-16           1.776356839400* 10-15     

                    1.0            1.480515603061* 10-16           4.329869796038* 10-15                                                                                                                              

              4.0               7.372329145607* 10-18            2.858130399019* 10-14 

            10.0               1.826789788784* 10-20            3.800590078111* 10-14                                                                                                                       

0.01       0.5          0                                                   2.220446049250* 10-16 

              1.0           3.997647977735* 10-22           1.054711873394* 10-15                                                                                                                                       

              4.0           0                                                  5.932754287841* 10-16 

            10.0           0                                                  8.166888389519* 10-16        

                                     

 

h          x               e28(x)                                         ε2(x)    

0.1         0.5         1.310063169058* 10-14          1.487698852998* 10-14    

                    1.0           1.970645868710* 10-14          2.403632848313* 10-14                                                                                                                               

              4.0             8.836681386626* 10-15          3.741798537682* 10-14 

            10.0             1.158402258665* 10-16          3.812174100698* 10-14                                                                                                                        

0.01       0.5         3.330669073875* 10-16          5.551115123126* 10-16 

              1.0          2.775557561563* 10-16          7.771561172376* 10-16                                                                                                                                       

              4.0          2.255140518770* 10-16          8.187894806611* 10-16 

            10.0          1.700842158087* 10-18          8.183896811099* 10-16                                                            
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 Ραρατθρϊντασ τον παραπάνω πίνακα διαπιςτϊνουμε ότι οι εκτιμιςεισ του 

ςφάλματοσ ε πολλζσ φορζσ ςχεδόν ςυμπίπτουν με τα αντίςτοιχα πραγματικά 

ςφάλματα en και en+1 και διαφζρουν τισ περιςςότερεσ φορζσ κατά ζνα δεκαδικό 

ψθφίο και μερικζσ φορζσ κατά δφο ενϊ ςτθν δ.ε. 4, ςε πολφ λίγεσ περιπτϊςεισ κατά 

τρία δεκαδικά ψθφία. Στισ μεκόδουσ που εξετάηουμε εδϊ, το εκτιμθκζν ςφάλμα ε 

είναι θ διαφορά μεταξφ των αντίςτοιχων τιμϊν που δίνουν γειτονικζσ τάξεισ που 

υπάρχουν μζςα ςε ενςωματωμζνουσ τφπουσ. Ζτςι, θ παραπάνω ςυμπεριφορά είναι 

αναμενόμενθ αφοφ όπωσ διαπιςτϊςαμε και πιο πριν είναι ςυχνά δφςκολθ θ 

διάκριςθ μεταξφ των μεκόδων Runge-Kutta παρακείμενων τάξεων. Το εκτιμθκζν 

ςφάλμα αποκοπισ Tn ςαν γενικό κανόνα διαφζρει από το αντίςτοιχο en για h=0.1 

κατά δφο μζχρι επτά δεκαδικά ψθφία και για h=0.01 από τζςςερα μζχρι επτά 

δεκαδικά ψθφία. Άρα, ςυμπεραίνουμε ότι  το εκτιμθκζν ςφάλμα ε προςεγγίηει 

καλφτερα το πραγματικό ςφάλμα από ότι το εκτιμθκζν ςφάλμα αποκοπισ Tn.  Ζτςι 

εάν κάποιοσ χρθςιμοποιιςει κάποια από τισ παραπάνω μεκόδουσ κα ζχει 

αποτελζςματα δφο γειτονικϊν τάξεων και ζνα ςφάλμα ε που εκτιμά εξίςου καλά και 

τισ δφο περιπτϊςεισ το οποίο μπορεί να το χρθςιμοποιιςει, με κατάλλθλθ 

τροποποίθςθ του, για τον προςδιοριςμό ενόσ κατάλλθλου βιματοσ h κακϊσ τρζχει 

θ μζκοδοσ.     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Συμπεράςματα 

   Οι αρικμθτικζσ μζκοδοι που παρουςιάςκθκαν ζχουν τθν δυνατότθτα να 

επιλφουν οποιοδιποτε διαφορικι εξίςωςθ και οποιοδιποτε ςφςτθμα 

διαφορικϊν εξιςϊςεων. Επιπλζον, οριςμζνοι από αυτοφσ ζχουν τθν 

δυνατότθτα εκτίμθςθσ του ςφάλματοσ ςε κάκε βιμα.   
   Γενικά, κάκε μζκοδοσ αποδίδει εξαιρετικζσ προςεγγίςεισ προσ τισ ακριβείσ 

τιμζσ των διαφορικϊν εξιςϊςεων που επιλφουν. Συχνά, είναι δφςκολθ θ 

διάκριςθ μεταξφ των μεκόδων Runge-Kutta τθσ ίδιασ τάξθσ και ςυχνά μεταξφ 

μεκόδων παρακείμενων τάξεων. Ωςτόςο, γενικά, ζνασ ανϊτερθσ τάξθσ 

τφποσ, όπωσ ιταν αναμενόμενο, αποδίδει πάντα καλφτερα (με μεγαλφτερθ 

ακρίβεια) αποτελζςματα από ζνα χαμθλότερθσ τάξθσ τφπο.  

   Ενϊ το h μειϊνεται, μεγαλϊνει θ ακρίβεια των αποτελεςμάτων (μειϊνεται 

το ςφάλμα) μζχρι που ζνα ελάχιςτο ςθμείο του ςφάλματοσ εμφανίηεται ςε 

ςχζςθ με τα δεδομζνα του h. Ρεραιτζρω μείωςθ του h κα οδθγιςει ςε 

μειωμζνθ ακρίβεια.  

   Κακϊσ αυξάνεται θ τάξθ τθσ κάκε μεκόδου, αυξάνεται ελάχιςτα ο χρόνοσ 

υπολογιςμοφ. Πμωσ ο πρόςκετοσ χρόνοσ υπολογιςμοφ είναι λιγότερο 

ςθμαντικόσ από το μειωμζνο ςφάλμα που παίρνουμε όταν χρθςιμοποιθκεί 

μια μζκοδοσ υψθλότερθσ τάξθσ. 

 Το εκτιμθκζν ςφάλμα ε προςεγγίηει καλφτερα το πραγματικό ςφάλμα, από 

ότι το εκτιμθκζν ςφάλμα αποκοπισ Tn.  

   Η επιλογι τθσ μεκόδου και του βιματοσ h εξαρτάται και από το πρόβλθμα 

που είναι να επιλφςουμε.  

 

 

   

  

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Παράρτημα 

 Τα Μακθματικά αποτελοφν ζναν κλάδο ο οποίοσ είναι ςτενά ςυνυφαςμζνοσ με τθν 

εκτζλεςθ πράξεων. Από τισ πρϊτεσ τάξεισ του δθμοτικοφ μζχρι και το Ρανεπιςτιμιο 

μεγάλο μζροσ του χρόνου μασ ςτα Μακθματικά ζχει να κάνει με πράξεισ. Οι 

μζκοδοι που παρουςιάςτθκαν ςτα προθγοφμενα κεφάλαια, είναι αλγόρικμοι οι 

οποίοι προςεγγίηουν τθ λφςθ μιασ δ.ε. βιμα-βιμα. Λόγο τθσ μορφισ τουσ, οι 

ςυγκεκριμζνοι αλγόρικμοι μποροφν πολφ εφκολα να γίνουν προγράμματα ςε ζνα 

Η/Υ. Το οποίο είναι πάρα πολφ ςθμαντικό μιασ και για να προςεγγιςτεί 

ικανοποιθτικά μια ςυνάρτθςθ-λφςθ χρειάηονται εκατοντάδεσ ςθμεία. Ζτςι 

εξοικονομείται πάρα πολφσ κόποσ και χρόνοσ αφοφ με τθν λφςθ μιασ δ.ε. ςε ζναν 

Η/Υ παίρνουμε χιλιάδεσ ςθμεία ςε λιγότερο από ζνα δευτερόλεπτο χωρίσ φυςικά ο 

χριςτθσ να κάνει οφτε μία πράξθ. Για τουσ παραπάνω λόγουσ κα παρουςιάςουμε 

ςτθ ςυνζχεια όλεσ τισ μεκόδουσ τθσ εργαςίασ αυτισ ςτθν μορφι ςυναρτιςεων  

γραμμζνεσ ςτο Matlab ςφμφωνα με τθν ανάλυςθ που ζγινε ςτα προθγοφμενα 

κεφάλαια. 

 

Τπορουτίνεσ Μεκόδων Runge-Kutta 4θσ – 8θσ τάξθσ 

 Οι υπορουτίνεσ που κα παρουςιαςκοφν ςτθ ςυνζχεια ζχουν τθν δυνατότθτα να 

λφνουν κάκε είδουσ πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν κακϊσ και κάκε είδουσ ςφςτθμα δ.ε. 

ςε αυτι τθ μορφι. Η δομι των υπορουτίνων είναι θ εξισ: 

         [x, y] = όνομα_ςυνάρτθςθσ (f, k, h, n) 

Τα δεδομζνα ειςόδου ζχουν ωσ εξισ: 

1) Μία ςυνάρτθςθ f(x, Y ), με f (x, Y)= Y’ όπου το Y’ να είναι το διάνυςμα των yi’ 

για i = 1, 2, . . . , m και το m  . 

2) Ζνα διάςτθμα k, όπου k = [x0, ν+ είναι το διάςτθμα ςτο οποίο κα εκτιμθκεί θ 

λφςθ τθσ δ.ε. 

3) Ζνα διάνυςμα n, όπου n είναι το διάνυςμα των αρχικϊν τιμϊν ςτο ςθμείο x0. 

4) Το μζγεκοσ του βιματοσ h. 

Η f(x, Y) ειςάγεται ςτο Matlab με τθν εξισ μορφι “ @ (x, y)  [y1’, y2’, ………,ym’+  ”, τα k 
και n με τθν μορφι πίνακα του Matlab και το h ςαν ζνασ αρικμόσ. 
  
Οι ζξοδοι τουσ είναι: 
 

1) Ζνασ πίνακασ Yn x m, όπου τα ςτοιχεία τθσ κάκε ςτιλθσ του είναι οι 
προςεγγίςεισ yi τθσ αντίςτοιχθσ λφςθσ y(xi) για i = 1, 2, . . . , m. Με n 
ςυμβολίςαμε τον αρικμό των ςθμείων που παίρνουμε και με m τον αρικμό 
των λφςεων yi που προςεγγίςαμε. 
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2) Ζνασ πίνακα x1 x n, με ςτοιχεία τα ςθμεία xi ςτα οποία προςεγγίηουμε τθν 
λφςθ τθσ δ.ε.  

 
Για παράδειγμα το πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν y’ = – y με αρχικι ςυνκικθ y(0) = 1. 
Ζςτω ότι διαλζγουμε να λυκεί με τθν υπορουτίνα που καταςκευάςαμε για τθν 
μζκοδο του Shanks (8, 10), ςτο διάςτθμα *0, 2+ με βιμα h=0.2. Το όνομα τθσ 
υπορουτίνασ είναι “ sdeS810 ”, ζτςι ειςάγουμε ςτο Matlab τισ εντολζσ: 
 
>> f=@(x,y) -y;, n=1;, k=[0,2];, h=0.2; 
>> [x,y]= sdeS810(f,k,h,n); 
 
αφοφ φυςικά πιο πριν ζχουμε αποκθκεφςει τον κϊδικα τθσ “ sdeS810 ” που δίνεται 
παρακάτω, ςτο Matlab. Σαν εξόδουσ παίρνουμε τα αποτελζςματα: 
 
>> y 
 
y = 
 
    1.0000 
    0.8187 
    0.6703 
    0.5488 
    0.4493 
    0.3679 
    0.3012 
    0.2466 
    0.2019 
    0.1653 
    0.1353 
 
>> x = x' 
 
x = 
 
         0 
    0.2000 
    0.4000 
    0.6000 
    0.8000 
    1.0000 
    1.2000 
    1.4000 
    1.6000 
    1.8000 
    2.0000 
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Ακόμθ για να λυκεί το ςφςτθμα y1’ =  
 

  
 και  y2’ =  

 

  
 με y1(0) = y2(0) = 1 ςτο ίδιο 

διάςτθμα με ίδιο βιμα και τθν ίδια μζκοδο ειςάγουμε ςτο Matlab τισ εντολζσ: 
 
>> f=@(x,y) [1/y(2),-1/y(1)];, k=[0,2];, n=[1,1];, h=0.2; 
>> [x,y]= sdeS810(f,k,h,n); 
 
και μασ δίνει: 
 
>> y 
 
y = 
 
    1.0000    1.0000 
    1.2214    0.8187 
    1.4918    0.6703 
    1.8221    0.5488 
    2.2255    0.4493 
    2.7183    0.3679 
    3.3201    0.3012 
    4.0552    0.2466 
    4.9530    0.2019 
    6.0496    0.1653 
    7.3891    0.1353 
 
και 
 
>> x=x' 
 
x = 
 
         0 
    0.2000 
    0.4000 
    0.6000 
    0.8000 
    1.0000 
    1.2000 
    1.4000 
    1.6000 
    1.8000 
    2.0000 
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 Οι υπορουτίνεσ που καταςκευάςτθκαν από τον ςυγγραφζα δίνονται ςτθν ςυνζχεια:    
 
Υπορουτίνα Κλαςικοφ Τφπου (4, 4)    (2.3.1) 
 
function[x,y]= sdeC44(f,k,h,n) 
c2=1/2;, c3=1/2;, c4=1; 
a21=1/2;,  
a31=0;, a32=1/2;  
a41=0;, a42=0;, a43=1;  
w1=1/6;, w2=1/3;, w3=1/3;, w4=1/6; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 
Υπορουτίνα Kutta Τφπου (4, 4)    (2.3.2) 
 
function[x,y]=sdeK44(f,k,h,n) 
c2=1/3;, c3=2/3;, c4=1; 
a21=1/3;,  
a31=-1/3;, a32=1;  
a41=1;, a42=-1;, a43=1;  
w1=1/8;, w2=3/8;, w3=3/8;, w4=1/8; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 

for j=1:v 

y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 
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 Υπορουτίνα Gill Τφπου (4, 4)    (2.3.3) 

function[x,y]=sdeG44(f,k,h,n) 
c2=1/2;, c3=1/2;, c4=1; 
a21=1/2;,  
a31=(sqrt(2)-1)/2;, a32=(2-sqrt(2))/2;  
a41=0;, a42=-sqrt(2)/2;, a43=1+(sqrt(2)/2);  
w1=1/6;, w2=(2-sqrt(2))/6;, w3=(2+sqrt(2))/6;, w4=1/6; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 
     

Υπορουτίνα Nystrom Τφπου (5, 6)   (2.4.1) 

function[x,y]= sdeN56(f,k,h,n) 
c2=1/3;,c3=2/5;,c4=1;,c5=2/3;,c6=4/5; 
a21=1/3; 
a31=4/25;,a32=6/25; 
a41=1/4;,a42=-12/4;,a43=15/4; 
a51=6/81;,a52=90/81;,a53=-50/81;,a54=8/81; 
a61=6/75;,a62=36/75;,a63=10/75;,a64=8/75;,a65=0; 
w1=23/192;,w2=0;, w3=125/192;, w4=0; w5=-81/192;, 

w6=125/192; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 

for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 

k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 

k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
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for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 
Υπορουτίνα 1 Butcher Τφπου (5, 6)    (2.4.2) 

 function[x,y]= sdeB561(f,k,h,n) 
c2=1/8;, c3=1/4;, c4=1/2;, c5=3/4;, c6=1; 
a21=1/8;,  
a31=0;, a32=1/4;  
a41=1/2;, a42=-1;, a43=1;,  
a51=3/16;, a52=0;, a53=0;, a54=9/16; 
a61=-5/7;, a62=4/7;, a63=12/7;, a64=-12/7;, a65=8/7; 
w1=7/90;, w2=0;, w3=32/90;, w4=12/90;, w5=32/90;, 

w6=7/90; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 

for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 

 

Υπορουτίνα 2 Butcher Τφπου (5, 6)    (2.4.3) 

function[x,y]= sdeB562(f,k,h,n) 
c2=1/4;, c3=1/4;, c4=1/2;, c5=3/4;, c6=1; 
a21=1/4;,  
a31=1/8;, a32=1/8;  
a41=0;, a42=-1/2;, a43=1;,  
a51=3/16;, a52=0;, a53=0;, a54=9/16; 
a61=-3/7;, a62=2/7;, a63=12/7;, a64=-12/7;, a65=8/7; 

 



133 

 
w1=7/90;, w2=0;, w3=32/90;, w4=12/90;, w5=32/90;, 

w6=7/90; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 
Υπορουτίνα 3 Butcher Τφπου (5, 6)    (2.4.4) 

function[x,y]= sdeB563(f,k,h,n) 
c2=-1/2;, c3=1/4;, c4=1/2;, c5=3/4;, c6=1; 
a21=-1/2;,  
a31=5/16;, a32=-1/16;  
a41=-3/4;, a42=1/4;, a43=1;,  
a51=3/16;, a52=0;, a53=0;, a54=9/16; 
a61=0;, a62=-1/7;, a63=12/7;, a64=-12/7;, a65=8/7; 
w1=7/90;, w2=0;, w3=32/90;, w4=12/90;, w5=32/90;, 

w6=7/90; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 

k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j); 
end 
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x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 

 

Υπορουτίνα 4 Butcher Τφπου (5, 6)    (2.4.5) 
 
function[x,y]= sdeB564(f,k,h,n) 
c2=1/5;, c3=2/5;, c4=1/3;, c5=4/5;, c6=1; 
a21=1/5;,  
a31=0;, a32=2/5;  
a41=7/36;, a42=0;, a43=5/36;,  
a51=0;, a52=0;, a53=4/5;, a54=0; 
a61=1/4;, a62=0;, a63=-35/4;, a64=54/7;, a65=25/14; 
w1=5/48;, w2=0;, w3=0;, w4=27/56;, w5=125/336;, w6=1/24; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 
 

 
Υπορουτίνα 5 Butcher Τφπου (5, 6)    (2.4.6) 
 
function[x,y]= sdeB565(f,k,h,n) 
c2=-1/5;, c3=2/5;, c4=1/3;, c5=4/5;, c6=1; 
a21=-1/5;,  

a31=4/5;, a32=-2/5;  

a41=7/36;, a42=0;, a43=5/36;,  

a51=0;, a52=0;, a53=4/5;, a54=0; 
a61=1/4;, a62=0;, a63=-35/4;, a64=54/7;, a65=25/14; 
w1=5/48;, w2=0;, w3=0;, w4=27/56;, w5=125/336;, w6=1/24; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
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for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 
Υπορουτίνα Fehlberg Τφπου (5, 6)    (2.4.7) 

function[x,y]= sdeF56(f,k,h,n) 
c2=1/6;, c3=4/15;, c4=2/3;, c5=4/5;, c6=1; 
a21=1/6;,  
a31=4/75;, a32=16/75;  
a41=5/6;, a42=-8/3;, a43=5/2;,  
a51=-8/5;, a52=144/25;, a53=-4;, a54=16/25; 
a61=361/320;, a62=-18/5;, a63=407/128;, a64=-11/80;, 

a65=55/128; 
w1=31/384;, w2=0;, w3=1125/2816;, w4=9/32;, w5=125/768;, 

w6=5/66; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 

k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 
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Υπορουτίνα Shanks Τφπου (5, 5)     (2.4.8) 

function[x,y]= sdeS55(f,k,h,n) 
c2=1/9000;, c3=3/10;, c4=3/4;, c5=1; 
a21=1/9000; 
a31=-4047/10;, a32=4050/10; 
a41=20241/8;, a42=-20250/8;, a43=15/8; 
a51=-931041/81;, a52=931500/81;, a53=-490/81;, 

a54=112/81; 
w1=105/1134;, w2=0;, w3=500/1134;, w4=448/1134;, 

w5=81/1134; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 

for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 
Υπορουτίνα Lawson Τφπου (5, 6)     (2.4.9) 

function[x,y]= sdeL56(f,k,h,n) 
c2=1/2;, c3=1/4;, c4=1/2;, c5=3/4;, c6=1; 
a21=1/2;,  
a31=3/16;, a32=1/16;  

a41=0;, a42=0;, a43=1/2;,  
a51=0;, a52=-3/16;, a53=6/16;, a54=9/16; 
a61=1/7;, a62=4/7;, a63=6/7;, a64=-12/7;, a65=8/7; 
w1=7/90;, w2=0;, w3=32/90;, w4=12/90;, w5=32/90;, 

w6=7/90; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
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k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 
Υπορουτίνα Sarafyan Τφπου (5, 6)     (2.4.10) 

function[x,y]= sdeSrf56(f,k,h,n) 
c2=1/2;, c3=1/2;, c4=1;, c5=2/3;, c6=2/10; 
a21=1/2;,  
a31=1/4;, a32=1/4;  
a41=0;, a42=-1;, a43=2;,  
a51=7/27;, a52=10/27;, a53=0;, a54=1/27; 
a61=28/625;, a62=-125/625;, a63=546/625;, a64=54/625;, 

a65=-378/625; 
w1=14/336;, w2=0;, w3=0;, w4=35/336;, w5=162/336;, 

w6=125/336; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 

k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 
Υπορουτίνα Butcher Τφπου (6, 7)     (2.5.1) 

function[x,y]= sdeB67(f,k,h,n) 
c2=1/3;, c3=2/3;, c4=1/3;, c5=1/2;, c6=1/2;, c7=1; 
a21=1/3;,  
a31=0;, a32=2/3;  
a41=1/12;, a42=1/3;, a43=-1/12;,  
a51=-1/16;, a52=9/8;, a53=-3/16;, a54=-3/8; 
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a61=0;, a62=9/8;, a63=-3/8;, a64=-3/4;, a65=1/2; 
a71=9/44;, a72=-9/11;, a73=63/44;, a74=18/11;, a75=0;, 

a76=-16/11; 
w1=11/120;, w2=0;, w3=27/40;, w4=27/40;, w5=-4/15;,    

w6=  -4/15; w7=11/120; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 

end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75* 

k5+a76*k6); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j)+w7*k7(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 
Υπορουτίνα Shanks Τφπου (6, 6)    (2.5.2) 

function[x,y]= sdeS66(f,k,h,n) 
c2=1/300;, c3=1/5;, c4=3/5;, c5=14/15;, c6=1; 
a21=1/300;                                                                                                     
a31=-29/5;, a32=30/5;                                                                       
a41=323/5;, a42=-330/5;, a43=10/5; 
a51=-510104/810;, a52=521640/810;, a53=-12705/810;, 

a54=1925/810;  
a61=-417923/77;, a62=427350/77;, a63=-10605/77;, 

a64=1309/77;, a65=-54/77; 
w1=198/3696;, w2=0;, w3=1225/3696;, w4=1540/3696;, 

w5=810/3696;, w6=-77/3696; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
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k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 
Υπορουτίνα Fehlberg τφπου (6, 8)    (2.5.3) 

function[x,y]= sdeF68(f,k,h,n) 
c2=2/33;, c3=4/33;, c4=2/11;, c5=1/2;, c6=2/3;, c7=6/7;, 

c8=1; 
a21=2/33;                                                                                                          
a31=0;, a32=4/33;   
a41=1/22;,a42=0;,a43=3/22; 
a51=43/64; a52=0; a53=-165/64;, a54=77/32;   
a61=-2383/486;, a62=0;, a63=1067/54;, a64=-26312/1701;, 

a65=2176/1701; 
a71=10077/4802;, a72=0;, a73=-5643/686;, 

a74=116259/16807;, a75=-6240/16807;, a76=1053/2401; 
a81=-733/176;, a82=0;, a83=141/8;,a84=-335763/23296;, 

a85=216/77;, a86=-4617/2816;, a87=7203/9152; 

w1=77/1440;, w2=0;, w3=0;, w4=1771561/6289920;, 

w5=32/105;, w6=243/2560; w7=16807/74880;, w8=11/270; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75* 

k5+a76*k6); 
k8=h*f(x(i)+c8*h,y(i,:)+a81*k1+a82*k2+a83*k3+a84*k4+a85* 

k5+a86*k6+a87*k7); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j)+w7*k7(j)+w8*k8(j); 
end 
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x(i+1)=x(i)+h; 
end 
 

Υπορουτίνα Shanks Τφπου (7, 7)    (2.6.1) 

function[x,y]= sdeS77(f,k,h,n) 
c2=1/192;, c3=1/6;, c4=1/2;, c5=1;, c6=5/6;, c7=1; 
a21=1/192;  
a31=-15/6;, a32=16/6;  
a41=4867/186;, a42=-5072/186;, a43=298/186;,  
a51=-19995/31;, a52=20896/31;, a53=-1025/31;, a54=155/31; 
a61=-469805/5022;, a62=490960/5022;, a63=-22736/5022;, 

a64=5580/5022;, a65=186/5022; 
a71=914314/2604;, a72=-955136/2604;, a73=47983/2604;, 

a74=-6510/2604;, a75=-558/2604;, a76=2511/2604; 
w1=14/300;, w2=0;, w3=81/300;, w4=110/300;, w5=0;, 

w6=81/300; w7=14/300; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75* 

k5+a76*k6); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j)+w7*k7(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 
 

Υπορουτίνα Fehlberg Τφπου (7, 11)    (2.6.2) 

function[x,y]= sdeF711(f,k,h,n) 
c2=2/27;, c3=1/9;, c4=1/6;, c5=5/12;, c6=1/2;, c7=5/6;, 

c8=1/6;, c9=2/3;, c10=1/3;, c11=1; 
a21=2/27;,  
a31=1/36;, a32=1/12;  
a41=1/24;, a42=0;, a43=1/8;,  
a51=5/12;, a52=0;, a53=-25/16;, a54=25/16; 
a61=1/20;, a62=0;, a63=0;, a64=1/4;, a65=1/5; 
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a71=-25/108;, a72=0;, a73=0;, a74=125/108;, a75=-65/27;, 

a76=125/54; 

a81=31/300;, a82=0;, a83=0;, a84=0;, a85=61/225;,    

a86=-2/9;, a87=13/900; 
a91=2;, a92=0;, a93=0;, a94=-53/6;, a95=704/45;,     

a96=-107/9;, a97=67/90;, a98=3; 
a101=-91/108;, a102=0;, a103=0;, a104=23/108;,      

a105=-976/135;, a106=311/54;, a107=-19/60;, a108=17/6;, 

a109=-1/12; 
a111=2383/4100;, a112=0;, a113=0;, a114=-341/164;, 

a115=4496/1025;, a116=-301/82;, a117=2133/4100;, 

a118=45/82;, a119=45/164;,a1110=18/41; 
w1=41/840;, w2=0;, w3=0;, w4=0;, w5=0;, w6=34/105; 

w7=9/35;, w8=9/35;, w9=9/280;, w10=9/280;, w11=41/840; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 

k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75* 

k5+a76*k6); 
k8=h*f(x(i)+c8*h,y(i,:)+a81*k1+a82*k2+a83*k3+a84*k4+a85* 

k5+a86*k6+a87*k7); 
k9=h*f(x(i)+c9*h,y(i,:)+a91*k1+a92*k2+a93*k3+a94*k4+a95* 

k5+a96*k6+a97*k7+a98*k8); 
k10=h*f(x(i)+c10*h,y(i,:)+a101*k1+a102*k2+a103*k3+a104* 

k4+a105*k5+a106*k6+a107*k7+a108*k8+a109*k9); 
k11=h*f(x(i)+c11*h,y(i,:)+a111*k1+a112*k2+a113*k3+a114* 

k4+a115*k5+a116*k6+a117*k7+a118*k8+a119*k9+a1110*k10); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j)+w7*k7(j)+w8*k8(j)+w9*k9(j)+w10*k10(j)+w11*

k11(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 
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Υπορουτίνα Shanks Τφπου (7, 9)    (2.6.3) 

function[x,y]= sdeS79(f,k,h,n) 
c2=2/9;, c3=1/3;, c4=1/2;, c5=1/6;, c6=8/9;, c7=1/9;, 

c8=5/6;, c9=1; 
a21=2/9;,  
a31=1/12;, a32=3/12;  
a41=1/8;, a42=0;, a43=3/8;,  
a51=23/216;, a52=0;, a53=21/216;, a54=-8/216; 
a61=-4136/729;, a62=0;, a63=-13584/729;, a64=5264/729;, 

a65=13104/729; 
a71=105131/151632;, a72=0;, a73=302016/151632;,      

a74=-107744/151632;, a75=-284256/151632;, 

a76=1701/151632; 
a81=-775229/1375920;, a82=0;, a83=-2770950/1375920;, 

a84=1735136/1375920;, a85=2547216/1375920;, 

a86=81891/1375920;, a87=328536/1375920; 
a91=23569/251888;, a92=0;, a93=-122304/251888;,      

a94=-20384/251888;, a95=695520/251888;,              

a96=-99873/251888;, a97=-466560/251888;, 

a98=241920/251888; 
w1=110201/2140320;, w2=0;, w3=0;, w4=767936/2140320;, 

w5=635040/2140320;, w6=-59049/2140320;                

w7=-59049/2140320;, w8=635040/2140320;, 

w9=110201/2140320; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  

for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 

for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75* 

k5+a76*k6); 
k8=h*f(x(i)+c8*h,y(i,:)+a81*k1+a82*k2+a83*k3+a84*k4+a85* 

k5+a86*k6+a87*k7); 
k9=h*f(x(i)+c9*h,y(i,:)+a91*k1+a92*k2+a93*k3+a94*k4+a95* 

k5+a96*k6+a97*k7+a98*k8); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j)+w7*k7(j)+w8*k8(j)+w9*k9(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 
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Υπορουτίνα Fehlberg Τφπου (8, 15)     (2.7.1) 

function[x,y]= sdeF815(f,k,h,n) 

c2 = 0.44368940376498183109599404281370; 

c3 = 0.66553410564747274664399106422055; 

c4 = 0.99830115847120911996598659633083; 

c5 = 0.3155;                                                    

c6 = 0.50544100948169068626516126737384; 

c7 = 0.17142857142857142857142857142857; 

c8 = 0.82857142857142857142857142857143; 

c9 = 0.66543966121011562534953769255586; 

c10 = 0.24878317968062652069722274560771; 

c11 = 0.1090; 

c12 = 0.8910; 

c13 = 0.3995; 

c14 = 0.6005; 

c15 = 1; 

a21= 0.44368940376498183109599404281370; 

a31 = 0.16638352641186818666099776605514; 

a32 = 0.49915057923560455998299329816541; 

a41 = 0.24957528961780227999149664908271; 

a42 = 0; 

a43 = 0.74872586885340683997448994724812; 

a51 = 0.20661891163400602426556710393185; 

a52 = 0; 

a53 = 0.17707880377986347040380997288319; 

a54 =-0.68197715413869494669377076815048*(10^(-1));  

a61 = 0.10927823152666408227903890926157; 

a62 = 0;, a63 = 0; 

a64 = 0.40215962642367995421990563690087*(10^(-2)); 

a65 = 0.39214118169078980444392330174325; 

a71 = 0.98899281409164665304844765434355*(10^(-1)); 

a72 = 0;, a73 = 0; 

a74 = 0.35138370227963966951204487356703*(10^(-2)); 

a75 = 0.12476099983160016621520625872489; 

a76 =-0.55745546834989799643742901466348*(10^(-1)); 

a81 =-0.36806865286242203724153101080691; 

a82 = 0;, a83 = 0;, a84 = 0; 

a85 =-0.22273897469476007645024020944166*10;  

a86 = 0.13742908256702910729565691245744*10;  

a87 = 0.20497390027111603002159354092206*10; 

a91 = 0.45467962641347150077351950603349*(10^(-1)); 

a92 = 0;, a93 = 0;, a94 = 0;, a95 = 0; 

a96 = 0.32542131701589147114677469648853;  

a97 = 0.28476660138527908888182420573687; 

a98 = 0.97837801675979152435868397271099*(10^(-2)); 

a101 = 0.60842071062622057051094145205182*(10^(-1)); 

a102 = 0;, a103 = 0;, a104 = 0;, a105 = 0; 
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a106 =-0.21184565744037007526325275251206*(10^(-1));  

a107 = 0.19596557266170831957464490662983; 

a108 =-0.42742640364817603675144835342899*(10^(-2));  

a109 = 0.17434365736814911965323452558189*(10^(-1)); 

a111 = 0.54059783296931917365785724111182*(10^(-1)); 

a112 = 0;, a113 = 0;, a114 = 0;, a115 = 0;, a116 = 0; 

a117 = 0.11029825597828926530283127648228; 

a118 =-0.12565008520072556414147763782250*(10^(-2));  

a119 = 0.36790043477581460136384043566339*(10^(-2)); 

a1110 =-0.57780542770972073040840628571866*(10^(-1)); 

a121 = 0.12732477068667114646645181799160; 

a122 = 0;, a123 = 0;, a124 = 0;, a125 = 0;, a126 = 0;, 

a127 = 0; 

a128 = 0.11448805006396105323658875721817; 

a129 = 0.28773020709697992776202201849198; 

a1210 = 0.50945379459611363153735885079465; 

a1211 =-0.14799682244372575900242144449640;  

a131 =-0.36526793876616740535848544394333*(10^(-2)); 

a132 = 0;, a133 = 0;, a134 = 0;, a135 = 0; 

a136 = 0.81629896012318919777819421247030*(10^(-1)); 

a137 =-0.38607735635693506490517694343215;  

a138 = 0.30862242924605106450474166025206*(10^(-1)); 

a139 =-0.58077254528320602815829374733518*(10^(-1)); 

a1310 = 0.33598659328884971493143451362322; 

a1311 = 0.41066880401949958613549622786417; 

a1312 =-0.11840245972355985520633156154536*(10^(-1));  

a141 =-0.12375357921245143254979096135669*10; 

a142 = 0; a143 = 0;, a144 = 0;, a145 = 0; 

a146 =-0.24430768551354785358734861366763*(10^(+2));  

a147 = 0.54779568932778656050436528991173; 

a148 =-0.44413863533413246374959896569346*10;  

a149 = 0.10013104813713266094792617851022*(10^(+2)); 

a1410 =-0.14995773102051758447170985073142*(10^(+2)); 

a1411 = 0.58946948523217013620824539651427*10; 

a1412 = 0.17380377503428984877616857440542*10; 

a1413 = 0.27512330693166730263758622860276*(10^(+2));  

a151 =-0.35260859388334522700502958875588; 

a152 = 0;, a153 = 0;, a154 = 0;, a155 = 0; 

a156 =-0.18396103144848270375044198988231; 

a157 =-0.65570189449741645138006879985251;  

a158 =-0.39086144880439863435025520241310;  

a159 = 0.26794646712850022936584423271209; 

a1510 =-0.10383022991382490865769858507427*10;  

a1511 = 0.16672327324258671664727346168501*10; 

a1512 = 0.49551925855315977067732967071441; 

a1513 = 0.11394001132397063228586738141784*10; 

a1514 = 0.51336696424658613688199097191534*(10^(-1)); 

w1 = 0.32256083500216249913612900960247*(10^(-1)); 
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w2 = 0;, w3 = 0;, w4 = 0;, w5 = 0;, w6 = 0;, w7 = 0;    

w8 = 0;   

w9 = 0.25983725283715403018887023171963; 

w10 = 0.92847805996577027788063714302190*(10^(-1)); 

w11 = 0.16452339514764342891647731842800; 

w12 = 0.17665951637860074367084298397547; 

w13 = 0.23920102320352759374108933320941; 

w14 = 0.39484274604202853746752118829325*(10^(-2)); 

w15 = 0.30726495475860640406368305522124*(10^(-1)); 

x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  

for j=1:v 

    y(1,j)=n(j); 

end 

for i=1:m 

k1=h*f(x(i),y(i,:)); 

k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 

k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 

k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 

k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 

k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75* 

k5+a76*k6); 

k8=h*f(x(i)+c8*h,y(i,:)+a81*k1+a82*k2+a83*k3+a84*k4+a85* 

k5+a86*k6+a87*k7); 

k9=h*f(x(i)+c9*h,y(i,:)+a91*k1+a92*k2+a93*k3+a94*k4+a95* 

k5+a96*k6+a97*k7+a98*k8); 

k10=h*f(x(i)+c10*h,y(i,:)+a101*k1+a102*k2+a103*k3+a104*k4

+a105*k5+a106*k6+a107*k7+a108*k8+a109*k9); 

k11=h*f(x(i)+c11*h,y(i,:)+a111*k1+a112*k2+a113*k3+a114*k4

+a115*k5+a116*k6+a117*k7+a118*k8+a119*k9+a1110*k10); 

k12=h*f(x(i)+c12*h,y(i,:)+a121*k1+a122*k2+a123*k3+a124*k4

+a125*k5+a126*k6+a127*k7+a128*k8+a129*k9+a1210*k10+a1211*

k11); 

k13=h*f(x(i)+c13*h,y(i,:)+a131*k1+a132*k2+a133*k3+a134*k4

+a135*k5+a136*k6+a137*k7+a138*k8+a139*k9+a1310*k10+a1311*

k11+a1312*k12); 

k14=h*f(x(i)+c14*h,y(i,:)+a141*k1+a142*k2+a143*k3+a144*k4

+a145*k5+a146*k6+a147*k7+a148*k8+a149*k9+a1410*k10+a1411*

k11+a1412*k12+a1413*k13); 

k15=h*f(x(i)+c15*h,y(i,:)+a151*k1+a152*k2+a153*k3+a154*k4

+a155*k5+a156*k6+a157*k7+a158*k8+a159*k9+a1510*k10+a1511*

k11+a1512*k12+a1513*k13+a1514*k14); 

for j=1:v 

y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j)+w7*k7(j)+w8*k8(j)+w9*k9(j)+w10*k10(j)+w11*

k11(j)+w12*k12(j)+w13*k13(j)+w14*k14(j)+w15*k15(j); 

end 
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x(i+1)=x(i)+h; 

end 

 

 

Υπορουτίνα Shanks Τφπου (8, 10)    (2.7.2) 

function[x,y]= sdeS810(f,k,h,n) 
c2=4/27;, c3=2/9;, c4=1/3;, c5=1/2;, c6=2/3;, c7=1/6;, 

c8=1;, c9=5/6;, c10=1; 
a21=4/27;,  
a31=1/18;, a32=3/18;  
a41=1/12;, a42=0;, a43=3/12;,  
a51=1/8;, a52=0;, a53=0;, a54=3/8; 
a61=13/54;, a62=0;, a63=-27/54;, a64=42/54;, a65=8/54; 
a71=389/4320;, a72=0;, a73=-54/4320;, a74=966/4320;, 

a75=-824/4320;, a76=243/4320; 
a81=-231/20;, a82=0;, a83=81/20;, a84=-1164/20;, 

a85=656/20;, a86=-122/20;, a87=800/20; 
a91=-127/288;, a92=0;, a93=18/288;, a94=-678/288;, 

a95=456/288;, a96=-9/288;, a97=576/288;, a98=4/288; 
a101=1481/820;, a102=0;, a103=-81/820;, a104=7104/820;, 

a105=-3376/820;, a106=72/820;, a107=-5040/820;,     

a108=-60/820;, a109=720/820; 
w1=41/840;, w2=0;, w3=0;, w4=27/840;, w5=272/840;, 

w6=27/840; w7=216/840;, w8=0;, w9=216/840;, w10=41/840; 

x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75* 

k5+a76*k6); 
k8=h*f(x(i)+c8*h,y(i,:)+a81*k1+a82*k2+a83*k3+a84*k4+a85* 

k5+a86*k6+a87*k7); 
k9=h*f(x(i)+c9*h,y(i,:)+a91*k1+a92*k2+a93*k3+a94*k4+a95* 

k5+a96*k6+a97*k7+a98*k8); 
k10=h*f(x(i)+c10*h,y(i,:)+a101*k1+a102*k2+a103*k3+a104*k4

+a105*k5+a106*k6+a107*k7+a108*k8+a109*k9); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j)+w7*k7(j)+w8*k8(j)+w9*k9(j)+w10*k10(j); 
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end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 
 

 

Υπορουτίνα Shanks Τφπου (8, 12)    (2.7.3) 

function[x,y]= sdeS812(f,k,h,n) 
c2=1/9;, c3=1/6;, c4=1/4;, c5=1/10;, c6=1/6;, c7=1/2;, 

c8=2/3;, c9=1/3;, c10=5/6;, c11=5/6;, c12=1; 
a21=1/9;,  
a31=1/24;, a32=3/24;  
a41=1/16;, a42=0;, a43=3/16;,  
a51=29/500;, a52=0;, a53=33/500;, a54=-12/500; 
a61=33/972;, a62=0;, a63=0;, a64=4/972;, a65=125/972; 
a71=-21/36;, a72=0;, a73=0;, a74=76/36;, a75=125/36;, 

a76=-162/36; 
a81=-30/243;, a82=0;, a83=0;, a84=-32/243;, a85=125/243;, 

a86=0;, a87=99/243; 
a91=1175/324;, a92=0;, a93=0;, a94=-3456/324;,       

a95=-6250/324;, a96=8424/324;, a97=242/324;, a98=-27/324; 
a101=293/324;, a102=0;, a103=0;, a104=-852/324;,     

a105=-1375/324;, a106=1836/324;, a107=-118/324;, 

a108=162/324;, a109=1; 

a111=1303/1620;, a112=0;, a113=0;, a114=-4260/1620;, 

a115=-6875/1620;, a116=9990/1620;, a117=1030/1620;, 

a118=0;, a119=0;,a1110=162/1620; 
a121=-8595/4428;, a122=0;, a123=0;, a124=30720/4428;, 

a125=48750/4428;, a126=-66096/4428;, a127=378/4428;, 

a128=-729/4428;, a129=-1944/4428;, a1210=-1296/4428;, 

a1211=3240/4428; 
w1=41/840;, w2=0;, w3=0;, w4=0;, w5=0;, w6=216/840; 

w7=272/840;, w8=27/840;, w9=27/840;, w10=36/840;, 

w11=180/840;, w12=41/840; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
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k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75* 

k5+a76*k6); 
k8=h*f(x(i)+c8*h,y(i,:)+a81*k1+a82*k2+a83*k3+a84*k4+a85* 

k5+a86*k6+a87*k7); 
k9=h*f(x(i)+c9*h,y(i,:)+a91*k1+a92*k2+a93*k3+a94*k4+a95* 

k5+a96*k6+a97*k7+a98*k8); 
k10=h*f(x(i)+c10*h,y(i,:)+a101*k1+a102*k2+a103*k3+a104*k4

+a105*k5+a106*k6+a107*k7+a108*k8+a109*k9); 
k11=h*f(x(i)+c11*h,y(i,:)+a111*k1+a112*k2+a113*k3+a114*k4

+a115*k5+a116*k6+a117*k7+a118*k8+a119*k9+a1110*k10); 
k12=h*f(x(i)+c12*h,y(i,:)+a121*k1+a122*k2+a123*k3+a124*k4

+a125*k5+a126*k6+a127*k7+a128*k8+a129*k9+a1210*k10+a1211*

k11); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j)+w7*k7(j)+w8*k8(j)+w9*k9(j)+w10*k10(j)+w11*

k11(j)+w12*k12(j); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 
 

 

 

Τπορουτίνεσ Μεκόδων Runge-Kutta με Δυνατότθτα Εκτίμθςθσ του    

                                     φάλματοσ Αποκοπισ   

 

 Οι υπορουτίνεσ που κα παρουςιαςκοφν παρακάτω βαςίηονται ςε ενςωματωμζνουσ 

τφπουσ Runge-Kutta και όπωσ και οι ςυναρτιςεισ που παρουςιάςκθκαν πιο πριν 

μποροφν να λφνουν κάκε είδουσ πρόβλθμα αρχικϊν τιμϊν κακϊσ και κάκε είδουσ 

ςφςτθμα δ.ε. ςε αυτι τθ μορφι. Επιπλζον ζχουν τθν δυνατότθτα να δίνουν και μια 

εκτίμθςθ του ςφάλματοσ αποκοπισ. Η δομι των υπορουτίνων είναι θ εξισ: 

         [x, y, T, e, yem]= όνομα_ςυνάρτθςθσ (f, k, h, n) 
 

Τα δεδομζνα ειςόδου είναι ίδια με αυτά των προθγοφμενων υπορουτίνων. Στισ 

εξόδουσ παίρνουμε επιπλζον: 

1) Ζνα πίνακα Τn x m, όπου τα ςτοιχεία Ti τθσ κάκε ςτιλθσ του είναι οι εκτιμιςεισ 
του ςφάλματοσ αποκοπισ των αντίςτοιχων προςεγγίςεων yi για i = 1, 2, . . . , 
m που ζχουν υπολογιςτεί με ειδικοφσ τφπουσ.  
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2) Ζνα πίνακα e n x m, όπου τα ςτοιχεία ei τθσ κάκε ςτιλθσ του είναι οι 
εκτιμιςεισ του ςφάλματοσ αποκοπισ των αντίςτοιχων προςεγγίςεων yi για    
i = 1, 2, . . . , m. Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ εκτίμθςθ του ςφάλματοσ ςτο yi 
είναι διαφορά των προςεγγίςεων, για τθν ςυγκεκριμζνθ τιμι yi, που 
παίρνουμε από τισ δφο διαδικαςίεσ που ςυνυπάρχουν ςτον ενςωματωμζνο 
τφπο που χρθςιμοποιιςαμε.  

3) Ζνα πίνακα yem, όπου τα ςτοιχεία τθσ κάκε ςτιλθσ του είναι οι προςεγγίςεισ 
yemi τθσ αντίςτοιχθσ λφςθσ y(xi) για i = 1, 2, . . . , m, που υπολογίηεται από 
τθν επιπλζον διαδικαςία που ςυνυπάρχει μζςα ςτον ενςωματωμζνο τφπο θ 
οποία δεν ςυμμετζχει ςτον υπολογιςμό των αξιολογιςεων ki. 

 
   

Για παράδειγμα το ςφςτθμα y1’ =  
 

  
 και  y2’ =  

 

  
 με y1(0) = y2(0) =1. Ζςτω ότι 

διαλζγουμε να λυκεί με τθν υπορουτίνα που καταςκευάςαμε για τθν μζκοδο του 
Fehlberg που περιζχει τφπο  (5, 6) ενςωματωμζνο μζςα ςε τφπο (6, 8), ςτο  
διάςτθμα *0, 2+ με βιμα h=0.2. Το όνομα τθσ υπορουτίνασ είναι “sdeF56em68”, ζτςι 
ειςάγουμε ςτο Matlab τισ εντολζσ: 
 
>> f=@(x,y) [1/y(2),-1/y(1)];, k=[0,2];, n=[1,1];, h=0.2; 
>> [x,y,T,e,yem]= sdeF56em68(f,k,h,n); 
 
Σαν εξόδουσ παίρνουμε τα αποτελζςματα: 
 
>> y 
 
y = 
 
    1.0000    1.0000 
    1.2214    0.8187 
    1.4918    0.6703 
    1.8221    0.5488 
    2.2255    0.4493 
    2.7183    0.3679 
    3.3201    0.3012 
    4.0552    0.2466 
    4.9530    0.2019 
    6.0496    0.1653 
    7.3891    0.1353 
 
>> yem 
 
yem = 
 
    1.0000    1.0000 
    1.2214    0.8187 
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    1.4918    0.6703 
    1.8221    0.5488 
    2.2255    0.4493 
    2.7183    0.3679 
    3.3201    0.3012 
    4.0552    0.2466 
    4.9530    0.2019 
    6.0496    0.1653 
    7.3891    0.1353 
    
>> x=x' 
 
x = 
 
         0 
    0.2000 
    0.4000 
    0.6000 
    0.8000 
    1.0000 
    1.2000 
    1.4000 
    1.6000 
    1.8000 
    2.0000 
     
>> T 
 
T = 
 
  1.0e-008 * 
 
         0         0 
    0.0535   -0.9758 
    0.0654   -0.7989 
    0.0799   -0.6541 
    0.0975   -0.5355 
    0.1191   -0.4385 
    0.1455   -0.3590 
    0.1777   -0.2939 
    0.2171   -0.2406 
    0.2652   -0.1970 
    0.3239   -0.1613 
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>> e 
 
e = 
 
  1.0e-006 * 
 
         0         0 
    0.0027    0.0488 
    0.0059    0.0887 
    0.0099    0.1214 
    0.0148    0.1482 
    0.0208    0.1701 
    0.0281    0.1881 
    0.0369    0.2028 
    0.0478    0.2148 
    0.0611    0.2247 
    0.0772    0.2327 
     
Ππου το “ 1.0e-006 * ” που υπάρχει πριν από τον πίνακα e ςθμαίνει ότι 
πολλαπλαςιάηεται κάκε ςτοιχείο του με 1* 10-6 και το “ 1.0e-008 * ” πριν από τον 
πίνακα T ότι κάκε ςτοιχείο του T πολλαπλαςιάηεται με 1* 10-8.  
 
Οι υπορουτίνεσ που καταςκευάςτθκαν από τον ςυγγραφζα δίνονται ςτθν ςυνζχεια: 
 
Υπορουτίνα Merson Τφπου   (4.1.1.1) 
 
function[x,y,T]= sdeM45em(f,k,h,n) 
c2=1/3;, c3=1/3;, c4=1/2;, c5=1; 
a21=1/3; 
a31=1/6;, a32=1/6; 
a41=1/8;, a42=0;, a43=3/8; 
a51=1/2;, a52=0;, a53=-3/2;, a54=2; 
w1=1/6;, w2=0;, w3=0;, w4=2/3;, w5=1/6; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
    T(1,j)=0; 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j); 
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T(i+1,j)=(1/30)*(2*k1(j)-9*k3(j)+8*k4(j)-k5(j)); 
End 

x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 

Υπορουτίνα Scraton Τφπου     (4.1.1.3) 

function[x,y,T]= sdeScr45em(f,k,h,n) 
c2=2/9;, c3=1/3;, c4=3/4;, c5=9/10; 
a21=2/9; 
a31=1/12;, a32=1/4; 
a41=69/128;, a42=243/128;, a43=270/128; 
a51=(-345*9)/10000;, a52=(2025*9)/10000;,           

a53=(-1224*9)/10000;, a54=(544*9)/10000; 
w1=17/162;, w2=0;, w3=81/170;, w4=32/135;, w5=250/1377; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
    T(1,j)=0; 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j); 
T(i+1,j)=-(1/(k4(j)-k1(j)))*                           

((-1/18)*k1(j)+(27/170)*k3(j)-

(4/15)*k4(j)+(25/153)*k5(j))*((19/24)*k1(j)-

(27/8)*k2(j)+(57/20)*k3(j)-(4/15)*k4(j)); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 

Υπορουτίνα Sarafyan Τφπου    (4.1.2.1) 

function[x,y,yem,e]= sdeSrf56em(f,k,h,n) 
c2=1/2;, c3=1/2;, c4=1;, c5=2/3;, c6=2/10; 
a21=1/2;,  
a31=1/4;, a32=1/4;  
a41=0;, a42=-1;, a43=2;,  
a51=7/27;, a52=10/27;, a53=0;, a54=1/27; 
a61=28/625;, a62=-125/625;, a63=546/625;, a64=54/625;, 

a65=-378/625; 
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w1=14/336;, w2=0;, w3=0;, w4=35/336;, w5=162/336;, 

w6=125/336; 

x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
    yem(1,j)=n(j); 
    e(1,j)=0; 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j); 
yem(i+1,j)=y(i,j)+(1/6)*(k1(j)+4*k3(j)+k4(j)); 
e(i+1,j)=abs(y(i+1,j)-yem(i+1,j)); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 

Υπορουτίνα Fehlberg Τφποσ 56 ςε 68    (4.1.3.1) 

function[x,y,T,e,yem]= sdeF56em68(f,k,h,n) 
c2=1/6;, c3=4/15;, c4=2/3;, c5=4/5;, c6=1;, c7=0;, c8=1; 
a21=1/6;,  
a31=4/75;, a32=16/75;  
a41=5/6;, a42=-8/3;, a43=5/2;,  
a51=-8/5;, a52=144/25;, a53=-4;, a54=16/25; 
a61=361/320;, a62=-18/5;, a63=407/128;, a64=-11/80;, 

a65=55/128; 
a71=-11/640;, a72=0;, a73=11/256;, a74=-11/160;, 

a75=11/256;, a76=0; 
a81=93/640;, a82=-18/5;, a83=803/256;, a84=-11/160;, 

a85=99/256;, a86=0;, a87=1; 
w1=31/384;, w2=0;, w3=1125/2816;, w4=9/32;, w5=125/768;, 

w6=5/66; 
w1em=7/1408;, w2em=0;, w3em=1125/2816;, w4em=9/32;, 

w5em=125/768;, w6em=0;, w7em=5/66;, w8em=5/66; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
    yem(1,j)=n(j); 
    T(1,j)=0; 
    e(1,j)=0; 
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end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65 

*k5); 
k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75 

*k5+a76*k6); 
k8=h*f(x(i)+c8*h,y(i,:)+a81*k1+a82*k2+a83*k3+a84*k4+a85 

*k5+a86*k6+a87*k7); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5 

*k5(j)+w6*k6(j); 
yem(i+1,j)=yem(i,j)+w1em*k1(j)+w2em*k2(j)+w3em*k3(j)+w4em

*k4(j)+w5em*k5(j)+w6em*k6(j)+w7em*k7(j)+w8em*k8(j); 
T(i+1,j)=(5/66)*(k1(j)+k6(j)-k7(j)-k8(j))*h; 
e(i+1,j)=abs(y(i+1,j)-yem(i+1,j)); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 
 

Υπορουτίνα Fehlberg Τφποσ 68 ςε 710    (4.1.3.2) 

function[x,y,T,e,yem] = sdeF68em710(f,k,h,n) 
c2=2/33;, c3=4/33;, c4=2/11;, c5=1/2;, c6=2/3;, c7=6/7;, 

c8=1;, c9=0;, c10=1; 
a21=2/33;                                                                                                          
a31=0;, a32=4/33;   
a41=1/22;,a42=0;,a43=3/22; 
a51=43/64; a52=0; a53=-165/64;, a54=77/32;   
a61=-2383/486;, a62=0;, a63=1067/54;, a64=-26312/1701;, 

a65=2176/1701; 
a71=10077/4802;, a72=0;, a73=-5643/686;, 

a74=116259/16807;, a75=-6240/16807;, a76=1053/2401; 
a81=-733/176;, a82=0;, a83=141/8;,a84=-335763/23296;, 

a85=216/77;, a86=-4617/2816;, a87=7203/9152; 
a91=15/352;, a92=0;, a93=0;, a94=-5445/46592;, 

a95=18/77;, a96=-1215/5632;, a97=1029/18304;, a98=0;  
a101=-1833/352;, a102=0;, a103=141/8;, a104=-51237/3584;, 

a105=18/7;, a106=-729/512;, a107=1029/1408;, a108=0;, 

a109=1; 
w1=77/1440;, w2=0;, w3=0;, w4=1771561/6289920;, 

w5=32/105;, w6=243/2560; w7=16807/74880;, w8=11/270; 
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w1em=11/864;, w2em=0;, w3em=0;, w4em=1771561/6289920;, 

w5em=32/105;, w6em=243/2560; w7em=16807/74880;, w8em=0;, 

w9em=11/270;, w10em=11/270; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j);     
    yem(1,j)=n(j); 
    T(1,j)=0; 
    e(1,j)=0; 

end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 

k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75* 

k5+a76*k6); 
k8=h*f(x(i)+c8*h,y(i,:)+a81*k1+a82*k2+a83*k3+a84*k4+a85* 

k5+a86*k6+a87*k7); 
k9=h*f(x(i)+c9*h,y(i,:)+a91*k1+a92*k2+a93*k3+a94*k4+a95* 

k5+a96*k6+a97*k7+a98*k8); 
k10=h*f(x(i)+c10*h,y(i,:)+a101*k1+a102*k2+a103*k3+a104*k4

+a105*k5+a106*k6+a107*k7+a108*k8+a109*k9); 
for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j)+w7*k7(j)+w8*k8(j); 
yem(i+1,j)=yem(i,j)+w1em*k1(j)+w2em*k2(j)+w3em*k3(j)+w4em

*k4(j)+w5em*k5(j)+w6em*k6(j)+w7em*k7(j)+w8em*k8(j)+w9em* 

k9(j)+w10em*k10(j); 
T(i+1,j)=(11/270)*(k1(j)+k8(j)-k9(j)-k10(j))*h; 
e(i+1,j)=abs(y(i+1,j)-yem(i+1,j)); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 
 

Υπορουτίνα Fehlberg Τφποσ 711 ςε 813    (4.1.3.3) 

function[x,y,T,e,yem]= sdeF711em813(f,k,h,n) 
c2=2/27;, c3=1/9;, c4=1/6;, c5=5/12;, c6=1/2;, c7=5/6;, 

c8=1/6;, c9=2/3;, c10=1/3;, c11=1;, c12=0;, c13=1; 
a21=2/27;,  
a31=1/36;, a32=1/12;  
a41=1/24;, a42=0;, a43=1/8;,  
a51=5/12;, a52=0;, a53=-25/16;, a54=25/16; 
a61=1/20;, a62=0;, a63=0;, a64=1/4;, a65=1/5; 
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a71=-25/108;, a72=0;, a73=0;, a74=125/108;, a75=-65/27;, 

a76=125/54; 
a81=31/300;, a82=0;, a83=0;, a84=0;, a85=61/225;,    

a86=-2/9;, a87=13/900; 
a91=2;, a92=0;, a93=0;, a94=-53/6;, a95=704/45;,     

a96=-107/9;, a97=67/90;, a98=3; 

a101=-91/108;, a102=0;, a103=0;, a104=23/108;,      

a105=-976/135;, a106=311/54;, a107=-19/60;, a108=17/6;, 

a109=-1/12; 

a111=2383/4100;, a112=0;, a113=0;, a114=-341/164;, 

a115=4496/1025;, a116=-301/82;, a117=2133/4100;, 

a118=45/82;, a119=45/164;,a1110=18/41; 

a121=3/205;, a122=0;, a123=0;, a124=0;, a125=0;,    

a126=-6/41;, a127=-3/205;, a128=-3/41;, a129=3/41;, 

a1210=6/41;, a1211=0; 
a131=-1777/4100;, a132=0;, a133=0;, a134=-341/164;, 

a135=4496/1025;, a136=-289/82;, a137=2193/4100;, 

a138=51/82;, a139=33/164;, a1310=12/41;, a1311=0;, 

a1312=1; 
w1=41/840;, w2=0;, w3=0;, w4=0;, w5=0;, w6=34/105; 

w7=9/35;, w8=9/35;, w9=9/280;, w10=9/280;, w11=41/840; 
w1em=0;, w2em=0;, w3em=0;, w4em=0;, w5em=0;, w6em=34/105; 

w7em=9/35;, w8em=9/35;, w9em=9/280;, w10em=9/280;, 

w11em=0;,w12em=41/840;, w13em=41/840; 
x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  
for j=1:v 
    y(1,j)=n(j); 
    yem(1,j)=n(j); 
    T(1,j)=0; 
    e(1,j)=0; 
end 
for i=1:m 
k1=h*f(x(i),y(i,:)); 
k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 
k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 
k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 
k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 
k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 
k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75* 

k5+a76*k6); 
k8=h*f(x(i)+c8*h,y(i,:)+a81*k1+a82*k2+a83*k3+a84*k4+a85* 

k5+a86*k6+a87*k7); 
k9=h*f(x(i)+c9*h,y(i,:)+a91*k1+a92*k2+a93*k3+a94*k4+a95* 

k5+a96*k6+a97*k7+a98*k8); 
k10=h*f(x(i)+c10*h,y(i,:)+a101*k1+a102*k2+a103*k3+a104*k4

+a105*k5+a106*k6+a107*k7+a108*k8+a109*k9); 
k11=h*f(x(i)+c11*h,y(i,:)+a111*k1+a112*k2+a113*k3+a114*k4

+a115*k5+a116*k6+a117*k7+a118*k8+a119*k9+a1110*k10); 
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k12=h*f(x(i)+c12*h,y(i,:)+a121*k1+a122*k2+a123*k3+a124*k4

+a125*k5+a126*k6+a127*k7+a128*k8+a129*k9+a1210*k10+a1211*

k11); 
k13=h*f(x(i)+c13*h,y(i,:)+a131*k1+a132*k2+a133*k3+a134*k4

+a135*k5+a136*k6+a137*k7+a138*k8+a139*k9+a1310*k10+a1311*

k11+a1312*k12); 

for j=1:v 
y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j)+w7*k7(j)+w8*k8(j)+w9*k9(j)+w10*k10(j)+w11*

k11(j); 

yem(i+1,j)=yem(i,j)+w1em*k1(j)+w2em*k2(j)+w3em*k3(j)+w4em

*k4(j)+w5em*k5(j)+w6em*k6(j)+w7em*k7(j)+w8em*k8(j)+w9em* 

k9(j)+w10em*k10(j)+w11em*k11(j)+w12em*k12(j)+w13em*  

k13(j); 
T(i+1,j)=(41/840)*(k1(j)+k11(j)-k12(j)-k13(j))*h; 
e(i+1,j)=abs(y(i+1,j)-yem(i+1,j)); 
end 
x(i+1)=x(i)+h; 
end 

 

Υπορουτίνα Fehlberg Τφποσ 815 ςε 917    (4.1.3.4) 

function[x,y,T,e,yem]= sdeF815em917(f,k,h,n) 

c2 = 0.44368940376498183109599404281370; 

c3 = 0.66553410564747274664399106422055; 

c4 = 0.99830115847120911996598659633083; 

c5 = 0.3155;                                                    

c6 = 0.50544100948169068626516126737384; 

c7 = 0.17142857142857142857142857142857; 

c8 = 0.82857142857142857142857142857143; 

c9 = 0.66543966121011562534953769255586; 

c10 = 0.24878317968062652069722274560771; 

c11 = 0.1090; 

c12 = 0.8910; 

c13 = 0.3995; 

c14 = 0.6005; 

c15 = 1; 

c16 = 0; 

c17 = 1; 

a21= 0.44368940376498183109599404281370; 

a31 = 0.16638352641186818666099776605514; 

a32 = 0.49915057923560455998299329816541; 

a41 = 0.24957528961780227999149664908271; 

a42 = 0; 

a43 = 0.74872586885340683997448994724812; 

a51 = 0.20661891163400602426556710393185; 

a52 = 0; 

a53 = 0.17707880377986347040380997288319; 

a54 =-0.68197715413869494669377076815048*(10^(-1));  



158 
 

a61 = 0.10927823152666408227903890926157; 

a62 = 0;, a63 = 0; 

a64 = 0.40215962642367995421990563690087*(10^(-2)); 

a65 = 0.39214118169078980444392330174325; 

a71 = 0.98899281409164665304844765434355*(10^(-1)); 

a72 = 0;, a73 = 0; 

a74 = 0.35138370227963966951204487356703*(10^(-2)); 

a75 = 0.12476099983160016621520625872489; 

a76 =-0.55745546834989799643742901466348*(10^(-1)); 

a81 =-0.36806865286242203724153101080691; 

a82 = 0;, a83 = 0;, a84 = 0; 

a85 =-0.22273897469476007645024020944166*10;  

a86 = 0.13742908256702910729565691245744*10;  

a87 = 0.20497390027111603002159354092206*10; 

a91 = 0.45467962641347150077351950603349*(10^(-1)); 

a92 = 0;, a93 = 0;, a94 = 0;, a95 = 0; 

a96 = 0.32542131701589147114677469648853;  

a97 = 0.28476660138527908888182420573687; 

a98 = 0.97837801675979152435868397271099*(10^(-2)); 

a101 = 0.60842071062622057051094145205182*(10^(-1)); 

a102 = 0;, a103 = 0;, a104 = 0;, a105 = 0; 

a106 =-0.21184565744037007526325275251206*(10^(-1));  

a107 = 0.19596557266170831957464490662983; 

a108 =-0.42742640364817603675144835342899*(10^(-2));  

a109 = 0.17434365736814911965323452558189*(10^(-1)); 

a111 = 0.54059783296931917365785724111182*(10^(-1)); 

a112 = 0;, a113 = 0;, a114 = 0;, a115 = 0;, a116 = 0; 

a117 = 0.11029825597828926530283127648228; 

a118 =-0.12565008520072556414147763782250*(10^(-2));  

a119 = 0.36790043477581460136384043566339*(10^(-2)); 

a1110 =-0.57780542770972073040840628571866*(10^(-1)); 

a121 = 0.12732477068667114646645181799160; 

a122 = 0;, a123 = 0;, a124 = 0;, a125 = 0;, a126 = 0;, 

a127 = 0; 

a128 = 0.11448805006396105323658875721817; 

a129 = 0.28773020709697992776202201849198; 

a1210 = 0.50945379459611363153735885079465; 

a1211 =-0.14799682244372575900242144449640;  

a131 =-0.36526793876616740535848544394333*(10^(-2)); 

a132 = 0;, a133 = 0;, a134 = 0;, a135 = 0; 

a136 = 0.81629896012318919777819421247030*(10^(-1)); 

a137 =-0.38607735635693506490517694343215;  

a138 = 0.30862242924605106450474166025206*(10^(-1)); 

a139 =-0.58077254528320602815829374733518*(10^(-1)); 

a1310 = 0.33598659328884971493143451362322; 

a1311 = 0.41066880401949958613549622786417; 

a1312 =-0.11840245972355985520633156154536*(10^(-1));  

a141 =-0.12375357921245143254979096135669*10; 

a142 = 0; a143 = 0;, a144 = 0;, a145 = 0; 
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a146 =-0.24430768551354785358734861366763*(10^(+2));  

a147 = 0.54779568932778656050436528991173; 

a148 =-0.44413863533413246374959896569346*10;  

a149 = 0.10013104813713266094792617851022*(10^(+2)); 

a1410 =-0.14995773102051758447170985073142*(10^(+2)); 

a1411 = 0.58946948523217013620824539651427*10; 

a1412 = 0.17380377503428984877616857440542*10; 

a1413 = 0.27512330693166730263758622860276*(10^(+2));  

a151 =-0.35260859388334522700502958875588; 

a152 = 0;, a153 = 0;, a154 = 0;, a155 = 0; 

a156 =-0.18396103144848270375044198988231; 

a157 =-0.65570189449741645138006879985251;  

a158 =-0.39086144880439863435025520241310;  

a159 = 0.26794646712850022936584423271209; 

a1510 =-0.10383022991382490865769858507427*10;  

a1511 = 0.16672327324258671664727346168501*10; 

a1512 = 0.49551925855315977067732967071441; 

a1513 = 0.11394001132397063228586738141784*10; 

a1514 = 0.51336696424658613688199097191534*(10^(-1)); 

a161 = 0.10464847340614810391873002406755*(10^(-2)); 

a162 = 0;, a163 = 0;, a164 = 0;, a165 = 0;, a166 = 0;, 

a167 = 0;, a168 = 0; 

a169 =-0.67163886844990282237778446178020*(10^(-2));  

a1610 = 0.81828762189425021265330065248999*(10^(-2)); 

a1611 =-0.42640342864483347277142138087561*(10^(-2));  

a1612 = 0.28009029474168936545976331153703*(10^(-3)); 

a1613 =-0.87835333876238676639057813145633*(10^(-2)); 

a1614 = 0.10254505110825558084217769664009*(10^(-1)); 

a1615 = 0; 

a171 =-0.13536550786174067080442168889966*10; 

a172 = 0;, a173 = 0;, a174 = 0;, a175 = 0; 

a176 =-0.18396103144848270375044198988231; 

a177 =-0.65570189449741645138006879985251; 

a178 =-0.39086144880439863435025520241310; 

a179 = 0.27466285581299925758962207732989; 

a1710 =-0.10464851753571915887035188572676*10; 

a1711 =0.16714967667123155012004488306588*10; 

a1712 = 0.49523916825841808131186990740287; 

a1713 = 0.11481836466273301905225795954930*10; 

a1714 = 0.41082191313833055603981327527525*(10^(-1)); 

a1715 = 0; 

a1716 = 1; 

w1 = 0.32256083500216249913612900960247*(10^(-1)); 

w2 = 0;, w3 = 0;, w4 = 0;, w5 = 0;, w6 = 0;, w7 = 0;,   

w8 = 0;   

w9 = 0.25983725283715403018887023171963; 

w10 = 0.92847805996577027788063714302190*(10^(-1)); 

w11 = 0.16452339514764342891647731842800; 

w12 = 0.17665951637860074367084298397547; 
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w13 = 0.23920102320352759374108933320941; 

w14 = 0.39484274604202853746752118829325*(10^(-2)); 

w15 = 0.30726495475860640406368305522124*(10^(-1)); 

w1em = 0.00152958802435567560; 

w2em = 0;, w3em = 0;, w4em = 0;, w5em = 0;, w6em = 0;, 

w7em = 0;, w8em = 0;   

w9em = 0.25983725283715403018887023171963; 

w10em = 0.92847805996577027788063714302190*(10^(-1)); 

w11em = 0.16452339514764342891647731842800; 

w12em = 0.17665951637860074367084298397547; 

w13em = 0.23920102320352759374108933320941; 

w14em = 0.39484274604202853746752118829325*(10^(-2)); 

w15em = 0; 

w16em = 0.30726495475860640406368305522124*(10^(-1)); 

w17em = 0.30726495475860640406368305522124*(10^(-1)); 

x(1)=k(1);, [u,v]=size(n);, m=((k(2)-k(1))/h)+1;  

for j=1:v 

    y(1,j)=n(j); 

    yem(1,j)=n(j); 

    T(1,j)=0; 

    e(1,j)=0; 

end 

for i=1:m 

k1=h*f(x(i),y(i,:)); 

k2=h*f(x(i)+c2*h,y(i,:)+a21*k1); 

k3=h*f(x(i)+c3*h,y(i,:)+a31*k1+a32*k2); 

k4=h*f(x(i)+c4*h,y(i,:)+a41*k1+a42*k2+a43*k3); 

k5=h*f(x(i)+c5*h,y(i,:)+a51*k1+a52*k2+a53*k3+a54*k4); 

k6=h*f(x(i)+c6*h,y(i,:)+a61*k1+a62*k2+a63*k3+a64*k4+a65* 

k5); 

k7=h*f(x(i)+c7*h,y(i,:)+a71*k1+a72*k2+a73*k3+a74*k4+a75* 

k5+a76*k6); 

k8=h*f(x(i)+c8*h,y(i,:)+a81*k1+a82*k2+a83*k3+a84*k4+a85* 

k5+a86*k6+a87*k7); 

k9=h*f(x(i)+c9*h,y(i,:)+a91*k1+a92*k2+a93*k3+a94*k4+a95* 

k5+a96*k6+a97*k7+a98*k8); 

k10=h*f(x(i)+c10*h,y(i,:)+a101*k1+a102*k2+a103*k3+a104*k4

+a105*k5+a106*k6+a107*k7+a108*k8+a109*k9); 

k11=h*f(x(i)+c11*h,y(i,:)+a111*k1+a112*k2+a113*k3+a114*k4

+a115*k5+a116*k6+a117*k7+a118*k8+a119*k9+a1110*k10); 

k12=h*f(x(i)+c12*h,y(i,:)+a121*k1+a122*k2+a123*k3+a124*k4

+a125*k5+a126*k6+a127*k7+a128*k8+a129*k9+a1210*k10+a1211*

k11); 

k13=h*f(x(i)+c13*h,y(i,:)+a131*k1+a132*k2+a133*k3+a134*k4

+a135*k5+a136*k6+a137*k7+a138*k8+a139*k9+a1310*k10+a1311*

k11+a1312*k12); 

k14=h*f(x(i)+c14*h,y(i,:)+a141*k1+a142*k2+a143*k3+a144*k4

+a145*k5+a146*k6+a147*k7+a148*k8+a149*k9+a1410*k10+a1411*

k11+a1412*k12+a1413*k13); 
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k15=h*f(x(i)+c15*h,y(i,:)+a151*k1+a152*k2+a153*k3+a154*k4

+a155*k5+a156*k6+a157*k7+a158*k8+a159*k9+a1510*k10+a1511*

k11+a1512*k12+a1513*k13+a1514*k14); 

k16=h*f(x(i)+c16*h,y(i,:)+a161*k1+a162*k2+a163*k3+a164*k4

+a165*k5+a166*k6+a167*k7+a168*k8+a169*k9+a1610*k10+a1611*

k11+a1612*k12+a1613*k13+a1614*k14+a1615*k15); 

k17=h*f(x(i)+c17*h,y(i,:)+a171*k1+a172*k2+a173*k3+a174*k4

+a175*k5+a176*k6+a177*k7+a178*k8+a179*k9+a1710*k10+a1711*

k11+a1712*k12+a1713*k13+a1714*k14+a1715*k15+a1716*k16); 

for j=1:v 

y(i+1,j)=y(i,j)+w1*k1(j)+w2*k2(j)+w3*k3(j)+w4*k4(j)+w5* 

k5(j)+w6*k6(j)+w7*k7(j)+w8*k8(j)+w9*k9(j)+w10*k10(j)+w11*

k11(j)+w12*k12(j)+w13*k13(j)+w14*k14(j)+w15*k15(j); 

yem(i+1,j)=yem(i,j)+w1em*k1(j)+w2em*k2(j)+w3em*k3(j)+w4em

*k4(j)+w5em*k5(j)+w6em*k6(j)+w7em*k7(j)+w8em*k8(j)+w9em* 

k9(j)+w10em*k10(j)+w11em*k11(j)+w12em*k12(j)+w13em*k13(j)

+w14em*k14(j)+w15em*k15(j)+w16em*k16(j)+w17em*k17(j); 

T(i+1,j)=w15*(k1(j)+k15(j)-k16(j)-k17(j))*h; 

e(i+1,j)=abs(y(i+1,j)-yem(i+1,j)); 

end 

x(i+1)=x(i)+h; 

end 
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