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ΠρόλογοςΠρόλογος
 

 

 

 

  

Σκοπός της εργασίας µου αυτής είναι να παρουσιάσω τρόπους υπολογισµού του 

πίνακα e
At

. Ο πίνακας αυτός εµφανίζεται στην λύση των γραµµικών συστηµάτων 

συνεχούς χρόνου. 

 

Υπάρχουν διάφοροι µέθοδοι υπολογισµού του πίνακα e
At

, µε κυριότερες, την 

µέθοδο των ιδιοτιµών, την µέθοδο των σειρών και τις µεθόδους παραγοντοποίησης 

πίνακα µε βασικότερη την µέθοδο της Jordan παραγοντοποίησης. 

 

Η εργασία µου ξεκινάει µε την παράθεση των βασικών εννοιών που απαιτούνται 

για την κατανόηση του προβλήµατος που διαπραγµατεύοµαι. 

 

Στη συνέχεια παρουσιάζω τις παραπάνω µεθόδους υπολογισµού του πίνακα e
At

 

και παραθέτω ικανοποιητικό αριθµό παραδειγµάτων σε κάθε περίπτωση. 

 

Στο τελευταίο µέρος της εργασίας παραθέτω και πρόγραµµα σε Mathematica 

ώστε εισάγοντας οποιονδήποτε τετραγωνικό πίνακα µε πραγµατικά ή µιγαδικά 

στοιχεία να υπολογίζονται όλα τα απαραίτητα στοιχεία που εµφανίζονται στα 

διάφορα βήµατα. 

 

 Η εργασία µου ολοκληρώνεται µε τα αποτελέσµατα του προγράµµατος για 

διάφορους τύπους πινάκων και διαφόρων διαστάσεων. 

 

 
Θα ήθελα να ευχαριστήσω την Αναπληρώτρια Καθηγήτρια Κυρία Μαρία Γουσίδου 

για την άριστη συνεργασία που είχαµε κατά την διάρκεια της εκπόνησης της εργασίας 

αυτής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

 

 

ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΠΙΝΑΚΩΝ 
 

 

1.1 ΟΡΙΣΜΟΣ  
Εάν nxnA∈�  τότε, ονοµάζεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A  το 

πολυώνυµο  

 

( )

11 12 1

21 22 2

1 2

( )

( )
( ) =

n

n

n

n n nn

p A I

α λ α α
α α λ α

λ λ

α α α λ

−

−
= −

−
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�

, 

 

όπου 

11 12 1
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n
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n n nn
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 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

 και nI  ο µοναδιαίος nxn  πίνακας. 

 

Πολλοί συγγραφείς ορίζουν ως χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A  το  

 

( )

11 12 1

21 22 2

1 2

( )

( )
( ) =

n

n

n

n n nn

q I A

λ α α α
α λ α α

λ λ

α α λ α

− − −

− − −
= −

− − −

�

�

� � � �

�

.  

 

Είναι προφανές ότι τα δύο πολυώνυµα έχουν τις ίδιες ακριβώς ρίζες, δηλαδή οι δύο 

εξισώσεις ( ) 0p λ =  και ( ) 0q λ =  είναι ισοδύναµες. 

 

 

Παράδειγµα 1 

Αν 

6 31 75

2 1 1

1 1 1

A

− 
 = − 
 − 

 τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A  είναι  

 

6 31 75

( ) 2 1 1

1 1 1

p

λ
λ λ

λ

− −

= − −

− −

 και µετά τις πράξεις παίρνω  
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( ) ( 1)( 2)( 3)p λ λ λ λ= − + + + . 

 

 

Παράδειγµα 2 

Αν 

2 1 0

1 0 1

1 3 1

A

 
 = − 
  

 τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A  είναι 

 

2 1 0

( ) 1 1

1 3 1

p

λ
λ λ

λ

−

= − −

−

 και µετά τις πράξεις παίρνω 2( ) ( 1)( 2)p λ λ λ= − + − . 

 

 

Παράδειγµα 3 

Αν 

2 0 1

6 4 3

2 0 3

A

 
 = − 
  

 τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A  είναι  

 

2 0 1

( ) 6 4 3

2 0 3

p

λ
λ λ

λ

−

= − −

−

 και µετά τις πράξεις παίρνω 2( ) ( 1)( 4)p λ λ λ= − − − . 

 

 

Παράδειγµα 4 

Αν 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A

 
 − − =
 − −
 

− − 

 τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A  είναι  

 

1 1 1 1

1 1 1 1
( )

1 1 1 1

1 1 1 1

p

λ
λ

λ
λ

λ

−

− − −
=

− − −

− − −

 και µετά τις πράξεις παίρνω 3( ) ( 2)( 2)p λ λ λ= + − . 

 

 

Παράδειγµα 5 

Αν 

2 4 6 0

4 6 3 4

0 0 4 0

0 4 6 2

A

− 
 − − =
 
 

− 

 τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A  είναι  
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2 4 6 0

4 6 3 4
( )

0 0 4 0

0 4 6 2

p

λ
λ

λ
λ

λ

− − 
 − − − =
 −
 

− − 

 και µετά τις πράξεις παίρνω  

 
2( ) ( 2) ( 4)( 6)p λ λ λ λ= − − − . 

 

 

1.2 ΟΡΙΣΜΟΣ  
 Εάν nxnA∈�  τότε, ονοµάζεται ιδιοτιµή (eigenvalue) του πίνακα A  κάθε ρίζα του 

χαρακτηριστικού του πολυώνυµου, δηλαδή κάθε πραγµατικός ή µιγαδικός αριθµός iλ  

για τον οποίο ισχύει ( ) 0ip λ = .  

Επειδή το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός πίνακα nxnA∈�  είναι n − οστού βαθµού,  

θα έχει n  ρίζες στο σώµα των µιγαδικών αριθµών.  

Τις ρίζες αυτές τις συµβολίζω µε 
1 2, ,..., nλ λ λ .  

 

 

Παράδειγµα 1 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

6 31 75

2 1 1

1 1 1

A

− 
 = − 
 − 

  είναι το 

( ) ( 1)( 2)( 3)p λ λ λ λ= − + + + .  

Συνεπώς οι ιδιοτιµές του πίνακα A  είναι οι αριθµοί 1 2 33,  2,  1λ λ λ= − = − = − . 

 

 

Παράδειγµα 2 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 1 0

1 0 1

1 3 1

A

 
 = − 
  

  είναι το 

2( ) ( 1)( 2)p λ λ λ= − + − . 

 Συνεπώς οι ιδιοτιµές του πίνακα A  είναι οι αριθµοί 1 21,  2λ λ= − =  (διπλή). 

 

 

Παράδειγµα 3 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 0 1

6 4 3

2 0 3

A

 
 = − 
  

  είναι το 

2( ) ( 1)( 4)p λ λ λ= − − − .  

Συνεπώς οι ιδιοτιµές του πίνακα A  είναι οι αριθµοί 1 21,  4λ λ= =  (διπλή). 
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Παράδειγµα 4 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A

 
 − − =
 − −
 

− − 

 είναι το 

3( ) ( 2)( 2)p λ λ λ= + − .  

Συνεπώς οι ιδιοτιµές του πίνακα A  είναι οι αριθµοί 1 22,  2λ λ= − =  (τριπλή). 

 

 

Παράδειγµα 5 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 4 6 0

4 6 3 4

0 0 4 0

0 4 6 2

A

− 
 − − =
 
 

− 

 είναι το 

2( ) ( 2) ( 4)( 6)p λ λ λ λ= − − − .  

Συνεπώς οι ιδιοτιµές του πίνακα A  είναι οι αριθµοί 
1 2λ =  (διπλή), 

2 4λ =  και 

3 6λ = . 

 

 

1.3 ΟΡΙΣΜΟΣ  
 Εάν nxnA∈�  τότε, ονοµάζεται φάσµα του πίνακα A  και συµβολίζεται ( )Aσ , το 

σύνολο όλων των ιδιοτιµών του, δηλαδή { }1 2( ) , ,..., nAσ λ λ λ= . 

 

 

 

1.4 ΟΡΙΣΜΟΣ  
 Εάν nxnA∈�  τότε, ονοµάζεται δεξιό ιδιοδιάνυσµα (eigenvector) του πίνακα A  που 

αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή iλ  κάθε µη µηδενικό διάνυσµα 
i

x  του χώρου n
�  για το 

οποίο ισχύει 
i i iAx xλ=  ή ισοδύναµα ( ) 0

i n i
A I xλ− = . 

 

Αν 

1

2

i

i

i

in

x

x
x

x

 
 
 =
 
  
 

�

 τότε η ισότητα ( ) 0i n iA I xλ− =  είναι ισοδύναµη µε το οµογενές nxn   

 

γραµµικό  σύστηµα  

 

( )
( )

( )

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

λ

λ

λ

 − + + + =


+ − + + =


 + + + − =

�

�

���������������

�
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Παράδειγµα 1 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

6 31 75

2 1 1

1 1 1

A

− 
 = − 
 − 

  είναι το 

( ) ( 1)( 2)( 3)p λ λ λ λ= − + + +  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 

1 2 33,  2,  1λ λ λ= − = − = − . 

Ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 3λ = −  είναι κάθε µη µηδενική λύση του 

γραµµικού και οµογενούς συστήµατος ( )33 0A I x+ =  ή ισοδύναµα  

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 31 75 0

2 2 0

4 0

x x x

x x x

x x x

− + + =


+ + =
 − + + =

 

 

Το σύστηµα αυτό έχει άπειρες λύσεις και το σύνολο των λύσεών του είναι 

{ }1 (7, 9,4) /L t t R= − ∈ .  Άρα η 1 2 3( , , ) (7, 9, 4)x x x = −  είναι µια µη µηδενική λύση του 

συστήµατος, συνεπώς το 1

7

9

4

v

 
 = − 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που 

αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 
1 3λ = − . 

Όµοια εργαζόµενοι βρίσκουµε ότι το 2

2

7

3

v

 
 = − 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  

που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 
2 2λ = − . 

Τέλος το 3

1

5

2

v

− 
 = − 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην 

ιδιοτιµή 
3 1λ = − . 

 

 

Παράδειγµα 2 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 1 0

1 0 1

1 3 1

A

 
 = − 
  

  είναι το 

2( ) ( 1)( 2)p λ λ λ= − + −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 21,  2λ λ= − = (διπλή). 

Ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 2 2λ =  είναι κάθε µη µηδενική λύση του 

γραµµικού και οµογενούς συστήµατος ( )32 0A I x− =  ή ισοδύναµα  του συστήµατος 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

0 0 0

2 0

3 0

x x x

x x x

x x x

+ + =

− − + =
 + − =

.  

 

Το σύστηµα αυτό έχει άπειρες λύσεις και το σύνολο των λύσεών του είναι 

{ }2 (1,0,1) /L t t R= ∈ .   

Άρα η 
1 2 3( , , ) (1,0,1)x x x =  είναι µια µη µηδενική λύση του συστήµατος, συνεπώς το 

2

1

0

1

v

 
 =  
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 2 2λ = . 

Όµοια εργαζόµενοι βρίσκουµε ότι το 1

1

3

4

v

 
 = − 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  

που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 1λ =− . 

 

 

Παράδειγµα 3 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 0 1

6 4 3

2 0 3

A

 
 = − 
  

  είναι το 

2( ) ( 1)( 4)p λ λ λ= − − −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 21,  4λ λ= = (διπλή). 

Ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 2 4λ =  είναι κάθε µη µηδενική λύση του 

γραµµικού και οµογενούς συστήµατος ( )34 0A I x− =  ή ισοδύναµα  

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0 0

6 0 3 0

2 0 0

x x x

x x x

x x x

− + + =


+ − =
 + − =

 

 

Το σύστηµα αυτό έχει άπειρες λύσεις και το σύνολο των λύσεών του είναι 

{ }2 1 2 1 2(1,0,2) (0,1,0) / ,L t t t t R= + ∈ .  

 Άρα οι τριάδες 1 2 3( , , ) (1,0,2)x x x =   και 1 2 3( , , ) (0,1,0)y y y =  είναι δύο µη µηδενικές 

λύσεις του συστήµατος και µάλιστα είναι γραµµικά ανεξάρτητες, συνεπώς τα 

διανύσµατα 2

1

0

2

v

 
 =  
 
 

 και 3

0

1

0

v

 
 =  
 
 

 είναι δύο γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιάνυσµα του 

πίνακα A  που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή 
2 4λ = . 

Όµοια εργαζόµενοι βρίσκουµε ότι το  
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1

1

3

1

v

− 
 =  
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 
1 1λ = . 

 

 

Παράδειγµα 4 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A

 
 − − =
 − −
 

− − 

  είναι το 

3( ) ( 2)( 2)p λ λ λ= + −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 22,  2λ λ= − =  (τριπλή). 

Ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 2λ = −
 
 είναι κάθε µη µηδενική λύση 

του γραµµικού και οµογενούς συστήµατος ( )42 0A I x+ = .  

∆ουλεύοντας ανάλογα βρίσκουµε ότι το 
1

1

1

1

1

v

− 
 
 =
 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα 

A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 2λ = − . 

Τέλος στην ιδιοτιµή 2 2λ =
 
αντιστοιχούν τα ιδιοδιανύσµατα 

 

2

1

0

0

1

v

 
 
 =
 
 
 

, 
3

1

0

1

0

v

 
 
 =
 
 
 

 και 
4

1

1

0

0

v

 
 
 =
 
 
 

. 

 

 

Παράδειγµα 5 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 4 6 0

4 6 3 4

0 0 4 0

0 4 6 2

A

− 
 − − =
 
 

− 

  είναι το 

2( ) ( 2) ( 4)( 6)p λ λ λ λ= − − −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 2λ =  (διπλή), 2 4λ =  

και 3 6λ = . 

Ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 2λ =
 
 είναι κάθε µη µηδενική λύση του 

γραµµικού και οµογενούς συστήµατος ( )42 0A I x− = .  

∆ουλεύοντας ανάλογα βρίσκουµε ότι το 
1

1

0

0

1

v

 
 
 =
 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα 

A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 2λ = . 
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Στην ιδιοτιµή 2 4λ =
 
αντιστοιχεί το ιδιοδιάνυσµα 

 2

0

3

3

0

v

 
 
 =
 
 
 

,  και τέλος 

στην ιδιοτιµή 3 6λ =
 
αντιστοιχεί το ιδιοδιάνυσµα 

 3

1

1

0

1

v

 
 
 =
 
 
 

.
 

 

1.5 ΟΡΙΣΜΟΣ  
Ονοµάζουµε αλγεβρική πολλαπλότητα µιας ιδιοτιµής 

iλ  ενός πίνακα nxnA∈�  και 

την συµβολίζω µε in , την πολλαπλότητα του αριθµού iλ  ως ρίζα του 

χαρακτηριστικού πολυωνύµου ( )p λ .  

Χωρίς περιορισµό της γενικότητας συµβολίζω µε 
1 2, , , kλ λ λ…  (1 )k n≤ ≤  τις 

διαφορετικές µεταξύ τους ιδιοτιµές του πίνακα A   και µε 
1 2, , , kn n n…  τις αντίστοιχες 

αλγεβρικές τους πολλαπλότητες.  

Είναι φανερό ότι, επειδή το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )p λ  του A  είναι βαθµού n , 

θα είναι 
1 2 kn n n n+ + + =…  και 1 2

1 2( ) ( 1) ( ) ( ) ...( ) knn nn

kp λ λ λ λ λ λ λ= − − − −  

 

 

 

Παράδειγµα 1 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

6 31 75

2 1 1

1 1 1

A

− 
 = − 
 − 

  είναι το 

( ) ( 1)( 2)( 3)p λ λ λ λ= − + + +  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 

1 2 33,  2,  1λ λ λ= − = − = − . 

Η ιδιοτιµή 
1 3λ = −  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 

1 1n =  (απλή). 

Η ιδιοτιµή 2 2λ = −  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 1n =  (απλή). 

Η ιδιοτιµή 3 1λ = −  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 1n =  (απλή). 

 

 

Παράδειγµα 2 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 1 0

1 0 1

1 3 1

A

 
 = − 
  

  είναι το 

2( ) ( 1)( 2)p λ λ λ= − + −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 21,  2λ λ= − =  (διπλή). 

Η ιδιοτιµή 1 1λ = −  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 1n =  (απλή). 

Η ιδιοτιµή 2 2λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 2n =  (διπλή). 
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Παράδειγµα 3 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 0 1

6 4 3

2 0 3

A

 
 = − 
  

  είναι το 

2( ) ( 1)( 4)p λ λ λ= − − −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 21,  4λ λ= =  (διπλή). 

Η ιδιοτιµή 1 1λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 1n =  (απλή). 

Η ιδιοτιµή 2 4λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 2n =  (διπλή). 

 

 

Παράδειγµα 4 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A

 
 − − =
 − −
 

− − 

  είναι το 

3( ) ( 2)( 2)p λ λ λ= + −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 
1 22,  2λ λ= − =  (τριπλή). 

Η ιδιοτιµή 
1 2λ = −  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 

1 1n =  (απλή). 

Η ιδιοτιµή 
2 2λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 

2 3n =  (τριπλή). 

 

 

Παράδειγµα 5 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 4 6 0

4 6 3 4

0 0 4 0

0 4 6 2

A

− 
 − − =
 
 

− 

  είναι το 

2( ) ( 2) ( 4)( 6)p λ λ λ λ= − − −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 2λ =  (διπλή), 2 4λ =  

και 3 6λ = . 

Η ιδιοτιµή 1 2λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 2n =  (διπλή). 

Η ιδιοτιµή 2 4λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 1n =  (απλή). 

Η ιδιοτιµή 3 6λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 3 1n =  (απλή). 

 

 

 

 

1.6 ΟΡΙΣΜΟΣ  
Ονοµάζουµε γεωµετρική πολλαπλότητα µιας ιδιοτιµής iλ  ενός πίνακα nxnA∈�  και 

την συµβολίζω µε im  την διάσταση του διανυσµατικού υποχώρου 

{ }/( ) 0n

i n
V x A I xιλ= ∈ − =�  του χώρου n

� . 

Ο iV  λέγεται δεξιός ιδιόχωρος (eigenspace) της ιδιοτιµής 
iλ . 
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Παράδειγµα 1 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

6 31 75

2 1 1

1 1 1

A

− 
 = − 
 − 

  είναι το 

( ) ( 1)( 2)( 3)p λ λ λ λ= − + + +  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 

1 2 33,  2,  1λ λ λ= − = − = − . 

Επίσης είδαµε ότι  

το 1

7

9

4

v

 
 = − 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 

1 3λ = − ,  

το 2

2

7

3

v

 
 = − 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 

2 2λ = −  και  

το 3

1

5

2

v

− 
 = − 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 

3 1λ = − . 

Ο διανυσµατικός υπόχωρος { }1 1 /L t v t R= ⋅ ∈ του 3
�  που παράγεται από το µη 

µηδενικό ιδιοδιάνυσµα 1v  είναι ταυτόσηµος µε  διανυσµατικό χώρο 

{ }3

1 1 3
/( ) 0V x A I xλ= ∈ − =� , έχει διάσταση 1 συνεπώς η γεωµετρική πολλαπλότητα 

της ιδιοτιµής 1 3λ = −
 
είναι 1 1m = . 

Όµοια η γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής 2 2λ = −
 
είναι 2 1m =  και τέλος  

γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής 3 1λ = −
 
είναι 3 1m =  

 

 

 

Παράδειγµα 2 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 1 0

1 0 1

1 3 1

A

 
 = − 
  

  είναι το 

2( ) ( 1)( 2)p λ λ λ= − + −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 21,  2λ λ= − =  (διπλή). 

Επίσης είδαµε ότι  

το 1

1

3

4

v

 
 = − 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 

1 1λ =−  και  
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το 2

1

0

1

v

 
 =  
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 

2 2λ = . 

 

Ο διανυσµατικός υπόχωρος { }1 1 /L t v t R= ⋅ ∈ του 3
�  που παράγεται από το µη 

µηδενικό ιδιοδιάνυσµα 1v  είναι ταυτόσηµος µε  διανυσµατικό χώρο 

{ }3

1 1 3/( ) 0V x A I xλ= ∈ − =� , έχει διάσταση 1 συνεπώς η γεωµετρική πολλαπλότητα 

της ιδιοτιµής 1 1λ =−
 
είναι 1 1m = . 

Όµοια η γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής 2 2λ =
 
είναι 2 1m = . 

Παρατηρώ ότι η ιδιοτιµή 2 2λ =  ενώ έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 2n =  έχει 

γεωµετρική πολλαπλότητα 2 1m = . 

 

 

Παράδειγµα 3 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 0 1

6 4 3

2 0 3

A

 
 = − 
  

  είναι το 

2( ) ( 1)( 4)p λ λ λ= − − −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 21,  4λ λ= =  (διπλή). 

Επίσης είδαµε ότι  

 

το 1

1

3

1

v

− 
 =  
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή  

 

1 1λ =  και 

 

τα διανύσµατα 2

1

0

2

v

 
 =  
 
 

 και 3

0

1

0

v

 
 =  
 
 

 είναι δύο γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα  

 

του πίνακα A  που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή 
2 4λ = . 

Ο διανυσµατικός υπόχωρος { }1 1 /L t v t R= ⋅ ∈ του 3
�  που παράγεται από το µη 

µηδενικό ιδιοδιάνυσµα 
1v  είναι ταυτόσηµος µε  διανυσµατικό χώρο 

{ }3

1 1 3
/( ) 0V x A I xλ= ∈ − =� , έχει διάσταση 1 συνεπώς η γεωµετρική πολλαπλότητα 

της ιδιοτιµής 
1 1λ =

 
είναι 

1 1m = . 

Ο διανυσµατικός υπόχωρος { }2 1 2 2 3 1 2/ ,L t v t v t t R= ⋅ + ⋅ ∈ του 3
�  που παράγεται από 

τα µη µηδενικά ιδιοδιανύσµατα 
2 3,v v  είναι ταυτόσηµος µε  διανυσµατικό χώρο 
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{ }3

2 2 3
/( ) 0V x A I xλ= ∈ − =� , έχει διάσταση 2, συνεπώς η γεωµετρική πολλαπλότητα 

της ιδιοτιµής 2 4λ =
 
είναι 2 2m = . 

Παρατηρώ ότι η ιδιοτιµή 2 4λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 2n =  και επίσης 

γεωµετρική πολλαπλότητα 2 2m = . 

 

 

Παράδειγµα 4 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A

 
 − − =
 − −
 

− − 

  είναι το  

 
3( ) ( 2)( 2)p λ λ λ= + −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 22,  2λ λ= − =  (τριπλή). 

Επίσης είδαµε ότι  

 

το 1

1

1

1

1

v

− 
 
 =
 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή  

 

1 2λ = −  και 

τα διανύσµατα 2

1

0

0

1

v

 
 
 =
 
 
 

, 3

1

0

1

0

v

 
 
 =
 
 
 

 και 4

1

1

0

0

v

 
 
 =
 
 
 

 είναι δύο γραµµικά ανεξάρτητα  

 

ιδιοδιανύσµατα του πίνακα A  που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή 2 2λ = . 

 

Ο διανυσµατικός υπόχωρος { }1 1 /L t v t R= ⋅ ∈ του 4
�  που παράγεται από το µη 

µηδενικό ιδιοδιάνυσµα 
1v  είναι ταυτόσηµος µε  διανυσµατικό χώρο 

{ }4

1 1 4
/ ( ) 0V x A I xλ= ∈ − =� , έχει διάσταση 1 συνεπώς η γεωµετρική πολλαπλότητα 

της ιδιοτιµής 
1 2λ = −

 
είναι 

1 1m = . 

Ο διανυσµατικός υπόχωρος { }2 1 2 2 3 3 4 1 2 3/ , ,L t v t v t v t t t R= ⋅ + ⋅ + ⋅ ∈ του 3
�  που 

παράγεται από τα µη µηδενικά ιδιοδιανύσµατα 
2 3,v v  είναι ταυτόσηµος µε  

διανυσµατικό χώρο { }4

2 2 4
/ ( ) 0V x A I xλ= ∈ − =� , έχει διάσταση 2, συνεπώς η 

γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής 
2 2λ =

 
είναι 

2 3m = . 

Παρατηρώ ότι η ιδιοτιµή 2 2λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 3n =  και επίσης 

γεωµετρική πολλαπλότητα 2 3m = . 
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Παράδειγµα 5 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 4 6 0

4 6 3 4

0 0 4 0

0 4 6 2

A

− 
 − − =
 
 

− 

  είναι το 

2( ) ( 2) ( 4)( 6)p λ λ λ λ= − − −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 2λ =  (διπλή), 2 4λ =  

και 3 6λ = . 

Επίσης είδαµε ότι  

το 
1

1

0

0

1

v

 
 
 =
 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 

1 2λ =  και  

το διανύσµα 
2

0

3

3

0

v

 
 
 =
 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην 

ιδιοτιµή 2 4λ =  και  

 

το διανύσµα 
3

1

1

0

1

v

 
 
 =
 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην 

ιδιοτιµή 3 6λ = . 

Παρατηρώ ότι η ιδιοτιµή 1 2λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 2n =  και γεωµετρική 

πολλαπλότητα 1 1m = . 

 

 

1.7 ΟΡΙΣΜΟΣ  
Λέµε ότι ένας τετραγωνικός πίνακας nxnA∈�  είναι κανονικός, αν ισχύει 

T TA A A A⋅ = ⋅ . 

 

 

Παράδειγµα 1 

Ο  πίνακας 
4 1

1 3
A

 
=  − 

 είναι κανονικός γιατί ισχύει  

 

17 1

1 10

T
A A

 
⋅ =  

 
  και  

17 1

1 10
A A

Τ  
⋅ =  

 
. 
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Παράδειγµα 2 

Ο  πίνακας 
2 4

1 3
A

 
=  
 

 δεν είναι κανονικός γιατί ισχύει  

5 11

11 25

T
A A

 
⋅ =  

 
  και  

20 14

14 10

T
A A

 
⋅ =  

 
. 

 

 

 

1.8 ΟΡΙΣΜΟΣ  
 Λέµε ότι ένας τετραγωνικός πίνακας nxnA∈�  είναι διαγωνοποιήσιµος ή 

διαγωνοποιείται, αν υπάρχει, αντιστρέψιµος πίνακας nxnP∈�  τέτοιος ώστε ο 

πίνακας 1B P AP−=  να είναι διαγώνιος. 

 

Παράδειγµα 1 

Ο  πίνακας 

6 31 75

2 1 1

1 1 1

A

− 
 = − 
 − 

 είναι διαγωνοποιήσιµος, γιατί υπάρχει ο πίνακας  

7 2 1

9 7 5

4 3 2

P

− 
 = − − − 
  

 ο οποίος είναι αντιστρέψιµος µε 1

1 7 17

2 2 2

1 9 22

1 13 31

2 2 2

P
−

 − − 
 

= − 
 

− − 
 

 και 

ισχύει 1

3 0 0

0 2 0

0 0 1

P AP
−

− 
 = − 
 − 

 που είναι διαγώνιος πίνακας. 

 

 

Παράδειγµα 2 

Ο  πίνακας 

2 0 1

6 4 3

2 0 3

A

 
 = − 
  

 είναι διαγωνοποιήσιµος, γιατί υπάρχει ο πίνακας  

1 1 0

3 0 1

1 2 0

P

− 
 =  
  

 ο οποίος είναι αντιστρέψιµος µε 
1

2 1
0

3 3

1 1
0

3 3

2 1 1

P
−

 − 
 
 =
 
 − 
  

 και ισχύει   

1

1 0 0

0 4 0

0 0 4

P AP
−

 
 =  
  

 που είναι διαγώνιος πίνακας. 
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Παράδειγµα 3 

Ο  πίνακας 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A

 
 − − =
 − −
 

− − 

 είναι διαγωνοποιήσιµος, γιατί υπάρχει ο πίνακας  

 

1 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

P

− 
 
 =
 
 
 

 ο οποίος είναι αντιστρέψιµος, µε αντίστροφο τον πίνακα  

 

1

1 1 1 1
4 4 4 4

31 1 1
4 4 4 4

31 1 1
4 4 4 4

31 1 1
4 4 4 4

P
−

 −
 
 − −
 =
 − − 
 − −  

 και ισχύει 1

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

P A P
−

− 
 
 ⋅ ⋅ =
 
 
 

 

 

που είναι διαγώνιος πίνακας. 

 

 

 

1.9 ΠΡΟΤΑΣΗ  
Έστω nxn

A K∈ , όπου K = �  ή K =� . 

Ο πίνακας A  διαγωνοποιείται αν και µόνο αν ισχύουν συγχρόνως οι επόµενες δύο 

προϋποθέσεις. 

)α Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του ( ) ( )detp A Iλ λ= −  να έχει όλες τις ιδιοτιµές 

του στο K . 

)β Η αλγεβρική πολλαπλότητα καθεµιάς ιδιοτιµής είναι ίση µε τη γεωµετρική 

πολλαπλότητα της . 

 

 

1.10 ΠΡΟΤΑΣΗ   

Αν ο πίνακας nxnA K∈ , όπου K = �  ή K = �  διαγωνοποιείται, 1 2, ,..., nλ λ λ  είναι οι 

ιδιοτιµές του και 1 2, ,..., nv v v  είναι τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατά του, που αποτελούν  

βάση του χώρου n
K , τότε ο πίνακας µετάβασης P  είναι ο 

  

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

v v v

v v v
P

v v v

 
 
 =
 
 
 

,  όπου 

1

2

i

i

i

in

v

v
v

v

 
 
 =
 
 
 

�
, 1,2,...,i n= .  
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Επίσης ισχύει 1P A P B− ⋅ ⋅ = , όπου 

1

2

0 0

0 0

0 0 n

B

λ
λ

λ

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

. 

 

 

Παράδειγµα 1 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 3 3

6 31 75

2 1 1

1 1 1

x
A

− 
 = − ∈ 
 − 

�   είναι 

το ( ) ( 1)( 2)( 3)p λ λ λ λ= − + + + , ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί  

1 2 33,  2,  1λ λ λ= − = − = −  οι οποίοι ανήκουν στο σώµα �  και για όλες είναι  ίσες, η 

αλγεβρική και η γεωµετρική πολλαπλότητα. Άρα ο πίνακας αυτός διαγωνοποιείται.  

Επίσης είδαµε ότι 1

7

9

4

v

 
 = − 
 
 

, 2

2

7

3

v

 
 = − 
 
 

 και 3

1

5

2

v

− 
 = − 
 
 

 είναι τρία ιδιοδιανύσµατά του 

που αντιστοιχούν στις τρεις παραπάνω ιδιοτιµές του. Προφανώς είναι γραµµικά 

ανεξάρτητα και συνεπώς αποτελούν βάση του χώρου 3
� , συνεπώς ο πίνακας 

µετάβασης P  είναι ο 

7 2 1

9 7 5

4 3 2

P

− 
 = − − − 
  

 και ισχύει 1

3 0 0

0 2 0

0 0 1

P AP
−

− 
 = − 
 − 

. 

 

 

Παράδειγµα 2 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 0 1

6 4 3

2 0 3

A

 
 = − 
  

  είναι το  

 
2( ) ( 1)( 4)p λ λ λ= − − − , ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί  1 21,  4λ λ= =  (διπλή) οι οποίοι 

ανήκουν στο σώµα �  και για όλες είναι ίσες, η αλγεβρική και η γεωµετρική 

πολλαπλότητα. Άρα ο πίνακας αυτός διαγωνοποιείται.  

 

Επίσης είδαµε ότι 1

1

3

1

v

− 
 =  
 
 

, 2

1

0

1

v

 
 =  
 
 

 και 3

0

1

0

v

 
 =  
 
 

 είναι τρία ιδιοδιανύσµατά του  

 

που αντιστοιχούν στις παραπάνω ιδιοτιµές του. Προφανώς είναι γραµµικά 

ανεξάρτητα και συνεπώς αποτελούν βάση του χώρου 3
� , συνεπώς ο πίνακας  
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µετάβασης P  είναι ο 

1 1 0

3 0 1

1 2 0

P

− 
 =  
  

 και ισχύει 1

1 0 0

0 4 0

0 0 4

P AP
−

 
 =  
  

. 

 

 

Παράδειγµα 3 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A

 
 − − =
 − −
 

− − 

  είναι το 

 
3( ) ( 2)( 2)p λ λ λ= + −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 22,  2λ λ= − =  (τριπλή).  

Όλες οι ιδιοτιµές ανήκουν στο σώµα �  και για όλες είναι ίσες, η αλγεβρική και η 

γεωµετρική πολλαπλότητα. Άρα ο πίνακας αυτός διαγωνοποιείται.  

Επίσης είδαµε ότι  

 

το 
1

1

1

1

1

v

− 
 
 =
 
 
 

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 

 

1 2λ = −  και 

τα διανύσµατα 
2

1

0

0

1

v

 
 
 =
 
 
 

, 
3

1

0

1

0

v

 
 
 =
 
 
 

 και 
4

1

1

0

0

v

 
 
 =
 
 
 

 είναι τρία γραµµικά ανεξάρτητα 

 

 ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A  που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή 2 2λ = . 

Προφανώς τα παραπάνω διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα και συνεπώς 

αποτελούν βάση του χώρου 4
� , συνεπώς ο πίνακας µετάβασης P  είναι ο  

 

1 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

P

− 
 
 =
 
 
 

 ο οποίος είναι αντιστρέψιµος, µε αντίστροφο τον πίνακα  

 

1

1 1 1 1
4 4 4 4

31 1 1
4 4 4 4

31 1 1
4 4 4 4

31 1 1
4 4 4 4

P
−

 −
 
 − −
 =
 − − 
 − −  

 και ισχύει 1

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

P A P
−

− 
 
 ⋅ ⋅ =
 
 
 

. 
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1.11 ΟΡΙΣΜΟΣ  
Ένας πίνακας nxnA K∈  ονοµάζεται ελλιπής, αν υπάρχει ιδιοτιµή του 

iλ  για την οποία 

ισχύει i im n< , δηλαδή η γεωµετρική της πολλαπλότητα είναι µικρότερη της 

αλγεβρικής της πολλαπλότητας. 

 

 

Παράδειγµα 

Είδαµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 

2 4 6 0

4 6 3 4

0 0 4 0

0 4 6 2

A

− 
 − − =
 
 

− 

  είναι το  

 
2( ) ( 2) ( 4)( 6)p λ λ λ λ= − − −  και ιδιοτιµές του είναι οι αριθµοί 1 2λ =  (διπλή), 2 4λ =  

και 3 6λ = . 

Η ιδιοτιµή 1 2λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 2n =  και γεωµετρική 

πολλαπλότητα 1 1m = , συνεπώς είναι 1 1m n<  άρα ο πίνακας αυτός είναι ελλιπής 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

 

 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΥ 

ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ eAt 
 
 

 

Υπάρχει ευρύς ποικιλία µεθόδων για τον υπολογισµό του εκθετικού πίνακα A
e  . 

Μερικές από αυτές είναι :  

• Η µέθοδος των «Ιδιοτιµών».  

• Η µέθοδος των «Σειρών» .  

• Η µέθοδος της «Παραγοντοποίησης Πίνακα», κλπ 

 

 

2.1 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ Ι∆ΙΟΤΙΜΩΝ 

 

Έστω ο τετραγωνικός nxn πίνακας A  και 1 2, ,..., nλ λ λ  οι ιδιοτιµές του, πραγµατικές ή 

µιγαδικές, απλές ή πολλαπλές. Θεωρώ την συνάρτηση ( ) x
f x e= . 

 

∆ιακρίνω τις περιπτώσεις 
 

Ι) Οι ιδιοτιµές 
1 2, ,..., nλ λ λ  του πίνακα A  έχουν όλες αλγεβρική πολλαπλότητα 1. 

Στην περίπτωση αυτή υπολογίζω τους αριθµούς 
1 2( ), ( ),..., ( )nf f fλ λ λ ,όπου 

( ) x
f x e=  και έστω ( )g x  το πολυώνυµο παρεµβολής για τα σηµεία  

( ) ( ) ( )1 1 2 2
, ( ) , ( ) ,..., , ( )

n
f f fνλ λ λ λ λ λ , δηλαδή το ( )g λ  είναι το µικρότερου δυνατού 

βαθµού πολυώνυµο που διέρχεται από τα σηµεία αυτά.  

Το πολυώνυµο ( )g λ  µπορεί να βρεθεί µε µια από τις γνωστές µεθόδους αριθµητικής 

παρεµβολής της Αριθµητικής Ανάλυσης (µέθοδος ορίζουσας, µέθοδος Lagrange, 

µέθοδος διαιρεµένων διαφορών, Hermite , κλπ). 

Αφού προσδιοριστεί το πολυώνυµο ( )g λ , είναι ( )A
e g A= . 

 

 

Παράδειγµα 1 

Έστω ο πίνακας 
0 1

1 0
A

 
=  − 

. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα Α είναι 

2
1

( ) 1
1

p
λ

λ λ
λ
−

= = + , συνεπώς οι ιδιοτιµές του πίνακα Α είναι 1 iλ =  και 2 iλ = − . 
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Θεωρώ την συνάρτηση ( ) x
f x e= , είναι 1( ) ( ) cos1 sin1i

f f i e iλ = = = +  και 

2( ) ( ) cos1 sin1i
f f i e iλ −= − = = − .  

Βρίσκω µε την µέθοδο παρεµβολής του Lagrange το πολυώνυµο παρεµβολής για τα 

σηµεία ( ) ( )1 1 2 2, ( ) , ( )f fλ λ λ λ . 

Είναι 2
1

1 2

( )
2

i
L

i

λ λ λ
λ

λ λ
− +

= =
−

 και 1
2

2 1

( )
2

i
L

i

λ λ λ
λ

λ λ
− −

= =
− −

, οπότε είναι 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) sin1 cos1g L f L fλ λ λ λ λ λ= + = + . Τελικά είναι 

2

cos1 sin1
( ) sin1 cos1

sin1 cos1

A
e g A A I

 
= = + =  − 

. 

 

 

Παράδειγµα 2 

Έστω ο πίνακας 
0 1

1 0
A

 
=  − 

 τότε είναι 
0

0

t
At

t

 
=  − 

. Το χαρακτηριστικό 

πολυώνυµο του πίνακα At  είναι 2 2
( )

t
p t

t

λ
λ λ

λ
−

= = + , συνεπώς οι ιδιοτιµές του 

πίνακα Α είναι 
1 itλ =  και 

2 itλ = − . 

Θεωρώ την συνάρτηση ( ) x
f x e= , είναι 1( ) ( ) cos sinit

f f it e t i tλ = = = +  και 

2( ) ( ) cos sinit
f f it e t i tλ −= − = = − .  

Βρίσκω µε την µέθοδο παρεµβολής του Lagrange το πολυώνυµο παρεµβολής για τα 

σηµεία ( ) ( )1 1 2 2, ( ) , ( )f fλ λ λ λ . 

Είναι 2
1

1 2

( )
2

it
L

it

λ λ λ
λ

λ λ
− +

= =
−

 και 1
2

2 1

( )
2

it
L

it

λ λ λ
λ

λ λ
− −

= =
− −

, οπότε είναι 

1 1 2 2

sin
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cos

t
g L f L f t

t
λ λ λ λ λ λ= + = + .  

Τελικά είναι  

 

2

0 1 1 0 cos sinsin
( ) cos sin cos

1 0 0 1 sin cos

At
t tt

e g At At I t t t
t tt

     
= = + = + =     − −     

. 

 

 

Παράδειγµα 3 

Έστω ο πίνακας 
a b

A
b a

 
=  − 

. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A  είναι 

2 2 2
( ) 2 ( )

a b
p a a b

b a

λ
λ λ λ

λ
−

= = − + +
− −

, συνεπώς οι ιδιοτιµές του πίνακα Α είναι 

1 a biλ = +  και 2 a biλ = − . 

Θεωρώ την συνάρτηση ( ) x
f x e= , είναι 1( ) ( ) (cos sin )a bi a

f f a bi e e b i bλ += + = = +  

και 2( ) ( ) (cos sin )a bi a
f f a bi e e b i bλ −= − = = − .  

Βρίσκω µε την µέθοδο παρεµβολής του Lagrange το πολυώνυµο παρεµβολής για τα 

σηµεία ( ) ( )1 1 2 2, ( ) , ( )f fλ λ λ λ . 
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Είναι 2
1

1 2

( )
( )

2

a bi
L

bi

λ λ λ
λ

λ λ
− − −

= =
−

 και 1
2

2 1

( )
( )

2

a bi
L

bi

λ λ λ
λ

λ λ
− − +

= =
− −

, οπότε είναι 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )g L f L fλ λ λ λ λ= +  και µετά τις πράξεις προκύπτει ότι 

sin ( cos sin )
( )

a ae b e b b a b
g x

b b
λ

−
= + .  

Τελικά είναι 
cos sin

( )
sin cos

a a

A

a a

e b e b
e g A

e b e b

 
= =  

− 
. 

 

 

ΙΙ) Τουλάχιστον µια από τις ιδιοτιµές 1 2, ,..., nλ λ λ  του πίνακα A  έχει αλγεβρική 

πολλαπλότητα µεγαλύτερη του 1. 

Κάθε ιδιοτιµή iλ  µε αλγεβρικό βαθµό πολλαπλότητας in  µας δίνει το «σηµείο» 

( )( 1)(1),{ ( ), ( ),..., ( )}in

i i i i
f f fλ λ λ λ−

.  

Εφαρµόζοντας την µέθοδο παρεµβολής του Hermite στα σηµεία που προκύπτουν 

προσδιορίζω το πολυώνυµο παρεµβολής ( )g λ . 

Αφού προσδιοριστεί του πολυώνυµο ( )g λ , είναι ( )Ae g A= . 

 

 

Παράδειγµα 1 

Έστω ο πίνακας 
1 9

1 5
A

 
=  − − 

. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα Α είναι  

2 2
1 9

( ) 4 4 ( 2)
1 5

p
λ

λ λ λ λ
λ

− −
= = + + = +

+
, συνεπώς οι ιδιοτιµές του πίνακα Α είναι 

1 2λ = −  και 2 2λ = −  (διπλή ρίζα το -2). 

Θεωρώ την συνάρτηση ( ) xf x e= , είναι '( ) xf x e=  και  2( 2)f e−− =  και 2'( 2)f e−− = . 

Βρίσκω µε την µέθοδο των διαιρεµένων διαφορών του Hermite το πολυώνυµο 

παρεµβολής για τo σηµείo  ( )2,{ ( 2), '( 2)}f f− − − . 

Είναι 2( ) ( 3)g eλ λ−= + . Τελικά είναι 
2 2

2 2

2 2 2

2 9 2 9
( ) ( )

1 4 4

A e e
e g A e A I e

e e

− −
− −

− −

  
= = + = =   − − − −   

. 

 

 

Παράδειγµα 2 

Έστω ο πίνακας 
0 1

1 2
A

 
=  − 

, τότε είναι 
0

2

t
At

t t

 
=  − 

. Το χαρακτηριστικό 

πολυώνυµο του πίνακα At  είναι ( )2
( )

2

t
p t

t t

λ
λ λ

λ
−

= = −
−

, συνεπώς οι ιδιοτιµές 

του πίνακα Α είναι 1 tλ =  και 2 tλ =  (t διπλή). 

Θεωρώ την συνάρτηση ( ) xf x e= , είναι '( ) xf x e=  και  ( ) tf t e=  και '( ) tf t e= . 

Βρίσκω µε την µέθοδο των διαιρεµένων διαφορών του Hermite το πολυώνυµο 

παρεµβολής ( )g λ  για τo «σηµείο» ( ),{ ( ), '( )}t f t f t . 
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Είναι ( ) ( 1 )tg e tλ λ= + − . Τελικά είναι 

2

1 1
( ) ( (1 ) )

1 3

At t t
t

e g At e A t I e
t

− 
= = + − =  − − 

. 

 

 

 
2.2 ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΣΕΙΡΩΝ 

 

Αν nxnA M∈  τότε ο εκθετικός πίνακας A nxn
e M∈  ορίζεται από την δυναµοσειρά 

πίνακα : 
2

0 ! 1! 2! !

k k
A

n

k

A A A A
e I

k k

∞

=

= = + + + + +∑ � �  

η οποία συγκλίνει για κάθε πίνακα A . 

 

Ο A
e  έχει τις εξής ιδιότητες:  

i) Για κάθε ,t s M∈  είναι 
( )A t s At Ase e e
+ = ⋅  

 

ii) Ο πίνακας A
e  είναι οµαλός, δηλαδή είναι αντιστρέψιµος και ισχύει ( ) 1

A Ae e
− −=  

 

iii) Ο At
e  είναι παραγωγίσιµος και ισχύει ( )Atd

e
dt

= At At
A e e A⋅ = ⋅ . 

 

iv) Αν για τους πίνακες , nxnA B M∈  ισχύει A B B A⋅ = ⋅  (δηλαδή οι πίνακες 

αντιµετατίθενται) τότε ισχύει A B A B
e e e

+ = ⋅ . 

 

v) Αν ο πίνακας nxnA M∈  είναι µηδενοδύναµος (Nilpotent Matrix) δηλαδή ισχύει 

0p
A = , τότε είναι 

2 1

1! 2! ( 1)!

p
A

n

A A A
e I

p

−

= + + + +
−

� . 

 

vi) Αν ο πίνακας A  είναι διαγώνιος, δηλαδή είναι

1

2

0 0

0 0

0 0 n

x

x
A

x

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

, τότε από 

 

τον ορισµό του πίνακα A
e  προκύπτει ότι  

1

2

0 0

0 0

0 0 n

x

x

A

x

e

e
e

e

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

. 
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vii) Αν ο πίνακας nxnA M∈ , έχει την µορφή 

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

A

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
  

�

�

�

� � � � � � �

�

�

�

  

 

τότε ισχύει  0n
A =  (ο Α είναι µηδενοδύναµος) άρα 

2 1

1! 2! ( 1)!

n
A

n

A A A
e I

n

−

= + + + +
−

�  

και µετά τις πράξεις προκύπτει ότι  

 

1 1 1 1 1 1
   1      1           

2! 3! ( 4)! ( 3)! ( 2)! ( 1)!

1 1 1 1 1
   0      1     1

2! ( 5)! ( 4)! ( 3)! ( 2)!

1 1 1 1
   0    0    1 1

( 6)! ( 5)! ( 4)! ( 3)!

1 1 1 1
   0    0    0 1

( 7)! ( 6)! ( 5)! ( 4)!

  

A

n n n n

n n n n

n n n n

e n n n n

− − − −

− − − −

− − − −

= − − − −

�

�

�

�

� � � � � � � � �

1 1
 0    0    0 0 1 1

2! 3!

1
   0    0    0 0 0 1 1

2!

   0    0    0 0 0 0 1 1

   0    0    0 0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�

�

�

�

. 

 

viii) Αν , , nxnA S B M∈  και ο S  είναι αντιστρέψιµος και ισχύει 1
A S B S

−= ⋅ ⋅  τότε 

είναι 1A B
e S e S

−= ⋅ ⋅ . 

 

vii) Αν ο nxn  πίνακας A  έχει την µορφή 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

x

x

A

x

x

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

�

�

� � � � � �

�

�

�

 τότε θέτω 
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1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

x

x

A

x

x

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

�

�

� � � � � �

�

�

�

  και 2

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

A

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

�

�

� � � � � �

�

�

�

  

 

Ισχύουν οι ιδιότητες 

 

Α) 
1 2 2 1A A A A⋅ = ⋅  και 

1 2A A A= + . 

 

Β) 1 2 1 2A A A AA
e e e e

+= = ⋅ , όπου 1

0 0

0 0

0 0

x

x

A

x

e

e
e

e

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

 και  

 

2

1 1 1 1 1 1
   1      1           

2! 3! ( 4)! ( 3)! ( 2)! ( 1)!

1 1 1 1 1
   0      1     1

2! ( 5)! ( 4)! ( 3)! ( 2)!

1 1 1 1
   0    0    1 1

( 6)! ( 5)! ( 4)! ( 3)!

1 1 1 1
   0    0    0 1

( 7)! ( 6)! ( 5)! ( 4)!

 

A

n n n n

n n n n

n n n n

e n n n n

− − − −

− − − −

− − − −

= − − − −

�

�

�

�

� � � � � � � � �

1 1
  0    0    0 0 1 1

2! 3!

1
   0    0    0 0 0 1 1

2!

   0    0    0 0 0 0 1 1

   0    0    0 0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�

�

�

�

 

 

άρα τελικά από την ισότητα 1 2A AA
e e e= ⋅  προκύπτει ότι  
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2! 3! ( 4)! ( 3)! ( 2)! ( 1)!

   0          
2! ( 5)! ( 4)! ( 3)! ( 2)!

   0    0    
( 6)! ( 5)! ( 4)! ( 3)!

   0    0    0
( 7)! ( 6)!

x x x x x x
x x

x x x x x
x x

x x x x
x x

x x
x

A

e e e e e e
e e

n n n n

e e e e e
e e

n n n n

e e e e
e e

n n n n

e e e
e

e n n

− − − −

− − − −

− − − −

= − −

�

�

�

�
( 5)! ( 4)!

   0    0    0 0
2! 3!

   0    0    0 0 0
2!

   0    0    0 0 0 0

   0    0    0 0 0 0 0

x x

x x
x x

x
x x

x x

x

e

n n

e e
e e

e
e e

e e

e

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

� � � � � � � � �

�

�

�

�  

 

ή 

 

 

1 1 1 1 1 1
   1      1           

2! 3! ( 4)! ( 3)! ( 2)! ( 1)!

1 1 1 1 1
   0      1     1

2! ( 5)! ( 4)! ( 3)! ( 2)!

1 1 1 1
   0    0    1 1

( 6)! ( 5)! ( 4)! ( 3)!

1 1 1 1
   0    0    0 1

( 7)! ( 6)! ( 5)! ( 4)!
A x

n n n n

n n n n

n n n n

e e n n n n

− − − −

− − − −

− − − −

= − − − −

�

�

�

�

� � � � � � � � �

1 1
   0    0    0 0 1 1

2! 3!

1
   0    0    0 0 0 1 1

2!

   0    0    0 0 0 0 1 1

   0    0    0 0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�

�

�

�

 

 

 

 

Παράδειγµα 1 

Έστω ο πίνακας 

1 0

0 1

0 0

x

A x

x

 
 =  
  

. Να βρεθεί ο πίνακας A
e . 

Απάντηση 
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Θέτω 1

0 0

0 0

0 0

x

A x

x

 
 =  
  

, τότε είναι 1

0 0

0 0

0 0

x

A x

x

e

e e

e

 
 

=  
  

.  

Επίσης θέτω 2

0 1 0

0 0 1

0 0 0

A

 
 =  
  

. Προφανώς είναι 
2

2

0 0 1

0 0 0

0 0 0

A

 
 =  
  

 και 

3

2

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

A

 
 = = 
  

. 

 Συνεπώς 2 2

3

1 1

1! 2!

A
e I A A= + +  και µετά τις πράξεις παίρνω 2

1 1 1/ 2

0 1 1

0 0 1

A
e

 
 =  
  

. 

 

Έχω 1 2A A A= +  µε 1 2 2 1A A A A⋅ = ⋅  εποµένως σύµφωνα µe γνωστή ιδιότητα θα ισχύει  

 

1 2A AA
e e e= ⋅  και µετά τις πράξεις 

/ 2

0

0 0

x x x

A x x

x

e e e

e e e

e

 
 

=  
  

. 

 

 

Παράδειγµα 2 

Έστω ο πίνακας 

0

0 0

0 0 0

x z

A y

 
 =  
  

.  

Να δειχθεί ότι είναι µηδενοδύναµος και να βρεθεί ο πίνακας A
e . 

Απάντηση 

Είναι 2

0 0

0 0 0

0 0 0

xy

A

 
 =  
  

 και 3 0A = , άρα ο πίνακας A  είναι µηδενοδύναµος. 

 

Είναι 2

3

1

2

A
e I A A= + +  και αντικαθιστώντας τους πίνακες προκύπτει  

 

1 / 2

0 1

0 0 1

A

x z xy

e y

+ 
 =  
  

. 
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Παράδειγµα 3 

Έστω ο πίνακας 

1

0 1

0 0 1

x z

A y

 
 =  
  

. Να βρεθεί ο πίνακας A
e . 

Απάντηση 

Θέτω 1

0

0 0

0 0 0

x z

A y

 
 =  
  

, τότε έχω 3 1A I A= +  µε 3 1 1 3I A A I⋅ = ⋅ .  

 

Σύµφωνα µe γνωστή ιδιότητα θα ισχύει 3 1I AA
e e e= ⋅ . 

 

Αλλά είναι 3

0 0

0 0

0 0

I

e

e e

e

 
 =  
  

 και 1

1
2

0 1

0 0 1

A

xy
x z

e y

 + 
 

=  
 
 
 

 άρα  

 

1 ( )
0 0 2 2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0

A

xy xy
x z e ex e z

e

e e y e ey

e e

   + +    
    = ⋅ =    
         
   

,  

 

τελικά  

1
2

0 1

0 0 1

A

xy
x z

e e y

 + 
 

=  
 
 
 

. 
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2.3 ΜΕΘΟ∆ΟI ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΠΙΝΑΚΑ 
 
 

Η βασική ιδέα της µεθόδου αυτής είναι να µετατρέψει τον πίνακα A  σε κανονική 

µορφή R , ώστε o R
e  να µπορεί εύκολα να υπολογιστεί. Στη συνέχεια µπορούµε  να 

υπολογίσουµε τον πίνακα A
e  µέσω του  R

e . Συγκεκριµένα αν ο πίνακας X  είναι ο 

πίνακας µετασχηµατισµού θα ισχύει: 1X AX R− = , τότε 1A R
e Xe X

−=  .  

Υπάρχουν πολλές µέθοδοι παραγοντοποίησης πίνακα . Οι σηµαντικότερες είναι 

  

• Jordan παραγοντοποίηση (Jordan Decomposition) 

• LU παραγοντοποίηση (LU Decomposition) 

• Hessenberg παραγοντοποίηση (Hessenberg Decomposition) 

• Schur παραγοντοποίηση (Schur Decomposition) 

 

 
Θα παρουσιάσω στο επόµενο κεφάλαιο την σηµαντικότερη από αυτές, την µέθοδο 

Jordan .  

 Ακολουθεί µια σύντοµη παρουσίαση των υπόλοιπων µεθόδων παραγοντοποίησης 

τετραγωνικού πίνακα. 

 

 

 

2.3.1  LU  παραγοντοποίηση πίνακα  
 

 

Αν A  είναι ένας nxn  πίνακας, τότε υπάρχουν, ένας τριγωνικός κάτω nxn  πίνακας  

 

11

21 22

1 2

0 0

0

n n nn

l

l l
L

l l l

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

  και ένας τριγωνικός άνω nxn  πίνακας  

 

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

u u u

u u
U

u

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

 τέτοιοι ώστε L U A⋅ =  

 

Από την ισότητα L U A⋅ =  προκύπτουν 2
n  εξισώσεις µε αγνώστους τους 2

n n+  

συντελεστές των δύο πινάκων L  και U .  

Συνεπώς το σύστηµα δεν έχει µοναδική λύση, συνεπώς η ανάλυση δεν είναι 

µοναδική, δηλαδή οι πίνακες L  και U  δεν είναι  µοναδικοί. 
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Παράδειγµα 1 

∆ίνεται ο πίνακας  

2 4 6 0

4 6 3 4

0 0 4 0

0 4 6 2

A

− 
 − − =
 
 

− 

 τότε υπάρχουν,  

 

ο τριγωνικός κάτω 4 4x  πίνακας 

1 0 0 0

2 1 0 0

0 0 1 0

0 2 3 1

L

 
 
 =
 
 

− 

 

 

και ο τριγωνικός άνω 4 4x  πίνακας

2 4 6 0

0 2 9 4

0 0 4 0

0 0 0 6

U

− 
 − − =
 
 

− 

  

 

για τους οποίους ισχύει L U A⋅ = . 

 

 

 

Παράδειγµα 2 

∆ίνεται ο πίνακας  

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A

 
 − − =
 − −
 

− − 

 τότε υπάρχουν,  

 

ο τριγωνικός κάτω 4 4x  πίνακας 

1 0 0 0

1 1 0 0

1 0 1 0

1 1 1 1

L

 
 
 =
 
 
 

 

 

και ο τριγωνικός άνω 4 4x  πίνακας

1 1 1 1

0 2 0 2

0 0 2 2

0 0 0 4

U

 
 − − =
 − −
 
 

  

 

για τους οποίους ισχύει L U A⋅ = . 
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2.3.2  Hessenberg  παραγοντοποίηση πίνακα  
 

 

 

2.1 ΟΡΙΣΜΟΣ  

Ένας τετραγωνικός πίνακας U  λέγεται ορθοκανονικός (unitary)  αν ισχύει * 1
U U

−=  

ή ισοδύναµα * *

nU U U U I⋅ = ⋅ = , όπου µε *
U  συµβολίζουµε τον ανάστροφο του 

συζυγή (conjugate transpose) του πίνακα U  και µε 1
U

−  τον αντίστροφο του. 

 

 

2.2 ΟΡΙΣΜΟΣ  
Ένας τετραγωνικός πίνακας A  λέγεται πίνακας Hessenberg αν έχει την µορφή  

 

11 12 13 14 1, 2 1, 1 1

21 22 23 24 2, 2 2, 1 2,

32 33 34 3, 2 3, 1 3,

43 44 4, 2 4, 1 4,

54 5, 2 5, 1 5,

1, 2 1, 1 1,

, 1 ,

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

n n n

n n n

n n n

n n n

n n n

n n n n n n

n n n n

a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a

a a a a a
A

a a a a

a a a

a a

− −

− −

− −

− −

− −

− − − − −

−

 




= 




 

�

�

�

�

�

� � � � � � � �

�

�













 

 

Αν A  είναι ένας nxn  πίνακας, τότε υπάρχουν, ένας ορθοκανονικός (unitary) nxn  

πίνακας P  και ένας Hessenberg πίνακας H  τέτοιοι ώστε *
P H P A⋅ ⋅ = , όπου µε *

P  

συµβολίζουµε τον ανάστροφο του συζυγή (conjugate transpose) του πίνακα P . 

 

 

Παράδειγµα 1 

∆ίνεται ο πίνακας  

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

i i
A

i i

 
 − − =
 − −
 

− − 

 τότε υπάρχουν,  

 

ο ορθοκανονικός (unitary) 4 4x  πίνακας  

 

1 0 0 0

0 0.5774 0.7746 0.1826 0.1826

0 0.5774 0.6109 0.3831 0.3831

0 0.5774 0.1637 0.5656 0.5656

i
P

i

i

 
 − − =
 − − −
 

− − − + 
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και ο Hessenberg 4 4x  

πίνακας

1 1.7321 0 0

1.7321 1 0 0

0 0 1.1196 0.8804 1.4041

0 0 1.4041 0.8804 1.1196

U
i i

i

− 
 − − =
 +
 

− + 

  

 

για τους οποίους ισχύει *P H P A⋅ ⋅ = . 

 

 

 

Παράδειγµα 2 

∆ίνεται ο πίνακας  

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A

 
 − − =
 − −
 

− − 

 τότε υπάρχουν,  

 

ο ορθοκανονικός (unitary) 4 4x  πίνακας  

 

1 0 0 0

0 0.5774 0.8165 0

0 0.5774 0.4082 0.7071

0 0.5774 0.4082 0.7071

P

 
 − =
 − − −
 

− − 

 

 

και ο Hessenberg 4 4x  πίνακας 

1 1.7321 0 0

1.7321 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

U

− 
 − − =
 
 
 

  

 

για τους οποίους ισχύει *
P H P A⋅ ⋅ = . 

 

 

 

Παράδειγµα 3 

∆ίνεται ο πίνακας  

4 4 2

1 1 1

5 4 3

A

− 
 = − 
 − 

 τότε υπάρχουν,  

 

ο ορθοκανονικός (unitary) 3 3x  πίνακας  

 

1 0 0

0 0.1961 0.9806

0 0.9806 0.1961

P

 
 = − − 
 − 
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και ο Hessenberg 3 3x  πίνακας 

4 2.7456 3.5301

5.0990 3.8846 3.4231

0 0.4231 0.1154

U

− − − 
 =  
  

  

 

για τους οποίους ισχύει *P H P A⋅ ⋅ = . 

 

 

 

2.3.3  Schur  παραγοντοποίηση πίνακα  
 

 

Αν A  είναι ένας nxn  πίνακας, τότε η Schur παραγοντοποίηση του πίνακα αυτού έχει 

την µορφή *
Q A Q T⋅ ⋅ = , 

όπου  

Q είναι ένας ορθοκανονικός (unitary) πίνακας nxn , *
Q  είναι ο ανάστροφος του 

συζυγή του (conjugate transpose), και T  είναι ένας τριγωνικός άνω πίνακας της 

µορφής 

 

1 12 1, 1 1,

2 2, 1 2,

1 1,

0

0 0

0 0 0

n n

n n

n n n

n

b b b

b b

T

b

λ
λ

λ
λ

−

−

− −

 
 
 
 =
 
 
  

�

�

� � � � �

�

�

 

 

ο οποίος έχει στην κύρια διαγώνιό του τις ιδιοτιµές του πίνακα A . 

Προφανώς η παραπάνω σχέση γράφεται και ως *
A Q T Q= ⋅ ⋅ . 

 

 

Παράδειγµα 1 

 

∆ίνεται ο πίνακας  

2 4 6 0

4 6 3 4

0 0 4 4

0 4 6 2

A

− 
 − − =
 −
 

− 

 .  

 

Οι ιδιοτιµές του πίνακα αυτού είναι οι αριθµοί 6, 4, 2, 2. 

Υπάρχουν, ο ορθοκανονικός (unitary) 4 4x  πίνακας  

 

0.5774 0.4082 0.7071 0

0.5774 0.8165 0 0

0 0 0 1

0.5774 0.4082 0.7071 0

Q

− − 
 
 =
 
 

− 
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και ο 4 4x  τριγωνικός άνω πίνακας 

6 5.6569 3.2660 8.6603

0 2 4.6188 2.4495

0 0 2 0

0 0 0 4

T

− − 
 − =
 
 
 

  

 

για τους οποίους ισχύει *
A Q T Q= ⋅ ⋅ . 

 

 

Παράδειγµα 2 

 

∆ίνεται ο πίνακας  

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A

 
 − − =
 − −
 

− − 

 .  

 

Οι ιδιοτιµές του πίνακα αυτού είναι οι αριθµοί -2, 2, 2, 2. 

Υπάρχουν, ο ορθοκανονικός (unitary) 4 4x  πίνακας  

 

0.8660 0.5 0 0

0.2887 0.5 0.8165 0

0.2887 0.5 0.4082 0.7071

0.2887 0.5 0.4082 0.7071

Q

 
 − =
 − − −
 

− − 

 

 

και ο 4 4x  πίνακας 

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

T

 
 − =
 
 
 

  

 

για τους οποίους ισχύει *
A Q T Q= ⋅ ⋅ . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

 

 

JORDAN ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΠΙΝΑΚΑ 
 
 

 

Η Jordan κανονική µορφή ενός n n×  πίνακα A  είναι ένας διαγώνιος κατά µπλοκ 

πίνακας.  

Έστω 
1 2, , , kλ λ λ…  (1 )k n≤ ≤  είναι οι διαφορετικές µεταξύ τους ιδιοτιµές του πίνακα 

A  και 
1 2, , , kn n n…  είναι οι αλγεβρικές τους πολλαπλότητες. 

Αν συµβολίσουµε µε iJ  το Jordan block που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή iλ  τότε αυτό 

είναι ένας i in xn  πίνακας ο οποίος ορίζεται ως εξής  

 

∆ιακρίνω τις περιπτώσεις  
 

1) nxn
A R∈  τότε υπάρχουν οι εξής υποπεριπτώσεις 

 

Α) Αν η ιδιοτιµή 
iλ  είναι πραγµατικός αριθµός και έχει την ίδια αλγεβρική και  

 

γεωµετρική πολλαπλότητα (
i in m= ) τότε είναι  

0 0

0 0

0 0

i

i

i

i

J

λ
λ

λ

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

. 

 

Β) Αν ιδιοτιµή 
iλ είναι πραγµατική και έχει διαφορετική αλγεβρική και γεωµετρική 

πολλαπλότητα (
i in m≠ ) τότε το 

iJ  έχει την µορφή  

 

 

1

2

, 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

i

i i

i i

i

i

i i n

i

J

λ δ
λ δ

λ

λ δ

λ
−

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

�

�

�

� � � � � �

�

�

 , όπου 0 ή 1ijδ = . 

 

Ειδικότερα το Jordan block iJ  σχηµατίζεται από im  υπο-block τα οποία έχουν είτε 

την 
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µορφή 

1 0 0 0

0 1

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

i

i

i

i

i

λ
λ

λ

λ
λ

 
 
 
 
 
 
 
 
  

�

�

�

� � � � � �

�

�

 αν έχουν διάσταση µεγαλύτερη του 1, (η διάστασή  

 

τους καθορίζεται από την πτώση των τάξεων των πινάκων ( )s

i nA Iλ− , όπου 

1, 2,3,...s = ), είτε την µορφή [ ]iλ  αν έχουν διάσταση 1. 

 

Γ) Αν η ιδιοτιµή 
iλ  είναι µιγαδικός αριθµός τότε και ο ιλ  είναι επίσης ιδιοτιµή του 

πίνακα και αν i a biλ = +  τότε οι δύο συζυγείς ιδιοτιµές ,i iλ λ  µας δίνουν το Jordan 

block 
i

a b
J

b a

 
=  − 

. 

 

2) nxn
A C∈  τότε υπάρχουν µόνο οι περιπτώσεις Α και Β που είδαµε στην περίπτωση 

1 που ο πίνακας έχε πραγµατικά στοιχεία. 

 

Σε όλες τις περιπτώσεις η Jordan µορφή του πίνακα A  είναι 

1

2

0 0

0 0

0 0 k

J

J
J

J

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

. 

 

 

3.1 ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ JORDAN ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗΣ 
 

Για κάθε πίνακα n nA ×∈� , υπάρχει ένας αντιστρέψιµος πίνακας n nX ×∈�  τέτοιος 

ώστε: 1
X AX J

− = .  

Αν ο πίνακας A  διαγωνοποιείται τότε X P= , όπου P  ο πίνακας µετάβασης. 

Αν ο πίνακας A  δεν διαγωνοποιείται, δηλαδή είναι ελλιπής, τότε X L= , όπου L  ο 

πίνακας µετασχηµατισµού. 

 

 

3.2 ΑΛΥΣΙ∆ΕΣ JORDAN 

 

Στην περίπτωση ελλιπούς πίνακα nxnA K∈ , τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις 

ιδιοτιµές του, δεν είναι αρκετά  για να αποτελέσουν βάση του χώρου nK .  

Ας συµβολίσουµε µε s  το πλήθος των ιδιοδιανυσµάτων που προέκυψαν από την 

ιδιοτιµή iλ  του πίνακα της οποίας η αλγεβρική πολλαπλότητα είναι ίση µε την 

γεωµετρική.  

Προφανώς είναι s n<  και συνεπώς τα s  αυτά ιδιοδιανύσµατα δεν αποτελούν βάση 

του χώρου nK . 
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Έστω ότι 1 2

1 2( ) ( ) ( ) ...( ) khh h

kψ λ λ λ λ λ λ λ= − − −  είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του 

τετραγωνικού πίνακα nxn
A K∈ . 

 

 

3.2.1 ΟΡΙΣΜΟΣ  
Ονοµάζεται αλυσίδα Jordan µήκους s που αντιστοιχεί στον στοιχειώδη διαιρέτη  

( ) ih

iλ λ−  του τετραγωνικού πίνακα nxn
A K∈  κάθε σύνολο s ( is h≤ ) διανυσµάτων 

του χώρου n
K  που επαληθεύουν τις σχέσεις 

 

( ) 0s

i sA I uλ− =  και 1( ) 0s

i sA I uλ −− ≠ , 

1

1 ( )s

s i su A I uλ −
− = − ,  

2

2 1( )s

s i su A I uλ −
− −= − , 

……………………….. 
1

1 2( )iu A I uλ= −  

 

Αποδεικνύεται ότι τα διανύσµατα κάθε αλυσίδας Jordan είναι γραµµικά ανεξάρτητα 

µεταξύ τους. 

 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  
Αν η ιδιοτιµή

iλ  έχει γεωµετρική πολλαπλότητα 
im  (

i im n< ) τότε δηµιουργούµε 
im  

αλυσίδες Jordan των οποίων το άθροισµα των µηκών τους είναι 
in  και τα διανύσµατα 

που προκύπτουν από αυτές είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Τότε τα διανύσµατα αυτά 

αποτελουν βάση του ιδιόχωρου της ιδιοτιµής 
iλ  και καλύπτουν 

in  στήλες στον 

πίνακα µετασχηµατισµού L . 

 

 

Παράδειγµα 1 

 Να δειχθεί ότι ο πίνακας 3 3

1 2 1

1 1 0

2 2 0

A
×

− 
 = − ∈ 
 − 

� , διαγωνοποιείται και να βρεθούν η 

Jordan µορφή του πίνακα καθώς και ο πίνακας µετάβασης. 

Απάντηση 

Αρχικά θα υπολογίσω το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο του πίνακα  A . Είναι 
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( ) ( )

( )

( )( )( ) ( ) ( )

( )( )3

1 2 1

det 1 1 0

2 2

1 0 1 0 1 1
          = 1 2 1

2 2 2 2

          = 1 1 2 2 2 1

          = 1 1

p A I

λ
λ λ λ

λ

λ λ
λ

λ λ

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

− −

= − = − − =

− −

− − − −
− − − =

− − − −

− − − − − − − − − − − =  

− = − +

   

 

Άρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A  είναι ( ) ( )( )0  1 1 0p λ λ λ λ= ⇔ − + =  

⇔ 0, 1, 1λ λ λ= = = −  που είναι τρεις άνισοι πραγµατικοί αριθµοί. Αυτό σηµαίνει ότι 

και οι τρεις ιδιοτιµές έχουν αλγεβρική πολλαπλότητα 1. 

Στη συνέχεια βρίσκω τον ιδιοχώρο κάθε ιδιοτιµής  

 

• Για 1λ = −   έχω :  

 

1 1 1 2 3 1

2 2 1 2 2

3 3 1 2 3

1 2 3 3 2

1 1

1 2 3 3 2

1 2 1 2

1 1 0 1

2 2 0 2 2

2 2 0 2

             0 0

2 2 0 2

x x x x x x

Ax x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x

x x x x x

λ
− + − = −      

     = ⇔ − = − ⇔ − = −     
     − − = −      

+ − = = 
 

⇔ = ⇔ = 
 − + = = 

     

 

Άρα ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής 1λ = −  είναι 

  

 ( )
0

1 1 :

2

V k k

  
  − = ∈  
  

  

�  και η διάσταση του είναι ( )dim 1 1V − = ,  

 

δηλαδή η γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής 1λ = −  είναι 1, όσο και η 

αλγεβρική της πολλαπλότητα .  

 

• Για 0λ =  έχω:  
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1 1 1 2 3

2 2 1 2

3 3 1 2

1 2 3 3 1

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 0

1 1 0 0 0

2 2 0 2 2 0

2 0 3

            

2 2 0

x x x x x

Ax x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x

λ

− + − =      
     = ⇔ − = ⇔ − =     
     − − =      

 + − = =
 

⇔ = ⇔ = 
 − = =

 

 

Άρα ο ιδιοχώρος για 0λ =  είναι 

 

( )
1

0 1 :

3

V k k

  
  = ∈  
  

  

�  και η διάσταση του είναι: ( )dim 0 1V = , δηλαδή  

 

και η γεωµετρική πολλαπλότητα και αυτής της ιδιοτιµής είναι όσο και η 

αλγεβρική της, δηλαδή 1. 

 

• Για 1λ =  έχω :  

 

1 1 1 2 3 1

2 2 1 2 2

3 3 1 2 3

2 3 3 2

1 2 1 2

1 2 3 1 2

1 2 1 2

1 1 0 1

2 2 0 2 2

2 0 2

            2 0 2

2 2 0 2

x x x x x x

Ax x x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x

x x x x x

λ
− + − =      

     = ⇔ − = ⇔ − =     
     − − =      

− = = 
 

⇔ − = ⇔ = 
 − − = = 

 

 

Άρα  ο ιδιοχώρος για την τρίτη και τελευταία µας ιδιοτιµή 1λ =  είναι 

 

( )
2

1 1 :

2

V k k

  
  = ∈  
  

  

�   και η διάσταση του είναι ( )dim 1 1V =  , οµοίως και σε 

  

αυτήν την περίπτωση η γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής µας ισούται µε 1 

δηλαδή όσο και η αλγεβρική της πολλαπλότητα .  

 

Άρα ο πίνακας A  διαγωνοποιείται, η Jordan µορφή του είναι 

1 0 0

( ) 0 0 0

0 0 1

J A

− 
 =  
  

, 
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ο πίνακας µετάβασης είναι ο 

0 1 2

1 1 1

2 3 2

P

 
 =  
  

 και ισχύει 1

1 0 0

0 0 0 ( )

0 0 1

P AP J A
−

− 
 = = 
  

 

 

 

Παράδειγµα 2 

 Να δειχθεί ότι ο πίνακας 4 4

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A
×

 
 − − = ∈
 − −
 

− − 

� , διαγωνοποιείται και να 

βρεθούν η Jordan µορφή του πίνακα καθώς και ο πίνακας µετάβασης. 

Απάντηση 
Αρχικά θα υπολογίσω το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο του πίνακα  A . Είναι 

 

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

p

λ
λ

λ
λ

λ

−

− − −
=

− − −

− − −

  και µετά τις πράξεις έχω 3( ) ( 2)( 3)p λ λ λ= + − . 

 

Άρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A  είναι ( ) 0p λ =  ⇔ 1 22 ( ),  2 ( )ή ήλ απλ λ τριπλ= − =  

Στη συνέχεια βρίσκω τον ιδιοχώρο κάθε ιδιοτιµής  

 

• Για 2λ = −   έχω :  

 

 ( )

1

1
2 :

1

1

V k k

 −  
  
  − = ∈       

�  και η διάσταση του είναι ( )dim 2 1V − = ,  

 

δηλαδή η γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής 2λ = −  είναι 1, όσο και η 

αλγεβρική της πολλαπλότητα .  

 

• Για 2λ =  έχω:  

 

( ) 1 2 3 1 2 3

1 1 1

0 0 1
2 : , ,

0 1 0

1 0 0

V k k k k k k

      
      
      = + + ∈                   

�  και η διάσταση του είναι 

( )dim 2 3V = , δηλαδή και η γεωµετρική πολλαπλότητα και αυτής της ιδιοτιµής 

είναι όσο και η αλγεβρική της, δηλαδή 3. 
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Άρα ο πίνακας A  διαγωνοποιείται, η Jordan µορφή του είναι 

2 0 0 0

0 2 0 0
( )

0 0 2 0

0 0 0 2

J A

− 
 
 =
 
 
 

, 

 

ο πίνακας µετάβασης είναι ο 

1 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

P

− 
 
 =
 
 
 

 και ισχύει 1 ( )P AP J A
− = . 

 

 

Παράδειγµα 3 

Να δειχθεί ότι ο πίνακας 3 3

2 1 0

1 0 1

1 3 1

A
×

 
 = − ∈ 
  

�  δεν διαγωνοποιείται, να βρεθεί η 

Jordan κανονική µορφή του πίνακα καθώς και ο πίνακας µετασχηµατισµού L .   

Απάντηση 
Αρχικά θα υπολογίσω το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο του πίνακα A . Είναι 

 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )23 2

2 1 0

det 1 1

1 3 1

1 1 1 1
         = 2 1 0

3 1 1 1 1 3

        = 2 1 3 1 1 1

        = 3 4 2 1

p A I

λ
λ λ λ

λ

λ λ
λ

λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

−

= − = − − =

−

− − − −
− − + =

− −

− − − − − − − − =      

− + − = − − +

 

 

Άρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A  είναι 

 

( ) ( ) ( )2
0 2 1 0 1, 2p λ λ λ λ λ= ⇔ − − + = ⇔ = − =  (διπλή) 

 

Εποµένως η ιδιοτιµή 

 

• 1λ = −  είναι απλή πραγµατική ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, άρα η 

αλγεβρική πολλαπλότητα της είναι 1 . 

 

• 2λ =  είναι διπλή πραγµατική ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, άρα η 

αλγεβρική πολλαπλότητα της είναι 2 .  
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Στην συνέχεια θα εξετάσω αν η αλγεβρική πολλαπλότητα κάθε ιδιοτιµής ισούται µε 

την γεωµετρική της πολλαπλότητα .  

 

Υπολογίζω τον ιδιοχώρο της ιδιοτιµής :  

 

• Για 1λ = −   έχω :  

 

1 1 1 2 1

2 2 1 3 2

3 3 1 2 3 3

1 2

2 1

1 2 3

3 1

1 2 3

2 1 0 2 1

1 0 1 1

1 3 1 1 3

3 0
3

            0
4

3 2 0

x x x x x

Ax x x x x x x

x x x x x x

x x
x x

x x x
x x

x x x

λ
+ = −      

     = ⇔ − = − ⇔ − + = −     
      + + = −      

+ =
= −

⇔ − + + = ⇔ 
= + + =

     

 

Άρα ο ιδιοχώρος για 1λ = −  είναι  

 

 ( )
1

1 3 :

4

V k k

  
  − = − ∈  
  

  

�  και η διάσταση του είναι ( )dim 1 1V − =  ,  

 

δηλαδή η γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής 1λ = −  είναι ίση µε την 

αλγεβρική της πολλαπλότητα .  

 

• Για 2λ =  έχω:  

 

1 1 1 2 1

2 2 1 3 2

3 3 1 2 3 3

2

1 3

1 2 3

2

1 2 3

2 1 0 2 1 2

1 0 1 2 2

1 3 1 1 3 2

0

            2 0
0

3 0

x x x x x

Ax x x x x x x

x x x x x x

x
x x

x x x
x

x x x

λ
+ =      

     = ⇔ − = ⇔ − + =     
      + + =      

=
=

⇔ − − + = ⇔ 
= + − =

 

 

Άρα  ο ιδιοχώρος για την διπλή ιδιοτιµή 2λ =  είναι 

  

( )
1

1 0 :

1

V k k

  
  = ∈  
  

  

�  και η διάσταση του είναι ( )dim 1 1V = . 

  

Εποµένως για αυτή την ιδιοτιµή µας δεν πληρείται η δεύτερη προϋπόθεση 

διαγωνοποίησης, δηλαδή η αλγεβρική πολλαπλότητα είναι διαφορετική από την 

γεωµετρική πολλαπλότητα .  
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Άρα ο πίνακας A  δεν είναι διαγωνοποιήσιµος. 

Συνεπώς για να βρω τώρα την Jordan κανονική µορφή του πίνακα πρέπει να 

υπολογίσω τα Jordan Block.  

 

Είναι [ ]1 1J = −  και 
2

2 1

0 2
J

 
=  
 

, οπότε η Jordan µορφή του πίνακα A  είναι  

 

1

2

0
( )

0

J
J A

J

 
=  
 

 ή 

1 0 0

( ) 0 2 1

0 0 2

J A

− 
 =  
  

. 

 

Θα υπολογίσω τώρα τον πίνακα µετασχηµατισµού L  

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι : ( ) ( ) ( )2
2 1p λ λ λ= − − +  , άρα το ελάχιστο 

χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι το ( ) ( )( )2 1ψ λ λ λ= − − +  ή το  

( ) ( ) ( )2
2 1ψ λ λ λ= − − +  .  

 

Είναι 

 

0 1 0 3 1 0

( 2 )( ) 1 2 1 1 1 1

1 3 1 1 3 2

1 1 1 0 0 0

                               = 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0

A I A I

   
   − − + = − − − ⋅ − =   
   −   

− −   
   ≠   
   − −   

  

 

και προφανώς είναι ( ) ( )2
2 0A I A I− − + = . 

Τελικά το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το ( ) ( ) ( )2
2 1ψ λ λ λ= − − + . 

 

- Η ιδιοτιµή 1λ = −  είδαµε ότι έχει ιδιοχώρο  ( )
1

1 3 :

4

V k k

  
  − = − ∈  
  

  

�  

Το  1

1

3

4

v

 
 = − 
 
 

  είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην πρώτη ιδιοτιµή.   

- Η ιδιοτιµή 2λ =  έχει στο ελάχιστο πολυώνυµο αλγεβρική πολλαπλότητα 2 και 

είδαµε ότι έχει ιδιοχώρο ( )
1

1 0 :

1

V k k

  
  = ∈  
  

  

� ,  

άρα έχει γεωµετρική πολλαπλότητα 1.   
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Για την ιδιοτιµή αυτή θα δηµιουργήσω µια Jordan αλυσίδα µήκους 2 από την οποία 

θα προσδιορίσω δύο διανύσµατα τα οποία θα αποτελέσουν ένα πλήρες σύστηµα 

αντιπροσώπων της ιδιοτιµής 2λ = . 

 

Για να βρούµε το πρώτο διάνυσµα της αλυσίδας Jordan µήκους 2 λύνουµε τo 

σύστηµα 

 
2

2( 2 ) 0A I u− =  και 2( 2 ) 0A I u− ≠  .  

 

Είναι:  

2 1 0 2 0 0 0 1 0

2 1 0 1 0 2 0 1 2 1

1 3 1 0 0 2 1 3 1

A I

     
     − = − − = − −     
     −     

 

 

2

0 1 0 0 1 0 1 2 1

( 2 ) 1 2 1 1 2 1 3 6 3

1 3 1 1 3 1 4 8 4

A I

− −     
     − = − − ⋅ − − = −     
     − − − −     

 

Άρα:  

 

1

2

2 2

3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 1 0

( 2 ) 0 3 6 3 0

4 8 4 0

2 0

                        3 6 3 0 2 0

4 8 4 0

c

A I u c

c

c c c

c c c c c c

c c c

− −     
     − = ⇔ − ⋅ = ⇔     
     − −     

− − + =


⇔ + − = ⇔ + − =
− − + =

  

 

και 

1

2

2 2

1 2 3

3

0 1 0 0
0

( 2 ) 0 1 2 1 0
3 0

1 3 1 0

c
c

A I u c
c c c

c

     
≠     − ≠ ⇔ − − ⋅ ≠ ⇔       − − ≠     −     

 

 

Βρίσκω µια λύση της 1 2 32 0c c c+ − =  µε 2 0c ≠  και 1 2 33 0c c c+ − ≠ .  

 

Για 1 0c =  και 2 1c =   παίρνω 3 2c =  οπότε έχω 2

0

1

2

u

 
 =  
  

 .  

 

Το δεύτερο διάνυσµα της αλυσίδας Jordan µήκους 2, το βρίσκουµε από την ισότητα 

 

1 1

2 1 2 2 1

3 3

0 1 0 0 1

( 2 ) 1 2 1 1 0

1 3 1 2 1

d d

A I u u d d u

d d

         
         − = ⇔ − − ⋅ = ⇔ = =         
         −         
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Εποµένως ο πίνακας αλυσίδων ή µετασχηµατισµού L  είναι 

1 1 0

3 0 1

4 1 2

L

 
 = − 
  

 και 

ισχύει 1 ( )L A L J A
− ⋅ ⋅ =  

 

 

Παράδειγµα 4 

∆ίνεται ο πίνακας 3 3

4 0 0

0 4 1

0 13 2

A
×

− 
 = ∈ 
 − − 

� . Να βρεθούν η Jordan µορφή του 

πίνακα καθώς και ο πίνακας µετασχηµατισµού. 

 

Απάντηση 
Μετά από πράξεις προκύπτει εύκολα ότι το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο του 

πίνακα A  είναι το ( ) 2( 4)( 2 5)p λ λ λ λ= − + − +  

Άρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A  είναι : ( ) 1 2 30 4,  1 2 ,  1 2p i iλ λ λ λ= ⇔ = − = + = − . 

Η ρίζα 1 4λ = −  έχει αλγεβρική και γεωµετρική πολλαπλότητα 1 άρα παράγει το 

Jordan block 1 [ 4]J = − . 

Οι ρίζες 2 3 1 2 ,  1 2i iλ λ= + = −  είναι συζυγείς µε αλγεβρική πολλαπλότητα 1 και 

παράγουν το Jordan block 
2

1 2

2 1
J

 
=  − 

.  

Συνεπώς η Jordan µορφή του πίνακα A  είναι 

4 0 0

0 1 2

0 2 1

J

− 
 =  
 − 

. 

Στην ιδιοτιµή 1 4λ = −  αντιστοιχεί το ιδιοδιάνυσµα 1

1

0

0

v

 
 =  
  

 . 

Στις ιδιοτιµές 2 3 1 2 ,  1 2i iλ λ= + = −  αντιστοιχούν τα ιδιοδιανύσµατα  

 

2

0 0 0

1 1 0

3 2 3 2

v i

i

     
     = = +     
     − − − −     

 και 3

0 0 0

1 1 0

3 2 3 2

v i

i

     
     = = −     
     − − − −     

  

 

αντίστοιχα, άρα ο πίνακας µετασχηµατισµού είναι ο 

1 0 0

0 1 0

0 3 2

L

 
 =  
 − − 

 και ισχύει 

1
L A L J
− ⋅ ⋅ = . 
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3.3 ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΧΡΟΝΟΥ 
 

 

 

3.3.1 ΟΡΙΣΜΟΣ  

 Ένα σύστηµα είναι µία απεικόνιση : [ ] [ ] ,  y t F x t t = ∈  � , όπου [ ]y t  η έξοδος, 

[ ]x t  η είσοδος.  

 

 

3.3.2 ΟΡΙΣΜΟΣ  
 Ένα σύστηµα λέγεται γραµµικό αν είναι προσθετικό και οµογενές δηλαδή : 

[ ] [ ] [ ] [ ]1 2 1 2
F ax t bx t aF x t bF x t     + = +       για κάθε ,a b∈� .  

 

 

3.3.3 ΧΩΡΟΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΝ  

 
Ένα γραµµικό σύστηµα και χρονικά αµετάβλητο στο χώρο καταστάσεων 

περιγράφεται από ένα ζευγάρι εξισώσεων, µια διαφορική και µία αλγεβρική, που µας 

δίνουν την χρονική εξέλιξη του συστήµατος σε συνεχές χρόνο t  έχει την µορφή 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

•

= +

= +
  

  

όπου :  ( )x t  διάνυσµα κατάστασης, ( ) 1n
x t

×∈�   

             ( )u t  διάνυσµα εισόδου, ( ) 1m
u t

×∈�   

             ( )y t  διάνυσµα εξόδου, ( ) 1p
y t

×∈�  

             n n
A

×∈� , n m
B

×∈� , p n
C

×∈�  , p m
D

×∈� .  

 

 

3.3.4 ΟΡΙΣΜΟΣ  
Τάξη (order)  του χώρου κατάστασης είναι ο αριθµός n  των συνιστωσών του 

διανύσµατος κατάστασης ( )x t  .  

 

 

3.4.5 ΠΙΝΑΚΑΣ ΜΕΤΑΒΑΣΗΣ ΤΗΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ  

 

Αν το διάνυσµα εισόδου ( ) 0u t =  τότε η πρώτη εξίσωση του παραπάνω συστήµατος 

γίνεται ( ) ( )x t Ax t
•

= . Αν 0(0)x x=  τότε η λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης 

δίνεται από την σχέση ( ) 0

At
x t e x= . 

Ο εκθετικός πίνακας At
e  ονοµάζεται και «πίνακας µετάβασης κατάστασης» (State 

Transition Matrix) .  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 

 

 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ eAt 
 

 

 

Περίπτωση 1.  Ο πίνακας A διαγωνοποιείται 
 

Αν ο πίνακας nxn
A K∈  διαγωνοποιείται, τότε η Jordan µορφή του πίνακα θα είναι  

 

1

2

0 0

0 0

0 0 n

J

λ
λ

λ

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

 οπότε θα είναι 

1

2

0 0

0 0

0 0 n

J

e

e
e

e

λ

λ

λ

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

.  

 

Επίσης είναι 

1

2

0 0

0 0

0 0 n

t

t
Jt

t

λ
λ

λ

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

 άρα θα είναι  

1

2

0 0

0 0

0 0 n

t

t

Jt

t

e

e
e

e

λ

λ

λ

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

. 

 

Αν nxnP K∈  είναι ο πίνακας µετάβασης του πίνακα A  τότε θα ισχύει  
1 1

P A P J A P J P
− −⋅ ⋅ = ⇔ = ⋅ ⋅  και συνεπώς 1 1( ) ( )P At P Jt At P Jt P

− −⋅ ⋅ = ⇔ = ⋅ ⋅ . 

Είναι 
1( )At P Jt P

e e
−⋅ ⋅= ⇔  1At Jt

e P e P
−= ⋅ ⋅ . 

 

 

Παράδειγµα 1 

 ∆ίνεται ο πίνακας 3 3

1 2 1

1 1 0

2 2 0

A
×

− 
 = − ∈ 
 − 

� . Να υπολογιστεί ο πίνακας At
e . 

Απάντηση 

Ο πίνακας A  έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( ) ( 1)( 1)p λ λ λ λ= − + − . 

Η ιδιοτιµή 1 1λ = −  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 1n =  και γεωµετρική 1im = , 

η ιδιοτιµή 2 0λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 1n =  και γεωµετρική 2 1m = , 

η ιδιοτιµή 3 1λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 3 1n =  και γεωµετρική 2 1m = . 

Συνεπώς ο πίνακας A   διαγωνοποιείται. 
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Τα Jordan µπλοκ είναι [ ]1 1J = − , [ ]2 0J =  και [ ]3 1J = , συνεπώς η Jordan µορφή του 

είναι 

1 0 0

0 0 0

0 0 1

J

− 
 =  
  

. 

Ο πίνακας µετάβασης είναι ο  

0 1 2

1 1 1

2 3 2

P

 
 =  
  

 µε αντίστροφο τον πίνακα 

1

1 1
2

2 2

0 2 1

1 1
1

2 2

P
−

 − − 
 

= − 
 

− 
 

 και ισχύει 1
P AP J

− = , άρα είναι 1
A P J P

−= ⋅ ⋅  

 

Είναι 

0 0

0 1 0

0 0

t

Jt

t

e

e

e

− 
 

=  
  

, άρα έχω 1At Jt
e P e P

−= ⋅ ⋅  ⇔  

 

1 1
2

0 1 2 0 0 2 2

1 1 1 0 1 0 0 2 1

2 3 2 0 0 1 1
1

2 2

t

At

t

e

e

e

−
 − −   
   = ⋅ ⋅ −   
       − 
 

⇔  

 

2( 1) ( 1)

2
2 2

2 2

2 4 6 ( 3)

t t t

t t t t
At t t

t t t t t t

e e e

e e e e
e e e

e e e e e e

− −
−

− − −

 − − −
 

− + − = + − −
 
 − + − − + −  

. 

 

 

Παράδειγµα 2 

 ∆ίνεται ο πίνακας 3 3

2 0 1

6 4 3

2 0 3

A
×

 
 = − ∈ 
  

� . Να υπολογιστεί ο πίνακας At
e . 

Απάντηση 

Ο πίνακας A  έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο 2( ) ( 1)( 4)p λ λ λ= − − − . 

Η ιδιοτιµή 1 1λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 1n =  και γεωµετρική 1im = , 

η ιδιοτιµή 2 4λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 2n =  και γεωµετρική 2 2m = . 

Συνεπώς ο πίνακας A   διαγωνοποιείται. 
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Τα Jordan µπλοκ είναι [ ]1 1J = , [ ]2 4J =  και [ ]3 4J = , συνεπώς ο πίνακας A  

διαγωνοποιείται, η Jordan µορφή του είναι 

1 0 0

0 4 0

0 0 4

J

 
 =  
  

. 

Ο πίνακας µετάβασης είναι ο 

1 1 0

3 0 1

1 2 0

P

− 
 =  
  

 µε αντίστροφο τον πίνακα 

1

2 1
 0  

3 3

1 1
 0  

3 3

2  1  1

P
−

 − 
 
 =
 
 − 
  

 και ισχύει 1
P AP J

− = , άρα είναι 1
A P J P

−= ⋅ ⋅ . 

 

Είναι 4

4

0 0

0 0

0 0

t

Jt t

t

e

e e

e

 
 

=  
  

, άρα έχω 1At Jt
e P e P

−= ⋅ ⋅  ⇔  

 

4

4

2 1
 0  

3 31 1 0 0 0
1 1

3 0 1 0 0  0  
3 3

1 2 0 0 0
2  1  1

t

At t

t

e

e e

e

 − 
 −   
    = ⋅ ⋅    
        − 

  

⇔  

 
4 4

4 4 4

4 4

2
0

3 3

2 2

2 2 2
0

3 3

t t t t

At t t t t t

t t t t

e e e e

e e e e e e

e e e e

 + − +
 
 

= − + − 
 − + + 
  

. 

 

 

Παράδειγµα 3 

 ∆ίνεται ο πίνακας 4 4

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A
×

 
 − − = ∈
 − −
 

− − 

� . Να υπολογιστεί ο πίνακας At
e . 

Απάντηση 

Ο πίνακας A  έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο 3( ) ( 2)( 2)p λ λ λ= + − . 

Η ιδιοτιµή 1 2λ = −  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 1n =  και γεωµετρική 1im = , 
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η ιδιοτιµή 2 2λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 3n =  και γεωµετρική 2 3m = . 

Συνεπώς ο πίνακας A   διαγωνοποιείται. 

Τα Jordan µπλοκ είναι [ ]1
2J = − , 2

2 0 0

0 2 0

0 0 2

J

 
 =  
  

, συνεπώς η Jordan µορφή του είναι 

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

J

− 
 
 =
 
 
 

. 

 

Ο πίνακας µετάβασης είναι ο 

1 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

P

− 
 
 =
 
 
 

 µε αντίστροφο τον πίνακα 

1

1 1 1 1
4 4 4 4

31 1 1
4 4 4 4

31 1 1
4 4 4 4

31 1 1
4 4 4 4

P
−

 −
 
 − −
 =
 − − 
 − −  

και ισχύει 1
P AP J

− = , άρα είναι 1
A P J P

−= ⋅ ⋅ . 

 

Είναι 

2

2

2

2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

t

t

Jt

t

t

e

e
e

e

e

− 
 
 =
 
 
 

, άρα έχω 1At Jt
e P e P

−= ⋅ ⋅  ⇔  

 

2

2

2

2

1 1 1 1
4 4 4 41 1 1 1 0 0 0

31 1 1
1 0 0 1 0 0 0 4 4 4 4

31 0 1 0 1 1 10 0 0
4 4 4 4

1 1 0 0 0 0 0
31 1 1

4 4 4 4

t

t

At

t

t

e

e
e

e

e

−
 −
 −   
    − −
   = ⋅ ⋅
    − −   

     − −  

⇔  

 
2 4 2 4 2 4 2 4

2 4 2 4 2 4 2 4

2 4 2 4 2 4 2 4

2 4 2 4 2 4 2 4

(3 1) ( 1) ( 1) ( 1)

4 4 4 4

( 1) (3 1) ( 1) ( 1)

4 4 4 4

( 1) ( 1) (3 1) ( 1)

4 4 4 4

( 1) ( 1) ( 1) (3

4 4 4

t t t t t t t t

t t t t t t t t

At

t t t t t t t t

t t t t t t t

e e e e e e e e

e e e e e e e e

e
e e e e e e e e

e e e e e e e e

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

+ − − −

− + − −
− −

=
− − + −

−

− − −
− −

1)

4

t

 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ 
  

. 
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Παράδειγµα 4 

 ∆ίνεται ο πίνακας 4 4

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

i i
A

i i

×

 
 − − = ∈
 − −
 

− − 

� . Να υπολογιστεί ο πίνακας At
e . 

Απάντηση 

Ο πίνακας A  έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο 2( ) ( 2)( 2) ( 2 )p iλ λ λ λ= + − − . 

Η ιδιοτιµή 
1 2λ = −  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 

1 1n =  και γεωµετρική 
1 1m = , 

η ιδιοτιµή 
2 2iλ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 

2 1n =  και γεωµετρική 
2 1m = , 

η ιδιοτιµή 
3 2λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 

3 2n =  και γεωµετρική 
3 2m = . 

 

 Συνεπώς ο πίνακας A   διαγωνοποιείται. 

Τα Jordan µπλοκ είναι [ ]1 2J = − , [ ]2 2J i=  και 
3

2 0

0 2
J

 
=  
 

, συνεπώς η Jordan  

 

µορφή του είναι 

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

i
J

− 
 
 =
 
 
 

. 

 

Ο πίνακας µετάβασης είναι ο 

1 0 2 1

1 1 1 0

1 0 0 1

1 1 1 0

P

− 
 − =
 
 
 

 µε αντίστροφο τον πίνακα  

 

1

1 1 1 1
4 4 4 4

1 10 0
2 2

1 1 1 1
4 4 4 4

31 1 1
4 4 4 4

P
−

 −
 
 −
 =
 − 
 − −  

και ισχύει 1
P AP J

− = , άρα είναι 1
A P J P

−= ⋅ ⋅ . 

 

Είναι 

2

2

2

2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

t

it

Jt

t

t

e

e
e

e

e

− 
 
 =
 
 
 

 ή  

2

2

2

0 0 0

0 cos 2 sin 2 0 0

0 0 0

0 0 0

t

Jt

t

t

e

t i t
e

e

e

− 
 

+ =
 
 
 

,   

 

άρα έχω 1At Jt
e P e P

−= ⋅ ⋅  ⇔  
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2

2

2

2

1 1 1 1
4 4 4 41 0 2 1 0 0 0

1 10 01 1 1 0 0 0 0 2 2

1 1 1 11 0 0 1 0 0 0
4 4 4 4

1 1 1 0 0 0 0
31 1 1

4 4 4 4

t

it

At

t

t

e

e
e

e

e

−
 −
 −   
    −−    = ⋅ ⋅
    −   

     − −  

⇔  

 
2 4 2 4 2 4 2 4

2 4 2 4 2 2 4 2 4 2

2 4 2 4 2 4 2 4

2 4

(3 1) ( 1) ( 1) ( 1)

4 4 4 4

( 1) ( 1 2 (cos 2 sin 2 )) ( 1) ( 1 2 (cos 2 sin 2 ))

4 4 4 4

( 1) ( 1) (3 1) ( 1)

4 4 4 4

( 1

t t t t t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t t t t t

t t

At

e e e e e e e e

e e e e e t i t e e e e e t i t

e e e e e e e e

e e

e

− − − −

− − − −

− − − −

−

+ − − −

− + + + − + − +
−

− − + −
−

−

=

2 4 2 2 4 2 4 2

) ( 1 2 (cos 2 sin 2 )) ( 1) ( 1 2 (cos 2 sin 2 ))

4 4 4 4

t t t t t t t t

e e e t i t e e e e e t i t
− − −

+ − + − + + +
−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 
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Περίπτωση 2. Ο πίνακας A δεν διαγωνοποιείται 
 

Αυτό µπορεί να συµβεί σε δύο περιπτώσεις 

 

Ι) Όλες οι ιδιοτιµές ανήκουν στο σώµα K  και υπάρχει ιδιοτιµή 
iλ  η οποία έχει 

διαφορετική αλγεβρική και γεωµετρική πολλαπλότητα (
i in m≠ ). Στην περίπτωση 

αυτή το 
iJ  έχει την µορφή  

 

 

1

2

, 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

i

i i

i i

i

i

i i n

i

t t

t t

t
J t

t t

t

λ δ
λ δ

λ

λ δ

λ
−

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

�

�

�

� � � � � �

�

�

 , όπου 0 ή 1ijδ = . 

 

Ειδικότερα το Jordan block 
iJ  σχηµατίζεται από 

im  υπο-block τα οποία έχουν είτε  

 

την µορφή 

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

i

i

i

i

i

t t

t t

t

t t

t

λ
λ

λ

λ
λ

 
 
 
 
 
 
 
 
  

�

�

�

� � � � � �

�

�

, αν έχουν διάσταση µεγαλύτερη του 1, είτε  

 

την µορφή [ ]itλ  αν έχουν διάσταση 1. 

 

Στη περίπτωση αυτή ο πίνακας nxn
A K∈  δεν διαγωνοποιείται, και η Jordan µορφή 

  

του πίνακα θα είναι 

1

2

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

k

k

J t

J t

Jt

J t

J t

−

 
 
 
 =
 
 
  

�

�

� � � � �

�

�

, όπου οι πίνακες 
iJ  είναι 

i in xn  

πίνακες. 
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Για κάθε 
i in xn  µπλοκ της µορφής  

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

i

i

i

i

i

i

i

t t

t t

t

J t

t t

t t

t

λ
λ

λ

λ
λ

λ

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
  

�

�

�

� � � � � � �

�

�

�

 είναι  

 
4 3 2 12 3

5 4 32

                  
2! 3! ( 4)! ( 3)! ( 2)! ( 1)!

   0          
2! ( 5)! ( 4)! ( 3)!

i i i i

i i i i

i

t t t n t n t n t n
t t

i i i i

t t n t n t n t n
t t

i i i

J t

e t e t e t e t e t e t
e e t

n n n n

e t e t e t e t e t
e e t

n n n

e

ι ι ι ι ι ι
ι ι

ι ι ι ι ι
ι ι

λ λ λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ λ
λ λ

− − − −

− − − −

− − − −

− − −

=

�

�

2

6 5 4 3

7 6 5 4

( 2)!

   0    0    
( 6)! ( 5)! ( 4)! ( 3)!

   0    0    0
( 7)! ( 6)! ( 5)! ( 4)!

   0    0    0 0

i i i i

i i i i

i

t n t n t n t n
t t

i i i i

t n t n t n t n
t

i i i i

n

e t e t e t e t
e e t

n n n n

e t e t e t e t
e

n n n n

e

ι ι ι ι
ι ι

ι ι ι ι
ι

ι

λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ
λ

λ

− − − −

− − − −

−

− − − −

− − − −

�

�

� � � � � � � � �

�

2 3

2

2! 3!

   0    0    0 0 0
2!

   0    0    0 0 0 0

   0    0    0 0 0 0 0

t t
t t

t
t t

t t

t

e t e t
e t

e t
e e t

e e t

e

ι ι
ι

ι
ι ι

ι ι

ι

λ λ
λ

λ
λ λ

λ λ

λ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

�

�

�

 

Προφανώς για κάθε µπλοκ της µορφής 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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 είναι  

 

0 0 0 0 0
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Και τελικά  

1

2

0 0

0 0

0 0 k

J t

J t

Jt

J t

e

e
e

e

 
 
 =
 
 
 

�

�

� � � �

�

. 

 

 

Παράδειγµα 1 

 ∆ίνεται ο πίνακας 3 3

4 2 0

1 4 1

1 1 4

A
×

 
 = ∈ 
  

� . Να υπολογιστεί ο πίνακας At
e . 

Απάντηση 

Ο πίνακας A  έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο 2( ) ( 3) ( 6)p λ λ λ= − − − . 

Η ιδιοτιµή 1 3λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 2n =  και γεωµετρική 1 1m = , 

η ιδιοτιµή 2 6λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 1n =  και γεωµετρική 2 1m = . 

Συνεπώς ο πίνακας A  δεν διαγωνοποιείται. Τα Jordan µπλοκ είναι 
1

3 1

0 3
J

 
=  
 

 και 

[ ]2 6J = , και η Jordan µορφή του είναι 

3 1 0

0 3 0

0 0 6

J

 
 =  
  

. 

 

Ο πίνακας µετασχηµατισµού είναι ο 

2 4 1

1 3 1

1 0 1

L

− 
 = − 
  

 µε αντίστροφο τον πίνακα  

 

1

1 4 7
  

3 9 9

1 1
0  -  

3 3

1 4 2
  

3 9 9

L
−

 − − 
 
 =
 
 
 
  

και ισχύει 1
L A L J
− ⋅ ⋅ = , άρα είναι 1

A L J L
−= ⋅ ⋅  

 

Είναι 
1

2

0

0

J t

Jt

J t

e
e

e

 
=  
 

,  µε 
1

3 3 0 0

0 3 0 3 0 0

t t t t
J t

t t

     
= = +     
     

. Επειδή οι πίνακες 

 

1 2

3 0 0
,

0 3 0 0

t t
B B

t

   
= =   
   

 αντιµετατίθενται και είναι 2

2 0B =  θα είναι 
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1 1 2 1 2J t B B B B
e e e e

+= = ⋅ , όπου 1 2

3

2 23

10
 και 

0 10

t

B B

t

te
e e I B

e

   
= = + =   

  
. 

 

Συνεπώς  1

3 3 3

3 3

10

0 10 0

t t t

J t

t t

te e te
e

e e

    
= ⋅ =    

    
. 

 

Επίσης είναι 2 6J t t
e e =   , άρα  

3 3

3

6

0

0 0

0 0

t t

Jt t

t

e te

e e

e

 
 

=  
  

 

 

 Τελικά 1At Jt
e L e L

−= ⋅ ⋅  ⇔  

3 3

3

6

1 4 7
  

3 9 92 4 1 0
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1 3 1 0 0 0  -  
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1 4 2

  
3 9 9
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e te

e e
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⇔  

 
3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

( 2) 2 (2 3 2) 2 ( 3 1)

3 9 9

( 1) (4 3 5) (2 3 2)

3 9 9

( 1) (4 3 4) (2 3 7)

3 9 9

t t t t t t

t t t t t t
At

t t t t t t

e e e e t e e t

e e e e t e e t
e

e e e e t e e t

 + + − − −
 
 

− − + + − 
=  
 

− − − + + 
 
 

. 

 

 

Παράδειγµα 2 

 ∆ίνεται ο πίνακας 3 3

2 0 2

0 2 0

2 2 6

A
×

− 
 = ∈ 
  

� . Να υπολογιστεί ο πίνακας At
e . 

Απάντηση 

Ο πίνακας A  έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο 2( ) ( 4) ( 2)p λ λ λ= − − − . 

Η ιδιοτιµή 1 4λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 2n =  και γεωµετρική 1im = , 

η ιδιοτιµή 2 2λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 1n =  και γεωµετρική 2 1m = . 

Συνεπώς ο πίνακας A  δεν διαγωνοποιείται. Τα Jordan µπλοκ είναι [ ]1 2J =  και 

2

4 1

0 4
J

 
=  
 

, και η Jordan µορφή του είναι 

2 0 0

0 4 1

0 0 4

J

 
 =  
  

. 
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Ο πίνακας µετασχηµατισµού είναι ο 

1
1 1

2

1 0 0

0 1 0

L

 − − 
 

=  
 
 
 

 µε αντίστροφο τον πίνακα 

1

0 1  0

0  0  1

2  2  2

L
−

 
 =  
  

και ισχύει 1
L A L J
− ⋅ ⋅ = , άρα είναι 1

A L J L
−= ⋅ ⋅  

 

Είναι 1 2J t t
e e =   , επίσης είναι 2

4 4 0 0

0 4 0 4 0 0

t t t t
J t

t t

     
= = +     
     

.  

Επειδή οι πίνακες 1 2

4 0 0
,  

0 4 0 0

t t
B B

t

   
= =   
   

 αντιµετατίθενται και είναι 2

2 0B =  θα 

είναι 2 1 2 1 2J t B B B B
e e e e

+= = ⋅ , όπου 1 2

4

2 24

10
 και 

0 10

t

B B

t

te
e e I B

e

   
= = + =   

  
. 

 

Άρα  2

4 4 4

4 4

10

0 10 0

t t t

J t

t t

te e te
e

e e

    
= ⋅ =    

    
. 

 

Συνεπώς θα είναι 

2

4 4

4

0 0

0

0 0

t

Jt t t

t

e

e e te

e

 
 

=  
  

 

 

 Τελικά 1At Jt
e L e L

−= ⋅ ⋅  ⇔  

 

2

4 4

4

1
1 1

0 0 0 1  02

1 0 0 0 0  0  1

0 1 0 0 0 2  2  2

t

At t t

t

e

e e te

e

 − −     
     = ⋅ ⋅     
        
 

⇔  

 
4 4 2 4 4

2

4 4 4

(1 2 ) 2 2

0 0

2 2 (2 1)

t t t t t

At t

t t t

t e e e te te

e e

te te t e

 − − − −
 

=  
 + 

. 

 

 

Παράδειγµα 3 
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 ∆ίνεται ο πίνακας
4 4

2 4 6 0

4 6 3 4

0 0 4 0

0 4 6 2

A
×

− 
 − − = ∈
 
 

− 

� . Να υπολογιστεί ο πίνακας At
e . 

Απάντηση 

Ο πίνακας A  έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο 2( ) ( 2) ( 4)( 6)p λ λ λ λ= − − − . 

Η ιδιοτιµή 1 2λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 2n =  και γεωµετρική 1im = , 

η ιδιοτιµή 2 4λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 1n =  και γεωµετρική 2 1m = , 

η ιδιοτιµή 3 6λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 3 1n =  και γεωµετρική 3 1m = . 

Συνεπώς ο πίνακας A  δεν διαγωνοποιείται. Τα Jordan µπλοκ είναι 1

2 1

0 2
J

 
=  
 

, 

[ ]2 4J = , [ ]3 6J = και η Jordan µορφή του είναι 

2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 4 0

0 0 0 6

J

 
 
 =
 
 
 

. 

 

Ο πίνακας µετασχηµατισµού είναι ο 

11 0 1
4

10 3 1
4

0 0 2 0

1 0 0 1

L

 −
 
 

=  
 
 
 

 µε αντίστροφο τον πίνακα 

1

31 1 2
2

4 0 0 4

10 0 0
2

31 1 1
2

L
−

 − −
 
 −
 =
 
 
 − − 

και ισχύει 1
L A L J
− ⋅ ⋅ = , άρα είναι 1

A L J L
−= ⋅ ⋅  

 

Είναι 
1

2 2 0 0

0 2 0 2 0 0

t t t t
J t

t t

     
= = +     
     

.  

 

Επειδή οι πίνακες 
1 2

2 0 0
,  

0 2 0 0

t t
B B

t

   
= =   
   

 αντιµετατίθενται και είναι 2

2 0B =  θα 

είναι 1 1 2 1 2J t B B B B
e e e e

+= = ⋅ , όπου 1 2

2

2 22

10
 και 

0 10

t

B B

t

te
e e I B

e

   
= = + =   

  
. 

 

Άρα  1

2 2 2

2 2

10

0 10 0

t t t

J t

t t

te e te
e

e e

    
= ⋅ =    

    
. 
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Επίσης είναι 2 4J t t
e e =    και 3 6J t t

e e =   . Συνεπώς θα είναι 

2 2

2

4

6

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

t t

t

Jt

t

t

e te

e
e

e

e

 
 
 =
 
 
 

 

 

 Τελικά 1At Jt
e L e L

−= ⋅ ⋅  ⇔  

 

2 2

2

4

6

31 1 211 0 1 20 04
4 0 0 41 0 0 00 3 1

4
10 0 00 0 0 20 0 2 0

0 0 0 31 0 0 1 1 1 1
2

t t

t

At

t

t

e te

e
e

e

e

 − − −         −     = ⋅ ⋅               − −   

⇔  

 
2 4

2 4 2 4 2 4

2 4
2 4 6 2 4

4

2 4
2 4 2 4 2 4

3 ( 1)
( 4 ) ( 1) ( 4 1)

2

3 ( 1)
( 1) ( 1)

2

0 0 0

3 ( 1)
( 4 1) ( 1) ( 4 2)

2

t t
t t t t t t

t t
t t t t t

At

t

t t
t t t t t t

e e
e e t e e e e t

e e
e e e e e

e

e

e e
e e t e e e e t

 −
− − − − − − 

 
− 

− − − − =
 
 
 − − − − − − − −
 

. 

 

 

Παράδειγµα 4 

 ∆ίνεται ο πίνακας 4 4

4 1 1 1

1 2 1 1

6 1 1 1

6 1 4 2

A
×

 
 − − − = ∈
 −
 
− − 

� . Να υπολογιστεί ο πίνακας At
e . 

Απάντηση 

Ο πίνακας A  έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο 3( ) ( 2)( 3)p λ λ λ= + − . 

Η ιδιοτιµή 1 2λ = −  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 1 1n =  και γεωµετρική 1im = , 

η ιδιοτιµή 2 3λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 3n =  και γεωµετρική 2 2m = . 

Συνεπώς ο πίνακας A  δεν διαγωνοποιείται. Τα Jordan µπλοκ είναι [ ]1 2J = − ,  

 

2 [3]J =  και 
3

3 1

0 3
J

 
=  
 

και η Jordan µορφή του είναι 

2 0 0 0

0 3 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3

J

− 
 
 =
 
 
 

. 
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Ο πίνακας µετασχηµατισµού είναι ο 

0 1 1 0

0 0 1 0

1 1 1 0

1 2 1 1

L

 
 − =
 −
 

− − 

 µε αντίστροφο τον πίνακα 

1

1 0 1 0

1 1 0 0

0 1 0 0

1 1 1 1

L
−

− 
 
 =
 −
 
 

και ισχύει 1
L A L J
− ⋅ ⋅ = , άρα είναι 1

A L J L
−= ⋅ ⋅  

 

Είναι [ ]1 2J t t= − , άρα 1 2J t t
e e

− =    επίσης  [ ]2 2J t t= , άρα 2 3J t t
e e =   . Τέλος είναι  

3

3

0 3

t t
J t

t

 
=  
 

, άρα 3

3

30

t t

J t

t

e e
e

e

 
=  
 

 

 

Επειδή οι πίνακες 
1 2

3 0 0
,  

0 3 0 0

t t
B B

t

   
= =   
   

 αντιµετατίθενται και είναι 2

2 0B =  θα 

είναι 

 

2 1 2 1 2J t B B B B
e e e e

+= = ⋅ , όπου 1 2

3

3 23

10
 και 

0 10

t

B B

t

te
e e I B

e

   
= = + =   

  
. 

 

Άρα  2

3 3 3

3 3

10

0 10 0

t t t

J t

t t

te e te
e

e e

    
= ⋅ =    

    
. 

 

Συνεπώς θα είναι 

2

3

3 3

3

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0 0

t

t

Jt

t t

t

e

e
e

e te

e

− 
 
 =
 
 
 

 

 

 Τελικά 1At Jt
e L e L

−= ⋅ ⋅  ⇔  

 
2

3

3 3

3

0 1 1 0 1 0 1 00 0 0

0 0 1 0 1 1 0 00 0 0

1 1 1 0 0 1 0 00 0

1 2 1 1 1 1 1 10 0 0

t

t

At

t t

t

e

e
e

e te

e

− −    
    −     = ⋅ ⋅
    − −
    

− −    

⇔  

 
3 3 3 3

3 3 3 3

3 3 2 3 4 3

3 3 2 3 3 3 2 3

( 1)

( 1)

( ) ( ) ( 1)

t t t t

t t t t

At

t t t t t t

t t t t t t t t

e t te te te

te e t te te
e

te e e te e te

te e e te te e e e t

−

− −

 +
 

− − − − − =
 + −
 
− + − − − + − − − 

. 
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ΙΙ) Υπάρχει  µιγαδική ιδιοτιµή iλ  του πίνακα και τα στοιχεία του πίνακα είναι 

πραγµατικοί αριθµοί.  

Επειδή η ιδιοτιµή iλ  είναι µιγαδικός αριθµός και το χαρακτηριστικό πολυώνυµο έχει 

πραγµατικούς συντελεστές τότε και ο ιλ  είναι επίσης ιδιοτιµή του πίνακα και αν είναι 

i a biλ = +  τότε οι δύο συζυγείς ιδιοτιµές ,i iλ λ  µας δίνουν το Jordan block 

i

a b
J

b a

 
=  − 

 και ο εκθετικός πίνακας iJ t
e  είναι 

cos sin

sin cos

i

at at

J t

at at

e bt e bt
e

e bt e bt

 
=  

− 
. 

Αν τέλος η ιδιοτιµή iλ  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα in  το ίδιο θα συµβαίνει και µε 

την ιλ  και το παραπάνω Jordan µπλοκ θα επαναληφθεί 
in  φορές. 

 

 

Παράδειγµα 1 

 ∆ίνεται ο πίνακας 3 3
4 1

13 2
A

× 
= ∈ − − 

� . Να υπολογιστεί ο πίνακας At
e . 

Απάντηση 

Ο πίνακας A  έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο 2( ) 2 5p λ λ λ= − + . 

Οι ιδιοτιµές του είναι 1 1 2iλ = +  και 2 1 2iλ = − µε αλγεβρική πολλαπλότητα 

1 2 1n n= = . 

Συνεπώς ο πίνακας A  δεν διαγωνοποιείται. Η Jordan µορφή είναι 
1 2

2 1
J

 
=  − 

. 
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Ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 1 2iλ = +  είναι το 1

1 0

3 2
v i

   
= +   −   

, 

συνεπώς ο πίνακας µετασχηµατισµού είναι ο 
1 0

3 2
L

 
=  − 

 µε αντίστροφο τον πίνακα 

1
1 0

3 / 2 1/ 2
L
−  
=  
 

και ισχύει 1
L A L J
− ⋅ ⋅ = , άρα είναι 1

A L J L
−= ⋅ ⋅  

 

Είναι 
cos 2 sin 2

sin 2 cos 2

t t

Jt

t t

e t e t
e

e t e t

 
=  

− 
   

 

 Τελικά 1At Jt
e L e L

−= ⋅ ⋅  ⇔
1 0 1 0cos 2 sin 2

3 2 3 / 2 1/ 2sin 2 cos 2

t t

At

t t

e t e t
e

e t e t

    
=     − −    

⇔  

 

(2 2 3 2 ) 1
2

2 2

13 2 (2cos 2 3 2 )

2 2

t
t

At

t t

e cos t sin t
e sin t

e
e sin t e t sin t

 +
 
 =

− 
−  

. 

 

 

Παράδειγµα 2 

∆ίνεται ο πίνακας 3 3

4 0 0

0 4 1

0 13 2

A
×

− 
 = ∈ 
 − − 

� . Να υπολογιστεί ο πίνακας At
e . 

 

Απάντηση 

Το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο του πίνακα A  είναι το 

( ) 2( 4)( 2 5)p λ λ λ λ= − + − +  

Άρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A  είναι : 1 2 34,  1 2 ,  1 2i iλ λ λ= − = + = − . 

Η ρίζα 1 4λ = −  έχει αλγεβρική και γεωµετρική πολλαπλότητα 1 άρα παράγει το 

Jordan block 1 [ 4]J = − . 

Οι ρίζες 2 3 1 2 ,  1 2i iλ λ= + = −  είναι συζυγείς µε αλγεβρική πολλαπλότητα 1 και 

παράγουν το Jordan block 
2

1 2

2 1
J

 
=  − 

.  

Συνεπώς η Jordan µορφή του πίνακα A  είναι 

4 0 0

0 1 2

0 2 1

J

− 
 =  
 − 

. 

Στην ιδιοτιµή 
1 4λ = −  αντιστοιχεί το ιδιοδιάνυσµα 1

1

0

0

v

 
 =  
  

 . 

Στις ιδιοτιµές 2 3 1 2 ,  1 2i iλ λ= + = −  τα διανύσµατα  
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2

0 0 0

1 1 0

3 2 3 2

v i

i

     
     = = +     
     − − − −     

 και 3

0 0 0

1 1 0

3 2 3 2

v i

i

     
     = = −     
     − − − −     

  

 

αντίστοιχα, άρα ο πίνακας µετασχηµατισµού είναι ο 

1 0 0

0 1 0

0 3 2

L

 
 =  
 − − 

 µε 

1

1 0 0

0 1 0

0 3 / 2 1/ 2

L
−

 
 =  
 − − 

 και ισχύει 1
L A L J
− ⋅ ⋅ = , άρα είναι 1

A L J L
−= ⋅ ⋅ . 

 

Είναι 

4 0 0

0 cos 2 sin 2

0 sin 2 cos 2

t

Jt t t

t t

e

e e t e t

e t e t

− 
 

=  
 − 

   

 

 Τελικά 1At Jt
e L e L

−= ⋅ ⋅  ⇔  
41 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 cos 2 sin 2 0 1 0

0 3 2 0 sin 2 cos 2 0 3 / 2 1/ 2

t

At t t

t t

e

e e t e t

e t e t

−    
    =     
    − − − − −    

⇔  

 

4 0 0

(2cos 2 3sin 2 )
0 cos sin

2

(2cos 2 3sin 2 )
0 13cos sin

2

t

t
At t

t

e

e t t
e e t t

e t t
t t

−
 
 
 

− = −
 
 

+ 
  

. 
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΤΟΛΕΣ TOY MATHEMATICA 
 

 

† JordanDecomposition[m]  

 
Πραγµατοποιεί την Jordan παραγοντοποίηση ενός τετραγωνικού πίνακα m. 

Το αποτέλεσµα είναι µια λίστα {s, j} όπου s είναι ο πίνακας 

µετασχηµατισµού ή µετάβασης και  j είναι η Jordan κανονική µορφή του 

πίνακα m. 

 

 
Παράδειγµα 

 

8s, j< = JordanDecompositionB
i

k

jjjjjjjj

2 4 -6 0

4 6 -3 -4

0 0 4 0

0 4 -6 2

y

{

zzzzzzzz
F;

Print@"s = ", s êê MatrixFormD
Print@"j= ", j êê MatrixFormD

 

s =

i

k

jjjjjjjjjjj

1 -
1
4

0 1

0 1
4

3 1

0 0 2 0

1 0 0 1

y

{

zzzzzzzzzzz
 

 

j =

i

k

jjjjjjjj

2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 4 0

0 0 0 6

y

{

zzzzzzzz
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† LUDecomposition[m]  

 

Πραγµατοποιεί την LU παραγοντοποίηση ενός τετραγωνικού πίνακα m. 
Το αποτέλεσµα είναι µια λίστα από τρία στοιχεία. Το πρώτο στοιχείο είναι µια 

ταυτόχρονη παρουσίαση των δύο άνω και κάτω τριγωνικών πινάκων. Το 

δεύτερο στοιχείο είναι ένα διάνυσµα και δείχνει ποιες γραµµές του πίνακα 

χρησιµοποιήθηκαν κατά την διάρκεια εφαρµογής της µεθόδου. Τέλος το τρίτο 

στοιχείο είναι η L∞  νόρµα των στοιχείων του πίνακα, και αφορά µόνο πίνακες 

µε προσεγγιστικά στοιχεία (approximate numerical matrices). 

 

 

 

 

Παράδειγµα 

 

8lu, rows, norm< = LUDecompositionB
2 4 -6 0

4 6 -3 -4

0 0 4 0

0 4 -6 2

F;

Print@"lu= ", MatrixForm@luDD;
Print@"rows = ", MatrixForm@rowsDD;
Print@"L• norm= ", normD;

lu=

2 4 -6 0

2 -2 9 -4

0 0 4 0

0 -2 3 -6

rows =

1

2

3

4

L• norm= 1  
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† LUMatrices[lu]  

 

Μας διαχωρίζει και µας δίνει τους πίνακες L και U που προέρχονται από τον 

πίνακα lu της εντολής LU Decomposition. 

 

 

 

 

Παράδειγµα 

 

8lu, rows, norm< = LUDecompositionB
2 4 -6 0

4 6 -3 -4

0 0 4 0

0 4 -6 2

F;

8l, u< = LUMatrices@luD;
Print@"L = ", MatrixForm@lDD;
Print@"U = ", MatrixForm@uDD;

L =

1 0 0 0

2 1 0 0

0 0 1 0

0 -2 3 1

U =

2 4 -6 0

0 -2 9 -4

0 0 4 0

0 0 0 -6  
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† SchurDecomposition[m]  
 

Πραγµατοποιεί την Schur παραγοντοποίηση ενός τετραγωνικού πίνακα m.  

Το αποτέλεσµα είναι µια λίστα {q, t} όπου q  είναι ένας ορθοκανονικός 

πίνακας και t  είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας. 

 

 

Παράδειγµα 
 

8q, t< = SchurDecompositionB
1 1 1 2

1 1 -1 -1

1 -1 1 -1

1 -1 -1 1.

F;

Print@"\nThe Unitary matrix Q is :"D;
Print@"Q=", Chop@qD êê MatrixFormD;
Print@"\nThe Uper triangular matrix T is :"D;
Print@"T=", Chop@tD êê MatrixFormD;

The Unitary matrix Q is :

Q=

0.881656 0.471892 0 0

0.272447 -0.509025 0.816497 0

0.272447 -0.509025 -0.408248 -0.707107

0.272447 -0.509025 -0.408248 0.707107

The Uper triangular matrix T is :

T=

2.23607 -0.57735 -0.359935 0.623425

0 -2.23607 -0.192649 0.333678

0 0 2. 0

0 0 0 2.  
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† HessenbergDecomposition[m]  

 

∆ίνει την Hessenberg παραγοντοποίηση του πίνακα m. 

Το αποτέλεσµα είναι µια λίστα {p, h} όπου p είναι ένας ορθοκανονικός 

πίνακας και h είναι ένας Hessenberg πίνακας. 

 

 

Παράδειγµα 
 

 

8p, h< = HessenbergDecompositionB
-4 4 2

-1 1 1

-5 4 3.

F;

Print@"\nThe Unitary matrix P is :"D;
Print@"P=", Chop@pD êê MatrixFormD;
Print@"\nThe Hessenberg matrix H is :"D;
Print@"H=", Chop@hD êê MatrixFormD;
Print@"\nThe product P.H.P* is :"D;
Print@"P.H.P*

=", Chop@p.h.ConjugateTranspose@pDD êê MatrixFormD

The Unitary matrix P is :

P=

1. 0 0

0 -0.196116 -0.980581

0 -0.980581 0.196116

The Hessenberg matrix H is :

H=

-4. -2.74563 -3.53009

5.09902 3.88462 3.42308

0 0.423077 0.115385

The product P.H.P* is :

P.H.P*
=

-4. 4. 2.

-1. 1. 1.

-5. 4. 3.  
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† MatrixExp[mat]  
 

∆ίνει τον πίνακα mat
e . 

 

 

Παράδειγµα 
 

 

A = MatrixExpB
i

k
jjjj

1 0 0

0 2 1

2 0 0

y

{
zzzzF êê MatrixForm;

Print@"A = ", Simplify@AD êê MatrixFormD

A =

i

k

jjjjjj

� 0 0

H−1 + �L2 �2 1

2
H−1 + �2L

2 H−1 + �L 0 1

y

{

zzzzzz
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ  

ΕΥΡΕΣΗΣ ΤΗΣ JORDAN ΚΑΝΟΝΙΚΗΣ ΜΟΡΦΗΣ  

ΕΝΟΣ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΟΥ ΠΙΝΑΚΑ 

 

 
H∗ Jordan Form of a square matrix A ∗L

Clear@p, r, rd, mo, A, AA, zerokmax, J, JJ, JstarD;
Clear@S, Rerd, Imrd, MatRerd, MatImrdD;
A=.; AA =.; rankAA =.; georank =.; r =.;

rd=.; m0 =.; Imrd =.; Rerd =.;

J=.; S =.;

rd=.;  
 
H∗ The given matrix nxn A is : ∗L
H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

H∗ A=
4 2 0
1 4 1
1 1 4

; ∗L

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

H∗ A=
2 1 0
−1 0 1
1 3 1

;∗L

H∗Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric ∗L

H∗ A=
2 0 −2
0 2 0
2 2 6

; ∗L
 

 
H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

H∗ A=

2 3 0 1
0 3 2 5
0 0 −1 4
0 0 0 3

; ∗L

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

H∗ A=

2 4 −6 0
4 6 −3 −4
0 0 4 0
0 4 −6 2

; ∗L

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

A =

4 1 1 1
−1 2 −1 −1
6 1 −1 1
−6 −1 4 2

;

 
 



 80 

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

H∗A=
−4 4 2
−1 1 1
−5 4 3

;∗L

H∗ Single Real and Integer Eigenvalues ∗L

H∗A=
1 −5 −3
0 3 −2
0 −5 0

;∗L

H∗ Single Real and no Integer Eigenvalues ∗L

H∗ A=
−4 4 1
−1 1 1
−5 4 3

; ∗L

H∗ Single Real and Integer Eigenvalues ∗L

H∗ A=
1 2 −1
1 −1 0
2 −2 0

; ∗L
 

 
H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗L

H∗ A=
2 0 1
6 4 −3
2 0 3

; ∗L

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗L

H∗A=
1 0 −1
2 0 −2
3 0 −3

;∗L

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗L

H∗A=
1 0 0
0 1 0
3 1 3

;∗L
 

 
H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗L

H∗ A=

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

; ∗L

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗L

H∗ A=

1 1 1 1

1 � −1 −�
1 −1 1 −1
1 −� −1 �

; ∗L

 
 
H∗ Complex Eigenvalues ∗L

H∗ A=
−4 4 1.
−1 1 3.
1 5 13.

; ∗L

H∗ Complex Eigenvalues ∗L

H∗ A=
1 −5 −3
0 3 −2
0 5 0

; ∗L
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nn=.; nn = Dimensions@AD@@1DD;
IIn=.; IIn = IdentityMatrix@nnD;
Onn = Table@0, 8i, 1, nn<, 8j, 1, nn<D;

Print@"\nThe given matrix A is :"D;
Print@"A = ", A êê MatrixFormD;

H∗ The Characteristic Polynomial of matrix A ∗L
p@x_D := CharacteristicPolynomial@A, xD;
Print@"\nThe Characteristic Polynomial of matrix A is :"D;
Print@" pHxL = ", TraditionalForm@p@xDDD;  
 
H∗ The EigenValues of matrix A and

their algebric multiplicity ∗L
eigA=.; eigA = Eigenvalues@AD;
eigS=.; eigS = Eigensystem@AD;
Do@r@iD = eigA@@iDD, 8i, 1, nn<D;
rd@1D = r@1D; k = 1; mo@kD = 1;

Do@If@r@iD� r@i− 1D,
8rd@kD = r@iD; mo@kD = mo@kD + 1<,
8k = k+ 1; rd@kD = r@iD; mo@kD = 1<D;
kmax = k, 8i, 2, nn<D;  

 
H∗ The type of the Roots of

Characteristic Polynomial ∗L
Do@Rerd@iD = Chop@Re@rd@iDDD;
Imrd@iD = Chop@Im@rd@iDDD, 8i, 1, kmax<D;

MatImrd = Table@Imrd@iD, 8i, 1, kmax<D;
MatRerd = Table@Rerd@iD, 8i, 1, kmax<D;

H∗ The Rank of the matrices HA−xi∗InL^m ∗L
Do@8AA@i, jD = MatrixPower@A −rd@iD∗ IIn, jD;

rankAA@i, jD = MatrixRank@AA@i, jDD;<,
8i, 1, kmax<, 8j, 1, nn<D;  

 
H∗ The Algebraic and Geometric Multiplicity

of the EigenValues ∗L
Print@"\nThe Eigenvalues of matrix A are :"D;
Do@georank@iD = nn− rankAA@i, nnD;
go@iD = nn− rankAA@i, 1D;
Print@"x", i, " = ", rd@iD,
" with Algebraic multiplicity ", mo@iD,
" and Geometric ", go@iD D, 8i, 1, kmax<D;  
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H∗ The Eigensystem of the matrix A ∗L
Print@"\nThe Eigensystem of matrix A is :"D;
Print@Transpose@eigSD êê MatrixFormD;

H∗ madif=the matrix of differences

algebric−geometric multiplicity ∗L
madif = Table@mo@iD− go@iD, 8i, 1, kmax<D;

H∗ zerokmax=zero collumn of dim kmax ∗L
zerokmax = Table@0, 8i, 1, kmax<D;

 
 
H∗ Case 1 : Single Eigenvalues ∗L
If@Hkmax � nnL,

B=.; B = JordanDecomposition@AD;
J = B@@2DD; S = B@@1DD;
Print@"\nThe Eigenvalues of matrix A are Single, so"D;
Print@"\nThe Jordan Canonical form is Diagonal and it is :"D;
Print@" J = ", J êê MatrixFormDD;  

 
H∗ Case 2 : Multiple Eigenvalues with same

Algebraic and Geometric Multiplicity ∗L
If@Hkmax < nnL&& Hmadif � zerokmaxL,

B=.; B = JordanDecomposition@AD;
J = B@@2DD; S = B@@1DD;
Print@"Some of the Eigenvalues of the Matrix A are multiple with the same"D;
Print@"Algeraic and Geometric Multiplicity, so"D;
Print@"\nThe Jordan Canonical form is Diagonal and it is :"D;
Print@" J = ", J êê MatrixFormD;D;  

 
H∗ Case 3 : Multiple Eigenvalues with different

Algebraic and Geometric Multiplicity ∗L
If@Hmadif ≠ zerokmaxL,

B=.; B = JordanDecomposition@AD;
J = B@@2DD; S = B@@1DD;
Print@"\nSome of the Eigenvalues of the matrix A are multiple with different"D;
Print@"Algeraic and Geometric Multiplicity, so"D;
Print@"The Jordan Canonical form is not Diagonal and it is :"D;
Print@" J = ", J êê MatrixFormD;D;  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΓΙΑ ∆ΙΑΦΟΡΟΥΣ ΠΙΝΑΚΕΣ 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 

 

The given matrix A is :

A =

1 -5 -3

0 3 -2

0 -5 0

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = -x3
+ 4 x2

+ 7 x - 10

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = 5 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x2 = -2 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x3 = 1 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

The Eigensystem of matrix A is :

5 81, -2, 2<
-2 825, 6, 15<
1 81, 0, 0<

The Eigenvalues of matrix A are Single, so

The Jordan Canonical form is Diagonal and it is :

J =

-2 0 0

0 1 0

0 0 5  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 

 

 

The given matrix A has real elements

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = -x
3
+ 5 x

2
- 9 x + 5

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = 2+ Â with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x2 = 2- Â with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x3 = 1 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1  
 
The Jordan blocks are 

 

[ ]1 1J =  and 
2

2 1

1 2
J

 
=  − 

 , so 

 

The Jordan Canonical Form is 

 

1 0 0

0 2 1

0 1 2

J

 
 =  
 − 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 

 

The given matrix A is :

A =

1 1 1 1

1 1 -1 -1

1 -1 1 -1

1 -1 -1 1

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = x4
- 4 x3

+ 16 x - 16

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = -2 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x2 = 2 with Algebraic multiplicity 3 and Geometric 3

The Eigensystem of matrix A is :

-2 8-1, 1, 1, 1<
2 81, 0, 0, 1<
2 81, 0, 1, 0<
2 81, 1, 0, 0<

Some of the Eigenvalues of the Matrix A are multiple with the same

Algeraic and Geometric Multiplicity, so

The Jordan Canonical form is Diagonal and it is :

J =

-2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 

 

 

The given matrix A is :

A =

4 1 1 1

-1 2 -1 -1

6 1 -1 1

-6 -1 4 2

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = x
4
- 7 x

3
+ 9 x

2
+ 27 x - 54

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = 3 with Algebraic multiplicity 3 and Geometric 2

x2 = -2 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1 
 

 

The Eigensystem of matrix A is :

3 80, -1, 0, 1<
3 81, -2, 1, 0<
3 80, 0, 0, 0<
-2 80, 0, -1, 1<

Some of the Eigenvalues of the matrix A are multiple with different

Algeraic and Geometric Multiplicity, so

The Jordan Canonical form is not Diagonal and it is :

J =

-2 0 0 0

0 3 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5 

 

 

The given matrix A is :

A =

1 1 1 1

1 Â -1 -Â

1 -1 1 -1

1 -Â -1 Â

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = x4
- H2 + 2 ÂL x3

- H4- 4 ÂL x2
+ H8 + 8 ÂL x - 16 Â

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = -2 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x2 = 2 Â with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x3 = 2 with Algebraic multiplicity 2 and Geometric 2

The Eigensystem of matrix A is :

-2 8-1, 1, 1, 1<
2 Â 80, -1, 0, 1<
2 82, 1, 0, 1<
2 81, 0, 1, 0<

Some of the Eigenvalues of the Matrix A are multiple with the same

Algeraic and Geometric Multiplicity, so

The Jordan Canonical form is Diagonal and it is :

J =

-2 0 0 0

0 2 Â 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6 

 

 

 

The given matrix A is :

A =

2 4 -6 0

4 6 -3 -4

0 0 4 0

0 4 -6 2

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = x4
- 14 x3

+ 68 x2
- 136 x + 96

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = 6 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x2 = 4 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x3 = 2 with Algebraic multiplicity 2 and Geometric 1

The Eigensystem of matrix A is :

6 81, 1, 0, 1<
4 80, 3, 2, 0<
2 81, 0, 0, 1<
2 80, 0, 0, 0<

Some of the Eigenvalues of the matrix A are multiple with different

Algeraic and Geometric Multiplicity, so

The Jordan Canonical form is not Diagonal and it is :

J =

2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 4 0

0 0 0 6  
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ  

ΕΥΡΕΣΗΣ ΤΟΥ ΠΙΝΑΚΑ e
At

 
 

 

H∗ Exponential Matrix of the Square matrix At ∗L

Clear@p, r, rd, mo, A, AA, zerokmax, J, JJ, JstarD;
Clear@S, Rerd, Imrd, MatRerd, MatImrdD;
A =.; AA =.; rankAA =.; georank =.; r =.;

rd =.; m0 =.; Imrd =.; Rerd =.;

J=.; S =.;

rd =.;  
 

(* ∆ΙΑΦΟΡΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ *) 

 
H∗ The given matrix nxn A is : ∗L
H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

H∗ A=
4 2 0
1 4 1
1 1 4

; ∗L

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

H∗ A=
2 1 0
−1 0 1
1 3 1

;∗L

H∗Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric ∗L

H∗ A=
2 0 −2
0 2 0
2 2 6

; ∗L

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

H∗ A=

2 3 0 1
0 3 2 5
0 0 −1 4
0 0 0 3

; ∗L
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H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

H∗ A=

2 4 −6 0
4 6 −3 −4
0 0 4 0
0 4 −6 2

; ∗L

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

H∗ A=

4 1 1 1
−1 2 −1 −1
6 1 −1 1
−6 −1 4 2

; ∗L

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic ≠ Geometric∗L

H∗A=
−4 4 2
−1 1 1
−5 4 3

;∗L
 

 
H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗L

H∗A=
1 0 0
0 1 0
3 1 3

;∗L

H∗ Multiple Real Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗L

H∗ A=

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

; ∗L

H∗ Complex Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗L

A =

1 1 1 1

1 � −1 −�
1 −1 1 −1
1 −� −1 �

;

H∗ Complex Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗∗L

H∗ A=
−4 4 1.
−1 1 3.
1 5 13.

; ∗L

H∗ Complex Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗∗L

H∗ A=
1 −5 −3
0 3 −2
0 1 1

; ∗L

H∗ Complex Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗∗L

H∗ A=J 4 1
−13 −2

N; ∗L
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H∗ Complex Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗∗L

H∗ A=
−4 0 0
0 4 1
0 −13 −2

; ∗L

H∗ Complex Eigenvalues with Algebraic = Geometric∗L

H∗A=
4 1 0 0

−13 −2 0 0
0 0 4 1
0 0 −13 −2

; ∗L
 

 
(* ΟΡΙΣΜΟΣ ΜΗ∆ΕΝΙΚΟΥ ΚΑΙ ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΟΥ ΠΙΝΑΚΑ ΚΑΘΩΣ ΚΑΙ 

ΕΥΡΕΣΗ, ΤΗΣ ∆ΙΑΣΤΑΣΗΣ ΤΟΥ Α, ΤΟ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟ ΚΑΙ ΤΟ ΦΑΝΤΑΣΤΙΚΟ 

ΤΟΥ ΜΕΡΟΣ*) 

 
nn=.; nn = Dimensions@AD@@1DD;
IIn=.; IIn = IdentityMatrix@nnD;
Onn = Table@0, 8i, 1, nn<, 8j, 1, nn<D;
zeronn = Table@0, 8i, 1, nn<D;
Clear@ReA, ImAD;
ReA = Re@AD; ImA = Im@AD;

 
Print@"\nThe given matrix A is :"D;
Print@"A = ", A êê MatrixFormD;

 
H∗ Case 1, The matrix A has real elements ∗L

If@ImA � Onn,

8Print@"\nThe given matrix A has real elements"D;
 

H∗ The Characteristic Polynomial of matrix A ∗L
p@x_D := CharacteristicPolynomial@A, x D;
Print@"\nThe Characteristic Polynomial of matrix A is :"D;
Print@" pHxL = ", TraditionalForm@p@xDDD;
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H∗ The EigenValues of matrix A and

their algebric multiplicity ∗L
Clear@r, rdD;
eigA =.; eigA = Eigenvalues@AD;
eigS=.; eigS = Eigensystem@AD;
Do@r@iD = eigA@@iDD, 8i, 1, nn<D;
rd@1D = r@1D; k = 1; mo@kD = 1;

Do@If@r@iD � r@i− 1D,
8rd@kD = r@iD; mo@kD = mo@kD + 1<,
8k = k+ 1; rd@kD = r@iD; mo@kD = 1<D;

kmax = k, 8i, 2, nn<D;
Do@Prr@iD = Re@r@iDD; Far@iD = Im@r@iDD, 8i, 1, nn<D;
Fanta = Table@Far@iD, 8i, 1, nn<D;  
 
H∗ The type of the Roots of

Characteristic Polynomial ∗L
Do@Rerd@iD = Chop@Re@rd@iDDD;
Imrd@iD = Chop@Im@rd@iDDD, 8i, 1, kmax<D;

MatImrd = Table@Imrd@iD, 8i, 1, kmax<D;
MatRerd = Table@Rerd@iD, 8i, 1, kmax<D;

 
H∗ The Rank of the matrices HA−xi∗InL^m ∗L
Do@8AA@i, jD = MatrixPower@A −rd@iD∗ IIn, jD;

rankAA@i, jD = MatrixRank@AA@i, jDD;<,
8i, 1, kmax<, 8j, 1, nn<D;

 
H∗ The Algebraic and Geometric Multiplicity

of the EigenValues ∗L
Print@"\nThe Eigenvalues of matrix A are :"D;
Do@georank@iD = nn− rankAA@i, nnD;
go@iD = nn− rankAA@i, 1D;
Print@"x", i, " = ", rd@iD,
" with Algebraic multiplicity ", mo@iD,
" and Geometric ", go@iD D, 8i, 1, kmax<D;

 
H∗ The Eigensystem of the matrix A ∗L
Print@"\nThe Eigensystem of matrix A is :"D;
Print@Transpose@eigSD êê MatrixFormD;
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(* ΕΛΕΓΧΟΣ ΑΝ ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΚΑΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΠΟΛΛΑΠΛΟΤΗΤΑ  

ΕΙΝΑΙ ΙΣΕΣ*) 

 
H∗ madif=the matrix of differences

algebric−geometric multiplicity ∗L
madif = Table@mo@iD− go@iD, 8i, 1, kmax<D;

 
H∗ zerokmax=zero collumn of dim kmax ∗L
zerokmax = Table@0, 8i, 1, kmax<D;

 
H∗ Case 1 : Single Eigenvalues ∗L
IfAHkmax � nnL&& HFanta � zeronnL,

B=.; B = JordanDecomposition@AD;
J = B@@2DD; S = B@@1DD;
Print@"\nThe Eigenvalues of matrix A are Single, so"D;
Print@"The Jordan Canonical form is Diagonal and it is :"D;
PrintA" J = ", J êê MatrixForm, ", so eJ = ", MatrixExp@JD êê MatrixFormE;
PrintA"and finaly eJt = ", MatrixExp@J∗tD êê MatrixFormE;
H∗ The Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S=J ∗L
PrintA"\nThe Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S = J is :"E;
PrintA" S = ", S êê MatrixForm, " , so S−1 = ", Inverse@SD êê MatrixFormE;E;

 

H∗ Case 2 : Multiple Eigenvalues with same

Algebraic and Geometric Multiplicity ∗L
IfAHkmax < nnL&& Hmadif � zerokmaxL && HFanta � zeronnL,
B=.; B = JordanDecomposition@AD;
J = B@@2DD; S = B@@1DD;
Print@"Some of the Eigenvalues of the Matrix A are multiple with the same"D;
Print@"Algeraic and Geometric Multiplicity, so"D;
Print@"The Jordan Canonical form is Diagonal and it is :"D;
PrintA" J = ", J êê MatrixForm, ", so eJ = ", MatrixExp@JD êê MatrixFormE;
PrintA"and finaly eJt = ", MatrixExp@J∗tD êê MatrixFormE;
H∗ The Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S=J ∗L
PrintA"\nThe Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S = J is :"E;
PrintA" S = ", S êê MatrixForm, " , so S−1 = ", Inverse@SD êê MatrixFormE;E;
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H∗ Case 3 : Multiple Eigenvalues with different

Algebraic and Geometric Multiplicity ∗L
IfAHmadif ≠ zerokmaxL&& HFanta � zeronnL,
B=.; B = JordanDecomposition@AD;
J = B@@2DD; S = B@@1DD;
Print@"Some of Eigenvalues of the matrix A are multiple with different"D;
Print@"Algeraic and Geometric Multiplicity, so"D;
Print@"The Jordan Canonical form is not Diagonal and it is :"D;
PrintA" J = ", J êê MatrixForm, ", so eJ = ", MatrixExp@JD êê MatrixFormE;
PrintA"and finaly eJt = ", MatrixExp@J∗tD êê MatrixFormE;
H∗ The Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S=J ∗L
PrintA"\nThe Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S = J is :"E;
PrintA" S = ", S êê MatrixForm, " , so S−1 = ", Inverse@SD êê MatrixFormE;E;

 
H∗ Case 4 : Complex Eigenvalues ∗L
Clear@JJD;
If@HFanta ≠ zeronnL,
B=.; B = JordanDecomposition@AD;
J = B@@2DD; S = B@@1DD;
Do@If@Im@r@iDD ≠ 0., JJ@iD = 88Re@r@iDD, Im@r@iDD<, 8−Im@r@iDD, Re@r@iDD<<D, 8i, 1, nn<D;
Do@If@Im@r@iDD == 0., JJ@iD = 88r@iD<<D, 8i, 1, nn<D;  

 
Print@"\nSome of Eigenvalues of the matrix A are complex"D;
Print@"\nThe Jordan blocks are "D;
Do@Print@"J", Hi +1Lê 2, "=", JJ@iD êê MatrixForm,

" with Exp@J", Hi +1Lê 2, "∗tD=",
MatrixExp@JJ@iD∗tD êê MatrixFormD, 8i, 1, nn, 2<D;

 
 
Print@"\nThe Jordan Canonical form in C is :"D;
PrintA" J = ", J êê MatrixForm, ", so eJ = ", MatrixExp@JD êê MatrixFormE;
PrintA"and finaly eJt = ", MatrixExp@J∗tD êê MatrixFormE;
H∗ The Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S=J ∗L
Print@"\nThe Similarity Matrix S in C is :"D;
PrintA" S = ", S êê MatrixForm, " , so S−1 = ", Inverse@SD êê MatrixFormE;E;  

 
H∗ Matrix Exponential of A ∗L

PrintA"\nThe matrix eAt = S.eJt.S−1 is :"E;
PrintA"eAt = S.eJt.S−1 = ", MatrixExp@A ∗tD êê MatrixFormE;
=E;  
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H∗ Case 2, The matrix A has complex elements ∗L

If@ImA ≠ Onn,

8Print@"\nThe given matrix A has complex elements"D; 
 
H∗ The Characteristic Polynomial of matrix A ∗L
p@x_D := CharacteristicPolynomial@A, x D;
Print@"\nThe Characteristic Polynomial of matrix A is :"D;
Print@" pHxL = ", TraditionalForm@p@xDDD;  
 
H∗ The EigenValues of matrix A and

their algebric multiplicity ∗L
Clear@r, rdD;
eigA =.; eigA = Eigenvalues@AD;
eigS=.; eigS = Eigensystem@AD;
Do@r@iD = eigA@@iDD, 8i, 1, nn<D;
rd@1D = r@1D; k = 1; mo@kD = 1;

Do@If@r@iD � r@i− 1D,
8rd@kD = r@iD; mo@kD = mo@kD + 1<,
8k = k+ 1; rd@kD = r@iD; mo@kD = 1<D;

kmax = k, 8i, 2, nn<D;
Do@Prr@iD = Re@r@iDD; Far@iD = Im@r@iDD, 8i, 1, nn<D;
Fanta = Table@Far@iD, 8i, 1, nn<D;

 
H∗ The type of the Roots of

Characteristic Polynomial ∗L
Do@Rerd@iD = Chop@Re@rd@iDDD;
Imrd@iD = Chop@Im@rd@iDDD, 8i, 1, kmax<D;

MatImrd = Table@Imrd@iD, 8i, 1, kmax<D;
MatRerd = Table@Rerd@iD, 8i, 1, kmax<D;  
 
H∗ The Rank of the matrices HA−xi∗InL^m ∗L
Do@8AA@i, jD = MatrixPower@A −rd@iD∗ IIn, jD;

rankAA@i, jD = MatrixRank@AA@i, jDD;<,
8i, 1, kmax<, 8j, 1, nn<D;  
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H∗ The Algebraic and Geometric Multiplicity

of the EigenValues ∗L
Print@"\nThe Eigenvalues of matrix A are :"D;
Do@georank@iD = nn− rankAA@i, nnD;
go@iD = nn− rankAA@i, 1D;
Print@"x", i, " = ", rd@iD,
" with Algebraic multiplicity ", mo@iD,
" and Geometric ", go@iD D, 8i, 1, kmax<D;  

 
H∗ The Eigensystem of the matrix A ∗L
Print@"\nThe Eigensystem of matrix A is :"D;
Print@Transpose@eigSD êê MatrixFormD;  
 
H∗ madif=the matrix of differences

algebric−geometric multiplicity ∗L
madif = Table@mo@iD− go@iD, 8i, 1, kmax<D;

 
H∗ zerokmax=zero collumn of dim kmax ∗L
zerokmax = Table@0, 8i, 1, kmax<D;  
 
IfAHkmax � nnL&& HFanta � zeronnL,

B=.; B = JordanDecomposition@AD;
J = B@@2DD; S = B@@1DD;
Print@"\nThe Eigenvalues of matrix A are Single, so"D;
Print@"The Jordan Canonical form is Diagonal and it is :"D;
PrintA" J = ", J êê MatrixForm, ", so eJ = ", MatrixExp@JD êê MatrixFormE;
PrintA"and finaly eJt = ", MatrixExp@J∗tD êê MatrixFormE;
H∗ The Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S=J ∗L
PrintA"\nThe Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S = J is :"E;
PrintA" S = ", S êê MatrixForm, " , so S−1 = ", Inverse@SD êê MatrixFormE;E;
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H∗ Case 2 : Multiple Eigenvalues with same

Algebraic and Geometric Multiplicity ∗L
IfAHkmax < nnL&& Hmadif � zerokmaxL && HFanta � zeronnL,
B=.; B = JordanDecomposition@AD;
J = B@@2DD; S = B@@1DD;
Print@"Some of the Eigenvalues of the Matrix A are multiple with the same"D;
Print@"Algeraic and Geometric Multiplicity, so"D;
Print@"The Jordan Canonical form is Diagonal and it is :"D;
PrintA" J = ", J êê MatrixForm, ", so eJ = ", MatrixExp@JD êê MatrixFormE;
PrintA"and finaly eJt = ", MatrixExp@J∗tD êê MatrixFormE;
H∗ The Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S=J ∗L
PrintA"\nThe Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S = J is :"E;
PrintA" S = ", S êê MatrixForm, " , so S−1 = ", Inverse@SD êê MatrixFormE;E;  

 
H∗ Case 3 : Multiple Eigenvalues with different

Algebraic and Geometric Multiplicity ∗L
IfAHmadif ≠ zerokmaxL&& HFanta � zeronnL,
B=.; B = JordanDecomposition@AD;
J = B@@2DD; S = B@@1DD;
Print@"Some of Eigenvalues of the matrix A are multiple with different"D;
Print@"Algeraic and Geometric Multiplicity, so"D;
Print@"The Jordan Canonical form is not Diagonal and it is :"D;
PrintA" J = ", J êê MatrixForm, ", so eJ = ", MatrixExp@JD êê MatrixFormE;
PrintA"and finaly eJt = ", MatrixExp@J∗tD êê MatrixFormE;
H∗ The Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S=J ∗L
PrintA"\nThe Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S = J is :"E;
PrintA" S = ", S êê MatrixForm, " , so S−1 = ", Inverse@SD êê MatrixFormE;E;  

 

 
 
H∗ Jordan Canonical Form ∗L
B=.; B = JordanDecomposition@AD;
J = B@@2DD; S = B@@1DD;
Print@"\nThe Jordan Canonical form in C is :"D;
PrintA" J = ", J êê MatrixForm, ", so eJ = ", MatrixExp@JD êê MatrixFormE;
PrintA"and finaly eJt = ", MatrixExp@J∗tD êê MatrixFormE;

 
H∗ The Similarity Matrix S which satisfies S−1.A.S=J ∗L
Print@"\nThe Similarity Matrix S in C is :"D;
PrintA" S = ", S êê MatrixForm, " , so S−1 = ", Inverse@SD êê MatrixFormE; 
 

 



 98 

H∗ Matrix Exponential of A ∗L
PrintA"\nThe matrix eAt = S.eJt.S−1 is :"E;
PrintA"eAt = S.eJt.S−1 = ", MatrixExp@A ∗tD êê MatrixFormE;
=E;
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΓΙΑ ∆ΙΑΦΟΡΟΥΣ ΠΙΝΑΚΕΣ 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 

The given matrix A is :

A =

1 -5 -3

0 3 -2

0 -5 0

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = -x3
+ 4 x2

+ 7 x - 10

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = 5 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x2 = -2 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x3 = 1 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

The Eigensystem of matrix A is :

5 81, -2, 2<
-2 825, 6, 15<
1 81, 0, 0<

The Eigenvalues of matrix A are Single, so

The Jordan Canonical form is Diagonal and it is :

J =

-2 0 0

0 1 0

0 0 5

, so e
J
=

1

‰
2

0 0

0 ‰ 0

0 0 ‰5

and finaly eJt
=

‰-2 t 0 0

0 ‰t 0

0 0 ‰5 t

The Similarity Matrix S which satisfies S-1.A.S= J is :

S=

25 1 1

6 0 -2

15 0 2

, so S-1
=

0 1

21

1

21

1 -
5

6
-

4

3

0 -
5

14

1

7

The matrix eAt
= S.eJt .S-1 is :

eAt
= S.eJt .S-1

=

‰t -
5

42
‰-2 t I-10+ 7‰3 t + 3‰7 tM 1

21
‰-2 t I25 - 28‰3 t + 3‰7 t M

0 1

7
‰-2 t I2 + 5‰7 tM -

2

7
‰-2 t I-1+ ‰7 tM

0 -
5

7
‰-2 t I-1+ ‰7 tM 1

7
‰-2 t I5 + 2‰7 tM
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 

The given matrix A is :

A =

1 -5 -3

0 3 -2

0 1 1

The given matrix A has real elements

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = -x3
+ 5 x2

- 9 x + 5

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = 2+ Â with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x2 = 2- Â with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x3 = 1 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

The Eigensystem of matrix A is :

2 + Â :- 13

2
+

3 Â

2
, 1 + Â, 1>

2 - Â :- 13

2
-

3 Â

2
, 1 - Â, 1>

1 81, 0, 0<

Some of Eigenvalues of the matrix A are complex

The Jordan blocks are

J1=
2 1

-1 2
with Exp@J1*tD= ‰2 t Cos@tD ‰2 t Sin@tD

-‰2 t Sin@tD ‰2 t Cos@tD
J2=H 1 L with Exp@J2*tD=H ‰t L

The Jordan Canonical form in C is :

J =

1 0 0

0 2 - Â 0

0 0 2 + Â

, so eJ
=

‰ 0 0

0 ‰2-Â 0

0 0 ‰2+Â

and finaly eJt
=

‰t 0 0

0 ‰H2-ÂL t 0

0 0 ‰H2+ÂL t

The Similarity Matrix S in C is :

S=

1 -
13

2
-

3 Â

2
-

13

2
+

3 Â

2

0 1 - Â 1 + Â

0 1 1

, so S-1
=

1 -
3

2
8

0 Â

2

1

2
-

Â

2

0 -
Â

2

1

2
+

Â

2

The matrix eAt
= S.eJt .S-1 is :

eAt
= S.eJt .S-1

=

‰t 1

2
‰t I-3 + 3‰t Cos@tD- 13‰t Sin@tDM -‰t I-8+ 8‰t Cos@tD - 5‰t Sin@tDM

0 ‰2 t HCos@tD + Sin@tDL -2‰2 t Sin@tD
0 ‰2 t Sin@tD ‰2 t HCos@tD - Sin@tDL  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 

 

The given matrix A is :

A =

1 1 1 1

1 1 -1 -1

1 -1 1 -1

1 -1 -1 1

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = x4
- 4 x3

+ 16 x - 16

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = -2 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x2 = 2 with Algebraic multiplicity 3 and Geometric 3

The Eigensystem of matrix A is :

-2 8-1, 1, 1, 1<
2 81, 0, 0, 1<
2 81, 0, 1, 0<
2 81, 1, 0, 0<

Some of the Eigenvalues of the Matrix A are multiple with the same

Algeraic and Geometric Multiplicity, so

The Jordan Canonical form is Diagonal and it is :

J =

-2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

, so eJ
=

1

‰
2

0 0 0

0 ‰2 0 0

0 0 ‰2 0

0 0 0 ‰2

and finaly eJt
=

‰-2 t 0 0 0

0 ‰2 t 0 0

0 0 ‰2 t 0

0 0 0 ‰2 t

The Similarity Matrix S which satisfies S-1.A.S= J is :

S=

-1 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

, so S-1
=

-
1

4

1

4

1

4

1

4
1

4
-

1

4
-

1

4

3

4
1

4
-

1

4

3

4
-

1

4
1

4

3

4
-

1

4
-

1

4  
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The matrix eAt
= S.eJt .S-1 is :

eAt
= S.eJt .S-1

=

1

4
‰-2 t I1 + 3‰4 tM 1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 t M 1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 t M 1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 t M

1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 t M 1

4
‰-2 t I1 + 3‰4 tM -

1

4
‰-2 t I-1+ ‰4 tM -

1

4
‰-2 t I-1+ ‰4 tM

1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 t M -

1

4
‰-2 t I-1+ ‰4 tM 1

4
‰-2 t I1 + 3‰4 tM -

1

4
‰-2 t I-1+ ‰4 tM

1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 t M -

1

4
‰-2 t I-1+ ‰4 tM -

1

4
‰-2 t I-1+ ‰4 tM 1

4
‰-2 t I1 + 3‰4 tM
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 

 

The given matrix A is :

A =

1 1 1 1

1 Â -1 -Â

1 -1 1 -1

1 -Â -1 Â

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = x4
- H2 + 2 ÂL x3

- H4- 4 ÂL x2
+ H8 + 8 Â L x - 16 Â

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = -2 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x2 = 2 Â with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x3 = 2 with Algebraic multiplicity 2 and Geometric 2

The Eigensystem of matrix A is :

-2 8-1, 1, 1, 1<
2 Â 80, -1, 0, 1<
2 82, 1, 0, 1<
2 81, 0, 1, 0<

Some of the Eigenvalues of the Matrix A are multiple with the same

Algeraic and Geometric Multiplicity, so

The Jordan Canonical form is Diagonal and it is :

J =

-2 0 0 0

0 2 Â 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

, so eJ
=

1

‰
2

0 0 0

0 ‰2 Â 0 0

0 0 ‰2 0

0 0 0 ‰2

and finaly eJt
=

‰-2 t 0 0 0

0 ‰2 Â t 0 0

0 0 ‰2 t 0

0 0 0 ‰2 t

The Similarity Matrix S which satisfies S-1.A.S= J is :

S=

-1 0 2 1

1 -1 1 0

1 0 0 1

1 1 1 0

, so S-1
=

-
1

4

1

4

1

4

1

4

0 -
1

2
0 1

2
1

4

1

4
-

1

4

1

4
1

4
-

1

4

3

4
-

1

4  
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The matrix eAt
= S.eJt .S-1 is :

eAt
= S.eJt .S-1

=

1

4
‰-2 t I1 + 3‰4 tM 1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 t M 1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 tM 1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 tM

1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 t M 1

4
I‰-2 t I2 ‰2 t cosH2 tL+ ‰4 t + 1M + 2 Â sinH2 tLM -

1

4
‰-2 t I-1+ ‰4 tM 1

4
I‰-2 t I-2 ‰2 t cosH2 tL + ‰4 t + 1M- 2 Â sinH2 tLM

1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 t M -

1

4
‰-2 t I-1+ ‰4 tM 1

4
‰-2 t I1 + 3‰4 tM -

1

4
‰-2 t I-1+ ‰4 tM

1

4
‰-2 t I-1 + ‰4 t M 1

4
I‰-2 t I-2‰2 t cosH2 tL + ‰4 t + 1M- 2 Â sinH2 tLM -

1

4
‰-2 t I-1+ ‰4 tM 1

4
I‰-2 t I2‰2 t cosH2 tL+ ‰4 t + 1M + 2 Â sinH2 tLM  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5 
 

The given matrix A is :

A =

2 4 -6 0

4 6 -3 -4

0 0 4 0

0 4 -6 2

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = x4
- 14 x3

+ 68 x2
- 136 x + 96

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = 6 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x2 = 4 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x3 = 2 with Algebraic multiplicity 2 and Geometric 1

The Eigensystem of matrix A is :

6 81, 1, 0, 1<
4 80, 3, 2, 0<
2 81, 0, 0, 1<
2 80, 0, 0, 0<

Some of Eigenvalues of the matrix A are multiple with different

Algeraic and Geometric Multiplicity, so

The Jordan Canonical form is not Diagonal and it is :

J =

2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 4 0

0 0 0 6

, so eJ
=

‰2 ‰2 0 0

0 ‰2 0 0

0 0 ‰4 0

0 0 0 ‰6

and finaly eJt
=

‰2 t ‰2 t t 0 0

0 ‰2 t 0 0

0 0 ‰4 t 0

0 0 0 ‰6 t

The Similarity Matrix S which satisfies S-1.A.S= J is :

S=

1 -
1

4
0 1

0 1

4
3 1

0 0 2 0

1 0 0 1

, so S
-1

=

-1 -1 3

2
2

-4 0 0 4

0 0 1

2
0

1 1 -
3

2
-1
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The matrix eAt
= S.eJt .S-1 is :

eAt
= S.eJt .S-1

=

‰2 t I‰4 t - 4 tM ‰2 t I-1 + ‰4 t M -
3

2
‰2 t I-1+ ‰4 tM -‰2 t I-4 t+ ‰4 t - 1M

‰2 t I-1 + ‰4 t M ‰6 t -
3

2
‰4 t I-1+ ‰2 tM -‰2 t I-1+ ‰4 tM

0 0 ‰4 t 0

‰2 t I-4 t + ‰4 t - 1M ‰2 t I-1 + ‰4 t M -
3

2
‰2 t I-1+ ‰4 tM -‰2 t I-4 t+ ‰4 t - 2M
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6 

 

The given matrix A is :

A =

4 1 1 1

-1 2 -1 -1

6 1 -1 1

-6 -1 4 2

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = x4
- 7 x3

+ 9 x2
+ 27 x - 54

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = 3 with Algebraic multiplicity 3 and Geometric 2

x2 = -2 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

The Eigensystem of matrix A is :

3 80, -1, 0, 1<
3 81, -2, 1, 0<
3 80, 0, 0, 0<
-2 80, 0, -1, 1<

Some of Eigenvalues of the matrix A are multiple with different

Algeraic and Geometric Multiplicity, so

The Jordan Canonical form is not Diagonal and it is :

J =

-2 0 0 0

0 3 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3

, so eJ
=

1

‰
2

0 0 0

0 ‰3 0 0

0 0 ‰3 ‰3

0 0 0 ‰3

and finaly eJt
=

‰-2 t 0 0 0

0 ‰3 t 0 0

0 0 ‰3 t ‰3 t t

0 0 0 ‰3 t

The Similarity Matrix S which satisfies S-1.A.S= J is :

S=

0 1 1 0

0 0 -1 0

-1 1 1 0

1 -2 -1 1

, so S-1
=

1 0 -1 0

1 1 0 0

0 -1 0 0

1 1 1 1  
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The matrix eAt
= S.eJt .S-1 is :

eAt
= S.eJt .S-1

=

‰3 t Ht + 1L ‰3 t t ‰3 t t ‰3 t t

-‰3 t t -‰3 t Ht - 1L -‰3 t t -‰3 t t

‰-2 t I‰5 t t+ ‰5 t - 1M ‰3 t t ‰-2 t I‰5 t t+ 1M ‰3 t t

-‰-2 t I‰5 t t + ‰5 t - 1M -‰3 t t -‰-2 t I‰5 t t - ‰5 t + 1M -‰3 t Ht - 1L  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7 

 

The given matrix A is :

A =

2 3 0 1

0 3 2 5

0 0 -1 4

0 0 0 3

The Characteristic Polynomial of matrix A is :

pHxL = x4
- 7 x3

+ 13 x2
+ 3 x - 18

The Eigenvalues of matrix A are :

x1 = 3 with Algebraic multiplicity 2 and Geometric 1

x2 = 2 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

x3 = -1 with Algebraic multiplicity 1 and Geometric 1

The Eigensystem of matrix A is :

3 83, 1, 0, 0<
3 80, 0, 0, 0<
2 81, 0, 0, 0<
-1 81, -1, 2, 0<

Some of Eigenvalues of the matrix A are multiple with different

Algeraic and Geometric Multiplicity, so

The Jordan Canonical form is not Diagonal and it is :

J =

-1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3

, so eJ
=

1

‰
0 0 0

0 ‰2 0 0

0 0 ‰3 ‰3

0 0 0 ‰3

and finaly eJt
=

‰-t 0 0 0

0 ‰2 t 0 0

0 0 ‰3 t ‰3 t t

0 0 0 ‰3 t

The Similarity Matrix S which satisfies S
-1.A.S= J is :

S=

1 1 3 -
20

7

-1 0 1 0

2 0 0 1

7

0 0 0 1

7

, so S
-1

=

0 0 1

2
-

1

2

1 -3 -2 22

0 1 1

2
-

1

2

0 0 0 7  
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The matrix eAt
= S.eJt .S-1 is :

eAt
= S.eJt .S-1

=

‰2 t 3‰2 t I-1 + ‰t M 1

2
‰-t I-1 + ‰t M2 I1 + 2‰t + 3‰2 tM 1

2
‰-t I42‰4 t t+ 44‰3 t - 43‰4 t - 1M

0 ‰3 t 1

2
‰-t I-1 + ‰4 t M 1

2
‰-t I14‰4 t t- ‰4 t + 1M

0 0 ‰-t ‰-t I-1 + ‰4 t M
0 0 0 ‰3 t
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