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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 
 

ην θεθάιαην 1 ζα αζρνιεζνχκε κε ηε ζηαζεξνπνίεζε ελφο γξακκηθνχ 

ζπζηήκαηνο ειέγρνπ επηιέγνληαο θαηάιιεια ην δηάλπζκα ειέγρνπ. Απηφ ζπλδέεηαη κε 

ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο ηνπνζέηεζεο ησλ πφισλ. Ζ επηινγή ηεο 

ηνπνζέηεζεο ησλ πφισλ, εθηφο απφ ηελ επζηάζεηα ηνπ γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο κπνξεί 

λα ηθαλνπνηεί θαη θάπνηα θξηηήξηα απφδνζεο. ην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ ζα 

αζρνιεζνχκε κε ηα πξνβιήκαηα ειέγρνπ H
 θαη ηελ έλλνηα ηεο κηγαδηθήο αθηίλαο 

ζηαζεξφηεηαο. 

ην θεθάιαην 2 ζα αλαπηχμνπκε θάπνηνπο αιγφξηζκνπο θαη εθαξκνγέο ζε 

MATLAB νξηζκέλσλ ζεκάησλ πνπ παξνπζηάδνπκε ζην θεθάιαην 1. 

 Αθνινπζεί βηβιηνγξαθία. 
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     ABSTRACT 
 

In chapter 1, we will consider the problem of stabilizing a linear control system 

by choosing the control vector appropriately. This is connected with the solution of the 

pole placement problem or the eigenvalue assignment problem   ( EVA problem ).Since 

there are no set guidelines as to where the poles need to be placed, very often we choose 

to place the poles in such a way that not only the system is stabilized, but a certain 

performance criterion is satisfied  ( LQR problems ).The next topic is the H
control 

problems and finally the 
 
concept of the complex stability radius. 

In chapter 2 we will make some algorithms and examples from some of the topics 

we described in chapter. 

 

KEY WORDS 

Stabilization of a linear system, control vector, Lyapunov equations, detectability, EVA 

problem, Ackermann norm, eigenstructure, LQR problem, Ricatti equations    ( ARE ), 

H
control problems, complex stability radius, MATLAB 
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ΠΡΟΛΟΓΟ 
 

 
Ζ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία εθπνλήζεθε ζηα πιαίζηα ηνπ κεηαπηπρηαθνχ 

πξνγξάκκαηνο ζπνπδψλ “ΘΔΧΡΖΣΗΚΖ ΠΛΖΡΟΦΟΡΗΚΖ ΚΑΗ ΘΔΧΡΗΑ 

ΤΣΖΜΑΣΧΝ ΚΑΗ ΔΛΔΓΥΟΤ ” θαηά ην αθαδεκατθφ έηνο 2010-2011.  

 

 

Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηελ επηβιέπνπζα θαζεγήηξηα κνπ θα. Γνπζίδνπ γηα ηηο 

γλψζεηο πνπ κνπ κεηέδσζε θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ κεηαπηπρηαθνχ θαη ηε ζηήξημε θαη 

ππνκνλή ηεο ηφζν ζην δηδαθηηθφ, φζν θαη ζην αλζξψπηλν θνκκάηη, θαζψο επίζεο θαη ηνλ 

θ. Καξακπεηάθε γηαηί ε πινπνίεζε ησλ αιγνξίζκσλ πξαγκαηνπνηήζεθε ζην MATLAB 

ην νπνίν ν ίδηνο καο είρε δηδάμεη.  

 

Σέινο ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνπο θαζεγεηέο κνπ γηα ηελ άξηηα ζπλεξγαζία 

πνπ είρακε θαηά ηε δηάξθεηα ησλ κεηαπηπρηαθψλ ζπνπδψλ κνπ ζην ηκήκα Μαζεκαηηθψλ 

ηνπ Αξηζηνηειείνπ Παλεπηζηεκίνπ Θεζζαινλίθεο, γηα ηα απαξαίηεηα εθφδηα θαη 

γλψζεηο κε ηα νπνία κε εθνδίαζαλ, θαζψο επίζεο θαη γηα ηελ ππνζηήξημε ηνπο ζηελ 

νινθιήξσζε ηνπ Μ.Π.. φηαλ ιφγσ ζπλζεθψλ ζθεθηφκνπλ λα κελ ην νινθιεξψζσ. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 
 

 

1.1 Δηζαγωγή 
 

 

Θα αζρνιεζνχκε κε ην πξφβιεκα ηεο ζηαζεξνπνίεζεο  ελφο γξακκηθνχ 

ζπζηήκαηνο ειέγρνπ επηιέγνληαο θαηάιιεια ην δηάλπζκα ειέγρνπ. Μαζεκαηηθά , ην 

πξφβιεκα είλαη λα βξνχκε έλα πίλαθα αλαηξνθνδφηεζεο K ηέηνηνλ ψζηε ην A-BK λα 

είλαη ζηαζεξφ ζηε ζπλερή ρξνληθή ππφζεζε ή δηαθξηηά ζηαζεξφ ζηε δηαθξηηή ρξνληθή 

ππφζεζε. Σηο απαξαίηεηεο θαη επαξθείο πξνυπνζέζεηο γηα ηελ χπαξμε ηεο 

ζηαζεξνπνίεζεο πίλαθα αλαηξνθνδφηεζεο θαη ηηο θαηά Lyapunov κεζφδνπο γηα ηε 

δεκηνπξγία ηέηνησλ πηλάθσλ ζα ηηο αλαιχζνπκε ζηελ παξάγξαθν 1.2. 

Έπεηηα ζα εηζάγνπκε κηα δηπιή έλλνηα γηα ηε ζηαζεξνπνίεζε , πνπ νλνκάδεηαη 

αληρλεπζηκφηεηα θαη ε ζρέζε ηεο κε έλα Lyapunov πίλαθα εμίζσζεο ζα επαιεζεπζεί 

ζηελ παξάγξαθν 1.3.  

ε ζπγθεθξηκέλεο πξαθηηθέο θαηαζηάζεηο , ε ζηαζεξνπνίεζε ελφο ζπζηήκαηνο δελ 

είλαη αξθεηή. Έλαο ζρεδηαζηήο ζα πξέπεη λα είλαη ζε ζέζε λα ειέγρεη ηηο ηδηνηηκέο ηνπ A-

BK έηζη ψζηε λα πξνθχπηνπλ ζπγθεθξηκέλα εκπφδηα ζρεδηαζκνχ. Απηφ απνηειεί ηελ 

απαξρή ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ηεο ηδηνηηκήο ( EVA ) ή ην επνλνκαδφκελν 

πξφβιεκα ηεο ηνπνζέηεζεο ησλ πφισλ. Μαζεκαηηθά ε δπζθνιία έγθεηηαη ζην λα βξεζεί 

έλαο πίλαθαο αλαηξνθνδφηεζεο K ηέηνηνο ψζηε ην A-BK λα έρεη έλα πξνθαζνξηζκέλν 

θάζκα. Έλα πνιχ γλσζηφ θαη πνιχ ζεκαληηθφ απνηέιεζκα ηνπ πξνβιήκαηνο απηνχ είλαη:  

Γεδνκέλνπ όηη έρνπκε έλα πξαγκαηηθό δεπγάξη πηλάθσλ ( A,B ) θαη Λ κηα απζαίξεηε νκάδα 

n κηγαδηθώλ αξηζκώλ , θιεηζηώλ σο πξνο ηνπο κηγαδηθνύο ζπδπγείο , ππάξρεη έλαο 

πξαγκαηηθόο πίλαθαο K ηέηνηνο ώζηε ην θάζκα ησλ A-BK είλαη ε νκάδα Λ αλ θαη κόλν αλ 

ην (A,B) είλαη ειέγμηκν. Ο πίλαθαο K είλαη κνλαδηθόο ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο εηζαγσγήο 

δεδνκέλσλ. 

Απηφ ην ζεκαληηθφ πξφβιεκα εμαθξηβψλεηαη ζην ζεψξεκα 1.4.1. Ζ απφδεημε 

απηνχ ηνπ απνηειέζκαηνο επνηθνδνκεηηθή θαη νδεγεί ζε αξθεηνχο πνιχ γλσζηνχο 

ηχπνπο, ν πην ζεκαληηθφο απφ ηνπο νπνίνπο είλαη ν ηχπνο ηνπ Ackermann. Χζηφζν , απηνί 

νη ηχπνη δελ παξάγνπλ αξηζκεηηθά βηψζηκεο κεζφδνπο γηα ηελ ηνπνζέηεζε ηνπ πφινπ. 

Δθφζνλ δελ ππάξρνπλ ζπγθεθξηκέλεο θαηεπζπληήξηεο γξακκέο σο πξνο ην πνπ 

πξέπεη λα ηνπνζεηεζνχλ νη πφινη ( νη ηδηνηηκέο ) πνιχ ζπρλά , ζηελ πξάμε , γίλεηαη έλαο 

ζπκβηβαζκφο κε ηνλ νπνίν δεκηνπξγείηαη έλαο πίλαθαο αλαηξνθνδφηεζεο θαηά ηέηνην 

ηξφπν ψζηε φρη κφλν ζηαζεξνπνηείηαη ην ζχζηεκα αιιά θαη ηθαλνπνηείηαη θάπνην 

ζπγθεθξηκέλν θξηηήξην απφδνζεο. Απηφ καο νδεγεί ζην πνιχ γλσζηφ πξφβιεκα ηνπ 

Γξακκηθνχ Σεηξαγσληθνχ Βαζκηζηή ( LQR problem ). Καη ηα δχν πξνβιήκαηα ζπλερή 

ρξφλνπ LQR θαη δηαθξηηνχ ρξφλνπ LQR ζα ηα αλαιχζνπκε ζηελ παξάγξαθν 1.5. Οη 

ιχζεηο ζηα πξνβιήκαηα LQR πξναπαηηνχλ ηηο ιχζεηο ζπγθεθξηκέλσλ εμηζψζεσλ 

δεπηέξνπ βαζκνχ πνπ νλνκάδνληαη Αιγεβξηθέο Δμηζψζεηο Ricatti  ( AREs ). 
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Σν επφκελν ζέκα πνπ ζα αζρνιεζνχκε είλαη ηα πξνβιήκαηα ειέγρνπ H
.Σα 

πξνβιήκαηα ειέγρνπ H
αθνξνχλ ηε ζηαζεξνπνίεζε δηαηαξαγκέλσλ εθδνρψλ ελφο 

ζπζηήκαηνο, φηαλ ζπγθεθξηκέλα φξηα δηαηάξαμεο είλαη γλσζηά. Οη ιχζεηο ησλ 

πξνβιεκάησλ ηνπ H
απαηηνχλ επίζεο ιχζεηο ζπγθεθξηκέλσλ AREs. ηελ παξάγξαθν 1.6 

ζα παξνπζηάζνπκε δπν αιγφξηζκνπο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο H λφξκαο . 

Σελ έλλνηα ηεο αθηίλαο ζηαζεξφηεηαο ζα ηε κειεηήζνπκε ζην ηειεπηαίν ηκήκα ηεο 

παξαγξάθνπ 1.7 φπνπ δηαπηζηψλνπκε  κηα ζρέζε αλάκεζα ζηε κηγαδηθή αθηίλα 

ζηαζεξφηεηαο θαη ζε  κηα ARE ( ζεψξεκα 1.7.3 ) θαη πεξηγξάθνπκε έλαλ αιγφξηζκν 

δηρνηφκεζεο γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηεο κηγαδηθήο αθηίλαο ζηαζεξφηεηαο. 

 

 

1.2  Καηάζηαζε – ηαζεξνπνίεζε ηεο αλαηξνθνδόηεζεο 
 

Θα κειεηήζνπκε ην πξφβιεκα ηεο ζηαζεξνπνίεζεο ηνπ γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 

     

          ( 1.2.1 ) 

Τπνζέηνπκε φηη ην δηάλπζκα ( )x t είλαη γλσζηφ θαη επηιέγνπκε  

 

    ( ) ( ) ( )u t v t Kx t                    ( 1.2.2 ) 

 

φπνπ K είλαη έλαο ζηαζεξφο πίλαθαο θαη ην ( )v t  είλαη έλα δηάλπζκα εηζφδνπ αλαθνξάο. 

Σφηε εηζάγνληαο απηφ ην δηάλπζκα εηζφδνπ κέζα ζην ζχζηεκα έρνπκε ην εμήο ζχζηεκα :  

   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t A BK x t Bu t

y C DK x t Du t

  

   
               ( 1.2.3 ) 

 

Σν πξφβιεκα ηεο ζηαζεξνπνίεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο (1.2.1) γίλεηαη ην πξφβιεκα 

εχξεζεο ηνπ K έηζη ψζηε ην ζχζηεκα (1.2.3) λα γίλεηαη ζηαζεξφ. Δπνκέλσο ην πξόβιεκα 

ηεο  θαηάζηαζεο-ζηαζεξνπνίεζεο ηεο αλαηξνθνδόηεζεο κπνξεί λα δεισζεί σο εμήο : 

Γεδνκέλνπ όηη έρνπκε έλα δεπγάξη πηλάθσλ ( A,B )  λα βξεζεί έλαο πίλαθαο K ώζηε ην A-

BK λα είλαη ζηαζεξό. 

 Γξαθηθά ην πξφβιεκα ηεο θαηάζηαζεο αλαηξνθνδφηεζεο κπνξεί λα παξαζηαζεί 

φπσο ζηελ εηθφλα 1. 



 

 

 

 

 

13 

 

 

ηελ επφκελε ππνπαξάγξαθν ζα εξεπλήζνπκε ηηο ζπλζήθεο ππφ ηηο νπνίεο 

ππάξρεη έλαο πίλαθαο K. Ο πίλαθαο K φηαλ ππάξρεη νλνκάδεηαη πίλαθαο 

ζηαζεξνπνίεζεο ηεο αλαηξνθνδόηεζεο θαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ην δεχγνο πηλάθσλ 

( A,B ) νλνκάδεηαη ζηαζεξνπνηήζηκν δεύγνο. Σν ζχζηεκα (1.2.3) νλνκάδεηαη ζύζηεκα 

θιεηζηνύ βξόγρνπ θαη ν πίλαθαο A-BK νλνκάδεηαη πίλαθαο θιεηζηνύ βξόγρνπ. 
 

 

Δηθφλα 1 

 

Αλαινγηθά γηα ην ζχζηεκα δηαθξηηνχ ρξφλνπ 

 

 
1k k k

k k k

x Ax Bu

y Cx Du

  

  
 

αλ ππάξρεη έλαο πίλαθαο K ηέηνηνο ψζηε ην A-BK λα είλαη δηαθξηηά ζηαζεξφ , δειαδή λα 

έρεη φιεο ηηο ηδηνηηκέο ηνπ κέζα ζην κνλαδηαίν θχθιν , ηφηε ην δεπγάξη (A,B) ζα 

νλνκαζηεί δηαθξηηό ζηαζεξνπνηήζηκν δεπγάξη θαη ν πίλαθαο K ζα νλνκαζηεί δηαθξηηόο 

ζηαζεξνπνηήζηκνο πίλαθαο αλαηξνθνδόηεζεο. 

 

 

1.2.1 Δπζηάζεηα θαη Διεγμηκόηεηα 
 

 ΄ απηήλ ηελ παξάγξαθν πεξηγξάθνπκε απαξαίηεηεο θαη επαξθείο ζπλζήθεο γηα 

έλα δεπγάξη ( A,B ) ψζηε λα είλαη ζηαζεξνπνηήζηκν. Ξεθηλάκε κε ηε ζηαζεξή ρξνληθή 

ππφζεζε. 
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Θεώρημα 1.2.1. Φαξαθηεξηζκόο ηεο ζηαζεξήο ρξνληθήο ζηαζεξνπνηεζηκόηεηαο.  

 

Σα αθφινπζα είλαη ηζνδχλακα : 

 

i. ην ( A,B ) είλαη ζηαζεξνπνηήζηκν 

ii. ν βαζκφο  ,A I B  = n γηα φια ηα Re( ι) ≥ 0. Με άιια ιφγηα νη αζηαζείο 

θαηαζηάζεηο ηνπ A είλαη ειέγμηκεο. 

iii. Γηα φια ηα ι θαη x≠0 έηζη ψζηε x A x   θαη Re(ι) ≥ 0 , έρνπκε 0x B  . 

 

Απόδεημε        
 

Υσξίο απψιεηα ηεο γεληθφηεηαο ππνζέηνπκε φηη ην δεπγάξη ( A,B ) καο δίλεηαη ζηε 

κνξθή 

 

11 121

22

,
0

A A
PAP A

A


 

      

1

0

B
PB B

 
   

    

Όπνπ ην  11 1,A B   είλαη ειέγμηκν. Γεδνκέλνπ φηη ην  11 1,A B   είλαη ειέγμηκν , 

ζχκθσλα κε ην θξηηήξην ηεο ειεγμηκφηεηαο ηεο ηδηνηηκήο έρνπκε φηη  

 11 1,rank I A B p    φπνπ p είλαη ε ηάμε ηνπ 
11A .    

πλεπψο   11 12 1

1

22

,
I A

rank I A B rank
I A






    
         

< n αλ θαη κφλν αλ 

 22rank I A n p    δειαδή αλ θαη κφλν αλ ην ι είλαη κηα ηδηνηηκή ηνπ 
22A . 

 

Δθφζνλ ην ( A,B ) είλαη ζηαζεξνπνηήζηκν δεπγάξη ηφηε ν πίλαθαο 
22A ζα πξέπεη λα 

είλαη ζηαζεξφο πίλαθαο. Απηφ κπνξνχκε λα ην δνχκε σο εμήο : Ζ ζηαζεξνπνηεζηκφηεηα 

ηνπ δεπγαξηνχ ( A,B ) ζπλεπάγεηαη ηε ζηαζεξνπνηεζηκφηεηα ηνπ δεπγαξηνχ  ,A B

.Δθφζνλ ην  ,A B είλαη έλα ζηαζεξνπνηήζηκν δεπγάξη ηφηε ππάξρεη έλαο πίλαθαο K 

ηέηνηνο ψζηε ην A BK είλαη ζηαζεξφ. Απηφ ζεκαίλεη φηη αλ 
1 2( , )K K K  ηφηε ν πίλαθαο 

11 12

22

A A

A

   
     
    

είλαη ζηαζεξφο πίλαθαο ην νπνίν ζπλεπάγεηαη φηη ην 
22A είλαη 

ζηαζεξφ. 
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Πόξηζκα 1.2.1 

 

Αλ ην δεπγάξη (A,B ) είλαη ειέγμηκν ηφηε πξέπεη λα είλαη ζηαζεξνπνηήζηκν. 

 

 

Απόδεημε 

 

Αλ ην ( A,B ) είλαη ειέγμηκν, ηφηε μαλά ζχκθσλα κε ην θξηηήξην ηεο ειεγμηκφηεηαο 

ηεο ηδηνηηκήο ,έρνπκε φηη ν, βαζκφο  ,A I B  = n γηα φια ηα Re(ι)≥0 .πλεπψο ην  

(A,B ) είλαη ζηαζεξνπνηήζηκν. 

Σν παξαπάλσ απνηέιεζκα καο ιέεη φηη ε ειεγμηκφηεηα ζπλεπάγεηαη ηε 

ζηαζεξνπνηεζηκφηεηα. Χζηφζν ην αληίζηξνθν δελ ηζρχεη. Ζ ζηαζεξνπνηεζηκφηεηα είλαη 

εγγπεκέλε αξθεί νη αζηαζείο ηξφπνη λα είλαη ειέγμηκνη. 

  

Σν παξαθάησ απιφ παξάδεηγκα επεμεγεί ην γεγνλφο. 

 

Έζησ 

1 1 1

0 2 1

0 0 3

A

 
 

  
  

θαη 

1

1

0

b

 
 

  
  

 

 

 

Σν ( A,b ) δελ είλαη ειέγμηκν θαη ν βαζκφο ( b, Ab , A
2
b ) =2. 

Χζηφζν ην δηάλπζκα γξακκή f
T =

( -126.5 , -149.5 , 0 ) είλαη ηέηνην ψζηε νη ηδηνηηκέο 

ηνπ A-bf
T
 λα είλαη  { -10±11.4891j , -3 }. Δπνκέλσο ην A-bf

T
 είλαη ζηαζεξφ , δειαδή ην   

( A,b ) είλαη ζηαζεξνπνηήζηκν. 

 

 

Η δηαθξηηή ππόζεζε 

 

 

Θεώρημα 1.2.2. Φαξαθηεξηζκόο ηεο δηαθξηηήο ζηαζεξνπνηεζηκόηεηαο . 

 

 

Σα αθφινπζα είλαη ηζνδχλακα : 

 

i. ην ( A,B ) είλαη δηαθξηηφ ζηαζεξνπνηήζηκν. 

ii. ν βαζκφο  ,A I B  = n γηα φια ηα ι έηζη ψζηε 1  . 

iii. Γηα φια ηα ι θαη x≠0 έηζη ψζηε x A x   θαη 1  , έρνπκε 0x B  . 
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1.2.2 ηαζεξνπνίεζε κέζω εμηζώζεωλ ηνπ Lyapunov. 
 

Απφ ηα παξαπάλσ , είλαη εκθαλέο φηη γηα λα βξνχκε κηα αλαηξνθνδφηεζε πνπ λα 

ζηαζεξνπνίεη ηνλ πίλαθα K γηα έλα δεδνκέλν δεπγάξη ( A,B ) κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε 

φηη ην δεπγάξη ( A,B ) είλαη ειέγμηκν. Καζφηη , αλ ην ( A,B ) δελ είλαη ειέγμηκν αιιά 

ζηαζεξνπνηήζηκν , ηφηε κπνξνχκε πάληα λα ην ζέηνπκε ζηε κνξθή 

11 121

22

,
0

A A
TAT A

A


 

      

1

0

B
TB B

 
   

 
              ( 1.2.4 ) 

Όπνπ ην  11 1,A B   είλαη ειέγμηκν θαη ην 
22A είλαη ζηαζεξφ. 

Μφιηο επηηεπρζεί  έλαο ζηαζεξνπνηήζηκνο πίλαθαο K1 γηα ην ειέγμηκν δεπγάξη 

 11 1,A B   , ν ζηαζεξνπνηήζηκνο πίλαθαο K γηα ην δεπγάξη ( A,B ) κπνξεί λα επηηεπρζεί σο 
 

 

K KT                               
( 1.2.5 ) 

1 2( , )K K K 

  

θαη ην 2K λα είλαη απζαίξεην. 

 

Μπνξνχκε επνκέλσο λα επηθεληξψζνπκε ηηο πξνζπάζεηεο καο ζην λα 

ζηαζεξνπνηήζνπκε έλα ειέγμηκν δεπγάξη. Σν ζεψξεκα 1.2.3 καο δείρλεη πψο λα 

ζηαζεξνπνηήζνπκε έλα ειέγμηκν δεπγάξη ρξεζηκνπνηψληαο κηα εμίζσζε ηνπ Lyapunov. 

 

Θεώρημα 1.2.3 

 

Αο ππνζέζνπκε φηη ην ( A,B ) είλαη ειέγμηκν θαη φηη ην β είλαη έλα βαζκσηφ κέγεζνο 

ψζηε max( )A   

Όπνπ ην ιmax(A) είλαη ε ηδηνηηκή ηνπ A κε ην κεγαιχηεξν αιεζηλφ κέξνο. Έζησ 

φηη ην K νξίδεηαη σο : 

K=B
T
Z

-1
                  ( 1.2.6 ) 

Όπνπ ην Z είλαη απαξαίηεηα ζπκκεηξηθά ζεηηθά νξηζκέλν θαη ηθαλνπνηεί ηελ 

εμίζσζε ηνπ Lyapunov 

( ) [ ( )] 2T TA bI Z Z A bI BB                    
( 1.2.7 ) 

Σφηε ην A-BK είλαη ζηαζεξφ , δειαδή ην ( A,B ) είλαη ζηαζεξνπνηήζηκν. 

 
 

Απόδεημε 

 

Δθφζνλ max( )A  , ν πίλαθαο  A I 
 είλαη ζηαζεξφο. Δπίζεο δεδνκέλνπ 

φηη ην ( A,B ) είλαη ειέγμηκν ην δεπγάξη ( ( ),    είλαη ειέγμηκν. πλεπψο ε 

εμίζσζε ηνπ Lyapunov ( 1.2.7 ) έρεη κηα κνλαδηθή ζπκκεηξηθή ζεηηθά νξηζκέλε ιχζε Z. 

Ξαλά ε εμίζσζε (1.2.7 ) κπνξεί λα γξαθεί σο : 
1 1( ) ( ) 2T TA BB Z Z A BB Z Z     
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Σφηε απφ ηε ζρέζε ( 1.2.7 ) έρνπκε  

( ) ( ) 2A BK Z A BK Z              

     
( 1.2.8 ) 

Δθφζνλ ην Z είλαη ζπκκεηξηθά ζεηηθά νξηζκέλν , ηφηε ην A-BK είλαη ζηαζεξφ. 

Απηφ κπνξνχκε λα ην δηαπηζηψζνπκε σο εμήο : 

Έζησ φηη ην κ είλαη κηα ηδηνηηκή ηνπ A-BK θαη ην y ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα. 

Πνιιαπιαζηάδνληαο θαη ηα δχν κέιε ηεο εμίζσζεο ( 1.2.8 ) πξψηα κε ην y
*
 απφ ηα 

αξηζηεξά θη έπεηηα κε ην y απφ ηα δεμηά έρνπκε 
* *2Re( ) 2y Zy y Zy 

 Δθφζνλ ην Z είλαη ζεηηθά νξηζκέλν, ηφηε y
*
Zy  > 0. Δπνκέλσο Re(κ) < 0 . Οπφηε ην 

A-BK είλαη ζηαζεξφ. 

Σα παξαπάλσ καο νδεγνχλ ζηελ αθφινπζε κέζνδν γηα λα βξίζθνπκε έλαλ 

ζηαζεξνπνηήζηκν πίλαθα αλαηξνθνδφηεζεο ( Armstrong 1975 ) 

 

Μηα κέζνδνο κε εμίζωζε ηνπ Lyapunov γηα ζηαζεξνπνίεζε 

 

Έζησ ( A,B ) έλα ειέγμηκν δεπγάξη. Ζ παξαθάησ κέζνδνο ππνινγίδεη 

ζηαζεξνπνηήζηκν πίλαθα κεηάβαζεο K. 

 

Βήκα 1 :  

Έζησ αξηζκφο max( )A  , κε ιmax(A) λα δειψλεη ηε ραξαθηεξηζηηθή ξίδα ηνπ
 

A κε ην κεγαιχηεξν πξαγκαηηθφ κέξνο. 

Βήκα 2 : 

Λχλνπκε ηελ εμίζσζε Lyapunov σο πξνο  Z : 

( ) [ ( )] 2T TA bI Z Z A bI BB      
 Βήκα 3 : 

Παίξλνπκε ηνλ ζηαζεξνπνηήζηκν πίλαθα αλάδξαζεο K 

K=B
T
Z

-1  

 

εκείσζε ζηελ αξηζκεηηθή απνηειεζκαηηθφηεηα 

Ζ εμίζσζε Lyapunov ζην βήκα 2 κπνξεί λα κελ είλαη θαιψο πξνεηνηκαζκέλε 

αθφκα θαη αλ ην δεπγάξη ( A,B ) είλαη εχξσζηα ειέγμηκν. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε είζνδνη 

ηνπ ζηαζεξνπνηήζηκνπ πίλαθα αλάδξαζεο K αλακέλνληαη λα είλαη πνιχ πςεινί, πξάγκα 

πνπ πξνθαιεί πξαθηηθέο δπζθνιίεο ζηελ πινπνίεζή ηεο. 

 

Παξάδεηγκα 1.2.1. 

Δθθξεκέο  

m = 1kg  

M=2kg 

l = 0.5 m 

g = 9.18 m/s
2
  

ηφηε        
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0 1 0 0

0 0 3.6720 0

0 0 0 1

0 0 22.0320

A

   
 
   

   
 
   

 Οη ηδηνηηκέο ηνπ A είλαη 0 , 0 , ±4.6938.Υσξίο έιεγρν εηζφδνπ έρνπκε αζηάζεηα 

ζηελ θίλεζε θαη ην εθθξεκέο ζα πέζεη. Θα ζηαζεξνπνηήζνπκε ηελ θίλεζε 

ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν κε ηε ρξήζε εμίζσζεο Lyapunov κε ηνλ πίλαθα A πνπ 

έρνπκε θαη ηνλ πίλαθα  

 

0

0.4

0

0.4

B

 
 
 
 
 
 

  

Βήκα 1 : 

Έζησ β = 5. Απηφ ζα θάλεη ηνλ πίλαθα  A I  επζηαζή.
 

 

Βήκα 2 : 

Έζησ 

0.0009 0.0044 0.0018 0.0098

0.0044 0.0378 0.0079 0.0593

0.0018 0.0079 0.0054 0.0270

0.0098

Z

    
 
    
    
 
    

 

Ο πίλαθαο Z πνπ ππνινγίζακε είλαη ζπκκεηξηθφο ζεηηθά νξηζκέλνο αιιά πςειά 

αξξσζηεκέλεο θαηάζηαζεο. 

 

Βήκα 3 : 

K = B
T
Z

- 1
= 10

3
(-0.5308 , -0.2403 , -.12808 , -0.2903 ). 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ A-BK είλαη (-5 ± 11.2865j , -5 ± 0.7632j ) 

Παξφιν πνπ νη είζνδνη ηνπ πίλαθα K έρνπλ κεγάιν κήθνο ην δεχγνο ( A,B ) είλαη 

αλζεθηηθά ειέγμηκν θαη απηφ δηαπηζηψλεηαη απφ ην γεγνλφο φηη νη ηδηάδνπζεο ηηκέο ηνπ 

πίλαθα ειεγμηκφηεηαο είλαη 8.9462 , 8.9462 , 0.3284 , 0.3284. 

 

εκείσζε 

Αλ ην δεπγάξη ( A,B ) δελ είλαη ειέγμηκν αιιά ζηαζεξνπνηήζηκν , ηφηε κεηά ηε 

κεηαηξνπή ηνπ ( A,B ) ζηε κνξθή  ,A B   

πνπ δίλεηαη απφ ηηο ζρέζεηο 

11 121

22

,
0

A A
TAT A

A


 

      

1

0

B
TB B

 
   

 
. 

Δθαξκφδνληαο ηελ παξαπάλσ κέζνδν ζην  11 1,A B   πνπ είλαη ειέγμηκν ζα βξνχκε 
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έλαλ ζηαζεξνπνηήζηκν πίλαθα αλάδξαζεο 
1K  

γηα ην  11 1,A B   . Βξίζθνπκε αθφκα ηνλ K 

πνπ ζηαζεξνπνηεί ην ( A,B ) ζαλ 
1 2( , )K K K T  επηιέγνληαο ην 

2K απζαίξεηα. 

 

 

Παξάδεηγκα 1.2.2. 

 

Έζησ ην ζηαζεξνπνηήζηκν αιιά κε ειέγμηκν δεπγάξη ( A,B ) 

1 1 1 1

0 , 1A B

     
   

        
        

  

Βήκα 1 : 

, .A A B B    
 

νπφηε 
T I

. 

έρνπκε 

11 22 1

1 1 1
,

0 2 1
A

    
        

    
. 

Βήκα 2 : 

Δπηιέγνπκε β1 = 10. Ζ κνλαδηθή ζπκκεηξηθά ζεηηθά νξηζκέλε ιχζε Ε1 ηεο 

εμίζσζεο Lyapunov  

11 1 1 1 11 1 1 1( ) [ ( )] 2T TA b I Z Z A b I B B      

 Δίλαη ε  

1

0.0991 0.0906

0.0906
Z

  
 

  
  

Βήκα 3 : 
T 1

1 1 1K B Z ( 126.5 ,    

  

Βήκα 4 : 

Δπηιέγνπκε  

2K 0

 Σφηε 

 
K = K ( ( 126.5 ,         

 Οη ηδηνηηκέο ηνπ A-BK είλαη -10 ± 11.489j ,  -3  
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Γηαθξηηόηεηα – Δπζηάζεηα κέζω ηεο εμίζωζεο Lyapunov 

 

Παξαθάησ έρνπκε ην ζεψξεκα 1.2.3. γηα δηαθξηηά-αλαινγηθά. 

 

Θεώρημα 1.2.4. 

 

Έζησ ζχζηεκα δηαθξηηνχ ρξφλνπ 
1k k kx Ax Bu   ην νπνίν είλαη ειέγμηκν. Έζησ 0 

< β ≤ 1 ηέηνην ψζηε   γηα θάζε ραξαθηεξηζηηθή ξίδα ηνπ A. Οξίδνπκε 
T T 1K  B (Z BB ) A  κε ην Z λα ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε Lyapunov 2 2    

θαη ηφηε ν A-BK είλαη δηαθξηηά επζηαζήο. 

Σν παξαπάλσ ζεψξεκα καο νδεγεί ζηελ παξαθάησ Lyapunov κέζνδν γηα ηελ 

επζηάζεηα δηαθξηηψλ ζπζηεκάησλ. Ζ κέζνδνο απηή είλαη απφ ηνπο Armstrong – Rubstein 

( 1976 ) 

 

 

Μέζνδνο Lyapunov εμίζωζεο γηα ηελ επζηάζεηα δηαθξηηώλ ζπζηεκάηωλ. 

 

Βήκα 1 : 

Βξίζθνπκε έλαλ αξηζκφ β ηέηνην ψζηε 0 min(1, min )i  φπνπ
1 2, ,..., n   είλαη 

νη ηδηνηηκέο ηνπ (A). 

 

Βήκα 2 : 

Λχλνπκε ηε δηαθξηηή εμίζσζε  Lyapunov 2 2     . 

Βήκα 3 : 

Τπνινγίδνπκε ην δηαθξηηφ ζηαζεξνπνηήζηκν πίλαθα αλάδξαζεο K ,  
T T 1K  B (Z BB ) A   

 

Παξάδεηγκα 1.2.3. 

 

Έζησ ην παξάδεηγκα πιεζπζκνχ ηνπ Luenberger  κε  

1 2 3 1    
, 

1 2 3 4 1      
 

Καη 

1

0

0

0

B

 
 
 
 
 
 

. 
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ηφηε     

1 1 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

A

   
 
   

   
 
     

 Οη ηδηνηηκέο ηνπ A είλαη 

 

1.9276 , 0.7748, 0.0764 0.8147 j      θαη ν πίλαθαο A δελ είλαη δηαθξηηά επζηαζήο. 

 

Βήκα 1 : 

Δπηιέγνπκε β = 0.5 

 

Βήκα 2 : 

Ζ ιχζε Z ηεο δηαθξηηήο εμίζσζεο Lyapunov 2 2     είλαη

0.0398 0.0321 0.0003 0.0161

Z

    
 
  
  
  
 
   

 

 

Βήκα 3 : 

(1.2167 ,1.0342 , 0.9886 , 0.9696 )K         
 Οη ηδηνηηκέο ηνπ A BK είλαη 0.0742 0.4259 , 0.4390j      θαη ν A BK είλαη 

δηαθξηηά επζηαζήο. 

 

εκείσζε : 

Αλ ην ( A,B ) δελ είλαη δηαθξηηά ειέγμηκν δεπγάξη αιιά είλαη δηαθξηηά επζηαζέο , 

ηφηε κπνξνχκε λα ζπλερίζνπκε κε ηνλ ίδην ηξφπν φπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ ζπλερνχο γηα 

λα ζηαζεξνπνηήζνπκε ην ( A,B ) 

Σν παξαθάησ παξάδεηγκα καο δείρλεη ηνλ ηξφπν. 

 

Παξάδεηγκα 1.2.4 

 

Αο είλαη 

1 2 3

1 1 1

0

A

  
 

   
       ,     

1

0

0

B

 
 

  
 
   . 

Σν δεπγάξη ( A,B ) δελ είλαη δηαθξηηά ειέγμηκν αιιά είλαη δηαθξηηά επζηαζέο. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηνπο ζπκβνιηζκνχο ,A A B B    έρνπκε φηη νη ηδηνηηκέο ηνπ A είλαη     

( 1.7321 , -1.7321 , -0.9900 ) 

θαη 11

1 2

1 1
A

 
   

    ,     

1

0
B
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Σν δεπγάξη 11, 1( )A B  είλαη ειέγμηκν. 

Θα εθαξκφζνπκε ηε Lyapunov κέζνδν γηα ηελ επζηάζεηα δηαθξηηψλ ζπζηεκάησλ 

ζην δεπγάξη 11, 1( )A B  . 

Βήκα 1 : 

Δπηιέγνπκε β = 1 

 

Βήκα 2 : 

Ζ ιχζε 1Z ηεο δηαθξηηήο εμίζσζεο Lyapunov 11 1 1 1 1 1

T TA Z A Z B  είλαη 

1

0.5 0.25

0.25 0.25
Z

  
 

 
 Βήκα 3 : 

1 (0 , 2.4000 )K    

  

Βήκα 4 : 

Ο πίλαθαο 
11 1 1A B K είλαη δηαθξηηά επζηαζήο . Γηαιέγνπκε 

1( ,0 )K K   ψζηε λα 

επηηχρνπκε ν A BK λα είλαη δηαθξηηά επζηαζήο . Οη ηδηνηηκέο ηνπ A BK είλαη 0.0746 , 

-0.0746 , -0.9900 θαη επνκέλσο ν A BK είλαη δηαθξηηά επζηαζήο. 

 

1.3 Αληρλεπζηκόηεηα 
 

Ζ παξαηεξεζηκφηεηα είλαη κηα δηπιή αξρή ηεο ειεγμηκφηεηαο. Μηα δηπιή αξρή ζηε 

ζηαζεξνπνηεζηκφηεηα νλνκάδεηαη αληρλεπζηκόηεηα. 

 

Οξηζκόο  1.3.1. 

 

Σν δεπγάξη ( A,C ) είλαη αληρλεύζηκν αλ ππάξρεη πίλαθαο L ηέηνηνο ψζηε ν  A-LC 

λα είλαη επζηαζήο. 

Απφ ην ζεψξεκα 1.2.1 κπνξνχκε λα βγάινπκε ηα εμήο ζπκπεξάζκαηα. 

 

Θεώρημα 1.3.1.  Φαξαθηεξηζκόο ηεο αληρλεπζηκόηεηαο ζπλερνύο ρξόλνπ.  

 

Οη παξαθάησ ζπλζήθεο είλαη ηζνδχλακεο : 

 

i. Σν ( A,C ) είλαη αληρλεχζηκν. 

ii. Ο πίλαθαο 
A I

C

 
 
  

έρεη πιήξε ζηήιε βαζκνχ γηα θάζε Re(ι) ≥ 0. 

iii. Γηα θάζε ι θαη x ≠ 0 ηέηνην ψζηε Ax = ιx θαη Re(ι) ≥ 0 έρνπκε φηη Cx ≠ 0 

iv. Σν ( A
T
,C

T
 )είλαη ζηαζεξνπνηήζηκν . 
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Ζ ειεγμηκφηεηα θαη ε παξαηεξεζηκφηεηα παίδνπλ πνιχ ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ 

χπαξμε νξηζκέλσλ θαη εκηνξηζκέλσλ ιχζεσλ ζηηο εμηζψζεηο Lyapunov. Δπνκέλσο 

παξφκνηα απνηειέζκαηα ζα έπξεπε λα αλακέλνληαη θαη φηαλ εκπιέθεηαη θαη ε 

αληρλεπζηκφηεηα. 

 

Θεώρημα 1.3.2.   Αληρλεπζηκόηεηα θαη επζηάζεηα 

 

Έζησ ( A,C ) αληρλεχζηκν θαη ε εμίζσζε Lyapunov   XA + A
T
X = -C

T
C      ( 1.3.1 ) 

έρεη ζεηηθά εκηνξηζκέλε ιχζε X. Σφηε ν πίλαθαο A είλαη επζηαζήο. 

 

Απόδεημε 

 

Γίλεηαη κε αληίθαζε. Έζησ φηη ν A είλαη αζηαζήο θαη ι ε ραξαθηεξηζηηθή ηνπ ξίδα 

κε Re(ι) ≥ 0 θαη x ην αληίζηνηρν ραξαθηεξηζηηθφ δηάλπζκα. Πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ 

1.3.1 απφ αξηζηεξά κε x
*
θαη απφ δεμηά κε

 
x ζα έρνπκε   * * T2Re (x Xx) x C Cx   0   . 

Καζψο X ≥ 0 θαη Re(ι) ≥ 0 ζα πξέπεη λα έρνπκε Cx = 0. Απηφ φκσο έξρεηαη ζε 

αληίθαζε κε ηελ αξρηθή ππφζεζε. Δπνκέλσο ην ( A,C ) είλαη αληρλεχζηκν. 

 

Γηαθξηηή αληρλεπζηκόηεηα 

 

Οξηζκόο 1.3.2. 

 

Σν δεπγάξη ( A,C ) είλαη δηαθξηηά αληρλεύζηκν αλ ππάξρεη πίλαθαο L ηέηνηνο ψζηε 

ν  A-LC λα είλαη δηαθξηηά επζηαζήο. 

 

Θεώρημα 1.3.3.  

 

Οη παξαθάησ ζπλζήθεο είλαη ηζνδχλακεο : 

 

i. Σν ( A,C ) είλαη δηαθξηηά αληρλεχζηκν 

ii. 
A I

Rank n
C

 
  

  
γηα θάζε ι κε 1   

iii. Γηα θάζε ι θαη x ≠ 0 ηέηνην ψζηε Ax = ιx θαη 1   έρνπκε φηη Cx ≠ 0 

iv. Σν ( A
T
,C

T 
) είλαη δηαθξηηά επζηαζέο. 
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1.4 Η  ηδηνηηκή θαη ην πξόβιεκα απόδνζεο ηεο ηδηνδνκήο. 
 

 Δίδακε πσο έλα αζηαζέο ζχζηεκα κπνξεί πηζαλψο λα ζηαζεξνπνηεζεί 

ρξεζηκνπνηψληαο έιεγρν αλάδξαζεο. Παξφια απηά ζε πξαθηηθέο πεξηπηψζεηο ε 

ζηαζεξνπνίεζε απφ κφλε ηεο κπνξεί λα κελ είλαη αξθεηή. Ζ επζηάζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

ρξεηάδεηαη λα ειέγρεηαη θαη/ή  ε απφθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο ρξεηάδεηαη λα ηξνπνπνηείηαη. 

Γηα λα εκθαληζηνχλ ζπγθεθξηκέλνη πεξηνξηζκνί ζρεδηαζκνχ , ν ζρεδηαζηήο ζα πξέπεη λα 

είλαη ηθαλφο λα δηαιέμεη ηνλ πίλαθα αλάδξαζεο έηζη ψζηε ην ζχζηεκα θιεηζηνχ βξφγρνπ 

λα έρεη ζπγθεθξηκέλεο κεηαβαηηθέο ηδηφηεηεο πνπ ζα νξίδνληαη απφ ηηο ηδηνηηκέο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Απηφ ην δηεπθξηλίδνπκε κε ηε βνήζεηα ελφο ζπζηήκαηνο δεχηεξεο ηάμεο. 

Θεσξνχκε ην ζχζηεκα δεχηεξεο ηάμεο ( )Tu v f x t   

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δηθφλα 2 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δηθφλα 3 
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Οη πφινη απηνχ ηνπ ζπζηήκαηνο δεχηεξεο ηάμεο είλαη ηεο κνξθήο 

2

1,2 1n nj       .Ζ πνζφηεηα δ νλνκάδεηαη ιφγνο απφζβεζεο θαη ην σn θπζηθή 

ζπρλφηεηα. Οη  απνθξίζεηο ηνπ δπλακηθνχ ζπζηήκαηνο βαζίδνληαη πάλσ ζηα δ θαη σn. 

Γεληθά, γηα κηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή ηνπ σn, φζν κεγαιχηεξε είλαη ε ηηκή ηνπ δ ( δ ≥ 1 ) 

ηφζν νκαιφηεξεο αιιά πην αξγέο γίλνληαη νη απνθξίζεηο. Απφ ηελ άιιε φηαλ ην δ 

κηθξαίλεη   ( 0 ≤ δ ≤ 1 ) νη απνθξίζεηο γίλνληαη πην γξήγνξεο αιιά κε ηαιάλησζε. Οη 

εηθφλεο 2 θαη 3 απνηππψλνπλ απηέο ηηο θαηαζηάζεηο. 

Γηα ηελ Δηθφλα 2 σn = 1 θαη δ = 3. Υξεηάδεηαη πεξίπνπ 8 ρξνληθέο κνλάδεο γηα λα 

θηάζεη ηε κφληκε θαηάζηαζε ηηκήο  1. 

Γηα ηελ Δηθφλα 3 σn = 1 θαη δ = 3. Ζ απφθξηζε είλαη πνιχ πην γξήγνξε θαζψο 

θηάλεη ηε κφληκε θαηάζηαζε ηηκήο 1 ζε 3 ρξνληθέο κνλάδεο , αιιά δελ δηαηεξεί απηή ηελ 

ηηκή θαζψο ηαιαληεχεηαη κέρξη λα ζηαζεξνπνηεζεί ζηελ ηηκή 1. 

Απηέο νη πνζφηεηεο πξέπεη λα επηιερζνχλ κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα εθπιεξψλνπλ 

κηα κεηαβαηηθή απφθξηζε. Αλ νη πφινη είλαη θνληά ζηνλ jσ-άμνλα ζην αξηζηεξφ κηζφ , 

ηφηε νη κεηαβαηηθέο απνθξίζεηο παξακνξθψλνληαη ζρεηηθά αξγά. Απφ ηελ άιιε αλ νη 

πφινη είλαη καθξηά απφ ηνλ jσ-άμνλα ηφηε πξνθαινχληαη ηαρχηαηεο παξακνξθψζεηο ζηηο 

απνθξίζεηο κεηάβαζεο. Καλνληθά ,‘ Οη πόινη θιεηζηνύ βξόγρνπ γηα έλα ζύζηεκα κπνξνύλ 

λα επηιερζνύλ σο έλα επηζπκεηό δεπγάξη από ηνπο επηθξαηέζηεξνπο πόινπο δεύηεξεο ηάμεο , 

κε ηνπο ππόινηπνπο πόινπο λα έρνπλ επηιερζεί έηζη ώζηε λα έρνπλ πξαγκαηηθά κέξε πνπ ζα 

αληηζηνηρνύλ ζε επαξθή κεγέζε απόζβεζεο , ώζηε ην ζύζηεκα ζα κηκεζεί κηαο δεύηεξεο 

ηάμεο απόθξηζε κε κηα ινγηθή πξνζπάζεηα ειέγρνπ.’ ( Franklin 1986 ). Οη επηθξαηέζηεξνη 

πφινη είλαη νη πφινη πνπ έρνπλ επηθξαηέζηεξε απνηειεζκαηηθφηεηα ζηε ζπκπεξηθνξά ηεο 

απφθξηζεο κεηάβαζεο. ε φηη αθνξά ηελ αλεζπρία γηα ηε κεηάβαζε απφθξηζεο, νη πφινη 

κε κεγέζε απφ πξαγκαηηθά κέξε είλαη πεξίπνπ πέληε θνξέο κεγαιχηεξνη.  

 

Οξηζκέλα παξαδείγκαηα : 

 

Πεξίπησζε 1 : 

Τπνζέηνπκε φηη δεηείηαη ε απφθξηζε  ηνπ ζπζηήκαηνο θιεηζηνχ βξφγρνπ λα έρεη 

έλαλ ειάρηζην ξπζκφ παξακφξθσζεο α > 0 , ηέηνην ψζηε Re(ι) ≤ -α γηα φιεο ηηο ηδηνηηκέο 

ηνπ ι. Σφηε νη ηδηνηηκέο ζα βξίζθνληαη κεηαηνπηζκέλεο ζην κηζφ αξηζηεξφ επίπεδν φπσο 

θαίλεηαη ζηελ Δηθφλα 4 

 

Πεξίπησζε 2 : 

Τπνζέηνπκε φηη δεηείηαη ην ζχζηεκα λα έρεη ηνλ ειάρηζην ιφγν απφζβεζεο δmin. 

Σφηε νη ηδηνηηκέο ζα βξίζθνληαη ζηνλ ηνκέα φπσο θαίλεηαη ζηελ Δηθφλα 5 

 

Πεξίπησζε 3 : 

Τπνζέηνπκε φηη ην ζχζηεκα δεηείηαη λα έρεη κηα ειάρηζηε θπζηθή ζπρλφηεηα σn 

Σφηε νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα θιεηζηνχ βξφγρνπ ζα βξίζθνληαη εθηφο ηνπ κηζνχ ηνπ 

θπθιηθνχ δίζθνπ κε 0 < σmin ≤ σn φπσο θαίλεηαη θαη ζηελ Δηθφλα 6 
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Δηθφλα 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δηθφλα 5  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δηθφλα 6 

 

ην εξψηεκα γηα ην πνπ πξέπεη λα ηνπνζεηνχληαη νη ηδηνηηκέο : 

Αλ νη ηδηνηηκέο ηνπ ζπζηήκαηνο θιεηζηνχ βξφγρνπ κεηαθηλνχληαη αξθεηά καθξηά 

απφ ηηο ηδηνηηκέο ηνπ αλνηρηνχ ζπζηήκαηνο , ηφηε απφ ηε ξεηή παξάζηαζε ηνπ 

δηαλχζκαηνο αλάδξαζεο ζηελ απιή πεξίπησζε εηζφδνπ θαίλεηαη φηη απαηηείηαη κηα 

κεγάιε αλάδξαζε f. 

Απφ ην λφκν ειέγρνπ ( )Tu v f x t  θαίλεηαη φηη ζα απαηηεζνχλ κεγάιεο είζνδνη 

ειέγρνπ θαη ππάξρνπλ πξαθηηθά πεξηνξηζκνί ζην πφζν κεγάιεο κπνξεί λα είλαη απηέο νη 

είζνδνη. Καηά απηφ ηνλ ηξφπν αλ θαη ρξεηάδεηαη νη ηδηνηηκέο λα κεηαθηλεζνχλ γηα λα 

ζηαζεξνπνηεζεί έλα ζχζηεκα „ Ο ζρεδηαζηήο δελ πξέπεη λα επηρεηξήζεη ηελ ελαιιαγή ηεο 

δπλακηθήο ζπκπεξηθνξάο ηεο κεζφδνπ ηνπ αλνηρηνχ βξφγρνπ πεξηζζφηεξν απφ φζν 

ρξεηάδεηαη. 
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1.4.1 Αληηζηνίρηζε ηεο ηδηνηηκήο κε ηελ θαηάζηαζε αλαηξνθνδόηεζεο 
 

Σν πξφβιεκα ηεο αληηζηνίρηζεο ησλ ηδηνηηκψλ ζε ζπγθεθξηκέλεο επηζπκεηέο 

ηνπνζεζίεο ηνπ κηγαδηθνχ επηπέδνπ ρξεζηκνπνηψληαο ηε ζεσξία ειέγρνπ ( 1.2.2 ) 

θαιείηαη EVA πξόβιεκα κε θαηάζηαζε αλαηξνθνδόηεζεο (EVA Problem by state 

feedback ). ηε ζεσξία ειέγρνπ είλαη πην γλσζηφ σο ην πξφβιεκα ηνπνζέηεζεο ησλ 

πφισλ. 

Ζ αθξηβήο καζεκαηηθή έθθξαζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ε εμήο : 

Γίλνληαη  
1 2, , ( ) ( , ,... )nxn nxm

nA B m n                , φπνπ ην Λ είλαη 

θιεηζηφ θάησ απφ ηνπο κηγαδηθνχο ζπδπγείο. Να βξεζεί 
mxnK έ ώ      . 

Δδψ ην Χ(R) θαλνληθνπνηείηαη γηα ην θάζκα ηνπ R. 

O πίλαθαο K θαιείηαη πίλαθαο θαηάζηαζεο αλαηξνθνδόηεζεο. 

Σν ζεψξεκα 1.4.1 καο δίλεη ηηο ζπλζήθεο χπαξμεο θαη κνλαδηθφηεηαο ηνπ πίλαθα K. 

 

Θεώρημα 1.4.1  Τν ζεώξεκα EVA θαηάζηαζεο αλαηξνθνδόηεζεο. 

 

Σν EVA πξφβιεκα επηιχεηαη γηα θάζε Λ αλ θαη κφλν αλ ην ( A,B ) είλαη ειέγμηκν. 

Ζ ιχζε είλαη κνλαδηθή αλ θαη κφλν αλ ην ζχζηεκα είλαη απιφ ζχζηεκα εηζφδνπ ( π.ρ. αλ 

ην B είλαη δηάλπζκα ). ηελ πεξίπησζε πνιιαπιήο εηζφδνπ, αλ ην ζχζηεκα επηιχεηαη, 

ππάξρνπλ απείξσο πνιιέο ιχζεηο. 

 

Απόδεημε 

 

Απνδεηθλχνπκε πξψηα ηε κνλαδηθφηεηα. Ζ απφδεημε ζα γίλεη κε αληίθαζε. 

Τπνζέηνπκε φηη ην ζχζηεκα ( A,B ) δελ είλαη ειέγμηκν. Σφηε, ζχκθσλα κε ηα 

θξηηήξηα ειεγμηκφηεηαο ησλ ηδηνηηκψλ, έρνπκε φηη ( , )rank A I B n  , γηα θάπνηα ι. Έηζη 

ππάξρεη έλα δηάλπζκα 0z   ηέηνην ψζηε ( ) 0 , 0T Tz A I z B     . Απηφ ζεκαίλεη φηη γηα 

θάζε K, έρνπκε  ( , )Tz A I BK  , ην νπνίν ζπλεπάγεηαη φηη ην ι είλαη κηα ηδηνηηκή ηνπ 

A-BK γηα θάζε K θαη έηζη ην ι δελ κπνξεί λα αληηζηνηρεζεί μαλά. 

Απνδεηθλχνπκε ηελ χπαξμε. 

Πεξίπησζε 1 :   Γηα ηελ πεξίπησζε ηεο απιήο εηζφδνπ. 

Ύπαξμε :  

Απνδεηθλχνπκε φηη αλ ην ( A,b ) είλαη ειέγμηκν, ηφηε ππάξρεη κνλαδηθφ δηάλπζκα f 

ηέηνην ψζηε ν πίλαθαο 
TA bf λα έρεη ην επηζπκεηφ θάζκα. 

Θεσξνχκε ηε κνξθή ειεγθηή ( , )C b ηνπ ειέγμηκνπ δεπγαξηνχ ( A,b ) f   

  
1

1 2 3

0 1 0 0

0

n

TAT C

  



 

     
 
  
 
       
 
  
      

                                       ( 1.4.1 ) 

θαη 
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0

0

0

1

b Tb

 
 
 
  
 
 
 
                    ( 1.4.2 ) 

Θα δείμνπκε ηψξα φηη ππάξρεη κηα ζεηξά δηαλπζκάησλ ˆ Tf ηέηνηα ψζηε ν θιεηζηνχ 

βξφγρνπ πίλαθαο ˆˆTC bf έρεη ην επηζπκεηφ θάζκα. 

Αο είλαη 1

1( ) n n

nd d d      ην ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν ηνπ επηζπκεηνχ 

πίλαθα θιεηζηνχ βξφγρνπ θαη 
1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ,..., )T

nf f f f .  

Σφηε 

    

0 1 0 0

0

ˆ

0 0

TC bf

    

 

      

   

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ

n nf f f

 
 
 
 
 

 
 
                    ( 1.4.3 ) 

Σν ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν '( )c   ηνπ ˆTC bf  είλαη ην 
1

1 1
ˆ ˆ( ) ...n n

n na f f       . πγθξίλνληαο ηνπ ζπληειεζηέο ησλ '( )c  θαη d(ι) ακέζσο 

έρνπκε φηη ˆ , 1,2,....,i i if d a i n                         ( 1.4.4 ) 

Έηζη ην δηάλπζκα f̂ είλαη νινθιεξσηηθά θαζνξηζκέλν απφ ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ 

ραξαθηεξηζηηθνχ πνιπσλχκνπ ηνπ πίλαθα C θαη ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 

πνιπσλχκνπ ηνπ επηζπκεηνχ πίλαθα θιεηζηνχ βξφγρνπ. Αλ ην δηάλπζκα f̂ είλαη γλσζηφ, 

ηφηε ην δηάλπζκα f  γηα ην νπνίν ν πίλαθαο θιεηζηνχ βξφγρνπ
TA bf έρεη ην επηζπκεηφ 

θάζκα κπνξεί λα βξεζεί απφ ηε ζρέζε : 
ˆT Tf f T                   ( 1.4.5 ) 

Μνλαδηθφηεηα : Απφ ηελ θαηαζθεπή ηνπ είλαη θαλεξφ φηη ην f̂ είλαη κνλαδηθφ. Θα 

δείμνπκε φηη ε κνλαδηθφηεηα ηνπ f̂ ζπλεπάγεηαη ηε κνλαδηθφηεηα θαη ηνπ f . Ζ 

απφδεημε ζα γίλεη κε αληίθαζε.  

Τπνζέηνπκε φηη ππάξρεη g f ηέηνην ψζηε ) ( )T TA bg A bf    .  

Σφηε ˆ ˆ) ( )T TC bf C bg    φπνπ 1 ˆˆT T Tg g T f  ην νπνίν αληηθάζθεη κε ηε 

κνλαδηθφηεηα ηνπ δηαλχζκαηνο f̂ . 

Πεξίπησζε 2 : Γηα ηελ πεξίπησζε ηεο πνιιαπιήο εηζφδνπ. 

 

Ύπαξμε : 

Καζψο ην ( A,B ) είλαη ειέγμηκν ηφηε ππάξρεη έλαο πίλαθαο F θαη έλα δηάλπζκα g 

ηέηνην ψζηε ( A-BF,Bg ) λα είλαη ειέγμηκν ( Chen 1984 ). 

Έηζη απφ ηελ πεξίπησζε 1 ππάξρεη έλα δηάλπζκα h ηέηνην ψζηε ν πίλαθαο A-BF-

Bgh
T
 λα έρεη ην επηζπκεηφ θάζκα. Σφηε γηα K=F+gh

T
 , έρνπκε φηη ην A-BK έρεη ην 

επηζπκεηφ θάζκα. 
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Μνλαδηθφηεηα : 

Απφ ηε ζηηγκή πνπ ην δεπγάξη ( F,g ) δελ είλαη κνλαδηθφ , ππάξρνπλ απείξσο πνιινί 

πίλαθεο αλαηξνθνδφηεζεο ζηελ πεξίπησζε ηεο πνιιαπιήο εηζφδνπ. 

 

Ο ηύπνο Bass-Gura  

 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηεο απιήο εηζφδνπ έρνπκε φηη  
1ˆ [( ) ] ( )T T

Mf T f C W d a                      ( 1.4.6 ) 

Όπνπ d  είλαη ην δηάλπζκα ησλ ζπληειεζηψλ ηνπ επηζπκεηνχ ραξαθηεξηζηηθνχ 

πνιπσλχκνπ ,  a  ην δηάλπζκα ησλ ζπληειεζηψλ ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ πνιπσλχκνπ ηνπ 

A , MC  είλαη ν πίλαθαο ειεγμηκφηεηαο θαη W είλαη έλαο ζπγθεθξηκέλνο πίλαθαο Toeplitz.  

Ζ παξαπάλσ θφξκνπια είλαη γλσζηή σο  ηύπνο Bass-Gura ( Kailath 1980 ) 

 

Ο ηύπνο Ackermann ( 1972 ) 

 

Μηα θνληηλή θφξκνπια γηα ηελ πεξίπησζε ηεο απιήο εηζφδνπ δηαλχζκαηνο 

αλάδξαζεο f είλαη ν γλσζηφο ηύπνο ηνπ Ackermann : 
1 ( )T

n Mf e C d A                 ( 1.4.7 ) 

Όπνπ MC  είλαη ν πίλαθαο ειεγμηκφηεηαο θαη ( )d A είλαη ην ραξαθηεξηζηηθφ 

πνιπψλπκν ηνπ επηζπκεηνχ πίλαθα θιεηζηνχ βξφγρνπ. 

 

εκείσζε : 

Καζψο ην 1

MT C   κπνξεί λα βξίζθεηαη ζε πνιχ αξξσζηεκέλε θαηάζηαζε ν 

ππνινγηζκφο ηνπ f κε ρξήζε ηεο επνηθνδνκεηηθήο απφδεημεο ηνπ ζεσξήκαηνο 1.4.1 ε 

κέζσ ηνπ ηχπνπ Bass-Gura ή ηνπ ηχπνπ ηνπ Ackermann κπνξεί λα είλαη πνιχ αζηαζήο 

αξηζκεηηθά . 

 

1.4.2 Αληηζηνίρηζε ηεο ηδηνηηκήο κε ηελ έμνδν αλαηξνθνδόηεζεο 
 

Ζ επίιπζε ηνπ EVA πξνβιήκαηνο ρξεζηκνπνηψληαο ην λφκν ηεο αλάδξαζεο, 

απαηηεί γλψζε ηεο πιήξνπο θαηάζηαζεο ηνπ δηαλχζκαηνο ( )x t . Γπζηπρψο, ζε 

ζπγθεθξηκέλεο πεξηπηψζεηο, ε πιήξεο θαηάζηαζε δελ είλαη κεηξήζηκε ή γίλεηαη 

„‟αθξηβή‟‟ ε αλάδξαζε ηεο θαηάζηαζεο θάζε κεηαβιεηήο φηαλ ε δηάηαμε ηνπ ζπζηήκαηνο 

είλαη κεγάιε. ε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο, ν λφκνο ηεο αλάδξαζεο ρξεζηκνπνηψληαο ηελ 

έμνδν είλαη πην πξαθηηθφο. Έηζη θαζνξίδνπκε ην λφκν ηεο εμφδνπ αλάδξαζεο σο εμήο : 

( ) ( ) , ( ) ( )u t Ky t y t Cx t                       ( 1.4.8 ) 

Έρνπκε ην θιεηζηνχ βξφγρνπ ζχζηεκα 

( ) ( ) ( )x t A BKC x t   
Σν EVA εμφδνπ αλάδξαζεο πξφβιεκα κπνξεί λα νξηζηεί σο εμήο : 

Γίλεηαη ην ζχζηεκα 1.2.1. Να βξεζεί έλαο πίλαθαο αλάδξαζεο K ηέηνηνο ψζηε ν 

πίλαθαο A-BKC  έρεη έλα πξνθαζνξηζκέλν ζχλνιν ηδηνηηκψλ. 

Σν επφκελν είλαη έλα γλσζηφ απνηέιεζκα ηνπ Kimura ( 1975 ) πάλσ ζηελ επίιπζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο εμφδνπ αλάδξαζεο. 
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Θεώξεκα 1.4.2    Τν EVA πξόβιεκα εμόδνπ αλάδξαζεο  

 

Αο είλαη ην ( A,B ) ειέγμηκν θαη ην ( A,C ) παξαηεξήζηκν θαη rank(B) = m θαη 

rank(C) =r. Τπνζέηνπκε φηη n ≤ r+m-1. Σφηε έλα ζρεδφλ απζαίξεην ζχλνιν απφ 

δηαθεθξηκέλεο ηδηνηηκέο κπνξεί λα αληηζηνηρεζεί απφ ην λφκν ηεο εμφδνπ αλάδξαζεο        

( 1.4.8 ). 

 

 

1.4.3 Αληηζηνίρηζε ηδηνδνκήο 
 

Χο ηψξα έρνπκε ζεσξήζεη σο πξφβιεκα κφλν ηελ αληηζηνίρηζε ησλ ηδηνηηκψλ. 

Παξφια απηά, αλ ε απφθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο ρξεηάδεηαη λα κεηαβάιιεηαη παξνδηθά, 

ηφηε πξέπεη λα ζεσξήζνπκε σο πξφβιεκα ηελ αληηζηνίρηζε θαη ησλ ηδηνηηκψλ θαη ησλ 

ηδηνδηαλπζκάησλ. Απηφ κπνξεί λα δεηρζεί σο εμήο ( Andry 1983 ) : 

Τπνζέηνπκε φηη νη ηδηνηηκέο , 1,2,...,k k n   ηνπ πίλαθα A είλαη δηαθεθξηκέλεο. Αο 

είλαη 1 2( , ,..., )nM v v v ν πίλαθαο ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ, ηα νπνία είλαη απαξαίηεηα κε 

ηδηάδνληα ( νκαιά ). 

Σφηε θάζε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

0( ) ( ) , (0)x t Ax t x x   
 

Πνπ παξηζηάλεη κηα ειεχζεξε απφθξηζε κπνξεί λα γξαθεί σο 

1

( ) i

n
t

i i

t

x t a e v





 

Όπνπ 1

1 2( , ,..., )T

n oa a a a M x  . 

Έηζη, απφ ηα παξαπάλσ βιέπνπκε φηη νη ηδηνηηκέο θαζνξίδνπλ ηελ ηηκή γηα ηελ 

νπνία ην ζχζηεκα εμαζζελεί ή αλαπηχζζεηαη θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα θαζνξίδνπλ ην ζρήκα 

ηεο απφθξηζεο. 

Σν πξφβιεκα ηεο αληηζηνίρηζεο ησλ ηδηνηηκψλ θαη ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ θαιείηαη 

πξόβιεκα ηεο αληηζηνίρηζεο ηεο ηδηνδνκήο θαη δηαηππψλεηαη σο εμήο : 

Γίλνληαη ηα ζχλνια 
1, 2( ,... )nS      θαη 1 2( , ,..., )nM v v v   απφ βαζκσηά κεγέζε 

θαη δηαλχζκαηα θαη ηα δχν θιεηζηά ζηνπο ζπδπγείο κηγαδηθνχο. Να βξεζεί πίλαθαο 

αλάδξαζεο K ηέηνηνο ψζηε ν πίλαθαο A+BK λα έρεη ηα is  σο ηδηνηηκέο θαη ηα iv s σο ηα 

αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα. 

Σν επφκελν απνηέιεζκα ( Moore 1976 ) δίλεη κηα απαξαίηεηε θαη επαξθή ζπλζήθε 

γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο αληηζηνίρηζεο ηεο ηδηνδνκήο κε θαηάζηαζε αλάδξαζεο. 

Οξίδεη 
N

R
M







 
  
 

φπνπ νη ζηήιεο ηνπ R ζρεκαηίδνπλ κηα βάζε γηα ην κεδεληθφ ρψξν 

ηνπ πίλαθα  ,I A B   . 
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Θεώρημα 1.4.3.  Τν Θεώξεκα αληηζηνίρηζεο ηδηνδνκήο κε θαηάζηαζε αλάδξαζεο. 

 

Τπνζέηνπκε φηη νη αξηζκνί  i ζην ζχλνιν S είλαη δηαθεθξηκέλνη θαη 

απηνζπδπγείο. Σφηε ππάξρεη έλαο πίλαθαο K ηέηνηνο ψζηε: ( ) , 1,2,...i i iA BK v v i n    

αλ θαη κφλν αλ ηθαλνπνηνχληαη νη αθφινπζεο ζπλζήθεο : 

 

i. Σα δηαλχζκαηα 1 2, ,..., nv v v είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα 

ii. *

i iv v νπνηεδήπνηε *

i i  , 1,2,...,i n   

iii.   , 1,2,...,
iiv span N i n     

 

Αλ o B έρεη πιήξε βαζκφ θαη ν K ππάξρεη ηφηε είλαη κνλαδηθφο. Σφηε ηα is
 
είλαη 

φια πξαγκαηηθά θαη δηαθεθξηκέλα , κηα έθθξαζε γηα ηνλ K  είλαη

1 2

1

1 2 1 2( , ,..., )( , ,...., )
n n nK M z M z M z v v v  

     

φπνπ ην δηάλπζκα iz  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

, 1,2,...,
ii iv N z i n    

. 

 

Σν επφκελν απνηέιεζκα πάλσ ζηελ αληηζηνίρηζε ηδηνδνκήο κε ηελ έμνδν 

αλάδξαζεο δφζεθε απφ ηνλ Srinathkumar ην 1978. 

 

 

Θεώρημα 1.4.4  Τν ζεώξεκα εμόδνπ αλάδξαζεο αληηζηνίρηζεο ηδηνδνκήο. 

 

Αο είλαη ην ( A,B ) ειέγμηκν θαη ην ( A,C ) παξαηεξήζηκν θαη rank(B) = m θαη 

rank(C) = r. 

Σφηε νη max(m,r) ηδηνηηκέο θαη ηα max(m,r) ηδηνδηαλχζκαηα κε ηηο min(m,r) 

εγγξαθέο ζε θάζε ηδηνδηάλπζκα κπνξνχλ λα αληηζηνηρεζνχλ απφ ην λφκν εμφδνπ 

αλάδξαζεο 1.4.8. 

εκείσζε:  

Αξηζκεηηθά απνηειεζκαηηθνί αιγφξηζκνη γηα ην πξφβιεκα εμφδνπ αλάδξαζεο είλαη 

ζπάληνη. Ίζσο, ε πξψηε πεξηεθηηθή εξγαζία ζε απηφ ην πιαίζην είλαη απφ ηνπο Misra θαη 

Patel ( 1989 ) , φπνπ γηα ηνπο αιγφξηζκνπο ηφζν γηα ηα ζπζηήκαηα απιήο εηζφδνπ, φζν 

θαη γηα ηα ζπζηήκαηα πνιιαπιήο εηζφδνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ πεπιεγκέλεο κεηαηνπίζεηο. 

 

 

1.5 Σα ηεηξαγωληθά πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο 
 

Δίδακε φηη αλ έλα ζχζηεκα είλαη ειέγμηκν, ηφηε νη θιεηζηνχ βξφγρνπ ηδηνηηκέο 

κπνξνχλ λα ηνπνζεηεζνχλ ζε απζαίξεηα επηιεγκέλεο ζέζεηο ηνπ κηγαδηθνχ επηπέδνπ. 

Αιιά ε έιιεηςε χπαξμεο κηαο ζπγθεθξηκέλεο θαηεπζπληήξηαο γξακκήο γηα ηελ 

ηνπνζέηεζε απηψλ ησλ ηδηνηηκψλ θαζηζηνχλ ηε δηαδηθαζία ζρεδηαζκνχ δχζθνιε ζηελ 

πξάμε. Έλαο ζρεδηαζηήο πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζεη ηελ πξνζσπηθή ηνπ δηαίζζεζε ζην 
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πσο ζα ρξεζηκνπνηήζεη ηελ ειεπζεξία ηεο επηινγήο ησλ ηδηνηηκψλ γηα λα επηηεπρζνχλ νη 

ζθνπνί ηνπ ζρεδηαζκνχ. 

Δίλαη επηζπκεηφ λα έρεη κηα κέζνδν ζρεδηαζκνχ ε νπνία λα ρξεζηκνπνηεζεί ζαλ 

αξρηθή δηεξγαζία ζρεδηαζκνχ θαζψο ν ζρεδηαζηήο αλαπηχζζεη ηε δηνξαηηθφηεηά ηνπ. 

Έλαο „ζπκβηβαζκφο‟ γίλεηαη ζπρλά ζηελ πξάμε γηα λα επηηχρεη ηελ αξρηθή 

δηεξγαζία ζρεδηαζκνχ. Αληί λα πξνζπαζεί λα ηνπνζεηήζεη ηηο ηδηνηηκέο ζηηο επηζπκεηέο 

ζέζεηο, ην ζχζηεκα είλαη επζηαζέο φηαλ ηθαλνπνηεί ζπγθεθξηκέλα θξηηήξηα επίδνζεο. 

 Δηδηθά, ην επφκελν πξφβιεκα πνπ είλαη γλσζηφ σο ην Γξακκηθό Σεηξαγωληθό 

Πξόβιεκα Βειηηζηνηπνίεζεο (Linear Quadratic Optimization Problem – LQR Problem ) 

έρεη ιπζεί. 

 

 

1.5.1 Σν πξόβιεκα ζπλερνύο ρξόλνπ Γξακκηθνύ Σεηξαγωληθνύ 

Βαζκηζηή 
 

Γίλνληαη νη πίλαθεο Q θαη R .Να βξεζεί έλα ζήκα ειέγρνπ ( )u t ηέηνην ψζηε ε 

ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο 
0

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]T T

cJ x x t Qx t u t Ru t dt



  πνπ ππφθεηηαη ζηε 

ζρέζε λα ειαρηζηνπνηείηαη. 

Οη πίλαθεο Q θαη R παξηζηάλνπλ βάξε γηα ηηο θαηαζηάζεηο θαη ηα δηαλχζκαηα 

ειέγρνπ αληίζηνηρα. Ζ ηεηξαγσληθή κνξθή
Tx Qx παξηζηάλεη ηελ παξέθθιηζε ηεο 

θαηάζηαζεο x  απφ ηελ αξρηθή θαηάζηαζε θαη ν φξνο Tu Ru  παξηζηάλεη ην „θφζηνο‟ ηνπ 

ειέγρνπ. Οη πίλαθεο Q θαη R ρξεηάδεηαη λα επηιεγνχλ ζχκθσλα κε ηηο απαηηήζεηο ελφο 

ζπγθεθξηκέλνπ ζρεδηαζκνχ. Να ζεκεησζεί φηη ην κέγεζνο ηνπ ζήκαηνο ειέγρνπ u  κπνξεί 

λα ειεγρζεί θαηάιιεια κε ηελ θαηάιιειε επηινγή ηνπ R .ηελ πξαγκαηηθφηεηα, φπσο ζα 

δνχκε ζην ζεψξεκα 1.5.1 αλ δηαιέμνπκε κεγάιν R ηφηε ην ( )u t ζα είλαη κηθξφ, φπσο θαη 

επηζπκνχκε. Ζ επηινγή ηνπ Q ζρεηίδεηαη κε ην πνηεο θαηαζηάζεηο ζέινπκε λα 

δηαηεξήζνπκε κηθξέο. 

Γπζηπρψο, είλαη θαη πάιη δχζθνιν λα νξίδνπκε κηα ζπγθεθξηκέλε θαηεπζπληήξηα 

γξακκή γηα ηελ επηινγή ησλ πηλάθσλ Q θαη R .χκθσλα κε ηνλ Kailath ( 1980 ) ‘ ε 

επηινγή απηώλ ησλ πνζνηήησλ είλαη πεξηζζόηεξν ηέρλε παξά επηζηήκε ‘. Γηα έλα νπζηψδεο 

πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ππνζέηνπκε φηη ν Q είλαη ζπκκεηξηθά ζεηηθά εκηνξηζκέλνο 

θαη ν R  είλαη ζπκκεηξηθά ζεηηθά νξηζκέλνο. 

Δθηφο αλ αλαθεξζεί θάηη δηαθνξεηηθφ, ζα ζεσξνχκε απηέο ηηο ππνζέζεηο ζε 

νιφθιεξν ην θεθάιαην. 

Ζ επίιπζε απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο κπνξεί λα επηηεπρζεί κέζσ ηεο επίιπζεο ηεο 

επίιπζεο κηαο εμίζσζεο ηεηξαγσληθψλ πηλάθσλ ε νπνία θαιείηαη ARE, φπσο θαίλεηαη 

ζην παξαθάησ απνηέιεζκα ( Moore θαη Anderson 1990 )  
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Θεώρημα 1.5.1 Τν ζεώξεκα ζπλερνύο ρξόλνπ Γξακκηθνύ Τεηξαγσληθνύ Βαζκηζηή. 

 

Τπνζέηνπκε φηη ην δεπγάξη ( A,B ) είλαη επζηαζέο θαη ην δεπγάξη ( A,C ) αληρλεχζηκν. 

Σφηε ππάξρεη κνλαδηθφο βέιηηζηνο έιεγρνο 
0 ( )u t ν νπνίνο ειαρηζηνπνηεί ηε ( )cJ x . Σν 

δηάλπζκα
0 ( )u t δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

0( ) ( )u t Kx t  φπνπ 1 TK R B X θαη X είλαη ε 

κνλαδηθή ζεηηθά εκηνξηζκέλε ιχζε ηεο ARE :  
1 0T TXA A X Q XBR B X                     ( 1.5.1 ) 

Δπηπιένλ ν θιεηζηνχ βξφγρνπ πίλαθαο A-BK είλαη επζηαζήο θαη ε ειάρηζηε ηηκή 

ηεο ( )cJ x ηζνχηαη κε 
0 0

Tx Xx φπνπ 0 (0)x x . 

Θα δψζνπκε κηα απφδεημε ηνπ θνκκαηηνχ ηνπ βέιηηζηνπ ειέγρνπ ηνπ ζεσξήκαηνο 

ππνζέησληαο φηη ε ιχζε ππάξρεη. 

 

Απόδεημε 

( ) ( ) ( )T T T T Td
x Xx x Xx x Xx Ax Bu Xx x X Ax Bu

dt
      

1

( ) ( ) ( )

( )

T T T T T T T T T T

T T T T T

u B x A Xx x X Ax Bu x A X XA x u B Xx x XBu

x XBR B X Q x u B Xx x XBu

       

   
1T T T T T T T Tx XBR B Xx u B Xx x XBu u Ru u Ru x Qx      

1 1( ) ( ) ( )T T T T Tu x XBR R u R B Xx x Qx u Ru      

  ή 

1 1( ) ( ) ( )T T T T T Td
x Qx u Ru x Xx u x XBR R u R B Xx

dt

      
 

Oινθιεξφλσληαο απφ t σο T 

1 1

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T

T T T T T T Tx Qx u Ru dt x T Xx T x Xx u R B Xx R u R B Xx          

Αθήλνληαο παξαηεξνχκε φηη ( )x T  , έηζη επηηχρακε 

1 1

0 0

0

( ) ( ) ( )

T

T T T T

CJ x x Xx u R B Xx R u R B Xx      

Καζψο ν R είλαη ζπκκεηξηθφο θαη ζεηηθά νξηζκέλνο, ζπλεπάγεηαη φηη

0 0( ) T

CJ x x Xx γηα φια ηα 0x  θαη φινπο ηνπο ειέγρνπο u .  

Καζψο ν πξψηνο φξνο 0 0

Tx Xx είλαη αλεμάξηεηνο ηνπ u ε ει‟αρηζηε ηηκή ηνπ 

( )CJ x  εκθαλίδεηαη φηαλ 
1( ) ( ) ( )o Tu t R B Xx t Kx t     . 

Χο εθ ηνχηνπ ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ ( )CJ x είλαη 0 0.
Tx Xx   

 

Οξηζκόο 1.5.1 

 

Ζ ARE 0TXA A X Q XSX                        ( 1.5.2 ) 

φπνπ 1 TS BR B θαιείηαη πλερνύο Υξόλνπ Αιγεβξηθή Δμίζωζε Ricatti  

       ( Continuous Time Algebraic Ricatti Equation γηα ζπληνκία CARE )  
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Οξηζκόο 1.5.2 

 

Ο πίλαθαο   
T

A S
H

Q A

  
  

  
                 ( 1.5.3 ) 

είλαη ν Υακηιηνληαλφο πίλαθαο πνπ είλαη ζπλδεδεκέλνο κε ηελ CARE 1.5.2 

 

Οξηζκόο 1.5.3 

 

Μηα ζπκκεηξηθή ιχζε X ηεο CARE ηέηνηα ψζηε ν A SX  λα είλαη επζηαζήο 

θαιείηαη ζηαζεξνπνηεηηθή ιύζε.  

 

Θεώρημα 1.5.2 

Τπνζέηνπκε φηη ην δεπγάξη ( A,B ) είλαη επζηαζέο θαη ην δεπγάξη ( A,C ) 

αληρλεχζηκν. Σφηε ν Υακηιηνληαλφο πίλαθαο ηεο ζρέζεο 1.5.3 έρεη n ηδηνηηκέο κε αξλεηηθά 

πξαγκαηηθά κέξε, θακία ηδηνηηκή ζην θαληαζηηθφ άμνλα θαη n ηδηνηηκέο κε ζεηηθά 

πξαγκαηηθά κέξε. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ε CARE 1.5.2 έρεη κηα κνλαδηθή επζηαζή 

ιχζε X . Δπηπιένλ, νη ηδηνηηκέο θιεηζηνχ βξφγρνπ, πνπ είλαη νη ηδηνηηκέο ηνπ A BK , 

είλαη νη επζηαζείο ηδηνηηκέο ηνπ H . 

 

εκείσζε : 

Ζ κνλαδηθή επζηαζήο ιχζε ηεο 1.5.2 κπνξεί λα επηηεπρζεί κε ηελ θαηαζθεπή ελφο 

ακεηάβιεηνπ ππνρψξνπ πνπ ζα είλαη ζπλδεδεκέλνο κε ηελ επζηαζείο ηδηνηηκέο ηνπ 

Υακηιηνληαλνχ πίλαθα H ηεο ζρέζεο 1.5.3. πγθεθξηκέλα, αλ ν πίλαθαο H δελ έρεη 

θαληαζηηθέο ηδηνηηκέο θαη 
1

2

X

X

 
 
 

είλαη ν πίλαθαο πνπ απνηειείηαη απφ ζηήιεο ησλ 

αληίζηνηρσλ ηδηνδηαλπζκάησλ ησλ επζηαζψλ ηδηνηηκψλ ηνπ H , ηφηε ππνζέηνληαο  φηη ν 

1X είλαη νκαιφο ( κε ηδηάδσλ ) έρνπκε φηη ν πίλαθαο 1

2 1X X X  είλαη ε κνλαδηθή 

επζηαζήο ιχζε ηεο CARE. 

 

Ο ζπλερνύο ρξόλνπ LQR αιγόξηζκνο 

 

Απφ ην ζεψξεκα 1.5.1 έρνπκε ηνλ επφκελν LQR αιγφξηζκν ζρεδηαζκνχ 

 

Αλγόριθμος 1.5.1   Ο ζπλερνύο ρξόλνπ LQR αιγόξηζκνο 

 

Δίζνδνη :  

Οη πίλαθεο 0, , , (0)A B Q R x x          

 

Έμνδνη : 

 X : Ζ ιχζε ηεο CARE 

K : O LQR πίλαθαο αλάδξαζεο θέξδνπο 

minJc : Ζ ειάρηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο ( )Jc x  
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Τπνζέζεηο : 

1.To δεπγάξη ( A,B ) είλαη επζηαζέο θαη ην δεπγάξη ( A,C )  αληρλεχζηκν 

2. O Q είλαη ζπκκεηξηθά ζεηηθά εκηνξηζκέλνο θαη ν R  είλαη ζπκκεηξηθά ζεηηθά 

νξηζκέλνο. 

Βήκα 1 : 

Τπνινγίδνπκε ηελ επζηαζή ιχζε X  ηεο CARE : 

0TXA A X Q XSX     , 
1 TS BR B . 

 

Βήκα 2 : 

Τπνινγίδνπκε ηνλ πίλαθα αλάδξαζεο θέξδνπο 
1 TK R B X  

 

Βήκα 3 : 

Τπνινγίδνπκε ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο ( )Jc x : 

min 0 0

TJc x Xx  

 

Παξάδεηγκα 1.5.1 

 

Θεσξνχκε θαη πάιη ηα δεδνκέλα ηνπ παξαδείγκαηνο 1.2.1 κε  

0 1 0 0

0 0 3.6720 0

0 0 0 1

0 0 22.0320

A

   
 
   

   
 
   

0

0.4

0

0.4

B

 
 
 
 
 
        

θαη  
4

1

1
, 1 ,

1

1

oQ I R x

 
 
       
 
 
   

Δπηπιένλ
  

Βήκα 1 : 

Τπνινγίδνπκε ηελ επζηαζή ιχζε X  ηεο CARE ( ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εληνιή care 

ηνπ MATLAB ) : 

3

0.0031 0.0042 0.0288 0.0067

0.0042 0.0115 0.0818 0.0191
10

0.0288
X

   
 

   
 
 
   

Βήκα 2 : 

Ο πίλαθαο αλάδξαζεο θέξδνπο είλαη ν  1, 3.0766, 132.7953, 28,7861K       

Βήκα 3 : 

Ζ ειάρηζηε ηηκή ηεο ( )Jc x είλαη 3100.3 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ A BK είλαη ( 4.8994, 4.5020, 0.4412 0.3718 )j     . Έηζη ε 

X είλαη ε κνλαδηθή ζεηηθά νξηζκέλε επζηαζήο ιχζε ηεο CARE. ( εκεηψλνπκε φηη νη 

εγγξαθέο ηνπ K είλαη κηθξφηεξεο ζε ζρέζε κε απηέο ηνπ παξαδείγκαηνο 1.2.1 ) 
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ύγθξηζε ηωλ κεηαβαηηθώλ απνθξίζεωλ κε ηελ επζηάζεηα Lyapunov 

 

Οη εηθφλεο 7 θαη 8 δείρλνπλ ηηο κεηαβαηηθέο απνθξίζεηο κε 

(i) Σν K ηνπ παξαδείγκαηνο 1.2.1 

(ii) Σν K ηνπ παξαδείγκαηνο 1.5.1 

Ζ αξρηθή θαηάζηαζε είλαη  (0) 5,0,0,0
T

x  . 

Δηθφλεο 7, 8 

ηελ Δηθφλα 7 νη κεηαβαηηθέο ιχζεηο αξρηθά έρνπλ κεγάια κεγέζε θαη ζηε ζπλέρεηα 

εμαζζελνχλ γξήγνξα. 

ηελ Δηθφλα 8 νη ιχζεηο έρνπλ κηθξφηεξα κεγέζε, αιιά ν ξπζκφο εμαζζέλεζεο είλαη 

πνιχ πην αξγφο. 

Σν κεγαιχηεξν κέγεζνο ζηελ εηθφλα 7 είλαη κεγαιχηεξν θαηά έμη πεξίπνπ θνξέο 

απφ ην αληίζηνηρν ζηελ εηθφλα 8. ε νξηζκέλα δπλακηθά ζπζηήκαηα, ηζρπξέο αξρηθέο 

ηαιαληψζεηο ζηηο θαηαζηάζεηο ζπληζηψζεσλ πξέπεη λα απνθεχγνληαη, αιιά θάπνηεο 

θνξέο είλαη επηζπκεηή ε γξήγνξε επζηάζεηα. ε άιιεο πεξηπηψζεηο απαηηείηαη κηα πην 

αξγή αιιά νκαιή επζηάζεηα. 

Να ζεκεησζεί φηη νη κεηαβαηηθέο ιχζεηο ζηελ πεξίπησζε ηεο εηθφλαο 7 εμαξηψληαη 

απφ ην   ελψ ζηελ πεξίπησζε ηεο εηθφλαο 8 απφ ηα Q R . 

 

Ιδηόηεηεο επζηάζεηαο θαη αλζεθηηθηόηεηαο ηνπ ζρεδηαζκνύ LQR 

 

Ο ζρεδηαζκφο LQR έρεη θάπνηεο πνιχ επλντθέο ηδηφηεηεο επζηάζεηαο θαη 

αλζεθηηθηφηεηαο. 
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Δγγπεκέλεο ηδηφηεηεο επζηάζεηαο : 

Ξεθάζαξα νη ηδηνηηκέο θιεηζηνχ βξφγρνπ ηνπ ζρεδηαζκνχ LQR εμαξηψληαη απφ 

ηνπο πίλαθεο Q R .Θα δείμνπκε πσο ε επηινγή ηνπ R επεξεάδεη ηνπο πφινπο 

θιεηζηνχ βξφγρνπ. 

Τπνζέηνπκε φηη R l , φπνπ ην  είλαη ζεηηθφ βαζκσηφ κέγεζνο. Σφηε ν ζπλαθήο 

Υακηιηνληαλφο πίλαθαο είλαη ν 

1

Q







 
  

 
 
    

. 

Οη ηδηνηηκέο θιεηζηνχ βξφγρνπ είλαη νη ξίδεο κε αξλεηηθά πξαγκαηηθά κέξε ηνπ 

ραξαθηεξηζηηθνχ πνιπσλχκνπ  

( ) det( )cd s sI H 
 

Αο είλαη 
TQ C C .Μπνξεί λα δεηρζεί φηη  

1
( ) ( 1) ( ) ( )det[ ( ) ( )]n T

cd s d s d s I G s G s


    

 

Όπνπ 
1( ) det( ) ( ) ( )d s sI A G s C sI A B     . 

 

Πεξίπησζε 1 : Φακεινύ θέξδνπο 

Όηαλ    ηφηε 
1

( ) ( ) 0Tu t B Xx t


 
   

 
. Έηζη ν ειεγθηήο LQR έρεη ρακειφ 

θέξδνο . 

ε απηήλ ηελ πεξίπησζε απφ ηελ έθθξαζε ηνπ ( )cd s ζπλεπάγεηαη φηη 

( 1) ( ) ( ) ( )n

cd s d s d s    

Καζψο νη ξίδεο κε αξλεηηθά πξαγκαηηθά κέξε ηνπ ( )cd s , νη νπνίεο είλαη νη ηδηνηηκέο 

θιεηζηνχ βξφγρνπ, είλαη επζηαζείο απηφ ζεκαίλεη φηη θαζψο ην  απμάλεηαη  

 

 Οη επζηαζείο ηδηνηηκέο αλνηρηνχ βξφγρνπ παξακέλνπλ επζηαζείο 

 Οη αζηαζείο αληηθαηνπηξίδνληαη ζε νιφθιεξν ην θαληαζηηθφ άμνλα 

 Αλ νπνηεζδήπνηε αλνηρηνχ βξφγρνπ ηδηνηηκέο είλαη αθξηβψο ζηνλ jσ άμνλα, νη 

θιεηζηνχ βξφγρνπ ηδηνηηκέο μεθηλνχλ λα θηλνχληαη αθξηβψο απφ ηα αξηζηεξά ηνπο. 

 

Πεξίπησζε 2 : Υςεινύ θέξδνπο 

 

Αλ ην 0  ηφηε ην ( )u t γίλεηαη κεγάιν θαη έηζη ν ειεγθηήο LQR έρεη πςειφ θέξδνο. ε 

απηή ηελ πεξίπησζε γηα πεπεξαζκέλν s , νη ηδηνηηκέο θιεηζηνχ βξφγρνπ πξνζεγγίδνπλ ηηο 

πεπεξαζκέλεο ξίδεο ηνπ ζπζηήκαηνο ή ηηο επζηαζείο εηθφλεο ηνπο. 

Αλ ην sηφηε νη ηδηνηηκέο θιεηζηνχ βξφγρνπ ζα πξνζεγγίζνπλ ηηο ξίδεο ζην 

άπεηξν ζηελ απνθαινχκελε επζηάζεηα Butterworth πξνηχπνπ. ( Friedland 1986 ). Έλα 

παξάδεηγκα δίλεηαη ζηελ εηθφλα 9. 
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Ασηές οι ιδιόηηηες παρέτοσν καλή διοραηικόηηηα ζηην ιδιόηηηα εσζηάθειας ηων 

ελεγκηών LQR και έηζι μπορούν να τρηζιμοποιηθούν από έναν ζτεδιαδιαζηή ως 

καηεσθσνηήρια γραμμή για ηην ηοποθέηηζη ηων πόλων. 

 

Ιδηόηεηεο αλζεθηηθόηεηαο ηνπ ζρεδηαζκνύ LQR : 

 

Μηα ζεκαληηθή απαίηεζε ηνπ ζρεδηαζκνχ ελφο ζπζηήκαηνο ειέγρνπ είλαη φηη ην 

ζχζηεκα θιεηζηνχ βξφγρνπ πξέπεη λα είλαη αλζεθηηθφ ζε αβεβαηφηεηεο πνπ πξνθχπηνπλ 

απφ ιάζε εμαηηίαο ηνπ κνληέινπ, ζνξχβνπο θαη δηαηαξαρέο. Θα δεηρζεί φηη ν  ζρεδηαζκφο 

LQR έρεη κεξηθέο επηζπκεηέο ηδηφηεηεο αλζεθηηθφηεηαο. 

 

 
Δηθφλα 9 

 

Σα θιαζηθά ηζρπξά κέηξα αλζεθηηθφηεηαο είλαη ην θέξδνο θαη ηα πεξηζψξηα θάζεο 

φπσο έρνπλ νξηζηεί θαη κε ην δηάγξακκα ηνπ Bode γηα έλα απιό ζύζηεκα απιήο εηζόδνπ 

απιήο εμόδνπ ( SISO system ). 

Tν πεξηζψξην θέξδνπο νξίδεηαη σο ην πνζφ ηνπ θέξδνπο πνπ απαηηείηαη γηα λα 

θαηαζηεί ν βξφρνο εθ λένπ ελφηεηα φπνπ ε θαζηθή γσλία είλαη180 . Γειαδή, είλαη ην 

αληίζηξνθν ηνπ θέξδνπο θαηά ηε ζπρλφηεηα, φπνπ ε γσλία θάζεο είλαη180 . Έηζη, ην 

πεξηζψξην θέξδνπο είλαη έλα κέηξν κε ην νπνίν ην θέξδνο ηνπ ζπζηήκαηνο πξέπεη λα 

απμεζεί ψζηε ην ζχζηεκα θιεηζηνχ βξφρνπ λα γίλεη ιίγν αζηαζέο. Οκνίσο, ε δηαθνξά 

κεηαμχ ηεο θάζεο ηεο επέκβαζεο θαη ησλ 180 φηαλ ην θέξδνο βξφρνπ είλαη ε κνλάδα 

νλνκάδεηαη πεξηζψξην θάζεο. Έηζη ην πεξηζψξην θάζεο είλαη ην ειάρηζην πνζφ ηεο 

δηαθνξάο θάζεο πνπ απαηηείηαη γηα λα θαηαζηήζεη ην ζχζηεκα αζηαζέο. 

Οη ηδηφηεηεο αλζεθηηθφηεηαο ηνπ ζρεδηαζκνχ LQR γηα έλα ζύζηεκα πνιιαπιήο 

εηζόδνπ πνιιαπιήο εμόδνπ ( MIMO system ) κπνξεί λα κειεηεζεί απφ ηελ εμέηαζε ηεο 
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δηαθνξάο απφδνζεο ηνπ πίλαθα ( ) , φπνπ ην ( )LQ LQI G s G s     είλαη ν LQR βξφγρνο 

ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο πίλαθαο πνπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

 

min

1

min

( ( )) 1.1076

( ( )) 0.5426

LQ

LQ

I G j

I G j

 

 

 

 
 

H βέιηηζηε ηαπηφηεηα δηαθνξάο απφδνζεο είλαη : 

 
1 1 1[ ( ) ] [ ( ) ] ( ) ( )T T TI K sI A B R I K sI A B R B sI A Q sI A B              

ή 
1( ( )) ( ( )) ( ) ( ) , ( ) ( )T T

LQ LQI G s R I G s R G s QG s ό G s sI A B            . 

 

Απφ ηελ παξαπάλσ εμίζσζε έρνπκε  

 
*( ( )) ( ( ))LQ LQI G j R I G j R     

 

Έρεη δεηρζεί απφ ηνπο Safonov θαη Athans ( 1977 ) φηη αλ ν R είλαη δηαγψληνο πίλαθαο 

ηέηνηνο ψζηε  

 
*( ( ))( ( ))LQ LQI G j I G j I     

ηφηε ππάξρεη  ηνπιάρηζηνλ 60  ηνπ πεξηζσξίνπ θάζεο ζε θάζε θαλάιη εηζφδνπ θαη ην 

πεξηζψξην θέξδνπο είλαη ην άπεηξν. Απηφ ζεκαίλεη φηη κηα θάζε κεηαηφπηζεο έσο θαη 60

κπνξεί λα γίλεη αλεθηή θάζε έλα απφ ηα θαλάιηα εηζφδνπ ηαπηφρξνλα θαη ην θέξδνο ζε 

θάζε θαλάιη κπνξεί λα απμεζεί επ 'αφξηζηνλ ρσξίο λα ράζεη ηε ζηαζεξφηεηα. Απφ ηα 

παξαπάλσ ζπλεπάγεηαη γηα φια ηα  φηη 

 

    
min ( ( )) 1LQI G j   . 

 

Απηφ ζεκαίλεη φηη ν LQR ζρεδηαζκφο πάληα νδεγεί ζε κεησκέλε επαηζζεζία. 

Γηα πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο κπνξνχκε λα αλαηξέμνπκε ζηνπο Anderson θαη 

Moore (1990), ζην άξζξν “Βέιηηζηνο Έιεγρνο” ηνπ F.L. Lewis (1996) πνπ βξίζθεηαη ζην 

“Δγρεηξίδην Διέγρνπ” ηνπ William Levine , Lewis (1986,1992) Maciejowski (1989). 

 

Παξάδεηγκα 1.5.2 

 

Θεσξνχκε θαη πάιη ην παξάδεηγκα 10.5.1 θαη πάιη. 

 

Γηα 1 , ( ) 1.9700 0.5345LQG j j        

Έρνπκε φηη 
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min

1

min

( ( )) 1.1076

( ( )) 0.5426

LQ

LQ

I G j

I G j

 

 

 

 
 

Πεξηζψξην θέξδνπο = 0.4907 

Πεξηζψξην θάζεο = 60.0998 

 

 

LQR ζηαζεξόηεηα κε πνιιαπιαζηαζηηθή αβεβαηόηεηα 

 

Ζ αληζφηεηα 
   

min ( ( )) 1LQI G j     

πλεπάγεηαη φηη  

   1

min

1
( ( ))

2
LQI G j   

 
Σν νπνίν ζεκαίλεη φηη ν ζρεδηαζκφο LQR παξακέλεη επζηαζήο γηα φια ηα ρσξίο κέηξνπ 

πνιιαπιαζηαζηηθήο αβεβαηφηεηαο Γ γηα ηα νπνία 
min

1
( ( ))

2
j   . 

 

 

1.5.2 Σν πξόβιεκα δηαθξηηνύ ρξόλνπ LQR  
 

 ηελ πεξίπησζε ηνπ δηαθξηηνχ ρξφλνπ, ε ζπλάξηεζε πνπ πξέπεη λα 

ειαρηζηνπνηεζεί είλαη ε  

   
0

( ) ( )T T

D k k k k

k

J x x Qx u Ru




                   ( 1.5.4 ) 

θαη ε ζπλαθήο ARE είλαη ε : 

   
1( ) 0T T T TA XA X Q A XB R B XB B XA            ( 1.5.5 ) 

ε παξαπάλσ εμίζσζε νλνκάδεηαη Γηαθξηηνύ Υξόλνπ Αιγεβξηθή Δμίζωζε Ricatti     

( Discrete-time Algebraic Ricatti Equation DARE ). 

 Έλα ζεψξεκα χπαξμεο θαη κνλαδηθφηεηαο ηνπ βέιηηζηνπ ειέγρνπ 0

ku παξφκνην κε 

ην ζεψξεκα 1.5.1 είλαη ην εμήο ( γηα απφδεημε Sage and White 1977 ). 

 

Θεώρημα 1.5.3 Τν ζεώξεκα δηαθξηηνύ ρξόλνπ LQR   

 

Αο είλαη ην ( A,B ) δηαθξηηά επζηαζέο θαη ( A,Q ) δηαθξηηά αληρλεχζηκν. Σφηε ν 

βέιηηζηνο έιεγρνο 0 , 0,1,2,ku k    … H
πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ ( )DJ x δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε 0

k ku Kx , φπνπ 
1( )T TK R B XB B XA  θαη X είλαη ε κνλαδηθή ζεηηθά 

εκηνξηζκέλε ιχζε ηεο DARE 1.5.5. Δπηπιένλ ην ζχζηεκα θιεηζηνχ βξφγρνπ 

1 ( )k kx A BK x   είλαη δηαθξηηά επζηαζέο ( π.ρ. φιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ βξίζθνληαη απζηεξά 

εληφο ηνπ κνλαδηαίνπ θχθινπ ) θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ( )DJ x είλαη 
0 0

Tx Xx , φπνπ 0x  είλαη 

ε αξρηθή θαηάζηαζε. 
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Οξηζκόο 1.5.4 

 

Μηα ζπκκεηξηθή ιχζε X ηεο DARE ε νπνία θάλεη ηνλ πίλαθα A BK , φπνπ 
1( )T TK R B XB B XA   δηαθξηηά επζηαζή , νλνκάδεηαη δηαθξηηά επζηαζήο ιύζε ηεο 

DARE. 

 

Παξάδεηγκα 1.5.3 

 

Γίλνληαη 

1 1 1 1 1 0 0

, 2 , 0 1

3

A B Q

         
     

               
            

 

Ζ ιχζε  X ηεο DARE είλαη 
3

0.0051

10X

   
 

   
     

Ο δηαθξηηφο LQR πίλαθαο θέξδνπο ( .0437 , 2.5872 , 3.4543)K        

Καη νη ηδηνηηκέο ηνπ A BK είλαη : -0.4266 , -0.2186 , -0.1228 

Έηζη ε X είλαη κηα δηαθξηηά επζηαζήο ιχζε. 

 

 

1.6 Η∞ πξνβιήκαηα ειέγρνπ 
 

Μέρξη ζηηγκήο έρνπκε εμεηάζεη ηελ ζηαζεξνπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο αγλνψληαο 

νπνηαδήπνηε επελέξγεηα ησλ δηαηαξαρψλ ζην ζχζηεκα. Όκσο, γλσξίδνπκε ήδε φηη ζηελ 

πξάμε ζην ζχζηεκα επηδξνχλ θάπνηνπ είδνπο δηαηαξαρέο. Χο εθ ηνχηνπ, είλαη επηζπκεηφ 

λα ζηαζεξνπνηεζνχλ νη δηαηαξαγκέλεο εθδφζεηο ελφο ζπζηήκαηνο, αλαιακβάλνληαο 

θάπνηα φξηα δηαηαξαρψλ. Απηή ε θαηάζηαζε πξνθαιεί ην γλσζηφ “Η∞ πξόβιεκα 

ειέγρνπ ”. 

Ζ Ζ∞ ζεσξία ειέγρνπ απνηέιεζε αληηθείκελν εληαηηθήο κειέηεο γηα ηα ηειεπηαία 

είθνζη ρξφληα πεξίπνπ, απφ ηφηε πνπ θαζηεξψζεθε απφ ηνλ James (1981). ήκεξα ππάξρεη 

άξηζηε βηβιηνγξαθία ζηελ πεξηνρή: ηα βηβιία ηνπ Francis (1987), Kimura (1996), Zhou 

(1996), Green θαη Limebeer (1995) θ.ά. θαη ηα πξσηφηππα έγγξαθα απφ ηνλ Francis θαη 

Doyle (1987), Doyle (1989) θιπ. 

Αο είλαη max ( )M θαη min ( )M ε κεγαιχηεξε θαη ε κηθξφηεξε ηδηάδνπζα ηηκή ηνπ

M . 

 

Οξηζκόο 1.6.1 

 

Ζ Ζ∞λφξκα ηεο επζηαζνχο ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο ( )G s ε νπνία ππνδειψλεηαη απφ 

ηελ G


νξίδεηαη σο :  

maxsup ( ( ))G G j
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Φπζηθή εξκελεία ηεο Η∞λόξκαο 

 

Έζησ ην ζχζηεκα 

    ( ) ( ) ( )y s G s u s  

Όηαλ ην ζχζηεκα νδεγείηαη κε κηα εκηηνλνεηδή είζνδν ηνπ κεγέζνπο κνλάδα ζε κηα 

ζπγθεθξηκέλε ζπρλφηεηα, ην max ( ( ))G j  είλαη ην κεγαιχηεξν δπλαηφ κέγεζνο ηεο 

εμφδνπ γηα ην αληίζηνηρν εκηηνλνεηδνχο εηζφδνπ. Έηζη ε Ζ∞ λφξκα δίλεη ηε κεγαιχηεξε 

δπλαηή ελίζρπζε ζε φιεο ηηο ζπρλφηεηεο κηαο κνλάδαο εκηηνλνεηδνχο εηζφδνπ. 

 Μηα πεξαηηέξσ ζπδήηεζε ησλ Ζ∞ πξνβιεκάησλ ειέγρνπ είλαη πέξα απφ ηνλ ζηφρν 

καο. Ζ αξρηθή δηαηχπσζε ήηαλ ζε κηα ξχζκηζε εηζφδνπ / εμφδνπ. Χζηφζν, ιφγσ ηεο 

ειθπζηηθφηεηάο ππνινγηζκνχ ηεο, ε πξφζθαηε δηακφξθσζε θαηάζηαζεο ρψξνπ δηάζηεκα 

( state-space ) έρεη γίλεη πην δεκνθηιήο. Γειψλνπκε κφλν ηηο δχν απινπνηεκέλεο 

εθδφζεηο ησλ δηακνξθσκέλσλ θαηαζηάζεσλ ρψξνπ ησλ Ζ∞ πξνβιεκάησλ ειέγρνπ θαη 

αλαθέξνπκε ην ζπζρεηηζκφ ηνπο κε ηεο ARE. Πξψηα απνδεηθλχνπκε ην επφκελν αξθεηά 

γλσζηφ απνηέιεζκα πνπ δείρλεη πσο ε Ζ∞ λφξκα ελφο επζηαζνχο πίλαθα ζπλάξηεζεο 

κεηαθνξάο ζρεηίδεηαη κε κηα ARE ή ηζνδχλακα, κε ηνπο  ζπλδεδεκέλνπο Υακηιηνληαλνπο 

πίλαθεο. 

 Οξίδνπκε ηνλ Υακηιηνληαλφ πίλαθα ησλ ζπληειεζηψλ ησλ πηλάθσλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο 1.2.1 

   

1 1

1 1( ) ( )

T T

T T T T

A BR D C BR B
M

C I DR D C A BR D C


 

 

   
       

                 ( 1.6.1 ) 

Όπνπ 
2 TR I D D  . 

 

Θεώρημα 1.6.1 

 

Αο είλαη ( )G s κηα επζηαζήο ζπλάξηεζε κεηαθνξάο θαη έζησ 0  . Σφηε ηζρχεη 

G 

 αλ θαη κφλν αλ max ( )D  θαη ην M 

πνπ έρεη νξηζηεί απφ ηε ζρέζε 1.6.1 δελ 

έρεη θαζφινπ θαληαζηηθέο ηδηνηηκέο. 

 

Απόδεημε 

 

Θα θάλνπκε ηελ απφδεημε γηα 0D  .Υσξίο θακία απψιεηα ηεο γεληθφηεηαο 

ππνζέηνπκε φηη 1  . Αιιηψο κπνξνχκε λα κεηαηξέςνπκε ην G ζε 
1G 

θαη ην B ζε 
1B 

θαη λα δνπιέςνπκε κε ηα λέα G B  . 

Καζψο 1  θαη 0D  έρνπκε φηη R I .Υξεζηκνπνηψληαο ην ζπκβνιηζκφ :  

   
1( ) ( )

A B
G s C sI A B

C


 

    
 

 

Έλαο εχθνινο ππνινγηζκφο δείρλεη φηη  

   ( ) ( ) ( )Ts I G s G s                       ( 1.6.2 ) 

ηφηε 
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1( ) 0

0

T

T T

T T

M BA BB B

s C C A

B I





      
   

         
              

                           ( 1.6.3 )

     

Έηζη απφ ηα παξαπάλσ ζπλεπάγεηαη φηη ην M 
πνπ έρεη νξηζηεί απφ ηε ζρέζε 1.6.1 

δελ έρεη θαζφινπ θαληαζηηθέο ηδηνηηκέο αλ θαη κφλν αλ ην
1( )s δελ έρεη θαζφινπ πφινπο 

ζην θαληαζηηθφ άμνλα. Θα δείμνπκε φηη απηφ αιεζεχεη αλ θαη κφλν αλ 1G

 . 

 Αλ 1G

 ηφηε 

*( ) ( ) 0I G j G j   γηα θάζε  θαη σο εθ ηνχηνπ ην

1 1( ) ( ( ) ( ))Ts G s G s      δελ έρεη θαλέλα πφιν ζην θαληαζηηθφ άμνλα. Απφ ηελ άιιε 

αλ 1G

 ηφηε max ( ( )) 1G j   γηα θάπνηα  , ην νπνίν ζεκαίλεη φηη ην 1 είλαη ε 

ηδηνηηκή ηνπ 
*( ) ( )G j G j  ππνλνψληαο φηη ν 

*( ) ( )I G j G j  είλαη ηδηάδσλ. 

 Ζ απφδεημε εχθνια γίλεηαη θαη γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 0D  . 

Σν επφκελν παξάδεηγκα πνπ δφζεθε απφ ηνλ Kimura ( 1996 ) απεηθνλίδεη ην 

ζεψξεκα 1.6.1 

 

Παξάδεηγκα 1.6.1 

Έζησ    
1

( ) , 0G s a
s a

   


 

Καη ν ζπλδεδεκέλνο Υακηιηνληαλφο πίλαθαο  

   
1

1

a
H

a

  
  

  
 

Σφηε ν H δελ έρεη θακηά θαληαζηηθή ηδηνηηκή αλ θαη κφλν αλ 1a  . 

Καζψο 
2 2

1 1
supG

aa




 


, έρνπκε γηα 1a  φηη 1G


 . 

 

 

1.6.1 Τπνινγηζκόο ηεο Η∞ λόξκαο 
 

Μηα απεπζείαο κέζνδνο ππνινγηζκνχ ηεο Ζ∞ λφξκαο είλαη : 

Βήκα 1 : 

Τπνινγίδνπκε ηνλ πίλαθα ( )G j κε ηε κέζνδν Hessenberg 

Βήκα 2 : 

Τπνινγίδνπκε ηε κεγαιχηεξε ηδηάδνπζα ηηκή ηνπ ( )G j . 

Βήκα 3 : 

Δπαλαιακβάλνπκε ηα βήκαηα 1 θαη 2 γηα πνιιέο ηηκέο ηνπ  . 

 

Φσζικά, ηα παραπάνω δεν είναι πρακηικά και σπολογιζηικά είναι ακαηόρθωηα. 

Το θεώρημα 1.6.1 μας δίνει μια πολύ πιο εθικηή πρακηικά μέθοδο σπολογιζμού ηης Η∞ 

νόρμας. 
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Βήκα 1 : 

Γηαιέγνπκε ην   

 

Βήκα 2 : 

Δμεηάδνπκε αλ G 

 ππνινγίδνληαο ηηο ηδηνηηκέο ηνπ M 

θαη βιέπνληαο αλ ν 

πίλαθαο M 
έρεη θάπνηα θαληαζηηθή ηδηνηηκή 

 

Βήκα 3 : 

Δπαλαιακβάλνπκε απμάλνληαο ή κεηψλνληαο ην  αλάινγα κε ην αλ G 

 ή 

G 

 . 

Ζ κέζνδνο δηρνηφκεζεο ( αιγφξηζκνο 1.6.1 ) πνπ ζα παξνπζηάζνπκε ( Boyd 1989 ) 

είλαη κηα απνηειεζκαηηθή θαη ζπζηεκαηηθή εθαξκνγή ησλ αλσηέξσ ηδέαο. 

 

Αλγόριθμος 1.6.1 Ο αιγόξηζκνο δηρνηόκεζεο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο Η∞ λόξκαο 

 

Δίζνδνη :  

Οη πίλαθεο , ,nxn nxm rxn rxmA B C D      

lb    :   Σν θαηψηεξν θξάγκα γηα ηελ Ζ∞ λφξκα 

ub   :    Σν αλψηεξν θξάγκα γηα ηελ Ζ∞ λφξκα 

0  :  Ζ αλνρή ιάζνπο 

 

Έμνδνη : 

Μηα πξνζέγγηζε ηεο Ζ∞ λφξκαο κε κηα ζρεηηθή αθξίβεηα ηνπ  

Τπνζέζεηο : 

Ο A είλαη επζηαζήο. 

Βήκα 1 : 

Θέηνπκε 
L lb U ub         

 

Βήκα 2 : 

Δπαλαιακβάλνπκε κέρξη 2U L L     

Τπνινγίδνπκε 
2

L U 



  

Διέγρνπκε αλ ην M 
πνπ έρεη νξηζηεί απφ ηε ζρέζε 1.6.1 έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή 

Αλ φρη ζέηνπκε U   

Αιιηψο ζέηνπκε L  . 

 

εκείσζε : 

Έπεηηα απφ k επαλαιήςεηο έρνπκε φηη 2 ( )k

U L ub lb      . Έηζη, θαηά ηελ 

έμνδν, ν αιγφξηζκνο είλαη εγγπεκέλνο γηα λα δψζεη κηα πξνζέγγηζε ηεο Ζ∞ λφξκαο κε κηα 

ζρεηηθή αθξίβεηα ηνπ. 
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χγθιηζε :  

Ζ ζχγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη γξακκηθή θαη είλαη αλεμάξηεηε απφ ηα ζηνηρεία 

ησλ πηλάθσλ , ,nxn nxm rxn rxmA B C D      

 

εκείσζε : 

 Έλαο ηζνδχλακνο αιγφξηζκνο γηα ηνλ παξαπάλσ αιγφξηζκν δηρνηφκεζεο 

πξνηάζεθε επίζεο απφ ηνλ Robel (1989) 

 

Παξαηήξεζε :  

Ζ θαηάζηαζε φηη ην M   δελ έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή (ζην βήκα 2) κπνξεί επίζεο 

λα εθθξάζηεη ζε φξνπο απφ ηελ παξαθάησ εμίζσζε Ricatti : 
1 1 1 0T T TXA A X XBR B X C C        

( ππνζέηνληαο φηη D=0 ) 

 

Παξάδεηγκα 1.6.2 : 

max

max

( )
max { ( ),

( ) 2 ( )

G G
lb

ub G G

C O
D Trace

n

D nTrace C O

 

 

  

 

 
φπνπ GC θαη GO είλαη ε ειεγμηκόηεηα θαη ε παξαηεξεζηκόηεηα Grammians 

αληίζηνηρα θαη

 

1 2 3 1

, 0 , (1,1,1) 0 , 0.0014

0

A B C D 

     
   

                      
       

 

 

Βήκα 1 : 

0.2887

1.7321

L

U








 

 

Βήκα 2 : 

 Δπαλάιεςε 1 

1.0104   

Οη ηδηνηηκέο ηνπ M 
είλαη : 2 , 4 , -0.1429 , -2 , -4 . Καζψο ην M 

 δελ έρεη ακηγψο 

θαληαζηηθέο ηδηνηηκέο, ζπλερίδνπκε. 

 Δπαλάιεςε 2 

0.6495   

Οη ηδηνηηκέο ηνπ M 
είλαη : 2 , 4 , 0±1.1706j , -2 , -4 . Καζψο ην M 

 έρεη κηα ακηγψο 

θαληαζηηθή ηδηνηηκή, ζέηνπκε  
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0.6495

1.0103

L

U








 

 Δπαλάιεςε 3 

0.8299   

Οη ηδηνηηκέο ηνπ M 
είλαη : 2 , 4 , 0±0.6722j , -2 , -4 . Καζψο ην M 

 έρεη κηα ακηγψο 

θαληαζηηθή ηδηνηηκή, ζέηνπκε  

0.8299

1.0103

L

U








 

Οη ηηκέο ηνπ   ζε δηαδνρηθέο επαλαιήςεηο δηαπηζηψζεθε φηη ήηαλ : 0.9202 , 0.9653 , 

0.9878 , 0.9991 , 0.9998 θαη 1 θαη νη επαλαιήςεηο ζηακαηνχλ ζην ζεκείν απηφ θαζψο 

ηθαλνπνηείηαη ην θξηηήξην δηαθνπήο. Έηζη παίξλνπκε φηη ε Ζ∞ λφξκα ηζνχηαη κε 1. 

 

Υπολογιζμός ηων lb θαη ub  

 

Γηα ηελ πξαθηηθή εθαξκνγή ηνπ παξαπάλσ αιγνξίζκνπ, ρξεηάδεηαη λα γλσξίδνπκε 

πψο λα ππνινγίζνπκε ηα lb θαη ub .Θα ζπδεηήζνπκε απηή ηελ άπνςε ηψξα  

 

 

Οξηζκόο 1.6.2 : 

 

Οη Hankel ηδηάδνπζεο ηηκέο είλαη νη ηεηξαγσληθέο ξίδεο ησλ ηδηνηηκψλ ηνπ πίλαθα 

G GC O , φπνπ GC θαη GO είλαη ε ειεγμηκόηεηα θαη ε παξαηεξεζηκόηεηα Grammians 

αληίζηνηρα. 

 

Σα θξάγκαηα lb θαη ub κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ κε ρξήζε ησλ Hankel 

ηδηαδνπζψλ ηηκψλ σο εμήο : 

   

max 1

max 1

1

max ( ), }

( ) 2

lb

n

ub

i

D H

D H

 

 


 

  
                  ( 1.6.4 ) 

Όπνπ kH s
 
είλαη νη δηαηεηαγκέλεο Hankel ηδηάδνπζεο ηηκέο. Απηά ηα θξάγκαηα 

νθείινληαη ζηνπο Enns ( 1984 ) θαη Glover ( 1984 ) θαη ν ηχπνο 1.6.4 είλαη γλσζηφο σο 

ηχπνο ησλ Enns θαη Glover. 

Έλα ζρήκα ππνινγηζκνχ ησλ lb θαη ub είλαη ην εμήο : 

 

Βήκα 1 : 

Δπηιχνπκε ηηο εμηζψζεηο Lyapunov 

   
T T T

G G G GAC C AT BB O A A O C C         

γηα λα ππνινγίζνπκε ηα GC θαη GO . 
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Βήκα 2 : 

Τπνινγίδνπκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα G GC O . 

 

Βήκα 3 : 

Βξίζθνπκε ηηο Hankel ηδηάδνπζεο ηηκέο παίξλνληαο ηηο ηεηξαγσληθέο ξίδεο ησλ 

ηδηνηηκψλ ηνπ πίλαθα G GC O . 

 

Βήκα 4 : 

Τπνινγίδνπκε ηα lb θαη ub παίξλνληαο ηνλ ηχπν ησλ Enns θαη Glover. 

Δλαιιαθηηθά, ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηδηνηηκψλ κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ηνπο εμήο ηχπνπο : 

max

max

( )
max { ( ),

( ) 2 ( )

G G
lb

ub G G

C O
D Trace

n

D nTrace C O

 

 

  

 

 

 

εκείσζε :  

Μπνξνχλ λα αλακέλνληαη αξηζκεηηθέο δπζθνιίεο ζηε δηακφξθσζε ηνπ G GC O . 

 

Ο αιγόξηζκνο ηωλ δύν βεκάηωλ 

 

Οη  Bruinsma θαη Steinbuch ( 1990 ) αλέπηπμαλ έλα αιγφξηζκν δχν βεκάησλ γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ηεο Ζ∞ λφξκαο ηνπ ( )G s .Ο αιγφξηζκνο ηνπο ζεσξείηαη ηαρχηεξνο απφ ηνλ 

αιγφξηζκν δηρνηφκεζεο πνπ αλαιχζακε πξνεγνπκέλσο. Ζ ζχγθιηζε θέξεηαη λα είλαη 

ηεηξαγσληθή. 

Ο αιγφξηζκνο θαιείηαη αιγφξηζκνο “δχν βεκάησλ” γηαηί αξρίδεη κε θάπνην 

θαηψηεξν θξάγκα G


 σο πξψην βήκα θαη ζην δεχηεξν βήκα απηφ ην θαηψηεξν 

θξάγκα είλαη επαλαιεπηηθά βειηησκέλν θαη ε δηαδηθαζία ζπλερίδεηαη κέρξη λα 

ηθαλνπνηεζεί θάπνηα “αλνρή”. 

 

Έλα λέν θαηώηεξν θξάγκα γηα ηελ Η∞ λόξκα 

 

 Ο αιγφξηζκνο ησλ δχν βεκάησλ, φπσο θαη ν αιγφξηζκνο δηρνηφκεζεο, απαηηεί κηα 

ηηκή εθθίλεζεο γηα ην lb .Ο ηχπνο ησλ Enns θαη Glover κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γη 

απηφλ ηνλ ζθνπφ. Χζηφζν νη ζπληάθηεο πξφηεηλαλ λα ρξεζηκνπνηεζεί σο ηηκή εθθίλεζεο 

γηα ην lb : 

max max maxmax{ (0)), ( ( )), ( )}lb pG j D      

Όπνπ ,p i i      έλαο πφινο ηνπ ( )G s κε ην i  λα έρεη επηιεγεί έηζη ψζηε λα 

κεγηζηνπνηεί ην 
Im( ) 1

Re( )

i

i i



 
 αλ ην ( )G s έρεη πφινπο κε Im( ) 0i  ή λα ειαρηζηνπνηνχλ 

ην 
i αλ ην ( )G s έρεη κφλν πξαγκαηηθνχο πφινπο. 
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Αλγόριθμος 1.6.2  Ο αιγφξηζκνο δχν βεκάησλ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο Ζ∞ λφξκαο 

 

Δίζνδνη :  

Οη πίλαθεο , ,nxn nxm rxn rxmA B C D      

 

Έμνδνη : 

Μηα πξνζέγγηζε ηεο Ζ∞ λφξκαο. 

Τπνζέζεηο : 

Ο A είλαη επζηαζήο. 

 

Βήκα 1 : 

Τπνινγίδνπκε κηα ηηκή εθθίλεζεο γηα ην lb  , ρξεζηκνπνηψληαο ην παξαπάλσ 

θξηηήξην. 

 

Βήκα 2 : 

Δπαλαιακβάλνπκε 

 2.1 Τπνινγίδνπκε ην (1 2 ) lb     

 2.2 Τπνινγίδνπκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ M 
κε ηελ ηηκή ηνπ  πνπ ππνινγίζηεθε ζην 

βήκα 2.1. Ολνκάδνπκε ηηο ακηγψο θαληαζηηθέο ηδηνηηκέο ηνπ M  1 2, ,..., k    

 2.3 Αλ ην M 
δελ έρεη κηα ακηγψο θαληαζηηθή ηδηνηηκή ζέηνπκε lb  θαη 

ζηακαηνχκε. 

 2.4 Γηα 1,2,..., 1i k  θάλνπκε 

(i) Τπνινγίδνπκε 
1

1
( )

2
i i im     . 

(ii) Τπνινγίδνπκε ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο ηνπ ( )iG jm . 

       Δλεκεξψλνπκε ην 
maxmax( ( ))lb i

i
G jm  . 

       Σέινο ηνπ i 

 

Βήκα 3 : 

1
( )

2
lb ubG  


   

Σέινο 

 

εκείσζε : 

Οη Boyd θαη Balakrishnan ( 1990 ) πξφηεηλαλ επίζεο έλαλ αιγφξηζκν παξφκνην κε 

ηνλ αιγφξηζκν ησλ δχν βεκάησλ. Ο αιγφξηζκφο ηνπο ζπγθιίλεη ηεηξαγσληθά. Ο 

αιγφξηζκνο 1.6.2 πηζηεχεηαη επίζεο φηη ζπγθιίλεη ηεηξαγσληθά, αιιά θακία απφδεημε δελ 

έρε δνζεί. Δπίζεο ν Lin ( 1999 ) έρεη παξνπζηάζεη άιιεο αμηφπηζηεο θαη απνηειεζκαηηθέο 

κεζφδνπο ηφζν γηα ηα πξνβιήκαηα θαηάζηαζεο, φζν θαη γηα ηα πξνβιήκαηα αλάδξαζεο 

εμφδνπ. 
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ύλδεζε κεηαμύ ηεο Η∞ λόξκαο θαη ηελ απόζηαζε ηωλ αζηαζώλ πηλάθωλ 

 

 Θα παξνπζηάζνπκε κηα ζχλδεζε κεηαμχ ηεο Ζ∞ λφξκαο ηεο αλάιπζεο ηνπ A θαη 

ηνπ ( )A  ηεο απφζηαζεο απφ ην ζχλνιν ησλ αζηαζψλ πηλάθσλ. 

 

Θεώρημα 1.6.2 

Αο είλαη A έλαο κηγαδηθφο επζηαζήο πίλαθαο ηφηε 
1

1( ) ( )A sI A





  . 

 

Τπνινγηζκόο ηεο Η∞ λόξκαο ελόο δηαθξηηνύ επζηαζνύο πίλαθα ζπλάξηεζεο 

κεηαθνξάο  

Αο είλαη 
1( ) ( )M z C zI A B  ν πίλαθαο ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο ηνπ αζπκπησηηθά 

επζηαζνχο δηαθξηηνχ ρξφλνπ ζπζηήκαηνο : 

1k k k

k k k

x Ax Bu

y Cx Du

  

  
 

 

Σφηε  

 

Οξηζκόο 1.6.3 

 

Ζ Η∞ λόξκα ηνπ ( )M z νξίδεηαη σο εμήο : 

   max
1

( ) sup ( ( ))
z

M z M z




 max
1

( ) sup ( ( ))
z

M z M z




  

Σν επφκελν είλαη έλα δηαθξηηφ αλάινγν ηνπ ζεσξήκαηνο 1.6.1. Ζ απφδεημε, ε νπνία 

παξαιείπεηαη, έρεη δνζεί απφ ηνλ Zhou ( 1996 ). 

 

Θεώρημα 1.6.3 

 

Αο είλαη  
1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

T T T T T

T T T

A BB A C C BB A
S

A C C A

 

 

  
     

 

 

ν ζπκπιεθηηθφο πίλαθαο πνπ είλαη ζπλδεδεκέλνο κε ην παξαπάλσ επζηαζέο δηαθξηηνχ 

ρξφλνπ ζχζηεκα. Τπνζέηνπκε φηη ν A είλαη κε ηδηάδσλ ( νκαιφο ) θαη φηη ην ζχζηεκα δελ 

έρεη θαζφινπ κε ειέγμηκεο θαη κε παξαηεξήζηκεο ηαιαληψζεηο ζην κνλαδηαίν θχθιν. 

Σφηε ( ) 1M z

  αλ θαη κφλν αλ ην S δελ έρεη ηδηνηηκέο ζην κνλαδηαίν θχθιν θαη 

1

2
( ) 1C I A B  . 

 

Τπνινγηζκόο ηεο Η∞ λόξκαο ελόο δηαθξηηνύ επζηαζνύο ζπζηήκαηνο 

 

Σν παξαπάλσ ζεψξεκα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί σο βάζε γηα λα αλαπηχμνπκε 

έλαλ αιγφξηζκν δηρνηφκεζεο, αλάινγν ηνπ Αιγνξίζκνπ 1.6.1 γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ 

Ζ∞ λφξκα ελφο δηαθξηηνχ επζηαζνχο ζπζηήκαηνο. 
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1.6.2 Σν Πξόβιεκα Διέγρνπ Η∞ : Μηα ππόζεζε αλάδξαζεο θαηάζηαζεο 
 

Θεσξνχκε ην γξακκηθφ ζχζηεκα ειέγρνπ : 

 

  
( ) ( ) ( ) ( ) , (0) 0

( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t Ed t x

z t Cx t Du t

     

 
                                   ( 1.6.5 ) 

 

Δδψ ηα ( ) , ( ) , ( )x t u t z t    παξηζηάλνπλ ηελ θαηάζηαζε, ηελ είζνδν ειέγρνπ θαη ηα 

ειεγρφκελα δηαλχζκαηα εμφδνπ αληίζηνηρα. Σν δηάλπζκα ( )d t είλαη ην δηάλπζκα 

δηαηαξαρήο, Οη πίλαθεο , , , ,A B C D E  έρνπλ θαηάιιειεο δηαζηάζεηο. Αο ππνζέζνπκε φηη 

κηαο θαηάζηαζεο αλαηξνθνδφηεζεο λφκνο ειέγρνπ 

 

   ( ) ( )u t Kx t  

 

εθαξκφδεηαη ζην ζχζηεκα. Σφηε ην ζχζηεκα θιεηζηνχ βξφγρνπ γίλεηαη : 

 

   
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t A BK x t Ed t

z t C DK x t

  

 
                 ( 1.6.6 ) 

 

Ζ ζπλάξηεζε κεηαθνξάο απφ ην d ζην z είλαη : 

 

   1( ) ( )( )zdT s C DK sI A BK E                      ( 1.6.7 ) 

 

Αο ππνζέζνπκε φηη ε επίδξαζε ηνπ δηαλχζκαηνο δηαηαξαρήο ( )d t ζηελ έμνδν ( )z t

κεηξάηαη απφ ηελ Ζ∞ λφξκα ηνπ ( )zdT s . Ο ζηφρνο ηνπ πξνβιήκαηνο ειέγρνπ ηεο 

θαηάζηαζεο αλαηξνθνδφηεζεο Ζ∞  είλαη λα βξεζεί έλαο ζπλερνχο αλαηξνθνδφηεζεο 

πίλαθαο K  έηζη ψζηε ην ζχζηεκα θιεηζηνχ βξφρνπ λα είλαη επζηαζέο θαη ε Ζ∞ λφξκα ηνπ 

πίλαθα κεηαθνξάο ( )zdT s λα είλαη κηθξφηεξε απφ κηα πξνθαζνξηζκέλε αλνρή. 

 πγθεθξηκέλα, ην πξφβιεκα αλάδξαζεο θαηάζηαζεο αλαθέξεη ηα εμήο : 

Γνζέληνο ελόο ζεηηθνύ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ   , λα βξεζεί πίλαθαο K  δηάζηαζεο mxn

ηέηνηνο ώζηε ην ζύζηεκα θιεηζηνύ βξόγρνπ λα είλαη επζηαζέο θαη ( )zdT s 

 . 

Έηζη, επηιχνληαο ην παξαπάλσ πξφβιεκα, ζα ζηαζεξνπνηεζνχλ νη δηαηαξαγκέλεο 

εθδνρέο ηνπ αξρηθνχ ζπζηήκαηνο, φζν ην κέγεζνο ησλ δηαηαξαρψλ δελ ππεξβαίλεη έλα 

ζπγθεθξηκέλν φξην αλνρήο. 

 Σν επφκελν ζεψξεκα πνπ δηαηχπσζε ν Doyle ( 1989 ) δειψλεη κηα ιχζε ηνπ 

παξαπάλσ πξνβιήκαηνο απφ ηελ άπνςε ηεο ιχζεο κηαο ARE. 

Θεώρημα 1.6.4  Έλα πξόβιεκα θαηάζηαζεο αλάδξαζεο Η∞  

 

Αο είλαη ην ( A,C ) παξαηεξήζηκν θαη ηα δεχγε ( A,B ) θαη ( A,E) επζηαζή. 

Τπνζέηνπκε φηη DTD I θαη DTC . Σφηε ην Ζ∞ πξφβιεκα πνπ παξνπζηάζακε 

πξνεγνπκέλσο, έρεη ιχζε αλ θαη κφλν αλ ππάξρεη κηα ζεηηθά εκηνξηζκέλε ιχζε X ηεο 

ARE : 
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2

1
( ) 0T T T TA X XA X BB EE X C C


                     ( 1.6.8 ) 

ηέηνηα ψζηε ην 

   
2

1
( )T TA EE BB X


  

λα είλαη επζηαζέο. ε απηή ηελ πεξίπησζε ν πίλαθαο θαηάζηαζεο αλάδξαζεο K

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

   TK B X                    ( 1.6.9 ) 

Απόδεημε  

 

Ζ απφδεημε κπνξεί λα γίλεη ζεκεηψλνληαο ηε ζρέζε κεηαμχ ηεο ARE 1.6.8 θαη ηνπ 

ζπλδεδεκέλνπ Υακηιηνληαλνχ πίλαθα : 

   
2

1 T T

T T

A EE BB
H

C C A




 
   


 
   

                ( 1.6.10 ) 

φπσο αλαθέξζεθε ζην ζεψξεκα 1.5.2 θαη κεηά εθαξκφδνληαο ην ζεψξεκα 1.6.1 

ζηνλ πίλαθα ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο ( )zdT s . 

 

Παξαηεξήζεηο : 

1. Γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο 1.6.1 ζηνλ πίλαθα ζπλάξηεζεο 

κεηαθνξάο ( )zdT s απαηηείηαη ε αληηθαηάζηαζε ησλ , , ,A B C R     ηνπ ζεσξήκαηνο 1.6.1 σο 

εμήο : 

2 2( 1)

T

T

A A BK A BB X

C C DK C DB X

B E

R I I I 

   

   



   

 

 θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ππνζέζεηο DTD I θαη DTC . 

2. Ζ ARE 1.6.8 δελ είλαη ε ζπλεζηζκέλε LQR εμίζσζε, ε γλσζηή καο CARE 

1.5.2  γηαηί ν φξνο 
2

1T TBB EE


 κπνξεί λα είλαη αφξηζηνο γηα ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ηνπ 

. Χζηφζν φηαλ ην   ε ARE 1.6.8 κεηαηξέπεηαη ζηελ CARE κε R I : 

0XA ATX XBBTX CTC     
 

3. Όηαλ ην H  έρεη θαληαζηηθέο ηδηνηηκέο, ηφηε ην Η∞ πξφβιεκα φπσο έρεη 

νξηζηεί παξαπάλσ δελ έρεη ιχζε. 

ε κηα πην ξεαιηζηηθή θαηάζηαζε, φηαλ ρξεζηκνπνηείηαη κηα πην δπλακηθήο 

κέηξεζεο αλάδξαζε ζε ζρέζε κε απηή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη εδψ, ε ιχζε ηνπ αληίζηνηρνπ 

Η∞ πξνβιήκαηνο ειέγρνπ δίλεηαη απφ έλα δεπγάξη εμηζψζεσλ ARE. Λεπηνκέξεηεο 

κπνξνχκε λα βξνχκε ζηνπο Doyle ( 1989 ) , Kimura ( 1996 ) Green θαη Limebeer ( 1995 ) 

Zhou ( 1996 ). Θα παξνπζηάζνπκε ηα απνηειέζκαηα ηνπ Doyle ( 1989 ) 
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1.6.3 Σν Πξόβιεκα Διέγρνπ Η∞ : Μηα ππόζεζε  αλάδξαζεο εμόδνπ 
  

Αο ζεσξήζνπκε ην ζχζηεκα πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηηο εμηζψζεηο ηνπ ρψξνπ 

θαηαζηάζεσο  

   

1 2

1 12

2 21

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t Ax t B t B u t

z t C x t D u t

y t C x t D t





  

 

 

           ( 1.6.11 ) 

 

Όπνπ ( )x t ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο, ( )t  ην ζήκα δηαηαξαρήο, ( )u t  ε είζνδνο 

ειέγρνπ, ( )z t ε ειεγρφκελε έμνδνο θαη ( )y t ε κεηξήζηκε έμνδνο. 

 Ζ ζπλάξηεζε κεηαθνξάο απφ ηελ είζνδν 
u

 
 
 

ζηελ έμνδν 
z

y

 
 
 

δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε : 

 
12 1 11 121

1 2

21 2 21 22

0
( ) ( ) ( , )

0

D C G G
G s sI A B B

D C G G


       

        
      

. 

Οξίδνπκε έλαλ ειεγθηή αλάδξαζεο ( )K s απφ ηε ζρέζε ( )u K s y .   

 Σφηε ν θιεηζηνχ βξφγρνπ ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο πίλαθαο ( )zT s απφ ην ζφξπβν 

  ζηελ έμνδν z  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

   1

11 12 22 21( ) ( )zT s G G K I G K G
    

Σφηε, ν ζηφρνο ηνπ H πξνβιήκαηνο ειέγρνπ ζ‟ απηή ηελ ππφζεζε είλαη λα βξνχκε 

έλαλ ειεγθηή ( )K s ηέηνην ψζηε ( )zT s 

  γηα δνζέληα ζεηηθφ αξηζκφ  . ηελ 

Δηθφλα 10 ην P είλαη ην γξακκηθφ ζχζηεκα πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζρέζε 1.6.11. 

 
Δηθφλα 10 

Μηα ιχζε γηα ην παξαπάλσ Ζ∞ πξφβιεκα ειέγρνπ δίλεηαη ζην ζεψξεκα πνπ 

αθνινπζεί. Έρνπκε ηηο αθφινπζεο ππνζέζεηο : 

i. Σν 1( , )A B  είλαη επζηαζέο θαη ην 1( , )A C  είλαη αληρλεχζηκν.           ( 1.6.12 ) 

ii. Σν 2( , )A B  είλαη επζηαζέο θαη ην 2( , )A C  είλαη αληρλεχζηκν.           ( 1.6.13 ) 

iii. 
12 1 12( , ) ( 0, )TD C D I                      ( 1.6.14 ) 
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iv. 1

21

21

0
T

B
D

D I

   
   
  

                 ( 1.6.15 ) 

Δδψ ην I παξηζηάλεη έλα κνλαδηαίν πίλαθα θαηαιιήισλ δηαζηάζεσλ. 

   

Θεώρημα 1.6.5  Τν ζεώξεκα εμόδνπ αλάδξαζεο Η∞  

  

Κάησ απφ ηηο ππνζέζεηο 1.6.12 , 1.613 , 1.6.14 , 1.6.15 ην εμφδνπ αλάδξαζεο H  

πξφβιεκα ειέγρνπ φπσο δειψζεθε παξαπάλσ έρεη κηα ιχζε αλ θαη κφλν αλ ππάξρνπλ 

κνλαδηθέο ζπκκεηξηθέο ζεηηθά εκηνξηζκέλεο επζηαζείο ιχζεηο X θαη Y αληίζηνηρα γηα ην 

δεχγνο ησλ ARE      

   2 2 1 1 1 12

1
( ) 0T T T TXA A X X B B B B X C C


                       ( 1.6.16 )

    2 2 1 1 1 12

1
( ) 0T T T TAY YA Y C C C C Y B B


                ( 1.6.17 ) 

θαη 
2( )XY  , φπνπ ( )XY είλαη ε θαζκαηηθή αθηίλα ηνπ πίλαθα XY .  

 Δπηπιένλ, ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε, έλαο ηέηνηνο ειεγθηήο δίλεηαη απφ ηε 

ζπλάξηεζε κεηαθνξάο  

            

   1ˆ( ) ( )K s F sI A ZL                            ( 1.6.18 ) 

  

φπνπ            

   
1 1 2 22

1ˆ TA A B B X B F ZLC


                             ( 1.6.19 ) 

θαη            

   

1

2 2 2

1
,T TF B X L YC I YX





 
         

 
               ( 1.6.20 ) 

Γηα ηελ απφδεημε κπνξνχκε λα αλαηξέμνπκε ζηνλ Doyle ( 1989 ) 

εκεηψζεηο : 

1. Ζ δεχηεξε εμίζσζε Ricatti είλαη δεπηεξεχνπζα ζε ζρέζε κε ηελ πξψηε θαη 

είλαη ηνπ ηχπνπ πνπ αλαθχπηνπλ απφ ην θίιηξν ηνπ Kalman. 

2. Μηα γεληθή ιχζε ρσξίο ηηο ππνζέζεηο 1.6.14 θαη 1.6.15 δφζεθε απφ ηνπο 

Glover θαη Doyle ( 1988 ). 

 

Παξάδεηγκα 1.6.3  Zhou ( 1996 ) 

 

Αο είλαη  

1 2 2

1 12

2 2 21

(1,0 ) , ,

1 0
, ,

0 1

( 0,1)

A a B b

C D

C c D

        

   
        
   

    
     

ηφηε  
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12 1 12

1 0
( , ) ( 0,1) ( 0,1)

0 1

TD C D
 

         
   

θαη            

   

1

21

21

1 0 0 0

0 1 1 1

T
B

D
D

      
       

       
Έηζη νη ππνζέζεηο 1.6.14 θαη 1.6.15 ηθαλνπνηνχληαη. 

Αο είλαη 2 21 ,a b c      θαη έζησ 2  .                 

   

1.7321 1 0.7321

1 0 0

0.7321 0

zT 

   
 

    
     

 

θαη   0.7321 2zT  

    . 

 

Βέιηηζηνο Η∞ Έιεγρνο 

 

 Σν πξφβιεκα εμφδνπ Ζ∞ ειέγρνπ ζε απηφ ην ηκήκα είλαη γλσζηφ σο ην 

Ζκηβέιηηζην Πξφβιεκα Διέγρνπ Ζ∞. Ηδαληθά ζα πξέπεη λα έρνπκε ππφςε ην H  

Πξφβιεκα Βέιηηζηνπ Διέγρνπ ζχκθσλα κε ην νπνίν : Να βξεζνύλ όινη νη απνδεθηνί 

ειεγθηέο ( )K s έηζη ώζηε λα ειαρηζηνπνηείηαη ην 
zT  

. 

Ζ εχξεζε ελφο βέιηηζηνπ H ειεγθηή είλαη απαηηεηηθή ηφζν ζεσξεηηθά, φζν θαη 

ππνινγηζηηθά, γη απηφ ζηελ πξάμε πνιχ ζπρλά ρξεζηκνπνηνχληαη εκηβέιηηζηνη ειεγθηέο 

θαζψο είλαη ζρεηηθά θνληά ζηνπο βέιηηζηνπο. 

 

1.7 Η κηγαδηθή αθηίλα ζηαζεξόηεηαο θαη νη εμηζώζεηο Ricatti 
 

Τπνζέηνπκε φηη νη πίλαθεο A,B,C είλαη κηγαδηθνί πίλαθεο. Σν ζχζηεκα   

    ( )x A B C x                                          ( 1.7.1 )   

κπνξεί λα εξκελεπζεί σο έλα ζχζηεκα θιεηζηνχ βξφρνπ κε ηελ εθαξκνγή ηεο αλάδξαζεο 

έμφδνπ ( κε άγλσζην πίλαθα αλαηξνθνδφηεζεο   ) ζην ζχζηεκα 1.7.3 πνπ δίλεηαη 

παξαθάησ. Έηζη, ε αθηίλα ζηαζεξφηεηαο ζπλδέεηαη κε ηε ζηαζεξνπνίεζε ηεο αλάδξαζεο 

εμφδνπ. Θα ζπδεηήζνπκε ην ξφιν ηεο κηγαδηθήο αθηίλαο ζηαζεξόηεηαο ( , , )r A B C ζε 

ζπγθεθξηκέλα παξακεηξηθά πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο. Αο ππνζέζνπκε ην αθφινπζν 

παξακεηξηθφ πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο :      

 

  Να ειαρηζηνπνηεζεί ην        

    
2 2

0

( ) ( ) ( )J x u t y t dt 


   
                       ( 1.7.2 )                                

πνπ ππφθεηηαη ζην          

   ,x Ax Bu y Cx                     ( 1.7.3 )                                

Αλ ην 0  , ηφηε έρνπκε έλα ζπλεζηζκέλν LQR πξφβιεκα , πνπ κπνξεί λα ιπζεί κε ηελ 

επίιπζε ηεο ζπλαθνχο εμίζσζεο Ricatti. Θα δείμνπκε ηψξα φηη γηα ζπγθεθξηκέλεο άιιεο 
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ηηκέο 0  ην παξαπάλσ πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο είλαη αθφκα επηιχζηκν, ζπλδένληαο 

ην   κε ηελ αθηίλα ζηαζεξφηεηαο. Σν θιεηδί γη απηφ είλαη λα δείμνπκε ηελ χπαξμε κηαο 

ζηαζεξνπνηήζηκεο ιχζεο ηεο ζπλδεδεκέλεο εμίζσζεο Ricatti γηα κηα δνζείζα ηηκή ηνπ  .

 Πξηλ λα αλαθέξνπκε ην θχξην απνηέιεζκα, ζεκεηψλνπκε ην εμήο, ην νπνίν δείρλεη 

φηη γηα ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ηνπ , ην θφζηνο ειαρηζηνπνίεζεο είλαη πεπεξαζκέλν. Γηα 

ιφγνπο ζπληνκίαο ζα γξάθνπκε r  ηε κηγαδηθή αθηίλα ζηαζεξφηεηαο ( , , )r A B C . 

                                                     

Θεώξεκα 1.7.1 

Αο είλαη 
2 2

0

( ) ( ) ( )J x u t y t dt 


   
  .  

Σφηε : 

(i) (0) 0,inf J   αλ θαη κφλν αλ
2r  , αλ θαη κφλν αλ         

*( ) ( ) 0I G i G i    γηα φια ηα  . 

(ii) Τπνζέηνπκε φηη ν A  είλαη επζηαζήο θαη r  . Σφηε γηα φια ηα 
2( , )r  έρνπκε 

0inf ( )J x    

 

Απόδεημε 

 

Βιέπε Hinrichsen θαη Pritchard ( 1986 ). 

 

Ζ ARE πνπ ζπλδέεηαη κε ην παξαπάλσ πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο είλαη ε  

    * * * 0XA A X C C XBB X                       ( 1.7.4 ) 

Καζψο ε εμίζσζε εμαξηάηαη απφ ην  , ζπκβνιίδνπκε απηή ηελ εμίζσζε Ricatti σο

ARE
.Ο παξακεηξνπνηεκέλνο Υακηιηνληαλφο πίλαθαο πνπ ζπλδέεηαη κε ηελ ARE

είλαη 

ν            

 
*

* *

A BB
H

C C A




  
  

 
    ( 1.7.5 )                                     

 

Σα επφκελα ζεσξήκαηα ραξαθηεξίδνπλ ηε κηγαδηθή αθηίλα r  ζε φηη αθνξά ηνλ H
. 

 

 

Θεώρημα 1.7.2  Φαξαθηεξηζκόο ηεο κηγαδηθήο αθηίλαο ζηαζεξόηεηαο.   

 

Αο είλαη 
*

* *

A BB
H

C C A




  
  

 
. Σφηε r  αλ θαη κφλν αλ ν 2H


δελ έρεη ηδηνηηκή ζην 

κηγαδηθφ άμνλα. 

 

Απόδεημε 

 

Βιέπε Hinrichsen θαη Pritchard ( 1986 ). 
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Παξάδεηγκα 1.7.1 

 

0 1 0
, , ( 1,0 )

1 1 1
A B C

     
           

       

Έρεη ππνινγηζηεί φηη 2 3

4
r   

 

 

Πεξίπησζε 1 : 

Αο είλαη 0.5 0.8660r    . Σφηε, 

   

2

0 1 0 0

1 1
H



    
 
   
 
 
   

Οη ηδηνηηκέο ηνπ 
2H


είλαη 0.4278 0.8264 j  θαη 0.4278 0.8264 j . Έηζη ν 

2H


δελ 

έρεη κηα ακηγψο θαληαζηηθή ηδηνηηκή. 

 

Πεξίπησζε 2 : 

Αο είλαη 1 0.8660r    . Σφηε,       

   2

0 1 0 0

1 1
H



    
 
   
 
 
 

 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ 
2H


είλαη 0.0000 1.0000 , 0 , 0j      , νη νπνίεο είλαη ακηγψο 

θαληαζηηθέο. πλεπψο έρνπκε επηηχρεη έλα θαηψηεξν θαη έλα αλψηεξν θξάγκα γηα 

0.5 1r  . 

Έρνπκε ήδε αλαθέξεη ηε ζρέζε αλάκεζα ζε έλα Υακηιηνληαλφ πίλαθα θαη ηελ 

ζπλδεδεκέλε ARE. ηε ζέαζε ηνπ ζεσξήκαηνο 1.7.2 , ζπλεπψο , ην αθφινπζν 

απνηέιεζκα δελ πξνθαιέη έθπιεμε. 

 

 

Θεώρημα 1.7.3  Αθηίλα ζηαζεξόηεηαο θαη ARE 

 

Αο είλαη A έλαο επζηαζήο κηγαδηθφο πίλαθαο θαη r  . Αο είλαη επίζεο 
2( , )r  . Σφηε ππάξρεη κηα κνλαδηθή Δξκηηηαλή επζηαζήο ιχζε X ηεο εμίζσζεο 

Ricatti             

   * * * 0XA A X C C XBB X     

Δμάιινπ φηαλ 
2r  ππάξρεη κηα κνλαδηθή ιχζε X πνπ έρεη ηελ ηδηφηεηα ν πίλαθαο 

*A BB X λα είλαη αζηαζήο. Αληίζηξνθα αλ ν πίλαθαο A είλαη επζηαζήο θαη αλ ππάξρεη 

κηα Δξκηηηαλή επζηαζήο ιχζε X ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο Ricatti, ηφηε ππνρξεσηηθά 
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2r  . 

 

Τπελζχκηζε : 

εκεηψλνπκε φηη αλ ε εμίζσζε Ricatti 1.7.4 έρεη κηα επζηαζή ιχζε X ηφηε ν  

έιεγρνο            

   ( ) * ( )u t B Xx t        

ειαρηζηνπνηεί ηνλ δείθηε απφδνζεο 1.7.2 θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ δείθηε απφδνζεο 

είλαη 
0 0

Tx Xx . 

εκείσζε :  Γελ ππάξρεη εδψ παξαδνρή ειεγμηκφηεηαο γηα ην δεχγνο ( A, B ). 

 

 

 

Παξάδεηγκα 1.7.2 

 

0 1
, , (1,0 )

1 1

TA C
  

          
    

Έρεη ππνινγηζηεί φηη 2 3

4
r   

Δπηιέγνπκε 
1

2
  . Σφηε ε κνλαδηθή ιχζε X 

ηεο εμίζσζεο Ricatti :   

     

Δίλαη ε  

0.5449 0.2929

0.2929 0.3564
X 

  
  

   , 

ε νπνία είλαη ζπκκεηξηθή.                                             

 Οη ηδηνηηκέο ηνπ TA BB X  είλαη 0.3218 0.7769 j  . Δπνκέλσο ν πίλαθαο 

TA BB X  είλαη επζηαζήο. Έηζη ν X 
έρεη κηα επζηαζή ιχζε. Αλ ην 

3

4
  ηφηε ε ιχζε  

         

 
1 0.5

0.5 1
X

  
  

  
 

είλαη ζπκκεηξηθή αιιά φρη επζηαζήο. Οη ηδηνηηκέο ηνπ TA BB X  είλαη 0 0.7071 j . 

 

 

Μηα Μέζνδνο Γηρνηόκεζεο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο Μηγαδηθήο Αθηίλαο 

ηαζεξόηεηαο 

 

Σν ζεψξεκα 1.7.2 πξνηείλεη έλα αιγφξηζκν δηρνηφκεζεο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 

κηγαδηθήο αθηίλαο ζηαζεξφηεηαο r . 

 Ζ ηδέα είλαη λα θαζνξίζνπκε ηελ r σο ε ηηκή ηνπ  γηα ηελ νπνία ν 

Υακηιηνληαλφο πίλαθαο H
πνπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 1.7.5 θαη είλαη ζπλδεδεκέλνο κε ηελ 
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εμίζσζε Ricatti 1.7.4 , έρεη κηα ηδηνηηκή ζην θαληαζηηθφ άμνλα γηα πξψηε θνξά. Αλ
0


θαη 
0
 είλαη θάπνηεο θαηψηεξεο θαη αλψηεξεο εθηηκήζεηο γηα ηελ αθηίλα ζηαζεξφηεηαο r , 

ηφηε νη δηαδνρηθέο θαιχηεξεο εθηηκήζεηο κπνξνχλ λα επηηεπρζνχλ απφ ηνλ αθφινπζν 

αιγφξηζκν. 

 

Αλγόριθμος 1.7.1  Μηα Μέζνδνο Γηρνηόκεζεο γηα ηε Μηγαδηθή Αθηίλα Σηαζεξόηεηαο  

 

Δίζνδνη :  

1. Οη πίλαθεο , ,A B C      

2. Κάπνηεο θαηψηεξεο θαη αλψηεξεο εθηηκήζεηο 0

θαη 0


γηα ηελ αθηίλα 

ζηαζεξφηεηαο  . 

 

Έμνδνη : 

Μηα θαηά πξνζέγγηζε ηηκή ηεο κηγαδηθήο αθηίλαο ζηαζεξφηεηαο  . 

 

 Γηα k = 0,1,2,… θάλε κέρξη λα ζπγθιίλεη 

 

Βήκα 1 : 

Πάξε 
2

k k
k

 


 
  θαη  ππνιφγηζε ην 

2
k

H


. 

 

Βήκα 2 : 

Αλ ην 
2
k

H


έρεη ηδηνηηκέο ζην θαληαζηηθφ άμνλα ζέζε 
1k k  

  θαη 
1k k 

   

Αιιηψο ζέζε 
1k k 

  θαη 
1k k  

  . 

 

Παξάδεηγκα 1.7.3 

 

Θεσξνχκε ην παξάδεηγκα 1.7.1 

Παίξλνπκε 
0 00 , 1       

 k = 0 

 

Βήκα 1:  

0

1

2
  . 

Σν 
2
0

H


δελ έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή. 

 

Βήκα 2:  

1 1

1
, 1

2
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 k = 1 

 

Βήκα 1:  

1

3

4
   

Σν 
2
1

H


δελ έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή. 

 

Βήκα 2:  

2 2

3
, 1

4
       

 k = 2 

 

Βήκα 1:  

2

7

8
   

Σν 
2H


δελ έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή. 

 

Βήκα 2:  

3 3

3 7
,

4 8
       

 k = 3 

 

Βήκα 1:  

3

13

16
   

Σν 
2H


δελ έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή. 

 

Βήκα 2:  

4 4

13 7
,

16 8
       

 k = 4 

4

27

32
   

 

Ζ επαλάιεςε ζπγθιίλεη πξνο ηελ θαηεχζπλζε r = 0.8660. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 
 

 

2.1  Mέζνδνο εύξεζεο ελόο ζηαζεξνπνηήζηκνπ πίλαθα αλαηξνθνδόηεζεο 

 ( Armstrong 1975 ) 
 

 

Μηα κέζνδνο κε εμίζωζε ηνπ Lyapunov γηα ζηαζεξνπνίεζε 

 

Έζησ ( A,B ) έλα ειέγμηκν δεπγάξη. Ζ παξαθάησ κέζνδνο ππνινγίδεη 

ζηαζεξνπνηήζηκν πίλαθα κεηάβαζεο K. 

 

Βήκα 1 :  

Έζησ αξηζκφο max( )A  , κε ιmax(A) λα δειψλεη ηε ραξαθηεξηζηηθή ξίδα 

ηνπ A κε
 ην κεγαιχηεξν πξαγκαηηθφ κέξνο. 

Βήκα 2 : 

Λχλνπκε ηελ εμίζσζε Lyapunov σο πξνο  Z : 

( ) [ ( )] 2T TA bI Z Z A bI BB      
 Βήκα 3 : 

Παίξλνπκε ηνλ ζηαζεξνπνηήζηκν πίλαθα αλάδξαζεο K 

K=B
T
Z

-1  

 

εκείσζε ζηελ αξηζκεηηθή απνηειεζκαηηθφηεηα 

Ζ εμίζσζε Lyapunov ζην βήκα 2 κπνξεί λα κελ είλαη θαιψο πξνεηνηκαζκέλε 

αθφκα θαη αλ ην δεπγάξη ( A,B ) είλαη εχξσζηα ειέγμηκν. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε 

είζνδνη ηνπ ζηαζεξνπνηήζηκνπ πίλαθα αλάδξαζεο K αλακέλνληαη λα είλαη πνιχ 

πςεινί, πξάγκα πνπ πξνθαιεί πξαθηηθέο δπζθνιίεο ζηελ πινπνίεζή ηεο. 

 

function K=MestLyap(A,B,beta) 

%  

% function K=MestLyap(A,B,beta) 

% MestLyap: trofodotisi eustatheias enos sinexous xronou sistimatos me   

% xrisi eksisosis Lyapunov 

%  K=MestLyap(A,B,beta) ipologizei enan pinaka K tetoio oste to A-BK  

% na einai eustathes me xrisi tis eksisosis Lyapunov 

% I methodos dothike apo ton Armstrong (1975). 

% 

% INPUT : A    - nxn pinakas 

%         B    - nxm pinakas 

%         beta - ena thetiko klimakoto megethos tetoio oste  

%                beta > | lambda_max(A) | ,  

%            opou lambda_max(A) deixnei tin idiotimi tou A me to  

%            megalitero pragmatiko meros 

%                 
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% OUTPUT : K – pinakas anadrasis tetoios oste to A-BK na einai 

%              eustathes. 

% 

if (nargin < 3)  

    error('Three arguments are expected.'); 

end 

if (size(A,1)~=size(A,2)) 

    error('Matrix A must be square.'); 

end 

[n,m]=size(B); 

if (size(A,1)~=n)  

    error('Matrix B has wrong dimensions.'); 

end 

  

S=A + beta*eye(n); 

eigval=eig(S);  

min_real= min( real(eigval) ); 

if (min_real < 1E-12) 

    error(' A + beta*I is not  stable'); 

end 

  

Z=lyap(S,-2*B*B');    

K=B'*inv(Z);             % Step 3 

 

 

Παξάδεηγκα 1.2.1. 

 

m = 1kg  

M=2kg 

l = 0.5 m 

g = 9.18 m/s
2
  

ηφηε        

0 1 0 0

0 0 3.6720 0

0 0 0 1

0 0 22.0320

A

   
 
   

   
 
   

 Οη ηδηνηηκέο ηνπ A είλαη 0 , 0 , ±4.6938.Υσξίο έιεγρν εηζφδνπ έρνπκε αζηάζεηα 

ζηελ θίλεζε θαη ην εθθξεκέο ζα πέζεη. Θα ζηαζεξνπνηήζνπκε ηελ θίλεζε 

ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν κε ηε ρξήζε εμίζσζεο Lyapunov κε ηνλ πίλαθα A πνπ 

έρνπκε θαη ηνλ πίλαθα  

0

0.4

0

0.4

B
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Βήκα 1 : 

Έζησ β = 5. Απηφ ζα θάλεη ηνλ πίλαθα  A I  επζηαζή.
 

 

Βήκα 2 : 

Έζησ 

0.0009 0.0044 0.0018 0.0098

0.0044 0.0378 0.0079 0.0593

0.0018 0.0079 0.0054 0.0270

0.0098

Z

    
 
    
    
 
    

 

Ο πίλαθαο Z πνπ ππνινγίζακε είλαη ζπκκεηξηθφο ζεηηθά νξηζκέλνο αιιά πςειά 

αξξσζηεκέλεο θαηάζηαζεο. 

 

Βήκα 3 : 

 

K = B
T
Z

- 1
= 10

3
(-0.5308 , -0.2403 , -.12808 , -0.2903 ). 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ A-BK είλαη (-5 ± 11.2865j , -5 ± 0.7632j ) 

Παξφιν πνπ νη είζνδνη ηνπ πίλαθα K έρνπλ κεγάιν κήθνο ην δεχγνο ( A,B ) είλαη 

αλζεθηηθά ειέγμηκν θαη απηφ δηαπηζηψλεηαη απφ ην γεγνλφο φηη νη ηδηάδνπζεο ηηκέο ηνπ 

πίλαθα ειεγμηκφηεηαο είλαη 8.9462 , 8.9462 , 0.3284 , 0.3284. 

 

Δθαξκνγή ζην MATLAB 

 

%% example 1.2.1 

clear 

A=[0,1,0,0;0,0,-3.6720,0;0,0,0,1;0,0,22.0320,0]; 

B=[0;0.4;0;-0.4]; 

beta=5; 

K=MestLyap(A,B,beta) 

% epibebaiwsi 

E=eig(A-B*K) 

 

 

K = 

  1.0e+003 *   -0.5308   -0.2423   -1.2808   -0.2923 

 

E = 

  -5.0000 +11.2865i 

  -5.0000 -11.2865i 

  -5.0000 + 0.7632i 

  -5.0000 - 0.7632i 
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2.2 Ο αιγόξηζκνο δηρνηόκεζεο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο Η∞ λόξκαο 
 

 

Αλγόριθμος 1.6.1 Ο αιγόξηζκνο δηρνηόκεζεο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο Η∞ λόξκαο 

 

Δίζνδνη :  

Οη πίλαθεο , ,nxn nxm rxn rxmA B C D      

lb    :   Σν θαηψηεξν θξάγκα γηα ηελ Ζ∞ λφξκα 

ub   :    Σν αλψηεξν θξάγκα γηα ηελ Ζ∞ λφξκα 

0  :  Ζ αλνρή ιάζνπο 

 

Έμνδνη : 

Μηα πξνζέγγηζε ηεο Ζ∞ λφξκαο κε κηα ζρεηηθή αθξίβεηα ηνπ  

 

Τπνζέζεηο : 

Ο A είλαη επζηαζήο. 

 

Βήκα 1 : 

Θέηνπκε L lb U ub       
 

 

Βήκα 2 : 

Δπαλαιακβάλνπκε κέρξη 2U L L     

Τπνινγίδνπκε 
2

L U 



  

Διέγρνπκε αλ ην M 
πνπ έρεη νξηζηεί απφ ηε ζρέζε 1.6.1 έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή 

Αλ φρη ζέηνπκε U   

Αιιηψο ζέηνπκε L  . 

 

εκείσζε : 

Έπεηηα απφ k επαλαιήςεηο έρνπκε φηη 2 ( )k

U L ub lb      . Έηζη, θαηά ηελ 

έμνδν, ν αιγφξηζκνο είλαη εγγπεκέλνο γηα λα δψζεη κηα πξνζέγγηζε ηεο Ζ∞ λφξκαο κε 

κηα ζρεηηθή αθξίβεηα ηνπ . 

 

χγθιηζε :  

Ζ ζχγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη γξακκηθή θαη είλαη αλεμάξηεηε απφ ηα ζηνηρεία 

ησλ πηλάθσλ , ,nxn nxm rxn rxmA B C D      

 

Παξαηήξεζε :  

Ζ θαηάζηαζε φηη ην M   δελ έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή (ζην βήκα 2) κπνξεί επίζεο 



 

 

 

 

 

64 

 

 

λα εθθξάζηεη ζε φξνπο απφ ηελ παξαθάησ εμίζσζε Ricatti : 
1 1 1 0T T TXA A X XBR B X C C        

( ππνζέηνληαο φηη D=0 ) 

Έζησ ην γξακκηθφ ζχζηεκα   

   
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 

                

            ( 1.2.1 ) 

 Οξίδνπκε ηνλ Υακηιηνληαλφ πίλαθα ησλ ζπληειεζηψλ ησλ πηλάθσλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο 1.2.1 

   

1 1

1 1( ) ( )

T T

T T T T

A BR D C BR B
M

C I DR D C A BR D C


 

 

   
       

                 ( 1.6.1 ) 

Όπνπ 
2 TR I D D  . 

 

Δθαξκνγή ζην MATLAB 

 

function [HINF g]=algorithm_1_6_1(A,B,C,D,epsi,tol) 

% algorithmos dixotomisis 1.6.1 

% 

% HINFNRM: H- ? norm xrisimopoiontas algorithm dixotomisis. 

% HINF = hinfnrm(A,B,C,D,epsi,tol) ipologizei tin H- ? norm me  

% xrisi tis methodou dixotomisis ton Boyd, Balakrishnan kai Kabamba  

% 

% INPUT  : A - nxn pinakas katastasis 

%          B - nxm pinakas elegxou 

%          C - rxn pinakas eksodou 

%          D - rxm pinakas 

%          epsi – thetiko sfalma anoxis ( apaiteitai ) 

%          tol  - megali monada gia enan amigos fantastiko arithmo an  

%                 paraleipeitai, tol = norm(A,'fro')*eps theoreitai. 

% OUTPUT : HINF – ena klimakoto megethos , i H- ? norm 

  

if (nargin < 5)  

    error('At least five arguments are expected.'); 

end 

if (nargin < 6) 

    tol=norm(A,'fro')*eps; 

end 

if (size(A,1)~=size(A,2)) 

    error('Matrix A must be square.'); 

end 

[n,m]=size(B); 

r=size(C,1); 

if (size(A,1)~=n || size(C,2)~=n || size(D,2)~=m || size(D,1) ~=r)  

   error('Dimensions of A, B, C and D are incompatible.'); 

end 
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 [cg]=lyap(A,B*B');  % solves the Lyapunov matrix equation  A*X + X*A' + 

B*B'=0 

 [og]=lyap(A',C'*C); % solves the Lyapunov matrix equation  A'*X + X*A + 

C'*C=0 

gLowerBound=sqrt(trace(cg*og)/n); 

gUpperBound=2*sqrt(n*trace(cg*og)); 

gLow=gLowerBound; 

gHigh=gUpperBound; 

k=0; 

g=gLow;          

while (gHigh-gLow > 2*epsi*gLow)     

    % Step 2, repeat until 

   k=k+1; 

   g(k)=(gLow+gHigh)/2;       

   R = g(k)*g(k)*eye(m) - D'*D; 

   IR=inv(R); 

   Mv=[A + B*IR*D'*C , B*IR*B'; -C'*(eye(m) + D*IR*D')*C, -(A 

+B*IR*D'*C)']; 

   EMv = eig(Mv); 

   remv= abs( real( EMv ) ); % absolute of real parts 

   iemv= abs( imag( EMv ) ); % absolute of imag parts 

   [memv,pos]=min(remv);      % find minimum and position 

   if (memv < tol && iemv(pos) > tol ) 

       % we have found zero real part with not zero imag part 

             gLow=g(k); 

   else 

       gHigh=g(k); 

   end 

end 

HINF=g(k);  % an approximation to H_{inf} norm 

 

Παξάδεηγκα 1.6.2 : 

max

max

( )
max { ( ),

( ) 2 ( )

G G
lb

ub G G

C O
D Trace

n

D nTrace C O

 

 

  

 

1 2 3 1

, 0 , (1,1,1) 0 , 0.0014

0

A B C D
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Βήκα 1 : 

0.2887

1.7321

L

U








 

 

Βήκα 2 : 

 Δπαλάιεςε 1 

1.0104   

Οη ηδηνηηκέο ηνπ M 
είλαη : 2 , 4 , -0.1429 , -2 , -4 . Καζψο ην M 

 δελ έρεη ακηγψο 

θαληαζηηθέο ηδηνηηκέο, ζπλερίδνπκε. 

 Δπαλάιεςε 2 

0.6495   

Οη ηδηνηηκέο ηνπ M 
είλαη : 2 , 4 , 0±1.1706j , -2 , -4 . Καζψο ην M 

 έρεη κηα ακηγψο 

θαληαζηηθή ηδηνηηκή, ζέηνπκε  

0.6495

1.0103

L

U








 

 Δπαλάιεςε 3 

0.8299   

Οη ηδηνηηκέο ηνπ M 
είλαη : 2 , 4 , 0±0.6722j , -2 , -4 . Καζψο ην M 

 έρεη κηα ακηγψο 

θαληαζηηθή ηδηνηηκή, ζέηνπκε  

0.8299

1.0103

L

U








 

Οη ηηκέο ηνπ   ζε δηαδνρηθέο επαλαιήςεηο δηαπηζηψζεθε φηη ήηαλ : 0.9202 , 0.9653 

, 0.9878 , 0.9991 , 0.9998 θαη 1 θαη νη επαλαιήςεηο ζηακαηνχλ ζην ζεκείν απηφ θαζψο 

ηθαλνπνηείηαη ην θξηηήξην δηαθνπήο. Έηζη παίξλνπκε φηη ε Ζ∞ λφξκα ηζνχηαη κε 1. 

 

Δθαξκνγή ζην MATLAB 

 

%% example 1.6.2 

clear 

A=[-1,2,3;0,-2,0;0,0,-4]; 

B=[1;0;0]; 

C=[1,1,1]; 

D=0; 

epsi=0.0014; 

  

[HINF g]=algorithm_1_6_1(A,B,C,D,epsi) 

 

HINF =    1.0005 

g =    1.0104    0.6495    0.8299    0.9202    0.9653    0.9878    0.9991    1.0047    

1.0019    1.0005 
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Παξαθάηω εκθαλίδνπκε ηηο εληνιέο ζην matlab γηα ηελ plot απεηθόληζε. 

 

hold on; 

plot(g); 

plot(g,'*r') 

grid; 

title('paradeigma 1.6.2'); 

xlabel('number of iterations'); 

ylabel('value of g'); 

axis([1,size(g,2),0,1.05]); 

set(gca, 'LooseInset', [0,0,0,0]); 

 

 

 

 

2.3  Μηα Μέζνδνο Γηρνηόκεζεο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο Μηγαδηθήο Αθηίλαο 

ηαζεξόηεηαο 
 

Σν ζεψξεκα 1.7.2 πξνηείλεη έλα αιγφξηζκν δηρνηφκεζεο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 

κηγαδηθήο αθηίλαο ζηαζεξφηεηαο r . 

 Θεώρημα 1.7.2  Φαξαθηεξηζκόο ηεο κηγαδηθήο αθηίλαο ζηαζεξόηεηαο.   

 

Αο είλαη 
*

* *

A BB
H

C C A




  
  

 
. Σφηε r   αλ θαη κφλν αλ ν 

2H


δελ έρεη 

ηδηνηηκή ζην κηγαδηθφ άμνλα. 
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 Ζ ηδέα είλαη λα θαζνξίζνπκε ηελ r σο ε ηηκή ηνπ  γηα ηελ νπνία ν 

Υακηιηνληαλφο πίλαθαο H
πνπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 1.7.5 θαη είλαη ζπλδεδεκέλνο κε 

ηελ εμίζσζε Ricatti 1.7.4 , έρεη κηα ηδηνηηκή ζην θαληαζηηθφ άμνλα γηα πξψηε θνξά.

 Αλ
0
 θαη 

0
 είλαη θάπνηεο θαηψηεξεο θαη αλψηεξεο εθηηκήζεηο γηα ηελ αθηίλα 

ζηαζεξφηεηαο r , ηφηε νη δηαδνρηθέο θαιχηεξεο εθηηκήζεηο κπνξνχλ λα επηηεπρζνχλ απφ 

ηνλ αθφινπζν αιγφξηζκν. 

 

Αλγόριθμος 1.7.1  Μηα Μέζνδνο Γηρνηόκεζεο γηα ηε Μηγαδηθή Αθηίλα 

Σηαζεξόηεηαο  

 

Δίζνδνη :  

1. Οη πίλαθεο , ,A B C      

2. Κάπνηεο θαηψηεξεο θαη αλψηεξεο εθηηκήζεηο 0

θαη 0


γηα ηελ αθηίλα 

ζηαζεξφηεηαο  . 

 

Έμνδνη : 

Μηα θαηά πξνζέγγηζε ηηκή ηεο κηγαδηθήο αθηίλαο ζηαζεξφηεηαο  . 

 

 Γηα k = 0,1,2,… θάλε κέρξη λα ζπγθιίλεη 

 

Βήκα 1 : 

Πάξε 
2

k k
k

 


 
  θαη  ππνιφγηζε ην 

2
k

H


. 

 

Βήκα 2 : 

Αλ ην 
2
k

H


έρεη ηδηνηηκέο ζην θαληαζηηθφ άμνλα ζέζε 
1k k  

  θαη 
1k k 

   

Αιιηψο ζέζε 
1k k 

  θαη 
1k k  

  . 

 

Δθαξκνγή ζην MATLAB 

 

function r=algorithm_1_7_1(A,B,C,epsi,r_est) 

% algorithm_1_7_1: migadiki aktina statherotititas me xrisi tis methodou  

%                  dixotomisis. 

%  r=algorithm_1_7_1(A,B,C,epsi,r_est): ipologizei ti migadiki aktina  

%  statherotitas tou montelou (A,B,C) me xrisi tis methodou 

%  dixotomisis 

% 

% INPUT : A    - nxn pinakas katastasis 

%         B    - nxm pinakas elegxou 

%         C    - rxn pinakas eksodou for the output r. 

%         r_est- dianysma [lb,ub] me anotera kai katotera fragmata 

%                gia to r , an paraleipetai stin eisodo 
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% 

%                r_est = [0 , 1] theoreitai 

% 

% OUTPUT : r – mia proseggisi sti migadiki aktina statherotitas. 

% 

% I methodos apo tous Hinrichsen and Pritchard( 1986b). 

  

if (nargin < 4) 

    error('At least 4 arguments are expected.'); 

end 

if (size(A,1)~=size(A,2)) 

    error('Matrix A must be square.'); 

end 

[n,m]=size(B); 

r = size(C,1); 

if (size(A,1)~=n ) 

    error('Matrix B has wrong dimensions.'); 

end 

if (size(C,2)~=n ) 

    error('Matrix C has wrong dimensions.'); 

end 

if (nargin < 5) 

    r_est = [.0 , 1.0]; 

end 

if (epsi < 0) 

    error('Parameter epsi is not valid.'); 

end 

lr = r_est(1); 

ur=r_est(2);  % lower and upper bounds for r 

dur = ur-lr; 

if (dur < 0) 

    error('Vector r_est is not valid.'); 

end 

t=1; 

r(t) = lr;     % for the case that the loop is not entered just. 

while (dur > epsi) 

    t=t+1; 

    r(t) = (lr + ur)/2; 

    H = [A , -B*B'; r(t)*r(t)*C'*C , -A']; % Step 1 

    mreig = min( abs( real(eig(H)) ) ); 

    if (mreig < 1E-12)  % a least one eigenvalue on the imaginary axis 

       ur = r(t);     % exact value is on the left of r 

    else 

       lr = r(t);     % exact value is on the right of r 

    end 

    dur = dur/2.0; % size of uncertainty interval 
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end 

return 

 

Παξάδεηγκα 1.7.1 

 

0 1 0
, , ( 1,0 )

1 1 1
A B C

     
           

       

Έρεη ππνινγηζηεί φηη 2 3

4
r   

 

Πεξίπησζε 1 : 

Αο είλαη 0.5 0.8660r    . Σφηε, 

    

2

0 1 0 0

1 1
H



    
 
   
 
 
   

Οη ηδηνηηκέο ηνπ 
2H


είλαη 0.4278 0.8264 j  θαη 0.4278 0.8264 j . Έηζη ν 

2H


δελ έρεη κηα ακηγψο θαληαζηηθή ηδηνηηκή. 

 

Πεξίπησζε 2 : 

Αο είλαη 1 0.8660r    . Σφηε,       

   2

0 1 0 0

1 1
H



    
 
   
 
 
 

 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ 
2H


είλαη 0.0000 1.0000 , 0 , 0j      , νη νπνίεο είλαη ακηγψο 

θαληαζηηθέο. πλεπψο έρνπκε επηηχρεη έλα θαηψηεξν θαη έλα αλψηεξν θξάγκα γηα 

0.5 1r  . 

 

Παξάδεηγκα 1.7.3 

 

Θεσξνχκε ην παξάδεηγκα 1.7.1 

Παίξλνπκε 
0 00 , 1       

 k = 0 

 

Βήκα 1:  

0

1

2
  . 

Σν 
2
0

H


δελ έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή. 
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Βήκα 2:  

1 1

1
, 1

2
     

 
 

 k = 1 

 

Βήκα 1:  

1

3

4
   

Σν 
2
1

H


δελ έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή. 

 

Βήκα 2:  

2 2

3
, 1

4
       

 k = 2 

 

Βήκα 1:  

2

7

8
   

Σν 
2H


δελ έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή. 

 

Βήκα 2:  

3 3

3 7
,

4 8
       

 k = 3 

 

Βήκα 1:  

3

13

16
   

Σν 
2H


δελ έρεη θαληαζηηθή ηδηνηηκή. 

 

Βήκα 2:  

4 4

13 7
,

16 8
       

 k = 4 

4

27

32
   

 

Ζ επαλάιεςε ζπγθιίλεη πξνο ηελ θαηεχζπλζε r = 0.8660. 
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Δθαξκνγή ζην MATLAB 

 

%% example 1.7.3 

clear 

A=[ 0,1;-1,-1]; 

B=[0;-1]; 

C= [ 1 ,0 ]; 

epsi=0.0014 ; 

r=algorithm_1_7_1(A,B,C,epsi) 

 

r =  0    0.5000    0.7500    0.8750    0.8125    0.8438    0.8594    0.8672    0.8633    

0.8652    0.8662 

 

Παξαθάηω εκθαλίδνπκε ηηο εληνιέο ζην matlab γηα ηελ plot απεηθόληζε. 

 

hold on; 

plot(r); 

plot(r,'*r') 

grid; 

title('paradeigma 1.7.3'); 

xlabel('number of iterations'); 

ylabel('value of r'); 

axis([1,size(r,2),0,1]); 

set(gca, 'LooseInset', [0,0,0,0]); 
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