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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 

 

ηα πέληε επόκελα θεθάιαηα απώηεξνο ζθνπόο καο είλαη λα κειεηήζνπκε ηε 

ζηαζεξνπνίεζε πνιπκεηαβιεηώλ ζπζηεκάησλ δειαδή ζπζηεκάησλ ειέγρνπ πνπ έρνπλ 

πνιιέο εηζόδνπο θαη πνιιέο εμόδνπο. Γηα λα μεθηλήζνπκε απηή ηε κειέηε ζα 

αζρνιεζνύκε ζην 1
ν
 θεθάιαην κε εηζαγσγηθέο έλλνηεο ,δίλνληαο κηα γεληθή πεξηγξαθή 

ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ζα ζπλερίζνπκε ζην 2
ν
 θεθάιαην κε ηε κειέηε ηνπ δαθηπιίνπ ησλ 

Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ δειαδή κε ηε βαζκσηή πεξίπησζε ζπλάξηεζεο ηελ νπνία 

πξνζπαζνύκε λα κεηαηξέςνπκε ζε θαλνληθή θαη επζηαζή ζπλάξηεζε θαη ζηε ζπλέρεηα 

λα ζηαζεξνπνηήζνπκε θαη ηα αληίζηνηρα ζπζηήκαηα ειέγρνπ κηαο εηζόδνπ – εμόδνπ. 

ην 3
ν
 θεθάιαην γίλεηαη αλαθνξά ζηελ επέθηαζε ηεο βαζκσηήο πεξίπησζεο πνπ είλαη 

νη πίλαθεο ησλ νπνίσλ ηα ζηνηρεία είλαη θαλνληθέο θαη επζηαζείο ζπλαξηήζεηο. 

Μειεηάκε ηηο ηδηόηεηεο ηνπο θαη αθόκα κέζα από ζεσξήκαηα ππνινγίδνπκε 

απαξαίηεηνπο πίλαθεο γηα ηνλ ππνινγηζκό αξγόηεξα ηνπ αληηζηαζκηζηή. Σέινο 

θηάλνληαο ζην 4
ν 
θεθάιαην έρνληαο κειεηήζεη ηελ πεξίπησζε πηλάθσλ κε ζηνηρεία ζην 

S (θαλνληθνί θαη επζηαζείο πίλαθεο ), κπνξνύκε λα ζηαζεξνπνηήζνπκε πνιπκεηαβιεηά 

ζπζηήκαηα ειέγρνπ, δειαδή λα ηνπνζεηήζνπκε ηνπο πόινπο ηνπ ζπζηήκαηνο ζε 

ζπγθεθξηκέλε επηζπκεηή πεξηνρή βξίζθνληαο ηνλ θαηάιιειν ζηαζεξνπνηεηή κε ηε 

ρξήζε θαη ηνπ πξνγξάκκαηνο Mathematica. ην 5
ν
 θεθάιαην αλαιύνληαη ηα 

ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ ζηαζεξνπνίεζε ησλ ζπζηεκάησλ ειέγρνπ. 

Κύξηα πεγή ηνπ κεγαιύηεξνπ κέξνπο ηεο εξγαζίαο απνηειεί ην βηβιίν ηνπ θ. Α. 

Βαξδνπιάθε , « Linear Multivariable Control – Algebraic Analysis and Synthesis 

Methods. John Willey & Sons Ltd., New York (1991) » 
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ABSTRACT  

 

 In the five following chapters we aim at studying the stabilization of multivariable 

systems, ie control systems that have various inputs and outputs. To begin with this 

study,  in the first chapter we will deal with introductory notions, giving a brief outline 

of the problem. Then, in the second chapter  we will focus on the study of the ring of the 

Ω- stable functions, ie the case of the gradual function which we try to convert into a 

proper and stable one and then stabilize the respective control systems of an input - 

output. In the third chapter we extend the study of the gradual function mentioning the 

matrices with all the details of the proper and stable functions. We observe their 

qualities and even through theorems we form the appropriate matrices so as to calculate 

the compensator. Finally, in chapter four, after having focused on the matrices with data 

in the S (proper and stable matrices) we can stabilize control systems, ie place the poles 

of the system in the specific area after calculating the appropriate compensator via the 

use of Mathematica. In conclusion, chapter five offers an analysis of all the conclusions 

drawn from the stabilization of the control systems. Main source of most of the work is 

A.Vardoulakis’s book « Linear Multivariable Control – Algebraic Analysis and 

Synthesis Methods. John Willey & Sons Ltd., New York (1991) » 
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1. ΔΙΑΓΧΓΙΚΔ ΔΝΝΟΙΔ 

 

1.1 ΠΔΡΙΓΡΑΦΗ ΣΟΤ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ  
 

Κύξηα πεγή ηεο κειέηεο πνπ ζα αθνινπζήζεη βαζίδεηαη ζην βηβιίν ηνπ Α. Βαξδνπιάθε 

« Linear Multivariable Control – Algebraic Analysis and Synthesis Methods ». Θα 

αζρνιεζνύκε κε πξνβιήκαηα ηεο ζεσξίαο ειέγρνπ. Η Θεσξία ειέγρνπ είλαη 

δηεπηζηεκνληθόο θιάδνο ηεο κεραληθήο θαη ησλ καζεκαηηθώλ, νπνίνο αζρνιείηαη κε ηε 

ζπκπεξηθνξά δπλακηθώλ ζπζηεκάησλ. Έλα  από ηα θύξηα πξνβιήκαηα ηεο ζεσξίαο 

ειέγρνπ είλαη λα ζηαζεξνπνηήζνπκε ζπζηήκαηα θπζηθά, ρεκηθά , κεραληθά , θ.η.ι. 

Απηό γίλεηαη ζπλήζσο κέζσ αλάδξαζεο  (feedback) δειαδή κέζσ δηαζύλδεζεο ηνπ 

θπζηθνύ ζπζηήκαηνο P(s) κε ηερλεηό ζύζηεκα C(s) (controller) έηζη ώζηε ην νιηθό 

ζύζηεκα λα είλαη επζηαζέο. Όηαλ δειαδή κηα ή πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο εμόδνπ ελόο 

ζπζηήκαηνο πξέπεη λα αθνινπζνύλ έλα ζπγθεθξηκέλν ζήκα αλαθνξάο (reference 

signal) ζην ρξόλν, δειαδή κηα ζπγθεθξηκέλε επηζπκεηή έμνδν , ηόηε έλαο ειεγθηήο 

(controller) ρεηξίδεηαη ηηο εηζόδνπο ηνπ θπζηθνύ ζπζηήκαηνο ώζηε λα επηηεπρζεί ην 

επηζπκεηό απνηέιεζκα ζηελ έμνδν. Όπσο θαίλεηαη θαη από ην παξαθάησ ζρήκα ,έλα 

από ηα βαζηθά ζηνηρεία ηνπ θιεηζηνύ γξακκηθνύ θαη ρξνληθά ακεηάβιεηνπ ζπζηήκαηνο 

είλαη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ, H(s), ε νπνία νξίδεηαη λα είλαη κηα καζεκαηηθή 

αλαπαξάζηαζε ηεο ζρέζεο κεηαμύ ηεο εηζόδνπ θαη ηεο εμόδνπ ηνπ ζπζηήκαηνο. Σν 

αξρηθό αζηαζέο θπζηθό ζύζηεκα P(s) ζπλδέεηαη κε ηνλ ειεγθηή C(s) ώζηε ην νιηθό 

θιεηζηό ζύζηεκα λα ζηαζεξνπνηεζεί θαη ε καζεκαηηθή έθθξαζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπ 

δίλεηαη από ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο Η(s) κέζσ ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ηεο νπνίαο 

ειέγρεηαη ε επζηάζεηα ή κε ηνπ ζπζηήκαηνο (P,C). 
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Δηδηθόηεξα γηα ηα γξακκηθά ρξνληθά ακεηάβιεηα ζπζηήκαηα ε ζπκπεξηθνξά ηνπο 

θαζνξίδεηαη από ηε ζέζε ησλ πόισλ ηνπ ζπζηήκαηνο ζην κηγαδηθό επίπεδν  .Αλάινγα 

κε ηελ πεξίπησζε ηνπ ζπζηήκαηνο δειαδή αλ είλαη δηαθξηηνύ ή ζπλερνύο ρξόλνπ ε  

επηζπκεηή πεξηνρή πόισλ είλαη δηαθνξεηηθή. ηελ πεξίπησζε πνπ έρσ δηαθξηηό 

ζύζηεκα ε επηζπκεηή πεξηνρή πόισλ είλαη ν κνλαδηαίνο δίζθνο θαη ε επζηάζεηα πνπ 

επηηπγράλεηαη εθεί είλαη ε ιεγόκελε Schur επζηάζεηα ελώ ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

ζπλερνύο ζπζηήκαηνο ε επηζπκεηή πεξηνρή πόισλ είλαη ην αξηζηεξό κηγαδηθό επίπεδν 

θαη ζ’ απηή ηελ πεξίπησζε επηηπγράλεηαη Hurwitz επζηάζεηα. ε θαζεκηά από απηέο ηηο 

πεξηπηώζεηο κπνξεί λα είλαη επηζπκεηό λα δηαιέμνπκε ππνπεξηνρέο ησλ πξνεγνύκελσλ 

επηζπκεηώλ πεξηνρώλ ώζηε λα βειηηζηνπνηήζνπκε ηελ απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

αθόκα θαη αλ απηό ζεσξεηηθά είλαη επζηαζέο. Όπσο ζα θαλεί ζηα θεθάιαηα πνπ 

αθνινπζνύλ ην πξόβιεκα ηεο επαλαηνπνζέηεζεο πόισλ ελόο ζπζηήκαηνο γξακκηθνύ 

θαη ρξνληθά ακεηάβιεηνπ κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί ζηα πιαίζηα ηεο ζεσξίαο ησλ Ω-

επζηαζώλ ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ. 
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2. Ο ΓΑΚΣΤΛΙΟ ΣΧΝ Χ-ΔΤΣΑΘΧΝ 

ΤΝΑΡΣΗΔΧΝ 

 

Όζα ζα αλαπηύμνπκε ζην παξαθάησ θεθάιαην είλαη βαζηζκέλα ζην βηβιίν ηνπ Α. 

Βαξδνπιάθε « Linear Multivariable Control – Algebraic Analysis and Synthesis 

Methods ». 

2.1 ΒΑΙΚΟΙ ΟΡΙΜΟΙ 
 

Έζησ  ην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ θαη [ ]s  ν δαθηύιηνο ησλ πνιπσλύκσλ 

κε ζπληειεζηέο ζην  . 

 

Οπιζμόρ 1.1. Έζησ κηα ζπλάξηεζε ( ) [ ]t s s , δειαδή κηα ζπλάξηεζε ε νπνία είλαη 

πνιπώλπκν ηνπ s. Σόηε νξίδεηαη βαζκόο ηεο ζπλάξηεζεο ( )t s  ν κέγηζηνο εθζέηεο ζηνλ 

νπνίν πςώλεηαη ε κεηαβιεηή s .Ο βαζκόο ηεο ζπλάξηεζεο ( )t s  ζπκβνιίδεηαη κε deg ( )t s .                                                                                                                                        

                                                                                                                                        □ 

 

Οπιζμόρ 1.2Σν ζύλνιν ησλ ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ είλαη ην ζύλνιν πειίθν πάλσ από ην

[ ]s , δειαδή: 

 

( )
( ) ( ) / ( ) , ( ), ( ) [ ], ( ) 0

( )

n s
s t s t s n s d s s d s

d s

 
    
 

 
 

 

ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη κε ( )s .                                                                                      □ 

 

Οπιζμόρ 1.3Έζησ κηα ζπλάξηεζε ( ) ( )t s s  γηα ηελ νπνία ηζρύεη lim ( )s t s a    . 

Σόηε ε ζπλάξηεζε ( )t s  νλνκάδεηαη θαλνληθή ξεηή ζπλάξηεζε (proper rational 

function).Αλ επηπιένλ α=0 ηόηε ε ζπλάξηεζε ( )t s  νλνκάδεηαη απζηεξά θαλνληθή ξεηή 

ζπλάξηεζε (strictly proper rational function)                                                                 □ 
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Οπιζμόρ 1.4 Έζησ Ω είλαη έλα ππνζύλνιν ηνπ { }C C    ην νπνίν είλαη ζπκκεηξηθό 

σο πξνο ηνλ πξαγκαηηθό άμνλα θαη δελ πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν a  ή ην { }

Μία ζπλάξηεζε ( ) ( )t s s  νλνκάδεηαη Ω-επζηαζήο αλ έρεη ηνπο πόινπο ηεο ζην C .  

                                                                                                                                                                                                            □ 

 

Οπιζμόρ 1.5Έζησ κηα ζπλάξηεζε ( ) ( )t s s ,δειαδή 
( )

( )
( )

n s
t s

d s
  όπνπ ( ), ( ) [ ]n s d s s  

ηόηε νξίδεηαη ζρεηηθόο βαζκόο ηεο ξεηήο ζπλάξηεζεο ( )t s  θαη ζπκβνιίδεηαη κε ( )s  λα 

είλαη : 

 

( ) deg ( ) deg ( )s d s n s  
 

                                                                                                            
□

 

 

Οπιζμόρ 1.6Έζησ δπν πνιπώλπκα ( ), ( ) [ ]n s d s s , ηόηε ηα πνιπώλπκα νλνκάδνληαη 

ζρεηηθά πξώηα (coprime) όηαλ έρνπλ κέγηζην θνηλό δηαηξέηε c  □ 

 

 

2.2  Ο ΔΤΚΛΔΙΓΔΙΟ ΓΑΚΣΤΛΙΟ ΣΧΝ Χ-ΔΤΣΑΘΧΝ ΡΗΣΧΝ 

ΤΝΑΡΣΗΔΧΝ 
 

Θα μεθηλήζνπκε πεξηγξάθνληαο ηηο ξεηέο ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο : 

 

 
 

 

n s
t s

d s
  ( )prR s

 

 

πνπ έρνπλ ηελ ηδηόηεηα λα είλαη θαλνληθέο θαη Ω-επζηαζείο. Θα δείμνπκε όηη θάζε ξεηή 

ζπλάξηεζε κπνξεί λα γξαθηεί σο πειίθν δπν θαλνληθώλ θαη Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ 

σο πξώην βήκα γηα ηελ ηνπνζέηεζε ησλ πόισλ ηεο ζπλάξηεζεο ζε νπνηαδήπνηε 

πεξηνρή ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ θαη όρη ζε ζπγθεθξηκέλα ζεκεία, ην νπνίν ζε θάπνηεο 

πεξηπηώζεηο κπνξεί θαη λα κελ είλαη ηόζν εύρξεζην. 

 Έζησ Ω ην ππνζύλνιν ηνπ πεπεξαζκέλνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ C,ην νπνίν πεξηέρεη  

{sC,Re(s) 0} θαη δελ πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν -αR (α 0). 
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Αθόκα νλνκάδνπκε c  ην ζπκπιήξσκα ηνπ Ω έηζη ώζηε C=Ω
c . 

Έζησ  t s R(s) θαη  t s = ˆ( ) ( )t s t s  όπνπ 

( )t s =
( )

( )

n s

d s





 κε ( )n s , ( )d s
[ ]R s  θαη ηα ( )n s , ( )d s  είλαη πξώηα κεηαμύ ηνπο κε 

όια ηα κεδεληθά ηνπο κέζα ζην Ω. 

Αθόκα 
ˆ( )

ˆ( )
ˆ( )

n s
t s

d s
  κε ˆˆ( ), ( )n s d s [ ]R s κε όια ηα κεδεληθά ηνπο έμσ από ην Ω. 

Οξίδνπκε αθόκα ηε ζπλάξηεζε: 

: ( ) { }R s Z     όπνπ 

ˆ ˆ( ( )) : deg ( ) deg ( )t s d s n s    αλ t(s) 0  

( ( )) :t s   αλ t(s)=0 

ε νπνία πιεξνί ηηο ηδηόηεηεο: 

 

i. 1 2( ( ) ( ))t s t s


1( ( ))t s + 2( ( ))t s  

ii. 1 2( ( ) ( ))t s t s  min { 1( ( ))t s + 2( ( ))t s } 

iii. 1

2

( )

( )

t s

t s


 
 

 
1( ( ))t s - 2( ( ))t s   0

 1( )t s , 2 ( )t s R(s) 

 

νπόηε νπζηαζηηθά ζπκπεξαίλνπκε πσο ε  όπσο νξίζηεθε δειώλεη ηνλ ζρεηηθό αξηζκό 

ησλ πόισλ ζηελ επηζπκεηή πεξηνρή αθνύ ηα ˆˆ( ), ( )n s d s  αλαθέξνληαη ζηελ επηζπκεηή 

πεξηνρή. 

Από ηνλ νξηζκό ηεο   όηαλ { }   ν βαζκόο ηεο ξεηήο ζπλάξηεζεο t(s) ζα είλαη 

( ( ))t s  

Η παξαθάησ πξόηαζε ζπλδέεη ηνλ παξαπάλσ νξηζκό πνπ δώζακε ηεο   κε ην βαζκό 

ηεο t(s) όηαλ ην s  

 

Ππόηαζη 1.7  [4,ζελ.260]Έζησ t(s)
( )

( )

n s

d s
 R(s) .Σόηε: 
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( ( )) deg ( ) deg ( )t s q n s d s     
 

 

όπνπ q = ( ( ))t s =deg ( ) deg ( )d s n s . □ 

 

Ιζνδύλακα κπνξνύκε λα πνύκε όηη ν βαζκόο ηεο ζπλάξηεζεο t(s) δειώλεη ηνλ ζπλνιηθό 

αξηζκό ησλ κεδεληθώλ ζηελ αλεπηζύκεηε πεξηνρή. 

Πάλσ ζην επίπεδν ε πεξηνρή Ω ζα είλαη: 

 

Θεσξνύκε ην ππνζύλνιν R(s) πνπ απνηειείηαη από όιεο ηηο ξεηέο ζπλαξηήζεηο 

νη νπνίεο πιεξνύλ ηα παξαθάησ: 

i. είλαη θαλνληθέο (proper) δειαδή δελ έρνπλ πόινπο ζην άπεηξν. Οπζηαζηηθά 

πξόθεηηαη γηα ηηο ζπλαξηήζεηο ζηηο νπνίεο ν βαζκόο ηνπο αξηζκεηή είλαη 

κηθξόηεξνο ή ίζνο κε ηνλ βαζκό ηνπ παξνλνκαζηή. 

ii. δελ έρνπλ πόινπο ζην Ω 

Οη ξεηέο ζπλαξηήζεηο πνπ ηθαλνπνηνύλ ηα i θαη ii νλνκάδνληαη θαλνληθέο (proper) θαη 

Ω-επζηαζείο (Ω-stable) θαη απνηεινύλ ην ζύλνιν S γηα ην νπνίν ηζρύεη: 

 

S = {t(s) R(s)/ t(s) δελ έρεη πόινπο ζην  =Ω  {}} 
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Αλ ην S εθνδηαζηεί κε ηηο πξάμεηο ηεο πξόζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ απνηειεί 

αληηκεηαζεηηθό δαθηύιην κε κνλαδηαίν ζηνηρείν ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό 1 θαη θαζόινπ 

δηαηξέηεο ηνπ κεδέλ. 

Έηζη αλ 0 t(s) S ηόηε ζα έρεη ηε κνξθή: 

t(s) =
ˆ( )

( )
ˆ( )

n s
n s

d s


 

 

Δπεηδή t(s) δελ έρεη πόινπο ζην άπεηξν άξα t(s) ( )prR s  θαη έρνπκε : 

 

ˆˆdeg( ( ) ( )) deg ( )n s n s d s    

ˆˆdeg ( ) deg ( ) deg ( )n s n s d s   
 

ˆˆdeg ( ) deg ( )n s d s   

ˆ ˆdeg ( ) deg ( ) 0d s n s   

Γηα θάζε t(s)S : 

ˆ ˆ( ( )) deg ( ) deg ( ) 0t s d s n s   
 

 

Η ζπλάξηεζε () : ( ) { }R s Z     όηαλ πεξηνξηζηεί ζην S R(s) νξίδεηαη λα είλαη 

: { }S S N    .Σα αληηζηξέςηκα ζηνηρεία ζην S είλαη εθείλα ηα t(s) S  γηα ηα νπνία 

ππάξρεη ( ) : ( ) ( ) 1t s S t s t s   . Έηζη t(s) είλαη αληηζηξέςηκν ζηνηρείν αλ θαη κόλν αλ δελ 

έρεη πόινπο θαη κεδεληθά ζην { }  . Γειαδή ηα αληηζηξέςηκα ζηνηρεία ζην S 

είλαη δηθαλνληθέο (biproper) ζπλαξηήζεηο t(s)=
ˆ( )

ˆ( )

n s

d s
 όπνπ ˆˆ( ), ( ) [ ]n s d s R s  είλαη πξώηα 

κεηαμύ ηνπο ρσξίο κεδεληθά ζην Ω. Οπόηε θαηαιήγνπκε όηη t(s)S αλ θαη κόλν αλ 

( ( )) 0t s  . 

Ολνκάδσ S είλαη ην ζύλνιν ησλ «θαλνληθώλ θαη επζηαζώλ» ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ, ελώ 

ηα αληηζηξέςηκα ζηνηρεία ηνπ S είλαη ην ζύλνιν ησλ δηθαλνληθώλ θαη επζηαζώλ 

(biproper and stable) ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ. 

Αλ t(s) S  ηόηε ( ( )) deg ( )S t s q q n s      όπνπ q 0  δίλεη ηελ πνιιαπιόηεηα ηνπ 

κεδεληθνύ όηαλ s  θαη deg ( )n s  δίλεη ηνλ αξηζκό ησλ κεδεληθώλ ηνπ t(s) ζην Ω. 
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Οπζηαζηηθά θαη πάιη ν βαζκόο ηεο ξεηήο ζπλάξηεζεο t(s) ζην ζύλνιν S δίλεηαη από ην 

ζπλνιηθό αξηζκό ησλ κεδεληθώλ ζηελ αλεπηζύκεηε πεξηνρή. 

Έηζη αλ ζεσξήζνπκε Ω ηελ απαγνξεπκέλε πεξηνρή πόισλ ηόηε πξνθύπηεη ν παξαθάησ 

πίλαθαο (βιέπε [2]) απνδεηθλύνληαο καο όηη ν νξηζκόο πνπ δώζακε κπνξεί λα 

πξνζαξκνζηεί ζε νπνηαδήπνηε από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο δαθηπιίνπ: 

 

Γαθηύιηνο S ( )n s  ( )d s  ˆ( )n s  ˆ( )d s  Ω 

Πνιπώλπκα R[s] ( )n s  1 1 1 C 

( )prR s  proper ξεηέο 

ζπλαξηήζεηο 

1 1 ˆ( )n s  ˆ( )d s  { }  

Proper θαη Hurwitz stable 

ξεηέο ζπλαξηήζεηο 

( )n s  1 ˆ( )n s  ˆ( )d s  { / Re( ) 0} { }s C s     

 

όπνπ ζηηο θαλνληθέο ζπλαξηήζεηο ζα πξέπεη ˆ ˆdeg ( ) deg ( )d s n s  

ηηο θαλνληθέο θαη επζηαζείο  ξεηέο ζπλαξηήζεηο ζα πξέπεη: 

 

ˆ ˆdeg ( ) deg ( ) deg ( )d s n s n s   

 

2.3 ΠΑΡΑΓΟΝΣΟΠΟΙΗΗ ΣΟΤ R(s) ΚΑΙ S 

 
Πξνρσξώληαο ζηελ παξαγνληνπνίεζε ηνπ t(s) έρνπκε: 

 

Ππόηαζη 1.8 [4,ζελ.262]Κάζε t(s)S κπνξεί λα γξαθηεί σο: 

 

ˆ( ) 1 ( )( )
( )

ˆ( ) ( ) ( )

q

q

n s n s s a
t s

d s s a d s









 

 

όπνπ –α είλαη έμσ από ην Ω θαη q= ˆ ˆ( ( )) deg ( ) deg ( )t s d s n s    θαη 
ˆ( )( )

ˆ( )

qn s s a

d s


 είλαη 

κνλάδα ζην S. Ο όξνο 
( )

( )( )q

n s

d s s a



 
 δίλεη ηε δνκή ησλ πόισλ θαη ησλ κεδεληθώλ ηνπ  
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t(s) ζην { }                                                                                                    □ 

  

Σα κεδεληθά ηνπ ( )n s  δίλνπλ ηα κεδεληθά ηνπ t(s) ζην Ω θαη ηα κεδεληθά ηνπ ( )d s

δίλνπλ ηνπο πόινπο ηνπ t(s) ζην Ω. Αθόκα αλ  

: deg ( ) deg ( )q q d s n s      

ηόηε: αλ q >0 ηόηε ην t(s) έρεη κεδεληθό όηαλ ην s , ελώ αλ q <0 ηόηε ην t(s)  έρεη  

πόιν  όηαλ ην s   

 

Πόπιζμα 1.9 [4,ζελ.263]Κάζε t(s) S  κπνξεί λα παξαγνληνπνηεζεί σο εμήο: 

 

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
qq v

n s n s
t s u s u s

s a s a s a 

  
    

 

όπνπ ( )n s δελ έρεη κεδεληθά έμσ από ην Ω. λ:= deg ( )n s ,-α R  είλαη έμσ από ηελ 

αλεπηζύκεηε πεξηνρή Ω θαη q:= ( ( )) 0S t s  . Αθόκα 
ˆ( )( )

( ) :
ˆ( )

qn s s a
u s S

d s


   είλαη 

αληηζηξέςηκν ζηνηρείν. □ 

 

Παξαγνληνπνηώληαο ην ( )n s  σο: 

 

1 12 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k kn s k s s s a s b s a s b 
 

   

        
 

 

όπνπ θ , , , , ,ib R i k i        , , j Z    έρνπκε όηη 

 

t(s) =
1 22

1 1 1

2 2

1
( )

( ) ( ) ( )

k k

q

s s a s bs s a s b
u s

s s a s a s a s a

 









         
      

           
 

= 1

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i q
p s p s p s p s u s 


   

 

Οη όξνη ( ), ( ) , ( )i jp s p s p s  νλνκάδνληαη πξώηνη moduloα ηνπ t(s) S  
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Δίλαη ζεκαληηθό γηα ηα παξαθάησ πνπ αθνινπζνύλ λα νξίδσ πόηε δπν  ξεηέο 

ζπλαξηήζεηο 1 2( ), ( )t s t s S  είλαη πξώηεο κεηαμύ ηνπο ζην ζύλνιν S. 

 

Οπιζμόρ 1.10Έζησ ( )t s S  θαη έζησ : 

( )t s  2

1 2( ) ( ) ( ) ( )i tp s p s p s u s
 

  

είλαη ε (moda) παξαγνληνπνίεζε ηνπ t(s), όπνπ ( ) ,ip s S i    είλαη νη δηαθεθξηκέλεο 

πξώηεο ξεηέο ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο ( )p s , '( )p s  θαη *( )p s θαη u(s) είλαη κνλάδα ζην 

S. Σόηε νξίδνπκε : 

 

( ( ))t s :ην ζύλνιν όισλ ησλ πξώησλ ( )p s  ηνπ t(s) 

( ( ))t s :ην ζύλνιν όισλ ησλ κεδεληθώλ { }iz    ησλ ζηνηρείσλ 

( )p s ηνπ ( ( ))t s      

                                                                  
□

 
 

Με απηνύο ηνπο νξηζκνύο κπνξνύκε λα νξίζνπκε πόηε δπν ζπλαξηήζεηο 1 2( ), ( )t s t s S  

είλαη ζρεηηθά πξώηεο (coprime ) ζην ζύλνιν S. 

 

Ππόηαζη 1.11 [4,ζελ.264]Έζησ ( ) ,t s S i k    θαη έζησ ( ( ))t s , ( ( ))t s  είλαη ηα 

ζύλνια πνπ ζρεηίδνληαη κε θαζέλα από ηα ( )t s . Σόηε νη επόκελεο πξνηάζεηο είλαη 

ηζνδύλακεο: 

I. ( ),t s i k   είλαη πξώηα κεηαμύ ηνπο ζην   

II. 
1

( ( ))
k

i
t s


   

III. 
1

( ( ))
k

i
Z t s


   

IV. Α) ηνπιάρηζηνλ έλα από ηα ( )t s  είλαη δηθαλνληθή ζπλάξηεζε θαη 

Β)ηα πνιπώλπκα ( ),in s i k   είλαη πξώηα κεηαμύ ηνπο. 

V. Τπάξρεη '( ) ,it s S i k  , ηέηνην ώζηε : 

     

'

1
( ) ( ) 1

k

i
i

t s t s

 

                      
□ 
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Έρνληαο νξίζεη πόηε δπν ζπλαξηήζεηο 1 2( ), ( )t s t s S  είλαη πξώηεο (coprime) ζην 

ζύλνιν S ,ην νπνίν ζα ρξεηαζηεί ζε επόκελα ζεσξήκαηα, ζπλερίδνπκε λα απνδείμνπκε 

όηη νξίδεηαη επθιείδεηα δηαίξεζε αλάκεζα ζηα ζηνηρεία ηνπ S, ην νπνίν καο είλαη 

απαξαίηεην ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ γηα λα ζηαζεξνπνηήζνπκε ην γξακκηθό ζύζηεκα. 

Θα απνδείμσ όηη ν δαθηύιηνο S είλαη επθιείδεηνο δειαδή όηη νξίδεηαη ε επθιείδεηα 

δηαίξεζε αλάκεζα ζηα ζηνηρεία ηνπ S. Όκσο ε απόδεημε γηα ηελ ύπαξμε ηεο επθιείδεηαο 

δηαίξεζεο αλάκεζα ζε ζηνηρεία ηνπ ζπλόινπ S αλάγεηαη ζε δηαίξεζε πνιπσλύκσλ. Άξα 

αξθεί λα δείμνπκε όηη νξίδεηαη ε επθιείδεηα δηαίξεζε ζηα πνιπώλπκα. 

Γηα λα ην δείμνπκε απηό ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε κηα ζεηξά από παξαθάησ πξνηάζεηο  

 

Ππόηαζη 1.12 [4,ζελ.265]Έζησ t(s) S ,-α ,R     . Έζησ 
1

.w
s a


  

Σόηε 

t(s) κπνξεί λα εθθξαζηεί σο: 

 

t(s) = ( ) ( )a au s t w  

 

όπνπ ( )au s  είλαη αληηζηξέςηκν ζηνηρείν ηνπ S θαη ( )at w  είλαη πνιπώλπκν ζην ζύλνιν 

πνιπσλύκσλ R[w] ηέηνην ώζηε deg ( ) ( ( ))a St w t s
     

□ 

 

Ο κεηαζρεκαηηζκόο 
1

.w
s a




0,a a    είλαη δηγξακκηθόο κεηαζρεκαηηζκόο θαη 

απεηθνλίδεη ηελ πεξηνρή ηνπ Ω ηνπ επηπέδνπ ηεο κεηαβιεηήο s ζηελ πεξηνρή w  ηνπ 

επηπέδνπ ηεο κεηαβιεηήο w. Σν ζύλνιν { }  αληηζηνηρίδεηαη ζην ζύλνιν 

{0}w w    θαη αλ   ηόηε w  είλαη ν θύθινο θέληξνπ (
1

,0
2a

) θαη αθηίλαο ξ=

1

2a  
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Μέζσ ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ (1 ) /s aw w   νη moda πξώηνη ηνπ t(s) S  ζα 

κεηαζρεκαηίδνληαη ζε πνιπώλπκα πνπ ζα αλήθνπλ ζην R[w] θαη ζα έρνπλ ηα κεδεληθά 

ηνπο ζηελ πεξηνρή 
w .Γειαδή: 

 

1
( )p s w

s a

  
  

 

(1 )
( ) [ ] (1 ) ( ) 1

s aw
p s w aw w w

s a w


   

 
        

  

 

22
2 2 2 2

2

1 1
( ) ( ) ( 2 ) 1

( )

s a s b aw aw
p s a b w a a a b w a a w

s a w w

       
                

      

 

 

Ππόηαζη 1.13 [4,ζελ.267]Έζησ ( ) [ ], 0,t w R w a a     θαη w  είλαη ε πεξηνρή ηνπ 

επηπέδνπ κεηαβιεηήο w πνπ νξίδεηαη από ηελ εηθόλα ηνπ { }   κέζσ ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ 
1

.w
s a




 Η ξεηή ζπλάξηεζε πνπ νξίδεηαη σο 

 

1
( ) :t s t

s a
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αλήθεη ζην S θαη ( ( )) deg ( )s t s t w  . Αθόκα ( ( ))s t s  είλαη ίζν κε ην ζπλνιηθό αξηζκό 

ησλ κεδεληθώλ ηνπ ( )t w  ζην 
w . □ 

 

Γηα παξάδεηγκα: 

 

Αλ 
1 1

( )
3 5

t w w w
  

    
  

. Έζησ α=1 θαη 
1

1
w

s



. 

Σόηε  

2

1 1 1 1 1 ( 2)( 4)
( ) :

1 1 3 1 5 15( 1)

s s
t s t S

s s s s

     
         

         

Έρεη 2 κεδεληθά ζηελ αλεπηζύκεηε πεξηνρή άξα ( ( )) 2 deg ( )S t s t w   . Μπνξώ κε 

αιιαγή ηνπ α λα δείμσ δηαδνρηθά όηη ( ( ))S t s deg ( )t w . Έηζη θαηαιήγνπκε ζην 

επόκελν ζεώξεκα: 

 

Θεώπημα 1.14 [4,ζελ.268]Έζησ 
1 2

1
( ), ( ) , , ,t s t s S w a R a

s a
     


.Έζησ ( )it s = 

( ) ( ), 1,2ia iat w u s i   όπσο νξίζηεθε ζε πξνεγνύκελε πξόηαζε, όπνπ ( )iat w [ ]R w ,

( )iau s S  είλαη αληηζηξέςηκα ζηνηρεία θαη ( ( )) deg ( ), 1,2S iat s t w i   . 

Σόηε  

 

i. Τπάξρεη ( ) [ ]aq w R w  ηέηνηα ώζηε 1 2( ) ( ) ( ) ( )a a a at w t w q w r w   όπνπ ( )ar w =0  

ή 2deg ( ) deg ( )a ar w t w  

ii. Οη ξεηέο ζπλαξηήζεηο ( )aq s S  νξίδνληαη σο εμήο: 

 

1

1 2

1
( ) ( ) ( )a a a aq s u s u s q

s a

  
  

   

 

1

1
( ) ( )a a ar s u s r

s a
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νξίδνληαο κηα επθιείδεηα δηαίξεζε ησλ 1 2( ), ( )t s t s  δειαδή  

 

1 2( ) ( ) ( ) ( )a at s t s q s r s 
 

 

όπνπ ( ) 0ar s   ή  2( ( )) ( ( ))S a Sr s t s 
  

□
 

 

Με απηόλ ηνλ ηξόπν απνδείμακε όηη νξίδεηαη ε επθιείδεηα δηαίξεζε δπν ζηνηρείσλ ηνπ 

δαθηπιίνπ S, ην νπνίν νπζηαζηηθά ζεκαίλεη όηη ν δαθηύιηνο είλαη επθιείδεηνο. 

Παξαηεξώ πσο γηα έλα δεπγάξη 1 2( ), ( ) [ ]a at w t w R w  ην δεπγάξη ( ), ( ) [ ]ar w q w R w  

είλαη κνλαδηθά νξηζκέλo άξα θαη ην δεπγάξη ( )aq s  θαη ( )ar w  είλαη κνλαδηθά νξηζκέλν 

γηα ηελ επθιείδεηα δηαίξεζε. Ωζηόζν δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ α δίλνπλ δηαθνξεηηθά 

δεπγάξηα ( )aq s  θαη ( )ar w θαη γη απηό ε επθιείδεηα δηαίξεζε ζην δαθηύιην S δελ έρεη ηελ 

ηδηόηεηα ηεο κνλαδηθόηεηαο γηα ην πειίθν θαη ην ππόινηπν. 

Σν παξαθάησ παξάδεηγκα εμεγεί ηε δηαδηθαζία ηεο επθιείδεηαο δηαίξεζεο ζην δαθηύιην 

S: 

 

Έζησ  

1 3

1
( )

( 2)

s
t s S

s


 


 θαη 

2 2

2
( )

( 2)

s
t s S

s


 


 

Γηαιέγσ α=1 ή 
1

1
w

s



 

Άξα: 

 

3

1 1 13 3

1 ( 1)
( ) ( ) ( )

( 1) ( 2)
a a

s s
t s t s u s

s s

 
 

 
 

2

2 2 22 2

2 ( 1)
( ) ( ) ( )

( 1) ( 2)
a a

s s
t s t s u s

s s
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Η κεηαηξνπή απηή ζηα ( )it s  γίλεηαη ιόγσ πξνεγνύκελεο πξόηαζεο όπνπ θάζε ( )t s S  

γξάθεηαη 
ˆ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
ˆ( ) ( ) ( )

q

q q

n s n s n s s a
t s u s

s a s a d s

  
 

 
 όπνπ ( ( ))Sq t s  δειώλεη ην 

πιήζνο ησλ κεδεληθώλ ζηελ αλεπηζύκεηε πεξηνρή Ω. Όηαλ ην s ηείλεη ζην άπεηξν ην 

1( )t s  κεδελίδεηαη θαη ην κεδεληθό έρεη πνιιαπιόηεηα 2. Αθόκα ην 1( )t s  έρεη έλα 

κεδεληθό γηα s=1 ζηελ πεξηνρή Ω={ ,Re( ) 0s C s  }. Άξα ζπλνιηθά ην 1( )t s  έρεη 3 

κεδεληθά ζηελ αλεπηζύκεηε πεξηνρή. Άξα  

 

3

1 1 13 3

1 ( 1)
( ) ( ) ( )

( 1) ( 2)
a a

s s
t s t s u s

s s

 
 

 
. 

 

Όκνηα θαη γηα ην 2 ( )t s . 

 

Έηζη ζύκθσλα κε ην κεηαζρεκαηηζκό 
1 w

s
w


  ζα έρσ: 

 

2 3 2

1

1
( ) 1 2a

w
t w w w w w

w

 
     

 
 

2

2

1
( ) 2 3a

w
t w w w w w

w

 
     

 
 

Κάλνληαο ηε δηαίξεζε βξίζθνπκε  

2 1
( )

3 9
aq w w


 

      

1
( )

9
ar w w

 

 

Άξα 1 2( ) ( ) ( ) ( )a a a at w t w q w r w   θαη 2deg ( ) 1 deg ( ) 3a ar w t w  
 

 

Από ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα: 

 

3 2

3 2

2 1 1 ( 1) ( 2) 5
( )

3 1 9 ( 2) ( 1) 9( 2)
a

s s s
q s S

s s s s

   
    

    
 

3 2

3 3

( 1) 1 ( 1)
( )

( 2) 9( 1) 9( 2)
a

s s
r s S

s s s
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Καηαιήγνπκε όηη ε επθιείδεηα δηαίξεζε ησλ 1 2( ), ( )t s t s  δίλεη πειίθν ( )aq s  θαη 

ππόινηπν ( )ar s  ηα νπνία αλήθνπλ ζην ζύλνιν S 

 

2.4 R(s) Χ ΤΝΟΛΟ ΠΗΛΙΚΟ ΣΟΤS 

 
Έηζη κεηά ηελ απόδεημε ηεο επθιείδεηαο δηαίξεζεο γηα ηα ζηνηρεία ηνπ ζπλόινπ S 

κπνξνύκε λα κειεηήζνπκε ην R(s) σο ζύλνιν πειίθν ηνπ S .Δίλαη γλσζηό από ηελ 

άιγεβξα όηη ππάξρεη κνλαδηθό ζύλνιν Κ πνπ νλνκάδεηαη ζύλνιν πειίθν ηνπ D ηέηνην 

ώζηε: 

i. DK 

ii. Κάζε ζηνηρείν ηνπ Κ κπνξεί λα γξαθηεί σο πειίθν δπν ζηνηρείσλ ηνπ D. Έηζη 

όηαλ πξόθεηηαη γηα ηα ζύλνια S θαη R(s) όπνπ SR(s), ε επόκελε πξόηαζε 

απνδεηθλύεη πσο θάζε ξεηή ζπλάξηεζε κπνξεί λα γξαθηεί ζαλ πειίθν 

θαλνληθώλ θαη Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

Θεώπημα 1.15 [4,ζελ.272]Έζησ ( ) ( ) 0t s s  . Σόηε ( )t s  κπνξεί λα γξαθηεί (όρη 

κνλαδηθά) σο: 

 

1

1 2( ) ( ) ( )t s t s t s 
 

 

όπνπ 1 2( ), ( )t s t s  είλαη πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην Ω. □ 

 

ηα επόκελα παξαδείγκαηα θαίλεηαη ε κεηαηξνπή δπν ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ ζε πειίθν 2 

θαλνληθώλ θαη Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

Παπάδειγμα 1.16 

 

Οξίδσ : 

ˆdeg ( ) deg ( )p d s n s   

ˆdeg ( ) deg ( )q n s d s   
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min{ , }l p q  

i) Έζησ 
1

( )
1

t s
s




 θαη Ω=C
 

Σόηε : 

 

deg1 deg1 0p     

deg1 deg( 1) 0 1 1q s        

min{ , } 1l p q    

 

Άξα: 

 

 
1 1

1 1( ) ( ) 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ( ) 1 1 1( )

l ln s d s s s a
t s s a s a s a s a

n s s a sd s

 

  
    

               

 

ii)Έζησ όηη έρσ ηε ζπλάξηεζε: 

 

  2

3 3

2 8 ( 4)( 2)

s s
t s

s s s s

 
 

   
    Ω=C

 

 

Σόηε : 

 

deg( 4) deg( 3) 0p s s      

deg1 deg( 2) 0 1 1q s        

min{ , } 1l p q    

Έζησ α=3 άξα : 

 

1 1

1 13 2 3 2
( ) ( 3) ( 3)

4 1 ( 4)( 3) 3

s s s s
t s s s

s s s s

 

       
              

 

Αλ δηαιέμνπκε ηνπνζέηεζε ησλ πόισλ ζε ζπγθεθξηκέλα ζεκεία ηνπ κηγαδηθνύ 

επηπέδνπ ηόηε κπνξνύκε λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα πνιύ πην ζύληνκα αθνύ 



Διέλε . Αιακπνξηλνύ 

26 

 

παξαζέζνπκε πξώηα πόξηζκα ην νπνίν καο βνεζάεη λα ιύζνπκε ην παξαθάησ 

παξάδεηγκα: 

 Ππόηαζη 1.20 [4,ζελ.274]Κάζε
( )

( ) ( )
( )

pr

n s
t s R s

d s
  όπνπ n(s),d(s) [ ]R s  θαη είλαη 

πξώηα κεηαμύ ηνπο, κπνξεί λα γξαθηεί σο: 

 

1

1( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )p l

n s d s
t s u s s s u s

s a s a
 



 
 

  
    

 

όπνπ
( )

( )
( ) p

n s
s S

s a
  


, 

( )
( )

( )l

d s
s S

s a
  


(είλαη δηθαλνληθέο) θαη ε(s),ς(s) είλαη 

πξώηα κεηαμύ ηνπο ζην   θαη p=q+l , ˆ ˆdeg ( ) deg ( ), deg ( )q d s n s l d s  
  
      □ 

 

 

Παπάδειγμα 1.17 [4,ζελ.281] 

 

Έζησ 

 

( )
( 1)( 1)

s
P s

s s


 
 θαη C   

Γλσξίδσ όηη 
ˆ( ) ( )

( )
ˆ( ) ( )

n s n s
P s

d s d s





  

 

Σόηε 

 

ˆ( ) , ( ) 1,

ˆ( ) 1, ( ) 1,

deg( 1) 1, deg( 1) deg1 1 0 1,

1 1 2

n s s d s s

d s s n s

l s q s

p l q





  

  

        

      

 

deg ( ) 1 2 3d s l p     ,Άξα έζησ d(s)=
3( 1)s   δειαδή δηαιέγνπκε ηνπνζέηεζε 3 

πόισλ ζην -1. Σόηε ιύλνληαο ηε δηνθαληηθή εμίζσζε βξίζθνπκε n(s),m(s) R[s]  

ηέηνηα ώζηε: 
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(1) 
3( )( 1) ( ) ( 1) ,deg ( ) 1m s s n s s s n s l       

Όκσο deg ( ) deg ( ) 1 3 1 2m s d s      άξα m(s) ζα είλαη ηεο κνξθήο 

m(s) =
2s s    , , , R    θαη deg ( ) 1n s   

 

άξα n(s)=δ R  

Οπόηε
2( ) 4 1m s s s   , n(s)=8 απ’ όπνπ ζπκπεξαίλνπκε όηη ν αληηζηαζκηζηήο  

 

C(s)=
2

ˆ( ) ( ) ( 1)8
( )

ˆ( ) ( ) 4 1
pr

d s n s s
R s

n s m s s s


 

   

 

Πόπιζμα 1.18 [4,ζελ.274]Έζησ ( ) ( )t s R s  θαη 1

1 2( ) ( ) ( )t s t s t s   όπνπ 1 2( ), ( )t s t s S  

είλαη πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην  . Σόηε: 

 

( ) ( )prt s R s  αλ-λ 2( )t s  είλαη δηθαλνληθή (biproper) 

 

(δειαδή αληηζηξέςηκν ζηνηρείν ζην ( )prR s ) □ 

 

Αθόκα: 

 

Πόπιζμα 1.19[4,ζελ.274]Έζησ ( ) ( )prt s R s  θαη έζησ 1

1 2( ) ( ) ( )t s t s t s   όπνπ 

1 2( ), ( )t s t s S  είλαη πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην  . Σόηε : 

 

( )t s S  αλ-λ 2( )t s είλαη αληηζηξέςηκν ζηνηρείν ζην S.                   □ 

 

 

2.5 ΣΑΘΔΡΟΠΟΙΗΗ ΤΣΗΜΑΣΧΝ ΜΙΑ ΔΙΟΓΟΤ-

ΔΞΟΓΟΤ 

 
ηηο παξαπάλσ παξαγξάθνπο έγηλε ε κεηαηξνπή κηαο νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζεο ζε 

πειίθν δπν θαλνληθώλ θαη Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ. Σα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα ζα 
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καο βνεζήζνπλ λα κεηαηξέςνπκε ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο ζε πειίθν 

δπν θαλνληθώλ θαη Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ κεηαθέξνληαο έηζη ηνπο πόινπο ηηο 

ζπλάξηεζεο ζε ζπγθεθξηκέλε επηζπκεηή πεξηνρή θαη ζηαζεξνπνηώληαο ην αληίζηνηρν 

ζύζηεκα κηαο εηζόδνπ – εμόδνπ.  

Έζησ έλα γξακκηθό ζύζηεκα κηαο εηζόδνπ-εμόδνπ όπσο ην παξαθάησ, όπνπ 

( )
( )

( )

n s
P s

d s
  θαη 

( )
( )

( )

y s
C s

x s
  νξίδνληαη λα είλαη ε αξρηθή ζπλάξηεζε κεηαθνξάο θαη ν 

αληίζηνηρνο αληηζηαζκηζηήο  

 

 

 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ εξγαδόκαζηε σο εμήο: 

 

( ) ( ) ( )( ( ) ( ))y s P s C s u s y s     

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y s P s C s u s P s C s y s        

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P s C s y s y s P s C s u s        

 

 

 

( ) ( )
( ) ( )

1 ( ) ( )

P s C s
y s u s

P s C s


 

   

 

(1 ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )P s C s y s P s C s u s     
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Έηζη αλ ζέζνπκε όπνπ 
( )

( )
( )

n s
P s

d s
  θαη 

( )
( )

( )

y s
C s

x s
  ηόηε ζα πξνθύπηεη όηη : 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1

( ) ( )

n s y s

d s x s
y s u s

n s y s

d s x s



 

 

 

 

Άξα ηειηθά 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n s y s
y s u s

d s x s n s y s


 

    

 

θνπόο καο είλαη ε ζηαζεξνπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο  G s  όπνπ: 

 

 
   

       

n s y s
G s

d s x s n s y s



 

 

ην νπνίν επηηπγράλεηαη αλ θαηαθέξνπκε λα πεξηνξίζνπκε ηνπο πόινπο ηεο ξεηήο 

ζπλάξηεζεο ζε ζπγθεθξηκέλε επηζπκεηή πεξηνρή δειαδή ην  G s  λα γίλεη πειίθν δπν 

θαλνληθώλ θαη Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ. Γηα λα γίλεη απηό ζα πξέπεη λα δείμνπκε όηη 

ε δηνθαληηθή εμίζσζε 1ax by   έρεη ιύζε. Απηό αλάγεηαη ζηελ απόδεημε ηεο 

επθιείδεηαο δηαίξεζεο ζην ζύλνιν S «ησλ θαλνληθώλ θαη Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ», 

ην νπνίν απνδεηθλύεηαη όηη καο νδεγεί ζηελ απόδεημε ηεο επθιείδεηαο δηαίξεζεο 

πνιπσλύκσλ. 

Πην αλαιπηηθά αλ καο δνζεί έλα γξακκηθό ζύζηεκα ην νπνίν πεξηγξάθεηαη από κηα 

ζπλάξηεζε κεηαθνξάο P(s) ηόηε ν ζθνπόο ηεο ζηαζεξνπνίεζεο κέζσ αλάδξαζεο είλαη ε 

εύξεζε ελόο δπλακηθνύ αληηζηαζκηζηή C(s) ηέηνηνο ώζηε νιόθιεξν ην θιεηζηό 

ζύζηεκα λα έρεη ηνπο πόινπο ηνπ ζε επηζπκεηή πεξηνρή πνπ δηαιέγνπκε εκείο . 

Η πεξηνρή ζηαζεξνπνίεζεο κπνξεί λα δηαθέξεη αλάινγα κε ην είδνο ηνπ πξνβιήκαηνο  . 

Γηα παξάδεηγκα ζε πξνβιήκαηα ζπλερνύο ρξόλνπ κεηαθέξνπκε ηνπο πόινπο ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζην αλνηρηό αξηζηεξό εκηεπίπεδν (Re(s)<0). ηα ζπζηήκαηα δηαθξηηνύ 

ρξόλνπ ε ζηαζεξόηεηα επηηπγράλεηαη αλ κεηαθέξνπκε ηνπο πόινπο ηνπ θιεηζηνύ 
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ζπζηήκαηνο ζην κνλαδηαίν δίζθν. Αο είλαη P(s) κηα θαλνληθή ξεηή ζπλάξηεζε 

κεηαθνξάο πνπ πεξηγξάθεη ηε ζπκπεξηθνξά εηζόδνπ –εμόδνπ ηνπ ζπζηήκαηνο. Θα 

πεξηνξηζηνύκε ζε ζπζηήκαηα ζπλερνύο ρξόλνπ. Έηζη ζέηνπκε Ω={s:Re(s)>=0} { }   

νπόηε κπνξνύκε λα γξάςνπκε ην P(s) ζαλ πειίθν δπν Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ 

δειαδή: 

 

P(s) =
( )

( )

n s

d s  

 

όπνπ n(s), d(s) S  . 

Δκείο ζέινπκε λα βξνύκε έλα θαλνληθό ξεηό αληηζηαζκηζηή C(s) ηεο κνξθήο: 

 

( )
( )

( )

y s
C s

x s


 

 

όπνπ y(s), x(s) S  . 

Γλσξίδνπκε γεληθά όηη C(s) ( )prR s .H ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ θιεηζηνύ 

ζπζηήκαηνο δίλεηαη από 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

n s y s
G s

d s x s n s y s


  

 

 

 

Γηα ηελ ζηαζεξνπνίεζε ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο G(s) απαηηείηαη λα ππνινγίζνπκε ηα 

x(s), y(s) S  ηέηνηα ώζηε λα είλαη κηα θαλνληθή θαη Ω-επζηαζήο ζπλάξηεζε (proper 
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θαη Ω-stable). Γηα λα γίλεη απηό ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε πξνεγνύκελε πξόηαζε. Ξέξνπκε 

όηη θάζε ζπλάξηεζε t(s) ( )R s  κπνξεί λα γξαθηεί ζηε κνξθή 1

1 2( ) ( ) ( )t s t s t s   όπνπ 

1 2( ), ( )t s t s  είλαη πξώηα κεηαμύ ηνπο. Αθόκα γηα θάζε ( ) ( )prt s R s  όπνπ 

1

1 2( ) ( ) ( )t s t s t s   κε 1 2( ), ( )t s t s  είλαη πξώηα κεηαμύ ηνπο ζην   ηζρύεη ( )t s S  αλ θαη 

κόλν αλ 2 ( )t s  είλαη αληηζηξέςηκν ζηνηρείν ζην S.  

Έηζη θαη γηα ηε ζπλάξηεζε G(s) ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο όπνπ  

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

n s y s
G s

d s x s n s y s



( )prR s

 

 

αθνύn(s),y(s),d(s),x(s) ( )prR s ζα ηζρύεη: 

 

G(s)=
1( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ( ))n s y s d s x s n s y s   

 

από όπνπ από ηελ πξνεγνύκελε πξόηαζε ζπκπεξαίλνπκε όηη : 

( )G s S  αλ θαη κόλν αλ d(s)x(s)+n(s)y(s) είλαη αληηζηξέςηκν ζηνηρείν ηνπ S θαη 

δηαιέγσ ην απινύζηεξν λα είλαη ε κνλάδα. Άξα ζέισ λα βξσ x(s),y(s) ηέηνηα ώζηε : 

 

d(s)x(s)+n(s)y(s)=1 

 

Η παξαπάλσ εμίζσζε νλνκάδεηαη δηνθαληηθή εμίζσζε πάλσ ζην δαθηύιην ησλ Ω-

επζηαζώλ ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ θαη κπνξεί λα ιπζεί αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ 

επθιείδεην αιγόξηζκν. Δκείο απνδείμακε όηη ηζρύεη ε επθιείδεηα δηαίξεζε πάλσ ζην 

δαθηύιην S θαη άξα γηα ηε ζπγθεθξηκέλε ιύζε πνπ ζα βξνύκε 0 0( ), ( )x s y s S  ζα 

κπνξνύκε λα βξνύκε θαη ηηο ππόινηπεο ρξεζηκνπνηώληαο παξακεηξνπνίεζε: 

x(s) = 0 ( )x s +n(s)t(s) 

y(s) = 0 ( )y s +d(s)t(s) 

όπνπ t(s) S  είλαη κηα Ω-επζηαζήο ξεηή ζπλάξηεζε. Η παξαπάλσ κέζνδνο γηα ηελ 

επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο παξακεηξνπνίεζεο ησλ ζηαζεξνπνηεηηθώλ 

αληηζηαζκηζηώλ , είλαη γλσζηή ζηε βηβιηνγξαθία σο παξακεηξνπνίεζε Youla – Kucera 

(βιέπε ελδεηθηηθά [1] θαη [3]) 
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2.6 ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

 

 
Παξαηεξνύκε πσο γηα λα θηάζνπκε ζηνλ ηειηθό καο ζηόρν πνπ είλαη ε ζηαζεξνπνίεζε 

ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο G(s) ρξεηάζηεθε ε ζεκειίσζε ηεο επθιείδεηαο δηαίξεζεο 

πάλσ ζην δαθηύιην S γηα λα κπνξεί λα ππάξμεη ιύζε ηεο δηνθαληηθήο εμίζσζεο 

d(s)x(s)+n(s)y(s)=1. Αλ θαη ήηαλ ζρεηηθά κεγάιε δηαδηθαζία θαηαθέξακε λα κπνξνύκε 

λα πεξηνξίδνπκε ηνπο πόινπο ελόο θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο ζε νπνηαδήπνηε πεξηνρή 

ζέινπκε αλάινγα κε ηελ θάζε πεξίπησζε. ίγνπξα ζα ήηαλ πην απιό λα δηαιέμνπκε ηελ 

ηνπνζέηεζε ησλ πόισλ ζε ζπγθεθξηκέλα ζεκεία ιύλνληαο ηελ εμίζσζε πνιπσλπκηθά 

αλ θαη απηό κπνξεί λα κελ είλαη ηόζν εύρξεζην αθνύ είλαη πεξηνξηζηηθό ζε ζρέζε κε 

απηό πνπ θάλακε. 
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3. ΣΟ ΤΝΟΛΟ ΣΧΝ Χ-ΔΤΣΑΘΧΝ ΠΙΝΑΚΧΝ 

 

Όζα ζα αλαπηύμνπκε ζην παξαθάησ θεθάιαην είλαη βαζηζκέλα ζην βηβιίν ηνπ Α. 

Βαξδνπιάθε « Linear Multivariable Control – Algebraic Analysis and Synthesis 

Methods ». 

3.1 ΒΑΙΚΟΙ ΟΡΙΜΟΙ & ΑΛΓΔΒΡΑ ΣΧΝ Χ-ΔΤΣΑΘΧΝ 

ΠΙΝΑΚΧΝ  

 

Οπιζμόρ 1.21Σν ζύλνιν ησλ δηαηεηαγκέλσλ πιεηάδσλ ησλ ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ   

1 2( ), ( ),...., ( )pt s t s t s , : {1,2,.....}p    νλνκάδεηαη ζύλνιν ησλ δηαλπζκάησλ ζηειώλ, 

δειαδή :  

 

 1 2( ) : ( ) / ( ) [ ( ), ( ),...., ( )]p

ps t s t s t s t s t s  ┬

 

 

ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη κε ( ) ps . Σα ζηνηρεία ηνπ ( ) ps  (πξαγκαηηθά) ξεηά 

δηαλύζκαηα. 

□  

 

Οπιζμόρ 1.22  Έςτω ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο 
1 2{ ( ), ( ),...., ( )}pt s t s t s  που αποτελείται  

από ρθτά διανφςματα. Το ςφνολο αυτό ονομάηεται ( )s - γραμμικά εξαρτθμζνο αν 

υπάρχει ζνα ςφνολο 1 2{ ( ), ( ),...., ( )}ka s a s a s  από ρθτζσ ςυναρτιςεισ με ( ) 0ia s   για 

τουλάχιςτον ζνα i k  , ζτςι ώςτε : 

 

1 1( ) ( ) .......... ( ) ( ) 0 ( ) p

k ka s t s a s t s s     

 

Επίζεο αλ ( ) 0ia s   γηα θάζε i k , ηόηε ην ζύλνιν 1 2{ ( ), ( ),...., ( )}pt s t s t s  νλνκάδεηαη 

γξακκηθά αλεμάξηεην πάλσ ζην ( )s .                                                                              □ 
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Οπιζμόρ 1.23Έζησ ην ζύλνιν p  m πηλάθσλ κε ζηνηρεία ζην ( )s , ην νπνίν 

ζπκβνιίδεηαη κε  ( ) p ms  . Σόηε έλαο πίλαθαο ( ) ( ) p mT s s   νλνκάδεηαη (πξαγκαηηθόο) 

ξεηόο πίλαθαο.                                                                                                                   □ 

 

Οπιζμόρ  1.24 Έζησ έλαο πίλαθαο ( ) ( ) p mT s s  . Σόηε ε ειαηησκέλε θιηκαθσηή κνξθή 

(rank) ηνπ πίλαθα ( ) ( ) p mT s s   νλνκάδεηαη ν κέγηζηνο αξηζκόο ησλ γξακκηθά 

αλεμάξηεησλ m-δηαλπζκάησλ γξακκώλ ή ησλ p-δηαλπζκάησλ ζηειώλ θαη ζπκβνιίδεηαη 

κε 
( ) ( )srank T s .                                                                                                               □ 

 

Έρνληαο δώζεη βαζηθνύο νξηζκνύο γηα ηνπο πίλαθεο ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ άιγεβξα 

ησλ Ω-επζηαζώλ πηλάθσλ, δειαδή κε ηνπο πίλαθεο κε ζηνηρεία ζην S. Οξίδνπκε κε 

p mS 
 ην ζύλνιν ησλ pxm πηλάθσλ κε ζηνηρεία ζην S. Σνπο νλνκάδνπκε “θαλνληθνύο  

θαη επζηαζείο ” (proper and stable) απηνύο ηνπο ξεηνύο πίλαθεο θαη νη ηδηόηεηεο ηνπο 

είλαη νη εμήο: 

Δίναι proper: ζεκαίλεη όηη δελ έρνπλ πόινπο ζην s=  

Δίναι stable: ζεκαίλεη όηη δελ έρνπλ πόινπο ζην εζσηεξηθό ηνπ Ω. 

Αλ ην Ω C  , ηόηε ην ζύλνιν 
p mS 

 αλαπαξηζηά ην ζύλνιν ησλ “θαλνληθώλ θαη 

Hurwitz επζηαζώλ” ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ. Γηα ηελ εθζεηηθή (exponentially) επζηάζεηα 

ζα κηιήζνπκε παξαθάησ.  

 

Οπιζμόρ 1.25Έλαο πίλαθαο ( ) p mT s S   ιέγεηαη S-κνλνκεηξηθόο (S-unimodular) αλ 

ππάξρεη πίλαθαο ˆ( ) p mT s S   ηέηνηνο ώζηε: 

 

                                                  □ 

 

 

 Οπζηαζηηθά έλαο πίλαθαο ( ) p mT s S   είλαη S-κνλνκεηξηθόο αλ δελ έρεη κεδεληθά ζην 

s=  θαη πεπεξαζκέλα κεδεληθά κέζα ζην Ω. Γειαδή έλαο πίλαθαο S-κνλνκεηξηθόο 

είλαη ηεηξαγσληθόο θαη δελ έρεη πόινπο ή κεδεληθά ζην { }  .  

ε θάζε ηέηνην ξεηό πίλαθα είλαη επηηξεπηέο νη σο ηώξα γλσζηέο ζηνηρεηώδεηο πξάμεηο 

γξακκώλ ή ζηειώλ (αληαιιαγή γξακκώλ(ζηειώλ), πνιιαπιαζηαζκόο γξακκήο 

ˆ( ) ( ) pT s T s I
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(ζηήιεο) κε κνλαδηαίν ζηνηρείν ηνπ δαθηπιίνπ S, πξόζζεζε ζε κηα λέα γξακκή (ζηήιε) 

ην πνιιαπιάζην κηαο άιιεο γξακκήο (ζηήιεο) 

Ο παξαθάησ νξηζκόο ρξεζηκνπνηείηαη αξγόηεξα θαη γηα ηελ απόδεημε επόκελσλ 

ζεσξεκάησλ θαη καο νξίδεη ηνπο ηζνδύλακνπο πίλαθεο. 

 

Οπιζμόρ 1.26 [4,ζελ.282]Έζησ ( ) ( ) , 1,2
p m

iT s R s i


   Σόηε νη 1( )T s θαη 2 ( )T s  ιέγνληαη 

ηζνδύλακνη ζην   αλ ππάξρνπλ S-κνλνκεηξηθνί πίλαθεο ( )LT s p pS   θαη ( )RT s m mS   

ηέηνηνη ώζηε: 

 

                                           □ 

 

 

Θεώπημα 1.27  [4,ζελ.282] (Smith – McMillan κνξθή  ξεηνύ πίλαθα ζην { }  ) 

Έζησ ( ) ( )
p m

T s R s


 , rankT(s)=r. Σόηε ν Σ(s) είλαη  ηζνδύλακνο ζην  { }  κε ην 

δηαγώλην πίλαθα ( )T sS
 πνπ έρεη ηε κνξθή: 

 

1
( ) ,

1

( ) ( )
[ ,.........., , ] ( )

( ) ( )

p mr
T s p r m r

r

s s
S blockdiag O R s

s s

 

 

 

  

 

 

όπνπ 
 

( )
( )

ip

s
s S

s a





  


 θαη 

 

( )
( )

il

s
s S

s a





  


είλαη πξώηα κεηαμύ ηνπο ζην 

{ }  , θαη ηα ( )s  , ( )s 
[ ]R s  είλαη πξώηα κεηαμύ ηνπο κε ηα κεδεληθά ηνπο 

κέζα ζην Ω, θαη ην –α είλαη έμσ από ην Ω.                                                                     □ 

 

Ο πίλαθαο ( )T sS
 κπνξεί αθόκα λα γξαθεί: 

 

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T s R LS E s s s E s        
 

 

όπνπ  

1 ,( ) [ ( ),........, ( ), ] p m

r p r m rE s blockdiag s s O S  

  
 

1 2( ) ( ) ( ) ( )L RT s T s T s T s
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1( ) [ ( ),......., ( ), ] m m

R r m rs diag s s S  

   
 

 

1( ) [ ( ),........., ( ), ] p p

L r p rs diag s s S  

   
 

 

Η ηειεπηαία κνξθή γξαθήο ηνπ ( )T sS
 ζα καο είλαη ρξήζηκε θαη ζηα επόκελα πνπ ζα 

πνύκε. 

Ο πίλαθαο ( )T sS
 γξάθεηαη θαη ζηε κνξθή: 

 

11
( ) ,

1

( ) ( )
[ ( ) ,........., ( ) , ]

( ) ( )
rq qr

T s p r m r

r

s s
S blockdiag s a s a O

s s

 

 

  
 

 

  

 

 

Σα πεπεξαζκέλα κεδεληθά ηνπ 
 

( )
( )

ip

s
s S

s a





  


 δειαδή ηα κεδεληθά ηνπ ( )i s   

δίλνπλ ηα κεδεληθά ηνπ Σ(s) θαη ην deg ( ) 0ooz

i iq p s      δίλεη ηελ πνιιαπιόηεηα 

ησλ κεδεληθώλ ζην s=  

Αθόκα ηα πεπεξαζκέλα  κεδεληθά  ηνπ  
 

( )
( )

il

s
s S

s a





  


 δειαδή ηα πεπεξαζκέλα 

κεδεληθά ηνπ  ( )i s   δίλνπλ ηνπο πόινπο ηνπ Σ(s) ελώ ην deg ( ) 0oop

i i iq l s     δίλεη 

ηελ πνιιαπιόηεηα ησλ πόισλ ηνπ Σ(s) ζην άπεηξν. 

Γειαδή αλ: 

 

 

( )

2

1
0

1
0

T s

s a
S

s

s a



 
 
 

 
    

 

 ηόηε ην Σ(s) δελ έρεη πεπεξαζκέλνπο πόινπο ζην C
 θαη έρεη έλα πεπεξαζκέλν 

κεδεληθό γηα s=1. Αθόκε 1 1p   θαη 2 2p   άξα 1 1 1deg ( ) 1 0 1ooz
q p s       θαη 

2 2 2deg ( ) 2 1 1ooz
q p s       δειαδή έρεη δπν κεδεληθά ζην s=  , ην θαζέλα 

πνιιαπιόηεηαο 1 
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Σα επόκελα δπν πνξίζκαηα βνεζνύλ ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ ζηαζεξνπνηεηή ζε 

πνιπκεηαβιεηά ζπζηήκαηα .                                                                                           

Πόπιζμα 1.28 [4,ζελ.284] Έζησ ( ) ( ) p ms R s   . Σόηε ( ) ( )prT s R s  αλ θαη κόλν αλ νη 

( ), ( )R Ls s    είλαη δηθαλνληθνί (biproper)  ξεηνί πίλαθεο                                         □ 

Απόδειξη  

Ο ( ) ( ) p ms R s    αλ θαη κόλν ν T(s) δελ έρεη πόινπο ζην s   ην όπνην ηζρύεη αλ θαη 

κόλν αλ 0
p

q     ή  ηζνδύλακα  αλ θαη κόλν αλ  deg ( ),i il s i r    ,  

δειαδή αλ θαη κόλν αλ ( ) ,i s S i r    είλαη δηθαλνληθέο ξεηέο ζπλαξηήζεηο θαη 

επνκέλσο αλ θαη κόλν αλ ( ) , ( )m m p p

R Ls S s S        είλαη δηθαλνληθνί ξεηνί πίλαθεο                                                 

                                                                                                                                        

 

ην επόκελν πόξηζκα βαζίδνληαη θαη ηδηόηεηεο ηνπ δεηνύκελνπ ζηαζεξνπνηεηή πνπ ζα 

παξνπζηαζηνύλ ζην επόκελν θεθάιαην  

 

Πόπιζμα 1.29[4,ζελ.284] Έζησ ( ) ( ) p ms R s   .Σόηε ( ) p ms S    αλ θαη κόλν αλ

( )R ms I   θαη ( )L ps I   δειαδή αλ θαη κόλν αλ ( ) m m

R s S    θαη ( ) p p

L s S    

είλαη S-κνλνκεηξηθνί  πίλαθεο.  

(Σ(s) 
p mS   T(s) δελ έρεη πόινπο ζην { }   ( ) 1,i s i r  

 
□

 

Απόδειξη 

Ο ( ) ( ) p ms R s    είλαη αξηζηεξόο (δεμηόο) δηθαλνληθόο αλ θαη κόλν αλ 

lim ( ) p m

s T s E R 

    θαη ( )Rrank E m p   δειαδή αλ θαη κόλν αλ ν T(s) δελ έρεη 

επίζεο θαζόινπ κεδεληθά ζην s  , ην νπνίν ηζρύεη αλ θαη κόλν αλ 0
z

iq    ή 

ηζνδύλακα αλ θαη κόλν αλ ν ( ) p mE s S   είλαη αξηζηεξόο (δεμηόο) δηθαλνληθόο ξεηόο 

πίλαθαο                                                                                                                          

 

Αθόκα πξνθύπηεη ην επόκελν πόξηζκα: 
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Πόπιζμα 1.30 [4,ζελ.284] Έζησ ν πίλαθαο ( ) ( ) p ms R s   . Σόηε ν πίλαθαο ( ) p ms S  

αλ θαη κόλν αλ  ( )R ms I    , ( )L ps I    δειαδή νη ( ) ,m m

R s S   ( ) m m

L s S    είλαη S-

κνλνκεηξηθνί  πίλαθεο  

( ( ) p mT s S    ν T(s) δελ έρεη πόινπο ζην  ( ) 1,s i r   )                                  □ 

 

Οπζηαζηηθά ε Smith κνξθή ελόο πίλαθα είλαη έλαο ηζνδύλακνο πίλαθαο πνπ καο 

βνεζάεη λα βξίζθνπκε επθνιόηεξα ηνπο πόινπο θαη ηα κεδεληθά ελόο πίλαθα ξεηώλ 

ζπλαξηήζεσλ. 

ηελ παξαθάησ πξόηαζε θαίλεηαη ε Smith κνξθή ελόο πίλαθα Σ(s) πνπ δελ έρεη 

κεδεληθά ζην { }   

 

Ππόηαζη 1.31 [4,ζελ.286] Έζησ ( ) ( ) p ms R s     κε  rankT(s)=r. Σα επόκελα είλαη 

ηζνδύλακα: 

 

i. Σ(s) δελ έρεη κεδεληθά ζην { }   

 

ii. ( ) 1, ( ) 1i is i r s       θαη 0,ip i r   

 

iii. ( ) ,

1

1 1
[ ,........., , ]

( ) ( )
T s p r m r

r

S blockdiag O
s s 



   

                                                                                                                                   □ 

 

Αλ έλαο πίλαθαο Σ(s) δελ έρεη κεδεληθά ζην { }   θαη δελ έρεη πόινπο ζην 

s   θαη ζην Ω.  ηόηε: 

( )

,

r m r

T s

p r p r m r

I O
S

O O



  

 
  
 

 

θαη αλ r=p :  

( ) [T s pS I  , ]p m pO   (1) 

 

Οπιζμόρ 1.32 [4,ζελ.287]Έλαο ξεηόο πίλαθαο ( ) p mT s S  , ν νπνίνο έρεη Smith κνξθή : 
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( ) [T s pS I  , ]p m pO   

 

νλνκάδεηαη  S-δεμηά κνλνκεηξηθόο (S-right unimodular). Ο S-αξηζηεξά κνλνκεηξηθόο (S-

left unimodular) νξίδεηαη κε αλάινγν ηξόπν.                                                                 □ 

 

Ππόηαζη 1.33 [4,ζελ.287] Έλαο ξεηόο πίλαθαο ( ) ( ) p ms R s   κε rankT(s)=r κπνξεί λα 

παξαγνληνπνηεζεί κε όρη κνλαδηθό ηξόπν σο: 

 

1( ) ( ) ( )T s T s T s



 

 

όπνπ 
1( ) r mT s S   είλαη S-κνλνκεηξηθόο θαη ( ) ( ) p rT s R s 


  κε 

( ) ( )R srank T s =r έρεη ηε 

δνκή πόισλ θαη κεδεληθώλ ίδηα κε απηή ηνπ Σ(s). Σόηε ν ( )T s


 νλνκάδεηαη αξηζηεξή 

δνκή ηνπ Σ(s) ζην Ω.                                                                                                      □ 

Απόδειξη 

Έζησ ( ) , ( )p p m m

L RT s S T s S    είλαη S-κνλνκεηξηθνί πίλαθεο ηέηνηνη ώζηε: 

 

( )( ) ( ) ( )L T s RT s T s S T s
 

 

όπνπ  

 

,

( )

, ,

( ) 0

0 0

r m r

T s

p r r p r m r

N s
S



  

 
  
   

 

θαη  

1 1

1 1( ) [ ( ) ( ) ,.........., ( ) ( ) ] ( )r r

r rN s diag s s s s R s      
 

 

Σώξα αλ παξαζηήζνπκε ηνλ  ( )RT s  σο: 

 



Διέλε . Αιακπνξηλνύ 

40 

 

1

2

( )
( )

( )
R

T s
T s

T s

 
  
   

 

όπνπ 
1( ) r mT s S   θαη ( )

2( ) m r mT s S   θαη είλαη θαη νη δπν S-δεμηά κνλνκεηξηθνί.  

Σόηε: 

,

( )
( ) ( )

0L

p r r

D s
T s T s



 
  

 
( rI

,0r m r
)

1

2

( )

( )

T s

T s

 
 
 

= ( )LT s

 

 

όπνπ 
,

( )
( ) : ( ) ( )

0

p r

L L

p r r

D s
T s T s R s 



 
  

 
 θαη από ηε ζρέζε ( )( ) ( ) ( ) ( )L T s RT s T s S s T s   

έρνπκε όηη νη πίλαθεο ( ), ( )LT s T s  έρνπλ ηελ ίδηα δνκή πόισλ θαη κεδεληθώλ ζην s                      

                                                                                                                                        

 

3.2 Κλαζμαηική μοπθή πηηών πινάκων 
 

Γηα λα ζπλερίζνπκε ηε κειέηε καο είλαη πνιύ ζεκαληηθό λα νξίζνπκε ηελ έλλνηα ησλ 

από αξηζηεξά ή από δεμηά ζρεηηθά πξώησλ ξεηώλ πηλάθσλ κε ζηνηρεία  ζην  S 

 

Οπιζμόρ 1.34 [4,ζελ.16] Έζησ νη πνιπσλπκηθνί πίλαθεο ( ) [ ]p mA s s  , ( ) [ ]p qB s s   

θαη ( ) [ ]q mC s s   νη νπνίνη ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε : 

 

A(s)= B(s)C(s) 

 

ηόηε : ν B(s) νλνκάδεηαη από αξηζηεξά δηαηξέηεο ηνπ Α(s), ν C(s) νλνκάδεηαη από δεμηά 

δηαηξέηεο ηνπ A(s), ν Α(s) νλνκάδεηαη από αξηζηεξά πνιιαπιάζην ηνπ C(s), θαη ηέινο ν 

A(s) νλνκάδεηαη από δεμηά πνιιαπιάζην ηνπ B(s)                                                           □ 

 

Οπιζμόρ 1.35 [4,ζελ.288] Έζησ ξεηνί πίλαθεο ( ) p ms S   θαη ( ) p mT s S  , 

( ) p p

LT s S   ηέηνηνη ώζηε: 

( ) ( ) ( )LT s T s T s
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ηόηε ν ( )LT s  νλνκάδεηαη από αξηζηεξά δηαηξέηεο ηνπ Σ(s) ζην { }                                                        

                                                                                                                                        □ 

 

Οπιζμόρ  1.36 [4,ζελ.288] Έςτω  δυο ρθτοί πίνακεσ  
1( ) p lT s S  , 

2( ) p tT s S   και ζςτω 

( ) p p

LT s S    να είναι από αριςτερά διαιρζτθσ ςτο  { }    του 1( )T s και του 2 ( )T s  

δθλαδι ζςτω  
1 1( ) ( ) ( )LT s T s T s   και  

2 2( ) ( ) ( )LT s T s T s , όπου 
1( ) p lT s S   και

2( ) p tT s S   

Σόηε ν ( )LT s  νλνκάδεηαη θνηλόο αξηζηεξόο δηαηξέηεο ζην { }   ηνπ 1( )T s  θαη ηνπ 

2 ( )T s
                                                                                                                               

□ 

 

Οπιζμόρ 1.37 [4,ζελ.288]Αλ ν ( )LT s  είλαη από δεμηά πνιιαπιάζην από θάζε θνηλό 

αξηζηεξό δηαηξέηε ηνπ 1( )T s θαη ηνπ 2 ( )T s  ζην { }   δειαδή αλ : 

 

3( ) ( ) ( )L LT s T s T s
 

 

 γηα θάζε 
3( ) p pT s S   ηόηε ν ( )LT s  νλνκάδεηαη κέγηζηνο θνηλόο αξηζηεξόο δηαηξέηεο ζην  

{ }   ηνπ 1( )T s  θαη ηνπ 2 ( )T s
                                                                           

□
 

 

Ππόηαζη1.38[4,ζελ.288]Έζησ
1( ) p ts S   ,

2( ) p ts S    κε ( ): ( )sm l t p rank T s      

θαη  1[ ( )T s 2 ( )]T s : ( ) p mT s S   θαη έζησ ( ) p pT s S 


  είλαη κηα αξηζηεξή δνκή ηνπ Σ(s) 

ζην . Σόηε ν πίλαθαο ( )T s


 είλαη κέγηζηνο θνηλόο αξηζηεξόο δηαηξέηεο ζην   ηνπ 1( )T s  

θαη ηνπ   2 ( )T s  

                                                                                                                                      □
 

 

Παπαηήπηζη 1.39 [4,ζελ.289] Αλ ν ( ) p p

LT s S   είλαη κέγηζηνο θνηλόο αξηζηεξόο 

δηαηξέηεο ζην { }    ηνπ 1( )T s  θαη ηνπ 2 ( )T s  ηόηε ν ( )LT s  είλαη αξηζηεξή δνκή 

ηνπ Σ(s)=[ 1( )T s , 2 ( )T s ] θαη γη’ απηό έρεη δνκή κεδεληθώλ ίδηα κε απηή ηνπ T(s). Άξα αλ 

ν ( )LT s  είλαη S-κνλνκεηξηθόο δειαδή δελ έρεη κεδεληθά ζην { }   ηόηε νύηε ν 

T(s) έρεη κεδεληθά ζην Ω θαη ηόηε ιέκε όηη νη  1( )T s  θαη 2 ( )T s  νλνκάδνληαη από αξηζηεξά 

πξώηνη κεηαμύ ηνπο (left coprime)                                                                                                            

                                                                                                                                          □                                    
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Οη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο νξίδνληαη κε αλάινγν ηξόπν  

Οη επόκελεο πξνηάζεηο  θαη ζεσξήκαηα πνπ αθνινπζνύλ ζα καο βνεζήζνπλ λα ιύζνπκε 

ην πξόβιεκα ηεο εύξεζεο αληηζηαζκηζηή γηα ηε ζηαζεξνπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζην 

επόκελν θεθάιαην 

 

Ππόηαζη 1.40 [4,ζελ.289] Έζησ 
1( ) p lT s S   θαη 

2( ) p tT s S   κε m:=l+t p =rank 

[ 1( )T s , 2 ( )T s ] 

Οη επόκελεο πξνηάζεηο είλαη ηζνδύλακεο : 

i. Οη 1( )T s  θαη 2 ( )T s
 
είλαη  από αξηζηεξά πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην  Ω (left 

coprime) 

ii. Σ(s)=[ 1( )T s , 2 ( )T s ]  δελ έρεη κεδεληθά ζην { }   

iii. Τπάξρεη S-κνλνκεηξηθόο πίλαθαο ( ) m n

RT s S    ηέηνηνο ώζηε :  

 

( ) ( ) [R pT s T s I , ]p m pO  = ( )T sS

 

 

iv. Τπάξρεη ( ) l pX s S  , ( ) t pY s S  ηέηνηνη ώζηε: 

 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) pT s X s T s Y s I 
 

 

v. Τπάξρνπλ ( )

3( ) m p lT s S   , ( )

4( ) m p tT s S   ηέηνηνη ώζηε: 

 

1 2

3 4

( ) ( )

( ) ( )

m m
T s T s

S
T s T s

 
 

 
  λα είλαη S-κνλνκεηξηθόο 

 

vi. ην 1 0[ ( )Crank T s 2 0( )]T s p  γηα θάζε 0s   θαη 1lim[ ( )
s

T s
 2( )] p mT s E R  

όπνπ 
Rrank E p

                                                                                             
□ 

 

Γηα λα γίλεη ε απόδεημε ησλ νπνίσλ ρξεζηκνπνηνύληαη πξνεγνύκελεο πξνηάζεηο όπσο ε 

πξόηαζε γηα ηελ ύπαξμε δπν ηζνδύλακσλ πηλάθσλ 1( )T s  θαη 2 ( )T s
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Όπνπ ηζρύεη ε ζρέζε 1 2( ) ( ) ( ) ( )L RT s T s T s T s  γηα λα είλαη νη 1( )T s  θαη 2 ( )T s  

ηζνδύλακνη θαη ε νπνία πξόηαζε ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ απόδεημε ηεο (β)  (γ) 

 

Ππόηαζη 1.41 [4,ζελ.290] Έζησ ( ) ( ) p mT s R s   κε 
( ) ( )R srank T s r . Σόηε ν Σ(s) κπνξεί 

λα γξαθεί όρη κε κνλαδηθό ηξόπν σο: 

 

1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )T s A s B s B s A s  
 

 

όπνπ 
1( ) p pA s S  , 

1( ) p mB s S    είλαη  από αξηζηεξά  πξώηνη κεηαμύ ηνπο  ζην   θαη  

2( ) m mA s S  , 
2( ) p mB s S     είλαη από δεμηά  πξώηνη  κεηαμύ ηνπο  ζην                     □ 

Απόδειξη 

Έζησ ( ) , ( )p p m m

L RU s S U s S    είλαη S-κνλνκεηξηθνί πίλαθεο ηέηνηνη ώζηε  

( )( ) ( ) ( )L R T sU s T s U s S = 1 1( ) ( ) ( ) ( )L Rs E s E s s         

ηόηε ζα έρνπκε: 

1( ) : ( ) ( )L LA s s U s
 

 

1

1( ) : ( ) ( )RB s E s U s 
 

 

2( ) : ( ) ( )R RA s U s s 
 

 

1

2( ) : ( ) ( )LB s U s E s 
 

 

από ηα νπνία έρνπκε: 

( 1( )B s 1( )A s ) = ( ( )E s ( )L s )

1( ) 0

0 ( )

R

L

U s

U s

 
 
   

 

1
2

2

( ) ( )( ) 0

( ) 0 ( ) ( )

L

R R

B s E sU s

A s U s s
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θαη έηζη νη 1( )A s  θαη 1( )B s  είλαη από αξηζηεξά πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην   θαη νη 2 ( )A s  

θαη 2 ( )B s  είλαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην   (αθνύ νη ( ), ( )i is s   είλαη πξώηνη 

κεηαμύ ηνπο όπσο πξνθύπηεη από πξνεγνύκελν ζεώξεκα ) 

 

Οπιζμόρ 1.42 [4,ζελ.290]Σν δεπγάξη 1 1( ), ( )A s B s  ( 2 2( ), ( )A s B s ) νλνκάδεηαη από 

αξηζηεξά (δεμηά) πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην  , S- θιαζκαηηθή πεξηγξαθή πηλάθσλ ηνπ T(s) 

( S-MFD ηνπ T(s))                                                                                                                                    

                                                                                                                                       □ 

 

Οπζηαζηηθά θάζε έθθξαζε 

1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )T s A s B s B s A s  
 

 νλνκάδεηαη S-MFD ηνπ Σ(s), όπνπ 
1( ) p pA s S  , 

1( ) p mB s S  , 
2( ) m mA s S  , 

2( ) p mB s S   

 

Ππόηαζη 1.43[4,ζελ.291]Έζησ ( ) ( ) p mT s R s   θαη έζησ 1

1 1( ) ( ) ( )T s A s B s =

1

2 2( ) ( )B s A s   είλαη από αξηζηεξά θαη από δεμηά αληίζηνηρα πξώηνη ζην  , S-MFDs ηνπ 

T(s). Σόηε ( ) p m

prT s R   αλ θαη κόλν αλ
1( ) p pA s S  , 

2( ) m mA s S   είλαη δηθαλνληθνί 

ξεηνί πίλαθεο.                                                                                    

                                                                                                                                          □                                                                                                                                                                                                                                                                               

Απόδειξη 

Έζησ 
( )( ) ( ) ( )L R T sU s T s U s S θαη έζησ 1( ) : ( ) ( ) p p

L LA s s U s S   , 

2( ) : ( ) ( ) m m

R RA s U s s S    , 
1

1( ) : ( ) ( )RB s E s U s  , 
1

2( ) : ( ) ( )LB s U s E s   είλαη ε S-

MFD κνξθή ηνπο. Σόηε από πξνεγνύκελν ζεώξεκα ζην νπνίν γηα θάζε πίλαθα  

 

1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )T s A s B s B s A s  
 

 

Θα ππάξρεη  πίλαθαο  ( ) m mU s S   θαη S-κνλνκεηξηθόο ηέηνηνο ώζηε: 

 

2 2( ) ( ) ( )B s B s U s
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2 2( ) ( ) ( )A s A s U s
 

 

Θα έρσ όηη αλ 1 1( ), ( )A s B s  θαη 2 2( ), ( )A s B s  είλαη από αξηζηεξά θαη δεμηά πξώηνη 

κεηαμύ ηνπο S-MFDs ζην   ηνπ T(s)  ηόηε ζα ηζρύεη: 

 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L LA s V s A s V s s U s  
 

 

1

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )RB s V s B s V s E s U s  
 

 

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R RA s A s U s U s s U s  
 

 

1

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )LB s B s U s U s E s U s  
 

 

γηα ηνπο S-κνλνκεηξηθνύο πίλαθεο ( ) p pV s S   θαη ( ) m mU s S  . Έηζη από 

πξνεγνύκελν πόξηζκα έρνπκε όηη ( ) ( ) p m

prT s R s   αλ θαη κόλν αλ νη πίλαθεο 

( ), ( )L Rs s    είλαη δηθαλνληθνί, θαη από ηηο πξνεγνύκελεο ζρέζεηο αθνύ θάζε S-

κνλνκεηξηθόο πίλαθαο είλαη δηθαλνληθόο ηόηε ( ) ( ) p m

prT s R s   αλ θαη κόλν αλ νη 

1 2( ), ( )A s A s  είλαη δηθαλνληθνί ξεηνί πίλαθεο. 

 

Ππόηαζη1.44[4,ζελ.291]Έζησ ( ) ( ) p mT s R s   θαη έζησ 1

1 1( ) ( ) ( )T s A s B s 

1

2 2( ) ( )B s A s   είλαη από αξηζηεξά θαη από δεμηά αληίζηνηρα πξώηνη ζην   S-MFDs ηνπ 

T(s). Σόηε ( ) p mT s S   αλ θαη κόλν αλ νη 1( ) p pA s S  , 2( ) m mA s S   είλαη S-

κνλνκεηξηθνί                                                               

                                                                                                                                  □ 

Απόδειξη 

Έρνπκε όηη ( ) p mT s S   αλ θαη κόλν αλ ( )L ps I  , ( )R ms I   θαη επνκέλσο από ηηο 

ζρέζεηο 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L LA s V s A s V s s U s    θαη 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R RA s A s U s U s s U s    
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έρνπκε όηη νη 1( ) ( ) ( )LA s V s U s  θαη 2( ) ( ) ( )RA s U s U s  είλαη S-κνλνκεηξηθνί 

πίλαθεο. 

 

Οπιζμόρ 1.45 [4,ζελ.5] Έλαο πίλαθαο ( ) ( ) p mT s R s   νλνκάδεηαη θαλνληθόο θαηά 

ζηήιεο (column proper)  αλ: 

 

[ ( )] min{ , }h

R crank T s p m
                                            

                                                                                                                                        
□ 

 

 

Οπόηε ζύκθσλα κε απηό ηνλ νξηζκό αθνινπζεί ε παξαθάησ πξόηαζε : 

 

Ππόηαζη 1.46 [4,ζελ.292]Έζησ ( ) ( ) p m

prT s R s   θαη έζησ 
1( ) ( ) ( )T s N s D s  , 

( ) [ ]p mN s R s  , ( ) [ ]m mD s R s   είλαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο ΜFD ηνπ T(s) κε 

D(s) θαλνληθόο θαηά ζηήιεο (column proper)  θαη έζησ deg ( )j jD s n   είλαη ν βαζκόο 

ησλ ζηειώλ ηνπ D(s)  

Έζησ: 

 

1

1, ,1 ,0( ) .... [ ]i i

i

n n

i i n i id s s a s a s a R s


     

 

 

Είλαη ηπραία πνιπώλπκα πνπ δελ έρνπλ κεδεληθά ζην Ω.
 

 Σόηε: 

1( ) [ ( ),.............., ( )] [ ]m m

d mD s diag d s d s R s  
 

 

1

2( ) ( ) ( ) m m

dA s D s D s S  
 

 

1

2( ) ( ) ( ) p m

dB s N s D s S  
 

 

Σόηε 1

2 2( ) ( )B s A s   είλαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο S-MFD ηνπ T(s)                 □ 
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Έηζη έρνληαο κειεηήζεη όιεο ηηο απαξαίηεηεο πξνηάζεηο γηα ηελ εύξεζε ηνπ 

αληηζηαζκηζηή θαη ηε ζηαζεξνπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζα εμεηάζνπκε ηε 

πνιπκεηαβιεηή πεξίπησζε ζην επόκελν θεθάιαην αθνύ πξώηα δώζνπκε θάπνηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ δεηνύκελνπ ζηαζεξνπνηεηή. 
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4. ΤΠΟΛΟΓΙΜΟ ΚΑΙ ΠΑΡΑΜΔΣΡΟΠΟΙΗΗ 

ΣΟΤ ΣΑΘΔΡΟΠΟΙΗΣΙΚΟΤ 

ΑΝΣΙΣΑΘΜΙΣΗ 

 

 Όζα ζα αλαπηύμνπκε ζην παξαθάησ θεθάιαην είλαη βαζηζκέλα ζην βηβιίν ηνπ Α. 

Βαξδνπιάθε « Linear Multivariable Control – Algebraic Analysis and Synthesis 

Methods ». 

4.1 Παπαηηπηζιμόηηηα και ελεγξιμόηηηα ενόρ PMD - σέζειρ μεηαξύ 

εζωηεπικήρ εςζηάθειαρ και εζωηεπικήρ κανονικόηηηαρ ενόρ PMD – 

Δςζηάθεια και κανονικόηηηα ηηρ ζςνάπηηζηρ μεηαθοπάρ ηος 
 

Σν θύξην ζέκα όιεο ηεο ελόηεηαο πνπ παξνπζηάδνπκε είλαη ε ζηαζεξνπνίεζε ελόο 

γξακκηθνύ πνιπκεηαβιεηνύ ζπζηήκαηνο κε ηε βνήζεηα θάπνηνπ ζηαζεξνπνηεηή. Αο 

ππνζέζνπκε όηη καο δίλεηαη έλα PMD πνπ πεξηγξάθεη ηε ζπκπεξηθνξά ελόο γξακκηθνύ, 

αλεμάξηεηνπ θαη ζπλερνύο ρξόλνπ πνιπκεηαβιεηό ζύζηεκα. Τπνζέηνπκε αθόκα όηη 

(P) είλαη ζύζηεκα πνπ έρεη ζπλάξηεζε κεηαθνξάο P(s) είλαη αζηαζέο, ζα 

πεξηγξάςνπκε ηε ζύλζεζε θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ελόο άιινπ ζπζηήκαηνο (C) ηέηνην 

ώζηε όηαλ ηα ζπζηήκαηα (P) θαη (C) είλαη ζπλδεδεκέλα, ηόηε ην νιηθό θιεηζηό 

ζύζηεκα (P,C) πνπ δεκηνπξγείηαη είλαη επζηαζέο. ’ απηήλ ηελ πεξίπησζε ιέκε όηη ην 

(C) ζηαζεξνπνηεί ην (P). 

Έζησ έλα ζύζηεκα γξακκηθό, ρξνληθά ακεηάβιεην ζπλερνύο ρξόλνπ, ηνπ νπνίνπ ε 

ζπκπεξηθνξά πεξηγξάθεηαη από έλα PMD 

 

    ( ) ( ) ( ) ( )A p t B p u t    (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t C p t D p u t   

 

όπνπ ( ) [ ]r rA p R p  , ( ) [ ]r mB p R p  , ( ) [ ]p rC p R p  , ( ) [ ]p mD p R p   

 

Η ηεηξάδα ησλ πηλάθσλ Α(p), Β(p), C(p), D(p), δειαδή ν πίλαθαο πηλάθσλ 

[Α(p),Β(p),C(p),D(p)] νλνκάδεηαη πεξηγξαθή πνιπσλπκηθώλ πηλάθσλ (PMD) θαη 

πεξηγξάθεη ηε δπλακηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο. 
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Αθόκα ν ξεηόο πίλαθαο:                             

 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )H p C p A p B p D p   

 

 νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο . 

Γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ ζπζηήκαηνο ρξεζηκνπνηώ ην PMD  ηνπ ζπζηήκαηνο. Άξα: 

 

Οπιζμόρ 1.47 [4,ζελ.298]Έλα PMD [Α,Β,C,D] είλαη εζσηεξηθά επζηαζέο (internally 

stable) αλ θαη κόλν αλ δελ έρεη πεπεξαζκέλα κεδεληθά ζην C
 ή ηζνδύλακα αλ θαη κόλν 

αλ {πεπεξαζκέλα κεδεληθά} C :={ ,Re( ) 0}s C s                                                            

                                                                                                                                      □ 

 

Αθόκα: 

 

Οπιζμόρ 1.48 [4,ζελ.298] Έλα PMD ιέγεηαη ειέγμηκν αλ θαη κόλν αλ [ ( )orank A s

( )]oB s r  γηα θάζε 
os C

                                                                                                                              

                                                                                                                                         
□ 

 

Οπιζμόρ 1.49[4,ζελ.299]Έλα PMD [Α,Β,C,D] ιέγεηαη αληρλεύζηκν αλ θαη κνλό αλ

( )

( )

o

o

A s
rank r

C s

 
 

 
 γηα θάζε 

os C
                                                                                                               

                                                                                                                                         
□ 

 

Αθνύ ην PMD   πεξηγξάθεη πιήξσο  ηε ζπκπεξηθνξά  ηνπ ζπζηήκαηνο    άξα :  

 

Οπιζμόρ 1.50 [4,ζελ.300] Έλα ζύζηεκα  ιέγεηαη εζσηεξηθά επζηαζέο (internally 

stable) αλ ην PMD [Α(p),Β(p),C(p),D(p)] ηνπ  είλαη εζσηεξηθά επζηαζέο                                                                                                        

                                                                                                                                          □ 

 

Αθόκα: 
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Οπιζμόρ 1.51 [4,ζελ.300] Έλα PMD  [Α(p),Β(p),C(p),D(p)] νλνκάδεηαη εζσηεξηθά Ω-

επζηαζέο αλ θαη κόλν αλ ν Α(s)  δελ έρεη κεδεληθά ζην Ω                                                                       

                                                                                                                                           □ 

 

Οπιζμόρ 1.52 [4,ζελ.300] Έλα PMD  [Α(p),Β(p),C(p),D(p)] νλνκάδεηαη  Ω-ειέγμηκν (Ω-

stabilizable) αλ θαη κόλν αλ [ ( )orank A s ( )]oB s r  γηα θάζε os  Ω                                                                            

                                                                                                                                           □ 

 

Οπιζμόρ 1.53 [4,ζελ.300] Έλα PMD  [Α(p),Β(p),C(p),D(p)] νλνκάδεηαη   Ω-αληρλεύζηκν 

(Ω-detectable)  αλ θαη κόλν αλ
( )

( )

o

o

A s
rank r

C s

 
 

 
 γηα θάζε os Ω                                           

                                                                                                                                          □ 

 

ηνπο παξαθάησ νξηζκνύο γίλεηαη αλαθνξά ζηα είδε επζηάζεηαο πνπ ππάξρνπλ θαη ζηα 

πξαθηηθά πξνβιήκαηα πνπ κπνξεί λα ππάξμνπλ αλ έλα ζύζηεκα δελ είλαη ζπλνιηθά 

εζσηεξηθά επζηαζέο. Μηιάκε γηα ηε γεληθή πεξίπησζε όπνπ ε αλεπηζύκεηε πεξηνρή Ω 

κπνξεί λα είλαη νπνηαδήπνηε πεξηνρή θαη όρη κόλν ην C

 

 

Οπιζμόρ 1.54 [4,ζελ.303] Έλα PMD [Α(p),Β(p),C(p),D(p)] νλνκάδεηαη εθζεηηθά Ω-

επζηαζέο αλ θαη κόλν αλ είλαη: 

 

i. εζσηεξηθά θαλνληθό    

ii. εζσηεξηθά Ω-επζηαζέο  

 

Ισοδύναμα αλ θαη κόλν αλ 

 

i. Οη ξεηνί πίλαθεο 
1( )A s 

, 
1( ) ( )C s A s 

, 
1( ) ( )A s B s

, 
1( ) ( ) ( ) ( )C s A s B s D s   

είλαη όινη proper δειαδή δελ έρνπλ πόινπο ζην s=  

ii. Ο πνιπσλπκηθόο πίλαθαο Α(s) δελ έρεη πεπεξαζκέλα κεδεληθά ζην Ω(δειαδή 

ηζνδύλακα ν 
1( )A s 
 δελ έρεη πεπεξαζκέλνπο πόινπο ζην Ω.                                                                    

                                                                                                                        □ 
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Καη απηό γίλεηαη γηαηί όηαλ αληηζηξέθεηαη κηα ξεηή ζπλάξηεζε ή θαη’ επέθηαζε έλαο 

ξεηόο πίλαθαο νη πόινη ηνπ γίλνληαη κεδεληθά θαη ηα κεδεληθά ηνπ γίλνληαη πόινη. 

Γεληθά: 

 Οπιζμόρ 1.55 [4,ζελ.303] Έλαο πίλαθαο ( ) ( )p mH s R s  νλνκάδεηαη εθζεηηθά επζηαζήο 

αλ θαη κόλν αλ 

i. 
 

( ) ( )p m

prH s R s  (ηζνδύλακα δελ έρεη πόινπο ζην s= ) 

ii. H(s) δελ έρεη πεπεξαζκέλνπο πόινπο ζην Ω                                                                                     

                                                                                                                        □ 

 

ην παξαθάησ ιήκκα καο δίλνληαη νη απαξαίηεηεο πξνϋπνζέζεηο θάησ από ηηο νπνίεο ε 

επζηάζεηα ηεο ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο Η(s) καο εγγπάηαη θαη ηε ζπλνιηθή επζηάζεηα 

ηνπ ζπζηήκαηνο  

 

Λήμμα 1.56 [4,ζελ.303] Τπνζέηνπκε όηη έλα PMD [Α(p),Β(p),C(p),D(p)] ελόο 

ζπζηήκαηνο  είλαη: 

 

i. Εζσηεξηθά θαλνληθό  

ii. Ω-ειέγμηκν θαη Ω-αληρλεύζηκν  

 

Σόηε ην PMD [Α(p),Β(p),C(p),D(p)] είλαη εθζεηηθά επζηαζέο αλ θαη κόλν αλ ε ζπλάξηεζε 

κεηαθνξάο Η(s) είλαη εθζεηηθά επζηαζήο.                                                                       □ 

 

Γεληθά ε εθζεηηθή  επζηάζεηα είλαη πην ηζρπξή επζηάζεηα. Αλ έλα ζύζηεκα είλαη 

ζπλνιηθά εζσηεξηθά επζηαζέο ηόηε είλαη θαη εθζεηηθά επζηαζέο. Αληίζηνηρα αλ έλα 

ζύζηεκα είλαη εθζεηηθά  επζηαζέο θαη νη πίλαθεο είλαη θαλνληθνί, δειαδή δελ έρνπλ 

πόινπο ζην s= , ηόηε ζίγνπξα είλαη θαη εζσηεξηθά επζηαζέο. Αθόκα αλ έλα ζύζηεκα 

είλαη εζσηεξηθά επζηαζέο ηόηε ζίγνπξα ζα είλαη θαη εμσηεξηθά επζηαζέο, ην νπνίν 

θαίλεηαη από ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο. Δλώ αλ έλα ζύζηεκα θαίλεηαη εμσηεξηθά 

επζηαζέο όζνλ αθνξά ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ηόηε δελ είλαη ζίγνπξα θαη 

εζσηεξηθά επζηαζέο παξά κόλν αλ γλσξίδσ όηη ην ζύζηεκα είλαη θαη ειέγμηκν θαη 

αληρλεύζηκν παξάιιεια. Η παξαηήξεζε απηή έρεη πξαθηηθό ππόβαζξν αθνύ ζε 

ζπζηήκαηα πνπ κπνξεί λα δεκηνπξγεζνύλ θαη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπο εγγπάηαη 
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ζηελ εμσηεξηθή ηνπο επζηάζεηα, παξόια απηά ηα ζπζηήκαηα απηά δελ απνδίδνπλ θαη 

δελ είλαη ηειηθά επζηαζή αθνύ νη απινπνηήζεηο πνπ κπνξεί λα γίλνπλ ζε πόινπο θαη 

κεδεληθά δίλνπλ κηα θαηλνκεληθή επζηάζεηα ε νπνία δελ ηζρύεη αθνύ ην ζύζηεκα δελ 

είλαη ηειηθά επζηαζέο . 

ε απηό ην θεθάιαην ζα αζρνιεζνύκε κε αζηαζή ζπζηήκαηα γηα ηα νπνία είλαη 

απαξαίηεηνο έλαο αληηζηαζκηζηήο γηα λα ηα ζηαζεξνπνηήζεη. Έηζη ζα πεξηγξάςνπκε ηηο 

ηδηόηεηεο ηνπ νιηθνύ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο θαζώο θαη ζηε ζπλέρεηα ηηο ηδηόηεηεο ηνπ 

δεηνύκελνπ αληηζηαζκηζηή. 

ηε ζπλέρεηα ζα δώζνπκε ηηο απαξαίηεηεο πξνϋπνζέζεηο θάησ από ηηο νπνίεο PMD 

[Α(p),Β(p),C(p),D(p)] ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο (P,C) είλαη εζσηεξηθά θαλνληθό. 

 

Θεώπημα 1.57 [4,ζελ.307] Σν PMD [Α(p),Β(p),C(p),D(p)] ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο 

(P,C) είλαη εζσηεξηθά θαλνληθό αλ  θαη κόλν αλ νη δπν πξνϋπνζέζεηο αιεζεύνπλ : 

 

A. Σα PMDs [ ( ), ( ), ( ), ( )]p p p pA p B p C p D p  θαη [ ( ), ( ), ( ), ( )]c c c cA p B p C p D p ηνπ 

(P) θαη ηνπ (C) είλαη θαη ηα δπν εζσηεξηθά θαλνληθά θαη  

 

B. ( ) ( )cI P C   = ( ) ( )mI P C   0   γηα λα είλαη θαιά νξηζκέλνη νη πίλαθεο □ 

Απόδειξη 

(Α) & (Β) [ ( ), ( ), ( ), ( )]A p p C p D p  εζσηεξηθά θαλνληθά) 

Έζησ ηα PMDs ηνπ (P) θαη (C) είλαη θαη ηα δπν εζσηεξηθά επζηαζή δειαδή έζησ 

( ) ( ) ( )sp pl p pRA s M s A s   κε 1 1( ) [ ]
r r

pLA s R s
  λα είλαη θαλνληθόο θαηά ζηήιεο,

1 1( ) [ ]
r r

pRA s R s
  είλαη θαλνληθόο θαηά γξακκέο θαη ν 1 1( ) ( )

r r

p prM s R s
  είλαη 

δηθαλνληθόο θαη ηέηνηνο ώζηε: 

11( ) ( ) ( )
r m

pL p prA s B s R s 
 

 

11( ) ( ) ( )
p r

p pR prC s A s R s 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )c cL c cRA s A s M s A s
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κε 1 2( ) ( )
r r

cLA s R s
  λα είλαη θαλνληθόο θαηά ζηήιεο, 1 2( ) ( )

r r

cRA s R s
   είλαη θαλνληθόο 

θαηά γξακκέο, 1 2( ) ( )
r r

c prM s R s
  είλαη δηθαλνληθόο θαη ηέηνηνο ώζηε: 

 

11( ) ( ) ( )
r p

cL c prA s B s R s 
 

 

21( ) ( ) ( )
m r

c cR prC s A s R s 
 

 

Έηζη ζα έρνπκε: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d s L d R d d dA s A s B s D s A s M s A s B s D C s   
 

 

όπνπ: 

( ) 0
( ) :

0 ( )

pL

L

cL

A s
A s

A s

 
  
   

( ) 0
( ) :

0 ( )

p

d

c

M s
M s

M s

 
  
   

 

( ) 0
( ) :

0 ( )

pR

R

cR

A s
A s

A s

 
  
   

 

θαη ( )LA s  είλαη θαλνληθόο θαηά ζηήιεο, ( )dM s  είλαη δηθαλνληθόο, θαη ( )RA s είλαη 

θαλνληθόο θαηά γξακκέο. 

Έηζη: 

1 1( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ] ( )L d L d d d R RA s A s M s A s B s D C s A s A s  
 

 

θαη έηζη ζύκθσλα κε πξνεγνύκελε πξόηαζε γηα ηνλ ( )A s  πνπ δελ έρεη κεδεληθά ζην 

s   , ζα πξέπεη λα έρνπκε όηη: 

 

1 2 1 2( ) ( )1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r r r r

d L d d d R prM s M s A s B s D C s A s R s     
 

 

Δίλαη δηθαλνληθόο ή ηζνδύλακα όηη: 

( ) 0M    
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Σώξα: 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d L d d d RM s M s A s B s D C s A s  
 

 

1 2

1 1 1[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ] ( )r r L d d d R d dI A s B s D C s A s M s M s  

 
 

 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p m d R d L d d dI C s A s M s A s B s D M s  

 
 

 

1( ) ( ) ( ) ( )p m d d d d dI C s A s B s D M s

 
 

 

1 1( ) ( ) ( ) ( )d d d d d dD C s A s B s D M s  
 

 

έηζη ώζηε: 

 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d d d ds
M D C s A s B s D M 


   

 

 

θαη αθνύ ( ) ( ) ( ) 0d p cM M M     , ν ( )M s  ζα είλαη δηθαλνληθόο αλ θαη κόλν αλ  

 

1 1( ) ( ) ( ) 0d d d d s
D C s A s B s 


 

 

 

Σώξα από: 

 

1

2 21

1 1

c p p

d

p m c

D D I
D

D I D




    

          

 

ζα έρνπκε: 

 

1

1

( ) ( ) 0

0 ( ) ( ) ( )

p p pp p s

m c c c c s

C A s B sD I

I D C s A s B s
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=
( )

( ) ( ) 0
( )

p

p

m

P I
I P C

I C

 
     

    

 

ην νπνίν ηζρύεη από ππόζεζε. Δπνκέλσο ν M(s) είλαη δηθαλνληθόο θαη από πξνεγνύκελε 

πξόηαζε ν Α(s) δελ έρεη κεδεληθά ζην s   δειαδή ν 
1( )A s 
 είλαη proper.Σώξα αθνύ 

ν 1 2 1 2( ) ( )1( ) ( )
r r r r

R prA s R s     (αθνύ ν ( )RA s  είλαη θαλνληθόο θαηά γξακκέο ) θαη ν M(s)  

είλαη δηθαλνληθόο ζα έρνπκε όηη: 

 

1 2
2 2 ( ) ( )1 1

1 1

( ) 0
( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )

0 ( )

cp r r p m

L R pr

pc

DB s
A s B s A s M s A s R s

DB s

   
   

         

 

αλ θαη κόλν αλ: 

 

1 2

1

( ) ( )1

1

( ) 0 ( ) ( ) 0
( ) ( )

0 ( ) 0 ( ) ( )

p r r p mpL p

pr

c cL c

B s A s B s
A s R s

B s A s B s



  



  
   

     

 

ην νπνίν ηζρύεη. 

Όκνηα κπνξεί δεηρζεί όηη νη ζρέζεηο ( ) ( ) ( ) ( )c cL c cRA s A s M s A s

11( ) ( ) ( )
p r

p pR prC s A s R s   ζεκαίλνπλ όηη: 

 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p m r r p m r r

pr R prC s A s R s C s A s R s        
 

 

Από ηα παξαπάλσ ζπκπεξαίλνπκε όηη ην PMD[ ( ), ( ), ( ), ]A C D    ηνπ (p,c) είλαη 

εζσηεξηθά θαλνληθό. 

Σώξα ζα δείμνπκε όηη : 

(Αλ[ ( ), ( ), ( ), ]A p p C p D είλαη εζσηεξηθά θαλνληθό   (i) θαη (ii)) 

Έζησ όηη ην PMD[ ( ), ( ), ( ), ]A p p C p D  ηνπ (P,C) είλαη εζσηεξηθά θαλνληθό, δειαδή 

έζησ όηη: 

 

1 2 1 2( ) ( )1( ) ( )
r r r r

prs R s   
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1 2( ) ( )1( ) ( ) ( )
r r p m

prs B s R s   
 

 

1 2( ) ( )1( ) ( ) ( )
p m r r

prC s s R s   
 

 

1 ( ) ( )( ) ( ) ( ) : ( , ) ( )p m p m

yu prC s s B s D H P C R s      
 

 

Αθόκα ζα έρνπκε : 

 

1 2

1 1 1 1( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )r r d d d d dA s I A s B s D C s A s   

 
 

 

Έηζη:  

1 2 1 2( ) ( )1( ) ( )
r r r r

d prA s R s   
 

 

θαη  

 

1 2 1 2

1 2

( ) ( )1 1( ( ) ( ) ( )) ( )
r r r r

r r d d d d prI A s B s D C s R s   

  
 

 

Έηζη ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

 

1 11( ) ( )
r r

p prA s R s   θαη 2 21( ) ( )
r r

c prA s R s   

ελώ ε ζρέζε 1 2 1 2

1 2

( ) ( )1 1( ( ) ( ) ( )) ( )
r r r r

r r d d d d prI A s B s D C s R s   

    ζεκαίλεη όηη ν πίλαθαο 

1 2

1 1( ( ) ( ) ( ))r r d d d dI A s B s D C s 

   δελ έρεη πόινπο ζην s   ή ηζνδύλακα όηη ν πίλαθαο 

1 2

1( ) ( ) ( )r r d d d dI A s B s D C s

   δελ έρεη κεδεληθά ζην s   ή ηζνδύλακα όηη: 

 

 
1 2

1( ) ( ) ( ) 0r r d d d d
s

I A s B s D C s




 
 

 

Αιιά: 
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1 2

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r d d d d p m d d d dI A s B s D C s I C s A s B s D 

    = 

 

= 1 1( ) ( ) ( )d d d d dD C s A s B s D 
 

 

Καη έηζη κηα ηζνδύλακε ζρέζε ηεο 

 

 
1 2

1( ) ( ) ( ) 0r r d d d d
s

I A s B s D C s




 
 

 

είλαη:  

 1 1( ) ( ) ( ) 0d d d d s
D C s A s B s 


 

 

 

ην νπνίν ζεκαίλεη όηη: ( ) ( ) 0pI P C     θαη  ε δεύηεξε ζπλζήθε ηνπ ζεσξήκαηνο 

ηζρύεη.  

Έηζη: 

1 2

1 2

( ) ( )1 1 1 1
0

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( )
0

p r r p m

r r d d d d d d d pr

m

I
A s B s I A s B s D C s A s B s D R s

I

     



 
  

   

 

Σν νπνίν ζεκαίλεη όηη: 

1 2( ) ( )1( ) ( ) ( )
r r p m

d d prA s B s R s   
 

 

Αθόκα: 11( ) ( ) ( )
r m

p p prA s B s R s 
 
θαη 21( ) ( ) ( )

r p

c c prA s B s R s 
 

Όκνηα κπνξεί λα απνδεηρζεί όηη ε ππόζεζε 1 2( ) ( )1( ) ( ) ( )
p m r r

prC s s R s    ζεκαίλεη όηη: 

 

11( ) ( ) ( )
p r

p p prC s A s R s   θαη 21( ) ( ) ( )
m r

c c prC s A s R s 
 

 

Σέινο από ην γεγνλόο όηη: 

 

1
( )( ) 0

( , )
( )0 ( )

p

yu

m

I P sC s
H P C

C s IP s
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θαη ηε ζπλζήθε 

 

1 ( ) ( )( ) ( ) ( ) : ( , ) ( )p m p m

yu prC s s B s D H P C R s      
 

 

πξνθύπηεη όηη: 

 

( ) ( )p m

prP s R s  θαη ( ) ( )m p

prC s R s
 

 

Έηζη ζπκπεξαίλνπκε όηη ηα PMDs ησλ (P) θαη (C) είλαη εζσηεξηθά θαλνληθά, δειαδή 

ε ζπλζήθε (i) ηνπ ζεσξήκαηνο ηζρύεη. 

 

Γηα ην θιεηζηό ζύζηεκα (P,C) ζα έρσ: 

 

Πόπιζμα 1.58 [4,ζελ.312] Σν PMD [Α(p),Β(p),C(p),D(p)] ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο 

(P,C) είλαη ειέγμηκν (αληρλεύζηκν) αλ θαη κόλν αλ ηα PMDs 

[ ( ), ( ), ( ), ( )]p p p pA p B p C p D p  θαη [ ( ), ( ), ( ), ( )]c c c cA p B p C p D p ηνπ (Ρ) θαη ηνπ (C) 

είλαη ειέγμηκα ( αληρλεύζηκα)         □ 

 

Θεώπημα 1.59 [4,ζελ.313] Έζησ (p) θαη (c) ηα νπνία πεξηγξάθνληαη από ηα PMDs

[ ( ), ( ), ( ), ( )]p p p pA p B p C p D p  θαη [ ( ), ( ), ( ), ( )]c c c cA p B p C p D p αληίζηνηρα. Έζησ αθόκα 
 

ηα PMDs απηώλ ησλ ζπζηεκάησλ λα είλαη: 

 

i. εζσηεξηθά θαλνληθά  

ii. Ω-ειέγμηκα  θαη Ω-αληρλεύζηκα   

iii. ( ) ( ) ( ) ( ) 0p mI P C I C P         

 

Σόηε ην  PMD ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο (Ρ,C) είλαη εθζεηηθά Ω-επζηαζέο αλ θαη κόλν 

αλ ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ( , )yuH P C  είλαη εθζεηηθά Ω-επζηαζήο.                               □ 
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Αθνύ πεξηγξάςακε ηηο ζπλζήθεο επζηάζεηαο ηνπ νιηθνύ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο κε ηνλ 

αληηζηαζκηζηή ζα πεξάζνπκε λα δώζνπκε θάπνηεο από ηηο ηδηόηεηεο απηνύ πξηλ κπνύκε 

ζηε δηαδηθαζία λα ηνλ ππνινγίδνπκε όηαλ καο δίλεηαη νπνηνδήπνηε αζηαζέο γξακκηθό 

πνιπκεηαβιεηό ζύζηεκα. 

 

4.2 Υαπακηηπιζηικά ηος ζηαθεποποιηηή 

 

Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε ην θιεηζηό ζύζηεκα ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο ζην νπνίν 

ζεσξνύκε όηη ηα ζπζηήκαηα (P) θαη (C) πιεξνύλ ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο 

1.59 άξα ζα ηζρύεη όηη ην PMD ζα είλαη εθζεηηθά επζηαζέο αλ θαη κόλν αλ ε ζπλάξηεζε 

κεηαθνξάο ( , )yuH P C  είλαη εθζεηηθά επζηαζήο. Γίλνπκε παξαθάησ ηηο πξνϋπνζέζεηο 

ώζηε ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο λα είλαη εθζεηηθά επζηαζήο  ώζηε λα νξίζνπκε ηελ 

εθζεηηθή επζηάζεηα ηνπ PMD  ζηε γεληθή πεξίπησζε : 

 

 

 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα ηηο εμηζώζεηο από ην παξαπάλσ δηάγξακκα, νη ζρέζεηο εηζόδνπ-

εμόδνπ από ην παξαπάλσ δηάγξακκα 1 1( ) ( )e s y s  θαη 2 2( ) ( )e s y s  ηνπ Ρ(s) θαη ηνπ 

C(s) κπνξνύλ λα γξαθηνύλ ζε κνξθή πίλαθα σο: 

 

1 1

2 2

( ) ( )( ) 0

( ) 0 ( ) ( )

y s e sC s

y s P s e s

    
    
      

 

Καη αθόκα από ην δηάγξακκα πξνθύπηεη: 
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1 1 1

2 2 2

( ) ( ) ( )0

0( ) ( ) ( )

p

m

e s u s y sI

Ie s u s y s

      
       

        

 

Έηζη ζπλδπάδνληαο ηηο δύν ζρέζεηο ζα έρσ: 

 

1 1 1

2 2 2

( ) ( ) ( )0( ) 0

0( ) 0 ( ) ( ) ( )

p

m

y s u s y sIC s

Iy s P s u s y s

        
         
           

 

1

2

( )

( )

y s

y s

 
 
 

=
1 1

2 2

( ) ( )0( ) 0 ( ) 0

00 ( ) ( ) 0 ( ) ( )

p

m

u s y sIC s C s

IP s u s P s y s

       
       

         

 

1

2

( )

( )

y s

y s

 
 
 

=
1

2

( )( ) 0

0 ( ) ( )

u sC s

P s u s

  
  

  

1

2

( )0 ( )

( ) 0 ( )

y sC s

P s y s

   
  

    

 

0

0

m

p

I

I

 
 
 

1

2

( )

( )

y s

y s

 
 
 

-
1

2

( )0 ( )

( ) 0 ( )

y sC s

P s y s

   
  

  
=

1

2

( )( ) 0

0 ( ) ( )

u sC s

P s u s

  
  

    

 

( )

( )

m

p

I C s

P s I

 
 
 

1

2

( )

( )

y s

y s

 
 
 

=
1

2

( )( ) 0

0 ( ) ( )

u sC s

P s u s

  
  

    

 

Άξα γηα λα είλαη θαιά νξηζκέλε ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ νιηθνύ ζπζηήκαηνο ζα 

πξέπεη λα ππάξρεη ν αληίζηξνθνο ηνπ πίλαθα 
( )

( )

m

p

I C s

P s I

 
 
 

 ή ηζνδύλακα ζα πξέπεη: 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) : ( ) 0

( )

m

p m

p

I C s
I P s C s I C s P s f s

P s I

 
      

   

 

Γειαδή λα είλαη κε κεδεληθή ξεηή ζπλάξηεζε  

Έηζη ζύκθσλα κε ηηο παξαπάλσ πξνϋπνζέζεηο ε νιηθή ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζα είλαη: 
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1
( ) ( ) 0

( , )
( ) 0 ( )

m

yu

p

I C s C s
H P C

P s I P s



   
         (1)

 

Γηα ηελ νπνία ζα ηζρύεη: 

 

( ) ( )( , ) ( )p m x p m

yu prH P C R s   αλ θαη κόλν αλ 

 

( ) ( )pxm

prP s R s , ( ) ( )mxp

prC s R s
 

 

θαη  

1

( ) ( )
( )

( )
( )

m p m x p m

pr

p

I C s
R s

P s I



 
 

 
   

 

Η ηειεπηαία  πξνϋπόζεζε ζα ηζρύεη αλ ηζρύεη νπνηαδήπνηε από ηηο παξαθάησ 

ηζνδύλακεο ζπλζήθεο: 

 

i.  
( ) ( )

( )
( )

( )

m p m x p m

pr

p

I C s
R s

P s I

 
 

 
 

 δελ έρεη κεδεληθά ζην s  , θαη απηό γηαηί 

όηαλ έλα ζηνηρείν αληηζηξέθεηαη ζην δαθηύιην S νη πόινη ηνπ γίλνληαη κεδεληθά 

θαη ηα κεδεληθά γίλνληαη πόινη 

ii.  
( ) ( )

( )
( )

( )

m p m x p m

pr

p

I C s
R s

P s I

 
 

 
 

 είλαη δηθαλνληθόο ξεηόο πίλαθαο (αθνύ γηα 

λα αλήθεη ζηηο θαλνληθέο ζπλαξηήζεηο, ζα πξέπεη θαη όηαλ αληηζηξέθεηαη λα 

ζπλερίδεη λα αλήθεη ζην ίδην ζύλνιν άξα θάζε ζηνηρείν ηνπ πίλαθα ζα πξέπεη λα 

είλαη δηθαλνληθή ζπλάξηεζε  

 

iii.  
( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0
( )

m

m p

p

I C
I P C I C P

P I

 
         

  
, γηα λα νξίδεηαη ν 

αληίζηξνθνο 
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Οπιζμόρ 1.60 [4,ζελ.315] Αλ ηθαλνπνηνύληαη νη ηξείο παξαπάλσ ηζνδύλακεο 

πξνϋπνζέζεηο θαη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ( ) ( )( , ) ( )p m x p m

yu prH P C R s   είλαη εθζεηηθά 

επζηαζήο ηόηε ζύκθσλα κε ηα πξνεγνύκελα ζεσξήκαηα γηα ηελ επζηάζεηα ηνπ PMD, ην 

PMD ζα είλαη εθζεηηθά επζηαζέο θαη ιέκε όηη ν ( ) ( )mxp

prC s R s  είλαη έλαο 

ζηαζεξνπνηεηήο γηα ην ( ) ( )pxm

prP s R s  ζην Ω ή ιέκε όηη ν C(s) ζηαζεξνπνηεί ην P(s)                                     

□      

 

Αλ ζεσξήζνπκε ηώξα ηελ εηδηθή πεξίπησζε ηνπ δαθηπιίνπ S, ζα κειεηήζνπκε ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ C(s) ζηαζεξνπνηεηή 

Έζησ: 

1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P s A s B s B s A s  
 

 

είλαη από αξηζηεξά θαη από δεμηά αληίζηνηρα πξώηνη κεηαμύ ηνπο S-MFDs ηνπ P(s) ζην 

Ω, όπνπ 
1( ) pxpA s S , 

1( ) pxmB s S , 
2( ) pxmB s S  , 

2( ) mxmA s S  θαη έζησ : 

 

1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )C s D s N s N s D s  
 

 

είλαη επίζεο από αξηζηεξά θαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο S-MFDs ηνπ C(s), όπνπ 

1( ) mxmD s S  ,
1( ) mxpN s S , 

2( ) mxpN s S , 
2( ) pxpD s S

 

 

Έηζη ν πίλαθαο ηεο ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο γίλεηαη: 

 

1 1
1 1 1 11

1 1
1 1 1 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 ( )

m m

p p

I C s I D s N s D s N sD s

P s I A s B s I B s A sA s

 

 

     
                

 

έηζη ώζηε  

 

1 1

1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0 ( )

m

p

I C s D s N s D s

P s I B s A s A s
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Καη έηζη από ηε ζρέζε (1) θαη αληηθαζηζηώληαο ηα C(s)= 1

1 1( ) ( )D s N s  θαη  

P(s) = 1

1 1( ) ( )A s B s  ζα έρσ: 

( , )yuH P C 

1

1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) 0 ( )

D s N s N s

B s A s B s



   
   
   

 

 

                   
1( )ylD s 
                ( )ylN s

 

 

όπνπ ( ) ( )( ) m p x m p

ylD s S    θαη ( ) ( )( ) m p x m p

ylN s S  
 

 

Με παξόκνην ηξόπν κπνξνύκε λα δείμνπκε όηη: 

 

( , )yuH P C 

1

2 2 2

2 2 2

0 ( ) ( ) ( )

( ) 0 ( ) ( )

N s B s D s

B s A s N s



  
  

  
 

 

                                                           ( )yrN s                
1( )yrD s 

 

 

όπνπ 
( ) ( )( ) m p x m p

yrN s S    θαη
1 ( ) ( )( ) m p x m p

yrD s S    

Αλ ζεσξήζνπκε ηνλ εθηεηακέλν πίλαθα ησλ ( ), ( )yl ylD s N s  θαη ησλ ( ), ( )yr yrD s N s  

απνδεηθλύεηαη όηη είλαη S-κνλνκεηξηθόο άξα νη πξώηνη είλαη από αξηζηεξά πξώηνη 

κεηαμύ ηνπο ελώ νη δεύηεξνη είλαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο 

Έηζη γηα ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο έρνπκε από πξνεγνύκελε πξόηαζε όηη: 

 

( , )yuH P C 
1( )ylD s 

( )ylN s = ( )yrN s
1( )yrD s 

 

 

είλαη εθζεηηθά Ω-επζηαζήο ή ηζνδύλακα ( , )yuH P C
( ) ( )p m x p mS    αλ θαη κόλν αλ νη 

πίλαθεο: 

( )ylD s =
1 1 ( ) ( )

1 1

( ) ( )

( ) ( )

m p x m p
D s N s

S
B s A s

  
 

   

 



Διέλε . Αιακπνξηλνύ 

64 

 

( )yrD s =
2 2 ( ) ( )

2 2

( ) ( )

( ) ( )

p m x p m
B s D s

S
A s N s

  
 

   

 

είλαη θαη νη δύν S-κνλνκεηξηθνί 

Όκσο ν ( )ylD s  είλαη S-κνλνκεηξηθόο αλ θαη κόλν αλ 

( )ylD s 
1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

D s N s
D s A s B s D s N s

B s A s

 
  

 
= 

 

1

1 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )D s A s B s N s D s  =   1

1 1 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D s A s D s B s N s D s  = 

 

= 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )A s D s B s N s =: u(s) S  

 

  είλαη κνλάδα ηνπ δαθηπιίνπ. 

Ιζνδύλακα ν ( )ylD s  είλαη S-κνλνκεηξηθόο  αλ θαη κόλν αλ 

 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )A s D s B s N s =: F(s) 
pxpS  

 

 είλαη S-κνλνκεηξηθόο  

Όκνηα αθνινπζώληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία θαηαιήγνπκε όηη: 

( )yrD s  είλαη S-κνλνκεηξηθόο  αλ θαη κόλν αλ 

  

( )yrD s 
2 2 2 2

1 2 1 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

B s D s D s B s
D s A s N s B s

A s N s N s A s

   
     

    
=u(s) S   

 

 

είλαη κνλάδα ηνπ δαθηπιίνπ ή ηζνδύλακα αλ θαη κόλν αλ 

 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )D s A s N s B s =: F(s) 
mxmS  

 

είλαη S-κνλνκεηξηθόο  
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Όιε απηή ε αλάιπζε καο νδεγεί ζην ζεώξεκα όπνπ δίλνληαη νη απαξαίηεηεο 

πξνϋπνζέζεηο ώζηε ν C(s)  λα ζηαζεξνπνηεί ηνλ P(s).Σν απνηέιεζκα ηνπ παξαθάησ 

ζεσξήκαηνο παίδεη πνιύ ζεκαληηθό ξόιν ζην πξόβιεκα ηνπ ππνινγηζκνύ θαη ηεο 

παξακεηξνπνίεζεο ησλ ζηαζεξνπνηεηηθώλ αληηζηαζκηζηώλ, αθνύ αλάγεη ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ ζηελ επίιπζε κηαο δηνθαληηθήο εμίζσζεο πηλάθσλ πάλσ από ην 

δαθηύιην ησλ θαλνληθώλ θαη επζηαζώλ ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

Θεώπημα 1.61[4,ζελ.318]Έζησ P(s) ( )pxm

prR s  θαη 1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P s A s B s B s A s    

είλαη από αξηζηεξά θαη από δεμηά αληίζηνηρα πξώηνη κεηαμύ ηνπο S-MFDs ηνπ P(s) ζην 

Ω. ΈζησC(s) ( )mxp

prR s  θαη 1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )C s D s N s N s D s    είλαη από αξηζηεξά θαη 

από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο S-MFDs ηνπ C(s) ζην Ω. 

Σόηε ν C(s) ζηαζεξνπνηεί ηνλ P(s) αλ θαη κόλν αλ νη επόκελεο ηζνδύλακεο ζπλζήθεο 

αιεζεύνπλ: 

i.  
1 1 ( ) ( )

1 1

( ) ( )

( ) ( )

m p x m p
D s N s

S
B s A s

  
 

 
είλαη S-κνλνκεηξηθόο 

 

ii.  
2 2 ( ) ( )

2 2

( ) ( )

( ) ( )

p m x p m
B s D s

S
A s N s

  
 

 
είλαη S-κνλνκεηξηθόο 

 

iii.   1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )A s D s B s N s  =: 1( )F s pxpS είλαη S-κνλνκεηξηθόο 

 

iv.  1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )D s A s N s B s =: 2 ( )F s mxmS είλαη S-κνλνκεηξηθόο                                   

                                                                                                                                           □  

 

Έηζη θαηαιήγνπκε ζην παξαθάησ πόξηζκα : 

 

Πόπιζμα 1.62[4,ζελ.318]  Έζησ P(s) ( )pxm

prR s  θαη 1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P s A s B s B s A s  

(2)
είλαη από αξηζηεξά θαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο S-MFDs ηνπ P(s) ζην Ω.

 

Έζησ C(s) ( )mxp

prR s  θαη έζησ C(s) ζηαζεξνπνηεί ηνλ P(s) ζην Ω. Σόηε ν C(s) έρεη από 

αξηζηεξά θαη από δεμηά πξώηνπο S-MFDs ζην   πνπ δίλνληαη από ηε ζρέζε: 
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1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )C s D s N s N s D s    (3) 

 

Σέηνηα ώζηε: 

 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )A s D s B s N s =
pI  (4) 

 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )D s A s N s B s = mI  (5) 

                                                                                                                                       □ 

 

Παπαηήπηζη 1.63 [4,ζελ.319] Αλ γξάςνπκε ηηο εμηζώζεηο (2), (3), (4), (5) ζε κνξθή 

block πίλαθα ηόηε θαηαιήγνπκε ζηελ παξαθάησ ηαπηόηεηα: 

 

1 1 2 2

1 1 2 2

0( ) ( ) ( ) ( )

0( ) ( ) ( ) ( )

m

p

ID s N s A s N s

IB s A s B s D s

    
    

      

 

Αληηζηξέθνληαο ηε ζεηξά ησλ πηλάθσλ θαηαιήγνπκε επίζεο ζηελ ηαπηόηεηα: 

 

2 2 1 1

2 2 1 1

0( ) ( ) ( ) ( )

0( ) ( ) ( ) ( )

m

p

IA s N s D s N s

IB s D s B s A s

    
    

      

 

Οη παξαπάλσ ηαπηόηεηεο είλαη γλσζηέο θαη σο ηαπηόηεηεο Bezout θαη δείρλνπλ ηε 

δπαδηθόηεηα αλάκεζα ζην P(s) θαη ζην ζηαζεξνπνηεηή C(s) ηνπ P(s)                             □ 

  

Έηζη ζύκθσλα κ’ απηέο ηηο ηαπηόηεηεο πξνθύπηεη ην παξαθάησ πόξηζκα: 

 

Πόπιζμα 1.64 [4,ζελ.319]  Έζησ P(s) ( )pxm

prR s θαη 1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P s A s B s B s A s    

είλαη από αξηζηεξά θαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο S-MFDs ηνπ P(s) ζην Ω. Έζησ 

C(s) ( )mxp

prR s  θαη έζησ C(s) ζηαζεξνπνηεί ηνλ P(s) ζην Ω. Σόηε έρεη από αξηζηεξά θαη 

από δεμηά πξώηνπο κεηαμύ ηνπο S-MFDs ζην  πνπ δίλνληαη από: 
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1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )C s D s N s N s D s  
 

 

έηζη ώζηε: 

 

2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )A s D s N s B s = mI  (6) 

 

2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )D s A s B s N s =
pI  (7) 

 

2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )A s N s N s A s  ή 1 1

2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )A s N s N s A s 
 

 

2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )B s D s D s B s  ή 1 1

2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )D s B s B s D s 
 

                                                                                                                                      
□

   

        
 

 

Παπαηήπηζη 1.65 Παξαηεξνύκε όηη από ηηο ζρέζεηο (6) θαη (7) πξνθύπηεη όηη νη 

2 2( ), ( )A s N s  είλαη από αξηζηεξά πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην  , νη 2 2( ), ( )D s B s  είλαη θαη 

απηνί από αξηζηεξά πξώηνη ζην  , νη 1 1( ), ( )D s B s  είλαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο 

ζην   θαη νη 1 1( ), ( )A s N s  είλαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην   

Έηζη όηαλ νη πίλαθεο είλαη ζρεηηθά πξώηνη κεηαμύ ηνπο, ηόηε αλ ν C(s) ζηαζεξνπνηεί ηνλ 

P(s) δελ έρσ απινπνηήζεηο αλάκεζα ζηνπο αζηαζείο πόινπο ηνπP(s) θαη ζηα αζηαζή 

κεδεληθά ηνπ C(s). Όπσο θαη ζηα ζπζηήκαηα κηαο εηζόδνπ – κηαο εμόδνπ πνπ απηό καο ην 

εμαζθαιίδεη ε ειεγμηκόηεηα θαη ε παξαηεξεζηκόηεηα, ην ίδην ηζρύεη θαη ζηε 

πνιπκεηαβιεηή πεξίπησζε ζπζηεκάησλ όηαλ νη πίλαθεο είλαη ζρεηηθά πξώηνη  κεηαμύ 

ηνπο.                                                                                                                                 □ 

 

ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ είλαη ζεκαληηθέο νη παξαπάλσ ζπλζήθεο αθνύ κπνξνύλ λα 

καο εμαζθαιίζνπλ ηελ επζηάζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο. Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο H(s) είλαη 

κεξηθή πεξηγξαθή ηνπ ζπζηήκαηνο, δειαδή πεξηγξάθεη ηε ζρέζε εηζόδνπ-εμόδνπ θαη 

δελ πεξηγξάθεη ηη γίλεηαη εζσηεξηθά. Έηζη ζύκθσλα κε ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 

κπνξεί θαηλνκεληθά ην ζύζηεκα λα είλαη επζηαζέο αθνύ από ηηο απινπνηήζεηο 

κεδεληθώλ θαη πόισλ δελ ζα κπνξνύκε λα αληηιεθζνύκε ηπρόλ εζσηεξηθέο αζηάζεηεο. 
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ύκθσλα κε ηηο ηαπηόηεηεο Bezout ζα έρνπκε όηη: 

 

1( )ylD s  

1

1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

D s N s

B s A s



 
 
 

=
2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

A s N s

B s D s

 
 
   

 

1( , ) ( ) ( )yu yl ylH P C D s N s 
2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

A s N s

B s D s

 
 
 

1

1

( ) 0

0 ( )

N s

B s

 
 
 

= 

                                =
2 1 2 1

2 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

A s N s N s B s

B s N s D s B s

 
 
   

 

Από ην γεγνλόο όηη: 

i. ε δνκή ησλ κεδεληθώλ θάζε ξεηνύ πίλαθα Ρ(s) εμαξηάηαη από ηε δνκή ησλ 

κεδεληθώλ θάζε πίλαθα 
1( ) pxmB s S  ή 

2( ) pxmB s S  πνπ παξνπζηάδνληαη ζε  

δεμηά ή αξηζηεξά πξώηνπο κεηαμύ ηνπο S-MFDs ζην Ω 

ii. ηα δεπγάξηα ( )ylD s , ( )ylN s  θαη ( )yrD s , ( )yrN s δειώλνπλ από αξηζηεξά θαη 

από δεμηά πξώηνπο κεηαμύ ηνπο S-MFDs ζην Ω ηεο ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο 

ηνπ  θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο ( , )yuH P C  

πκπεξαίλνπκε όηη δελ κπνξεί λα απινπνηεζεί θακία αζηάζεηα κεδεληθώλ ηνπ P(s) θαη 

αλ έρσ θάπνηα ηέηνηα αζηάζεηα ή αλ έρσ κεδεληθά ζην s=  ζην P(s) (ή ζην C(s)) ηόηε 

απηά θιεξνλνκνύληαη θαη ζηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ( , )yuH P C  

Έηζη έρνληαο παξνπζηάζεη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ζηαζεξνπνηεηή C(s), ζα 

αθνινπζήζνπκε κηα δηαδηθαζία γηα ηελ εύξεζε ηνπ. Έηζη γηα λα ηνλ βξνύκε γηα έλα 

δεδνκέλν P(s) είλαη λα ιύζνπκε θαζεκηά από ηηο εμηζώζεηο (4) ή (5) σο πξνο 2 ( )D s ,

2 ( )N s  ή σο πξνο 1( )D s , 1( )N s .Όπσο μέξνπκε ε εμίζσζε (5) έρεη ιύζε αλ θαη κόλν αλ 

θάζε κ.θ.δ. ηνπ 2 ( )A s  θαη 2 ( )B s  είλαη από δεμηά δηαηξέηεο ηνπ mxm

mI S . Αθνύ όκσο 

νη 2 ( )A s , 2 ( )B s είλαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο, όινη νη κ.θ.δ. ηνπο ζα είλαη S-

κνλνκεηξηθνί πίλαθεο άξα ζα είλαη θαη από δεμηά δηαηξέηεο ηνπ mxm

mI S . Έηζη νη 

εμηζώζεηο (4) θαη (5) έρνπλ πάληα ιύζε. Γηα ηελ εύξεζε ηνπο ρξεζηκνπνηνύκε 
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πξνεγνύκελν ζεώξεκα όπνπ θέξλσ ηνπο πίλαθεο 
2

2

( )

( )

A s

B s

 
 
 

 ή
1( ( )B s 1( ))A s ζηε Smith 

κνξθή ηνπο ζην   πνπ είλαη 
0

m 
 
 

 ή (0
 

)pI  αληίζηνηρα.  

Θα παξνπζηάζνπκε ζηε ζπλέρεηα έλα παξάδεηγκα εύξεζεο ζηαζεξνπνηεηή ζύκθσλα κε 

ην παξαπάλσ ζεώξεκα  

 

4.3 Παπαμεηποποίηζη ηων ζηαθεποποιηηών 
 

Έζησ όηη 1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P s A s B s B s A s    είλαη από αξηζηεξά θαη από δεμηά πξώηνη 

κεηαμύ ηνπο S-MFDs ηνπ P(s) ζην  . Έζησ αθόκα νη πίλαθεο 
1( ) mxmD s S ,

1( ) mxpN s S , 
2( ) mxpN s S , 

2( ) pxpD s S
 

Ιθαλνπνηνύλ ηελ ηαπηόηεηα Bezout: 

 

1 1 2 2

1 1 2 2

0( ) ( ) ( ) ( )

0( ) ( ) ( ) ( )

m

p

ID s N s A s N s

IB s A s B s D s

    
    

      

 

Πνιιαπιαζηάδνληαο από αξηζηεξά θαη από δεμηά κε ηνπο S-unimodular πίλαθεο 

 

( )

0

m

p

I W s

I

 
 
 

,
( )

0

m

p

I W s

I

 
 
   

 

 όπνπ ( ) mxpW s S  

Σόηε  ζα έρνπκε: 

 

1 1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 2

0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]

0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m

p

ID s W s B s N s W s A s A s N s A s W s

IB s A s B s D s B s W s

       
    

       

 

Οπόηε: 

 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ImX s A s Y s B s 
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1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) I pA s X s B s Y s 
 

 

όπνπ 1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )A s B s B s A s   είλαη από αξηζηεξά θαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο 

S-MFDs ηνπ P(s) ζην  . Έηζη αλ 
1( ) mxpN s S , 

1( ) mxmD s S ,είλαη κηα ιύζε ηεο 

πξώηεο εμίζσζεο ελώ 
2( ) mxpN s S , 

2( ) pxpD s S είλαη κηα ιύζε ηεο δεύηεξεο εμίζσζεο, 

ηόηε νη γεληθέο ιύζεηο ησλ δπν εμηζώζεσλ ζα είλαη: 

 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )X s D s W s B s 
 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )Y s N s W s A s 

 

 

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )X s D s B s W s 
    2 2 2( ) ( ) ( ) ( )Y s N s A s W s 

 

 

Από ηα παξαπάλσ θαίλεηαη όηη ην ζύλνιν ησλ ιύζεσλ ησλ εμηζώζεσλ κπνξεί λα 

παξακεηξνπνηεζεί από ζπγθεθξηκέλεο ιύζεηο. Έηζη έρνληαο παξακεηξνπνηήζεη ην 

ζύλνιν ησλ ιύζεσλ ησλ δηνθαληηθώλ εμηζώζεσλ κπνξνύκε λα πξνρσξήζνπκε ζηελ 

παξακεηξνπνίεζε ηνπ ζπλόινπ ησλ αληηζηαζκηζηώλ ελόο θαλνληθνύ P(s) 

 

Θεώπημα 1.66[4,ζελ.326]Έζησ P(s) ( )pxm

prR s  θαη 1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P s A s B s B s A s    

είλαη από αξηζηεξά θαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην  S-MFDs ηνπ P(s). Έζησ 

αθόκα
1( ) mxmD s S , 

1( ) mxpN s S ,  
2( ) mxpN s S , 

2( ) pxpD s S ηέηνηα ώζηε λα 

ηθαλνπνηείηαη ε  ηαπηόηεηα ηνπ Bezout. Σόηε ην ζύλνιν Φ(Ρ) όισλ ησλ ζηαζεξνπνηεηώλ 

( )wC s  ηνπ P(s) ζην   δίλεηαη από: 

 

 

1

1 1 1 1( ) { ( ) [ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )]wC s D s W s B s N s W s A s       

                         1

2 2 2 2[ ( ) ( ) ( )][ ( ) ( ) ( )] }N s A s W s D s B s W s   

  

όπνπ ( ) mxpW s S  θαη ηέηνην ώζηε: 

 

1 1( ) ( ) ( ) 0D W B s   
  2 2( ) ( ) ( ) 0D B s W   
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□

 

 

Σν ζεώξεκα καο δίλεη όινπο ηνπο πηζαλνύο ζηαζεξνπνηεηέο ηνπ P(s). Η ζπλζήθε (i) 

εμαζθαιίδεη όηη θάζε ( ) ( )wC s P  είλαη θαιά νξηζκέλνο ζην ( )mxpR s  όπσο επίζεο θαη 

ζην ( )pxm

prR s , δειαδή εμαζθαιίδεη όηη θάζε ( ) ( )wC s P  είλαη θαλνληθόο (proper) 

Καη απηό αθνύ όηαλ s γηα λα είλαη ε νξίδνπζα ησλ παξαπάλσ πηλάθσλ κε 

κεδεληθή ζα πξέπεη ν πίλαθαο εληόο ηεο νξίδνπζαο πνπ ζρεκαηίδεηαη λα είλαη θαλνληθόο 

(proper). 

Αλ ππνζέζνπκε όηη ν P(s) είλαη απζηεξά θαλνληθόο (proper ) ηόηε ζύκθσλα κε 

πξνεγνύκελε πξόηαζε όπνπ ν P(s) είλαη θαλνληθόο αλ θαη κόλν αλ 
1( ) pxpA s S , 

2( ) mxmA s S  είλαη δηθαλνληθνί ξεηνί πίλαθεο ζπκπεξαίλνπκε όηη ν P(s) ζα λαη 

θαλνληθόο αλ θαη κόλν αλ 1( ) 0A   , 2( ) 0A   ,αθνύ ζην άπεηξν νη δηθαλνληθνί 

πίλαθεο ζα έρνπλ όξην πεπεξαζκέλν αξηζκό θαη ε νξίδνπζα ηνπο ζα λαη δηάθνξε ηνπ 

κεδελόο 

Αθόκα ν P(s) ζα λαη απζηεξά θαλνληθόο αλ θαη κόλν αλ 1( ) 0B   , 2( ) 0B    

Έηζη ζύκθσλα κ’ απηά από ηελ ηαπηόηεηα ηνπ Bezout ζα ρνπκε: 

 

1 2( ) ( ) mD A I  
 

 

1 2( ) ( ) pA D I  
 

 

από όπνπ ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

 

θαη   
1

1 2( ) ( ) 0A D


     

άξα 

 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )D W B s D      θαη  2 2 2( ) ( ) ( ) ( )D B s W D      γηα θάζε ( ) mxpW s S  

Άξα ζύκθσλα κε ηα παξαπάλσ αλ ν P(s) είλαη απζηεξά θαλνληθόο ηόηε ε πξνϋπόζεζε 

(i) ηνπ πξνεγνύκελνπ ζεσξήκαηνο ηθαλνπνηείηαη θαη έηζη γηα ηελ παξακεηξνπνίεζε ησλ 

απζηεξά θαλνληθώλ P(s) ζα έρνπκε: 

 

1

1 2( ) ( ) 0D A
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Θεώπημα1.67[4,ζελ.327]Έζησ ( ) pxm

prP s R  θαη έζησ 1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P s A s B s B s A s  

. Είλαη από αξηζηεξά θαη από δεμηά αληίζηνηρα ζρεηηθά πξώηνη κεηαμύ ηνπο S-MFDs ηνπ 

P(s) ζην  . Έζησ αθόκα 
1( ) mxmD s S , 

1( ) mxpN s S ,  
2( ) mxpN s S , 

2( ) pxpD s S ηέηνηα 

ώζηε ε ηαπηόηεηα Bezout λα ηθαλνπνηείηαη. Σόηε ην ζύλνιν όισλ ησλ αληηζηαζκηζηώλ ηνπ 

P(s) ζην Ω είλαη: 

 

    1

1 1 1 1( ) { ( ) [ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )]wC s D s W s B s N s W s A s       

                            1

2 2 2 2[ ( ) ( ) ( )][ ( ) ( ) ( )] }N s A s W s D s B s W s                                                                   

                                                                                                                                       □ 

  

Σν εξώηεκα πνπ πξνθύπηεη ζε απηό ην ζεκείν είλαη αλ ν P(s) ζα κπνξεί πάληα λα 

ζηαζεξνπνηείηαη από έλαλ θαλνληθό ζηαζεξνπνηεηή, αλ ν P(s) είλαη θαλνληθόο αιιά όρη 

απζηεξά θαλνληθόο έηζη ώζηε λα κπνξνύκε λα θάλνπκε πάληα ρξήζε ηνπ 1
νπ

 

ζεσξήκαηνο. 

Έηζη γηα λα κπνξνύκε λα δώζνπκε απάληεζε αλ ν P(s) ζηαζεξνπνηείηαη πάληα αθόκα 

θαη αλ δελ είλαη απζηεξά θαλνληθόο, ζα πξέπεη λα ειέγμνπκε ηελ πεξίπησζε p=m=1 

δειαδή ηελ βαζκσηή πεξίπησζε ηνπ P(s) θαη ζηε ζπλέρεηα ηελ πνιπκεηαβιεηή 

πεξίπησζε. Αλ ππάξρεη πάληα W(s) πνπ λα ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε (i) ηνπ 1
νπ

 

ζεσξήκαηνο ηόηε ζα ππάξρεη πάληα ζηαζεξνπνηεηήο γηα ηνλ P(s) αλ είλαη θαλνληθόο θαη 

όρη απζηεξά θαλνληθόο. 

Αλ p=m=1 ηόηε δελ έρνπκε θακία δηάθξηζε αλάκεζα ζηα αξηζηεξά θαη δεμηά ζρεηηθά 

πξώηα κεηαμύ ηνπο S-MFDs ηνπ P(s). Έζησ 1( ) ( ) ( )a s b s P s  , όπνπ ( )a s S , ( )b s S  

κε ( ) 0a s   λα είλαη έλα S-MFD ζην Ω. ηελ βαζκσηή πεξίπησζε, όηαλ ν P(s) δελ είλαη 

απζηεξά θαλνληθόο ζεκαίλεη πσο είλαη δηθαλνληθόο, ην νπνίν ζεκαίλεη όηη θαη ην a(s) 

θαη ην b(s) είλαη δηθαλνληθά. Έζησ αθόκα ( )d s S , ( )n s S ηέηνηα ώζηε: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 1d s a s n s b s   

 

 
ην νπνίν ζεκαίλεη όηη [ ( ), ( )] 1rank d n  

, 
όπσο πξνθύπηεη από πξνεγνύκελε 

πξόηαζε, ην νπνίν θαη’ επέθηαζε ζεκαίλεη πσο ηνπιάρηζηνλ έλαο από ηα d(s), n(s) είλαη 
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δηθαλνληθό. Αλ ( ) 0d s   θαη d(s) είλαη δηθαλνληθό θαη έζησ ( ) : [ ( ) / ( )]k s d s b s , 

( ) 0k s  ηόηε ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε (i) αθνύ: 

 

( ) ( ) ( ) 0d w b      

 

γηα θάζε ( )w s S  ηέηνην ώζηε ( ) ( )w k   ,έρνληαο νξίζεη όηη ( ) 0k s  .
 

Αλ ( ) 0d s   ή ( ) 0d s   αιιά είλαη απζηεξά θαλνληθό ηόηε ε ζπλζήθε 

 

( ) ( ) ( ) 0d w b      

 

ηθαλνπνηείηαη γηα θάζε ( )w s S  πνπ είλαη δηθαλνληθό. Έηζη από ηα παξαπάλσ 

ζπκπεξαίλνπκε όηη γηα θάζε βαζκσηή πεξίπησζε δηθαλνληθνύ P(s) ην ζύλνιν U(w) 

  θαη ην ζύλνιν ησλ ζηαζεξνπνηεηώλ Φ(P)  

Έηζη κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε  όηη : 

 

Πόπιζμα 1.68 [4,ζελ.328] Έζησ ( ) ( )prP s R s . Σόηε κπνξεί πάληα λα ζηαζεξνπνηεζεί 

ζην Ω από θαλνληθό αληηζηαζκηζηή.                                                                                                   

                                                                                                                                           □  

 

Σώξα ζα αλαθεξζνύκε ζηελ πνιπκεηαβιεηή πεξίπησζε. Με ηελ αθόινπζε πξόηαζε ζα 

δώζνπκε ηηο απαξαίηεηεο πξνϋπνζέζεηο πνπ πξέπεη λα ηζρύνπλ έηζη ώζηε ην ζύλνιν 

ησλ πηλάθσλ W(s) 
mxpS πνπ είλαη ην ζύλνιν mxp

kV S  λα κελ είλαη θελό έηζη ώζηε λα 

ηθαλνπνηείηαη θαη ε ζπλζήθε (i) ηνπ πξνεγνύκελνπ ζεσξήκαηνο. 

 

Ππόηαζη 1.69[4,ζελ.328]Έζησ ( ) ( )p m

prP s R s θαη έζησ 1

1 1( ) ( ) ( )P s A s B s =

1

2 2( ) ( )B s A s 

είλαη από αξηζηεξά θαη από δεμηά ζρεηηθά πξώηνη κεηαμύ ηνπο S-MFDs ηνπ 

P(s) ζην  . Έζησ αθόκα 1( ) mxmD s S , 1( ) mxpN s S ,  2( ) mxpN s S , 2( ) pxpD s S ηέηνηα 

ώζηε ε ηαπηόηεηα Bezout λα ηθαλνπνηείηαη. Σόηε ζα ππάξρεη έλα κε θελό ζύλνιν 

mxp

kV S  από  πίλαθεο ( ) mxpW s S  ηέηνην ώζηε: 
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1 1( ) ( ) ( ) 0D W B s   
  , 2 2( ) ( ) ( ) 0D B s W   

 

 

γηα θάζε W(s) mxp

kV S   

ή ηζνδύλακα ηέηνην ώζηε: 

 

   
1

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )wC s D s W s B s N s W s A s


    

                                           
1

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )mxp

prN s A s W s D s B s W s R s


     

 

αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη mxpK R  ηέηνην ώζηε: 

 

1 1( ) ( ) 0A B K   
 

 

ή ηζνδύλακα ηέηνην ώζηε: 

 

2 2( ) ( ) 0A KB   
 

 

ή ηζνδύλακα ηέηνην ώζηε: 

 

( ) ( ) 0p mI P K I KP     
 

 

Σν ζύλνιν kV  όισλ απηώλ ησλ πηλάθσλ ( ) mxpW s S παξακεηξνπνηείηαη από ην  

Κ mxpR  θαη δίλεηαη από: 

 

1

1 1 1 1{ ( ) / ( ) [ ( ) ( )][ ( ) ( ) ]mxp

kV W s S W D K N A B K            

                                                            1

2 2 2 2[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]}A KB KD N        

 

Αθόκα έρνπκε όηη ( )wC K   γηα θάζε ( ) kW s V
                                                       

□
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Παπαηήπηζη 1.70 [4,ζελ.331] Αλ Κ mxpR  είλαη ηέηνην ώζηε νη ηζνδύλακεο ζπλζήθεο 

ηεο πξόηαζεο λα ηθαλνπνηνύληαη ηόηε γεληθά κπνξνύκε λα δηαιέμνπκε πίλαθα ( ) kW s V  

ζύκθσλα κε ηα αθόινπζα: 

 

( ) ( ) ( )spW s W s W  
 

 

όπνπ ( ) ( )mxp

sp prW s R s  είλαη απζηεξά θαλνληθό θαη ν πίλαθαο ( ) ( )mxpW R s   δίλεηαη 

από ηε ζρέζε ηεο πξνεγνύκελεο πξόηαζεο. Έηζη γηα λα είλαη ν W(s) ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ 

kV  είλαη ζεκαληηθό λα έρνπκε δηαιέμεη ηνλ ( ) ( )mxp

sp prW s R s  έηζη ώζηε λα είλαη  

απζηεξά θαλνληθόο, δελ έρεη πόινπο ζην Ω, θαη θαηά ηα άιια λα είλαη απζαίξεηνο.                                   

□ 

 

Πόπιζμα 1.71 [4,ζελ.331]Κάζε ( ) ( )prP s R s  κπνξεί λα ζηαζεξνπνηεζεί ζην Ω από 

έλαλ απζηεξά θαλνληθό αληηζηαζκηζηή. Σν ζύλνιν όισλ ησλ απζηεξά θαλνληθώλ 

αληηζηαζκηζηώλ ηνπ P(s) ζην Ω δίλεηαη από: 

 

1

1 1 1 1( ) { ( ) [ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )]wC s D s W s B s N s W s A s        

1

2 2 2 2[ ( ) ( ) ( )][ ( ) ( ) ( )] }N s A s W s D s B s W s     

 

όπνπ 

 

1 1

0 1 1 2 2{ ( ) / ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}m pV W s S W N A A N            
        □ 

 

4.4 Αλγόπιθμορ για ηον ςπολογιζμό ηων ζηαθεποποιηηών ζηο   
 

Κάλνληαο κηα πεξίιεςε ησλ όζσλ έρνπλ εηπσζεί παξαπάλσ γηα ηελ εύξεζε θαη ηελ 

παξακεηξνπνίεζε ελόο ζηαζεξνπνηεηή ( )wC s  ζην   έρνπκε όηη ε δηαδηθαζία είλαη ε 

εμήο: 

ΣΟΙΥΔΙΑ: ( ) ( )prP s R s
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ΒΗΜΑ1
Ο 

Τπνινγίδσ από αξηζηεξά θαη από δεμηά πξώηνπο κεηαμύ ηνπο S-MFDs

1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )A s B s B s A s 
 ηνπ P(s) ζην   

 

ΒΗΜΑ 2
Ο 

Τπνινγίδσ ηνπο πίλαθεο 1 1 2 2( ), ( ), ( ), ( )N s D s N s D s  ηέηνηνπο ώζηε ε ηαπηόηεηα Bezout 

λα ηθαλνπνηείηαη  

 

ΒΗΜΑ 3
Ο 

Αλ ν P(s) είλαη απζηεξά θαλνληθόο ηόηε ππνινγίδσ ηνλ ( )wC s  από ηε ζρέζε ηεο 

παξαπάλσ πξόηαζεο. Αλ ν P(s) δελ είλαη απζηεξά θαλνληθόο ηόηε πάσ ζην ΒΗΜΑ 4
ν
. 

 

ΒΗΜΑ 4
Ο
 

Γηαιέγσ m pK R   ηέηνην ώζηε ( ) 0pI P K    θαη ππνινγίδσ ηνλ πίλαθα 

( ) m pW R    από ηε ζρέζε  1

1 1 1 1( ) [ ( ) ( )][ ( ) ( ) ]W D K N A B K        

1

2 2 2 2[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]A KB KD N        

 

ΒΗΜΑ 5
Ο
 

Γηαιέγσ πίλαθα ( ) ( )mxp

sp prW s R s  πνπ λα είλαη απζηεξά θαλνληθό θαη αιιηώο 

απζαίξεην. Τπνινγίδσ ( ) ( ) ( )spW s W s W  
 

 

ΒΗΜΑ 6
Ο 

Τπνινγίδσ  ηνλ ζηαζεξνπνηεηή ( )wC s ( )m p

prR s  από ηε ζρέζε: 

 

1

1 1 1 1( ) { ( ) [ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )]wC s D s W s B s N s W s A s       

           

 

                                      1

2 2 2 2[ ( ) ( ) ( )][ ( ) ( ) ( )] }N s A s W s D s B s W s     

 



Διέλε . Αιακπνξηλνύ 

77 

 

4.5  Παπαμεηποποίηζη όλων ηων πινάκων ζςναπηήζεων μεηαθοπάρ 

ηων κλειζηών ζςζηημάηων 
 

Από ηε ζρέζε: 

 

2 2 11

2 2 1

( ) ( ) ( ) 0
( , ) ( ) ( )

( ) ( ) 0 ( )
yu yl yl

A s N s N s
H P C D s N s

B s D s B s


  

    
  

 

                                                                
2 1 2 1

2 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

A s N s N s B s

B s N s D s B s

 
  
 

 

 

θαη από ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ( )wC s  κπνξνύκε εύθνια λα έρνπκε θαη κηα 

παξακεηξνπνίεζε ησλ πηλάθσλ ( , )yuH P C  όισλ ησλ θιεηζηώλ ζπζηεκάησλ: 

Έηζη  

2 1 1 2 2 1

2 1 1 2 2 1

( )[ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )] ( )
( , )

( )[ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )] ( )
yu w

A s N s W s A s N s A s W s B s
H P C

B s N s W s A s D s B s W s B s

   
  

  
 

 
2 1 ( ) ( )

2 1

( ) ( )
( , ) ( )

( ) ( )

T

m p m p

yu

A s A s
H P C W s S

B s B s

     
     

   
   

 

 

4.6  Παπαμεηποποίηζη όλων ηων ανηιζηαθμιζηών ζηο όπος P(s) είναι 

εκθεηικά εςζηαθέρ 
 

Αλ C   θαη ( ) p mP s S  , δειαδή ν P(s) είλαη εθζεηηθά επζηαζήο  ηόηε έρνπκε: 

1 2( ) ( ) ( )B s B s P s  , 1( ) pA s I , 2 ( ) mA s I , 2( ) pD s I , 2 ,( ) p mN s O , 1( ) mD s I , 

1 ,( ) p mN s O . Σόηε ε ηαπηόηεηα Bezout ηθαλνπνηείηαη θαη από πξνεγνύκελν ζεώξεκα 

έρνπκε: 

 

Θεώπημα 1.72 Έζησ C   θαη ( )P s S . ηόηε ην ζύλνιν Φ(Ρ) όισλ ησλ 

ζηαζεξνπνηεηώλ ( )wC s  ηνπ Ρ(s) δίλεηαη από: 

 

1 1( ) { ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )[ ( ) ( )] }w m pC s I W s P s W s W s I P s W s       
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όπνπ ( ) m pW s S   είλαη ηέηνην ώζηε: 

 

( ) ( ) 0mI W P             ( ) ( ) 0pI P W     

 

Έηζη ζύκθσλα κε ηα παξαπάλσ ζα έρνπκε: 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( , )
( ) [ ( ) ( )] ( )

m p m p

yu w

p

W s W s P s
H P C S

P s I P s W s P s

  
 

  
   

                                                                                                                                      □  

 

Αλ ν P(s) είλαη εθζεηηθά επζηαζήο θαη απζηεξά θαλνληθόο ηόηε νη ζπλζήθεο (i) ηνπ 

πξνεγνύκελνπ ζεσξήκαηνο απηόκαηα ηθαλνπνηνύληαη θαη ην ζύλνιν Φ(P) όισλ ησλ 

αληηζηαζκηζηώλ δίλεηαη πάιη από ηελ πξνεγνύκελε ζρέζε. 

 

 

 

 

4.7  Παπαδείγμαηα εύπεζηρ ανηιζηαθμιζηή ζηην βαθμωηή και ζηην 

πολςμεηαβληηή πεπίπηωζη 
 

Θα παξαζέζνπκε παξαδείγκαηα γηα ηε βαζκσηή θαη ηελ πνιπκεηαβιεηή πεξίπησζε γηα 

ηελ εύξεζε ηνπ δεηνύκελνπ ζηαζεξνπνηεηή θαη ζηε ζπλέρεηα ηελ παξακεηξνπνίεζε ηνπ  

ην πξώην παξάδεηγκα παξνπζηάδνπκε ηελ πεξίπησζε ηεο Hurwitz επζηάζεηαο αθνύ ζα 

νξίζνπκε σο απαγνξεπκέλε πεξηνρή πόισλ ην δεμί κηγαδηθό επίπεδν. Γίλεηαη ε αξρηθή 

ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 
2

1

2( )
6

s

P s
s s




 

 ε νπνία έρεη έλα πόιν ζην δεμί κηγαδηθό 

επίπεδν . Με ηε ρξήζε ηνπ παθέηνπ Rings.m [2] ζε πεξηβάιινλ Mathematica ζα 

ζηαζεξνπνηήζνπκε ην ζύζηεκα κε ηε ρξήζε αληηζηαζκηζηή ν νπνίνο δελ είλαη 

απαξαίηεην λα είλαη stable.ύκθσλα κε πξόηαζε ηεο scalar πεξίπησζεο θάζε ξεηή 

ζπλάξηεζε ( ) ( )t s R s  κπνξεί λα γξαθηεί κε κε κνλαδηθό ηξόπν ζηε κνξθή 
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1

1 2( ) ( ) ( )t s t s t s   όπνπ 1 2( ), ( )t s t s  είλαη πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην  . ηελ απόδεημε ηεο 

παξαπάλσ πξόηαζεο νξίδνληαη: 

ˆ: deg ( ) deg ( )p d s n s 
 

ˆ: deg ( ) deg ( )q n s d s 
 

: min{ , }l p q  

Με ηελ βνήζεηα ησλ παξαπάλσ κπνξώ ζε θάζε ξεηή ζπλάξηεζε λα δεκηνπξγώ κηα 

θιαζκαηηθή κνξθή: 

 

1

( ) ( )
( ) ( ) ( )

ˆ ˆ( )( )

l ln s d s
t s s a s a

n sd s



 
 

   
   

 

όπνπ a R  , θαη a   

Έηζη ζηελ αξρηθή ζπλάξηεζε κεηαθνξάο πνπ νξίζακε κπνξώ λα δεκηνπξγήζσ κηα 

θιαζκαηηθή κνξθή όπνπ 
1

2( 2)
( )

1

s
t s

s





 θαη 

2 2

2 1
( )

4 3

s
t s

s s




 
, νη νπνίεο αλήθνπλ ζην 

ζύλνιν ησλ proper θαη stable ζπλαξηήζεσλ αθνύ έρνπλ πόιν ζην αξηζηεξό κηγαδηθό 

επίπεδν. Έηζη αλ α(s)= 1( )t s  θαηb(s)= 2 ( )t s ,κε ηε ρξήζε ηεο δηνθαληηθήο εμίζσζεο 

( ) ( ) ( ) ( ) 1a s d s b s n s  , ε νπνία ιύλεηαη κε ηε ρξήζε ηνπ επθιείδεηνπ αιγνξίζκνπ ζα 

βξσ ηηο ξεηέο ζπλαξηήζεηο n(s), d(s), έηζη ώζηε λα πξνζδηνξίζσ ηνλ δεηνύκελν 

αληηζηαζκηζηή. Με ηε ρξήζε ηνπ Mathematica βξίζθσ όηη ζην ζπγθεθξηκέλν 

παξάδεηγκα ζα έρσ: 

2
( )

2( 1)

s
d s

s





 θαη 

3( 3)
( )

1

s
n s

s





 

Έηζη ν αξρηθόο καο controller ζα είλαη 
6( 3)

( )
2

s
C s

s





αθνύ 

( )
( )

( )

n s
C s

d s
  ελώ ην 

αληίζηνηρν θιεηζηό ζύζηεκα ζα έρεη ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 2

6 3

( 1)

s
Hs

s





ε νπνία 

ππνινγίδεηαη από 
( ) ( )

( )
1 ( ) ( )

P s C s
H s

P s C s




 
. Παξαηεξνύκε όηη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 

αλήθεη ζην δαθηύιην ησλ θαλνληθώλ θαη επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ αθνύ παξνπζηάδεη 

πόιν ζην 1s    πνπ είλαη εθηόο ηεο απαγνξεπκέλεο πεξηνρήο. ηε ζπλέρεηα ζα 

παξακεηξνπνηήζνπκε ηνλ Cs θαζώο θαη ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο Hs έηζη ώζηε λα 
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κπνξνύκε λα έρνπκε θαη άιιεο δπλαηέο ιύζεηο ζην πξόβιεκα. O αληηζηαζκηζηήοC(s) ζα 

πξέπεη θαη κεηά ηελ παξακεηξνπνίεζε λα αλήθεη ζην ζύλνιν ησλ θαλνληθώλ 

ζπλαξηήζεσλ, δελ είλαη απαξαίηεην λα αλήθεη όκσο ζην ζύλνιν ησλ stable 

ζπλαξηήζεσλ. Η παξάκεηξνο πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζα αλήθεη ζην ζύλνιν ησλ 

θαλνληθώλ θαη επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ. ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα βάδσ σο 

παξάκεηξν 
2

( )
3

s
W s

s





 πνπ είλαη proper θαη stable αθνύ παξνπζηάδεη πόιν ζην 3s  

θαη είλαη θαη proper αθνύ δελ έρεη πόινπο όηαλ s . Με ηε ρξήζε απηήο ηεο 

παξακέηξνπ ζα ππνινγίζσ ηνλ αληηζηαζκηζηήC(s) θαη ηελ ζπλάξηεζε κεηαθνξάο H(s), 

δειαδή  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

n s W s a s
C s

d s W s b s

 


 
  θαη  

( ) ( )
( )

1 ( ) ( )

P s C s
H s

P s C s




   

 

Έηζη 
2

3

2( 3)(5 18 19)

9
(

4
)

1

s s s
C

s s
s

  

 


 
 ελώ  2

3
(

)
)

6

( 1

s
H

s
s




 , ε νπνία αλήθεη ζην ζύλνιν 

ησλ θαλνληθώλ θαη επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ. 

Θα παξαζέζνπκε δπν αθόκα παξαδείγκαηα ηεο βαζκσηήο πεξίπησζεο όπνπ αιιάδεη ε 

απαγνξεπκέλε πεξηνρή πόισλ.  

 

 

2
ο
 Παπάδειγμα  

ην 2
ν
 παξάδεηγκα ζα εμεηάζνπκε ηελ πεξίπησζε ηεο Shur επζηάζεηαο αθνύ ζα 

νξίζνπκε σο απαγνξεπκέλε πεξηνρή πόισλ ην ζπκπιήξσκα ηνπ κνλαδηαίνπ δίζθνπ 

Πξόθεηηαη γηα ζπζηήκαηα δηαθξηηνύ ρξόλνπ ελώ ζηα ππόινηπα παξαδείγκαηα κειεηάκε 

ζπζηήκαηα ζπλερνύο ρξόλνπ. Έζησ ε αξρηθή ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 
2 2

( )
1z

P
z z

z



  ε 

νπνία έρεη πόινπο ζηελ απαγνξεπκέλε πεξηνρή αθνύ παξνπζηάδεη πόιν ζην 2z  .Θα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη πάιη αληηζηαζκηζηή C(z) ώζηε λα βξίζθνληαη νη πόινη ηεο ζηελ 

επηηξεπηή πεξηνρή θαη κε ηε ρξήζε ηνπ παθέηνπ Rings.m [2] ζε πεξηβάιινλ 

Mathematica ζα ζηαζεξνπνηήζνπκε ην ζύζηεκα δηαθξηηνύ ρξόλνπ . Όκνηα κε πξηλ 

κπνξώ λα δεκηνπξγήζσ κηα θιαζκαηηθή κνξθή όπνπ ηα ( )a z  θαη ( )z  ζα αλήθνπλ 
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ζην ζύλνιν ησλ θαλνληθώλ θαη επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ. Έηζη 
2

( )
z

a z
z


  θαη 

2

1
( )

z
b z

z


 , νη νπνίεο έρνπλ πόιν ζην z=0, δειαδή εληόο ηνπ κνλαδηαίνπ δίζθνπ. 

Έηζη κε ηε ιύζε ηεο δηνθαληηθήο εμίζσζεο ( ) ( ) ( ) ( ) 1a z d z b z n z     βξίζθσ ηηο ξεηέο 

ζπλαξηήζεηο 
2

( )d z
z

z



 θαη ( ) 4n z  . 

Τπνινγίδσ ηνλ αξρηθό αληηζηαζκηζηή γηα ην ζύζηεκα κνπ αθνύ 
( )

( )
( )

n z
C z

d z
 , άξα ζην 

ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα 
4

(
2

)C z
z

z



, όπσο θαη ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 

( ) ( )
( )

1 ( ) ( )

p z c z
H z

p z c z




 
, ε νπνία ζα είλαη 

2

4( )
(

1
)

z
H z

z 
 . Θα παξακεηξνπνηήζνπκε θαη 

πάιη ηνλ αληηζηαζκηζηή θαη ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο γηα λα έρνπκε θαη άιιεο δπλαηέο 

ιύζεηο ζην πξόβιεκα. Έηζη αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ παξάκεηξν 
2

2 1
( )

z

z
W z




  πνπ 

αλήθεη ζην ζύλνιν ησλ θαλνληθώλ θαη επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ αθνύ έρεη πόιν ζην 

1

2
z   ηόηε γηα ηνλ αληηζηαζκηζηή θαη ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ζα έρσ όηη 

2

3 2

(9 4 4

6 2
( )

)

2

z
C

z
z

z

z z z

 

  
  θαη 

3 2

3

9 13 4
(

(2 1)
)

z z

z
H z

z

 


 , ε νπνία αλήθεη ζην ζύλνιν ησλ 

θαλνληθώλ θαη επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ αθνύ έρεη πόινπο ζην 0z  ,
1

2
z   ώζηε λα 

είλαη επζηαζήο θαη δελ έρεη πόινπο όηαλ z  . 

 

3
ο
 Παπάδειγμα 

ε απηό ην παξάδεηγκα ζα κειεηήζνπκε θαη πάιη ζύζηεκα ζπλερνύο ρξόλνπ ζην νπνίν 

ζα νξίζνπκε δηθή καο απαγνξεπκέλε πεξηνρή πόισλ θαη ζα ην ζηαζεξνπνηήζνπκε κε ηε 

ρξήζε ηνπ παθέηνπ Rings.m [2] ζε πεξηβάιινλ Mathematica . Έηζη νξίδσ πάλσ ζην 

κηγαδηθό επίπεδν σο απαγνξεπκέλε πεξηνρή πόισλ ηελ πεξηνρή όπνπ γηα ην όξηζκα ηνπ 

κηγαδηθνύ αξηζκνύ ζα ηζρύεη: 
3 3

arg( )
4 4

s
 

    δειαδή ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ν 

κηγαδηθόο κε ηνλ άμνλα x’x ζα είλαη 
3

4


   θαη 

3

4


  . Αθόκα ζηελ απαγνξεπκέλε 
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πεξηνρή ζα βξίζθεηαη θαη θάζε κηγαδηθόο ηνπ νπνίνπ ην πξαγκαηηθό κέξνο είλαη 

Re( ) 2s   .Σέινο ζηελ απαγνξεπκέλε πεξηνρή νξίδνπκε λα βξίζθεηαη θαη θάζε 

κηγαδηθόο ηνπ νπνίνπ ην κέηξν είλαη άπεηξν. Έηζη ζηελ απαγνξεπκέλε πεξηνρή πνπ 

νξίζακε ζα βξίζθεηαη θάζε κηγαδηθόο ν νπνίνο ζρεκαηίδεη γσλία 
3

4


   θαη 

3

4


   

ή θάζε κηγαδηθόο γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη Re( ) 2s   . Θεσξνύκε αξρηθή ζπλάξηεζε 

κεηαθνξάο 
2

1

2( )
6

s

P s
s s




 

 ε νπνία παξνπζηάδεη πόινπο ζην 2s   ή 3s   ,δειαδή 

εληόο ηεο απαγνξεπκέλεο καο πεξηνρήο. Θα βξνύκε αληηζηαζκηζηή C(s) έηζη ώζηε λα 

ζηαζεξνπνηήζνπκε ην ζύζηεκα. Με όκνην ηξόπν όπσο πξνεγνύκελα δεκηνπξγώ κηα 

θιαζκαηηθή κνξθή γηα ην P(s), έηζη 

2

2

2( 6)
( )

( 3)

s s
a s

s

 



 θαη 2

2 1
( )

( 3)

s
b s

s





. Με ηε 

ιύζε ηεο δηνθαληηθήο εμίζσζεο ( ) ( ) ( ) ( ) 1a s d s b s n s   βξίζθσ ηα n(s) θαη d(s) έηζη 

ώζηε λα πξνζδηνξίζσ ην δεηνύκελν ζηαζεξνπνηεηή. Άξα 
23 160

( )
46( 3)

s
d s

s





 θαη 

35 339
( )

23( 3)

s
n s

s





. Έηζη ν αξρηθόο αληηζηαζκηζηήο ζα είλαη 

2(35 339)

2
(

3 1
)

60
s

s
C

s




  θαη ε 

ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ζα είλαη 3

(2 1)(35 339)

23( 3
(

)
)

s s
H s

s

 


 . Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 

Η(s) αλήθεη ζην ζύλνιν ησλ θαλνληθώλ θαη επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ αθνύ παξνπζηάδεη 

πόιν ζην 3s   θαη δελ παξνπζηάδεη πόινπο όηαλ s . ηε ζπλέρεηα ζα 

παξακεηξνπνηήζνπκε ηνλ αληηζηαζκηζηή C(s) έηζη ώζηε λα έρνπκε θαη άιιεο δπλαηέο 

ιύζεηο γηα ην πξόβιεκα. Έηζη 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

n s w s a s
C s

d s w s b s

 


 
  θαη 

( ) ( )
( )

1 ( ) ( )

p s c s
H s

p s c s




 
. Θέησ 

σο παξάκεηξν
2

(
3

)
s

w
s

s





ε νπνία είλαη θαλνληθή θαη επζηαζήο θαη ζα έρνπκε 

2

3 2

2( 3)(31 150 201)

3 20 14
(

7 22
)

2

s s s

s s
C s

s

  

  
 , ελώ 

2

4

(2 1)(
(

31 150 201)

3( 3
)

)

s s s
H

s
s

  


 , ε νπνία 

είλαη όκνηα θαλνληθή θαη επζηαζήο. Θέηνληαο θάζε θνξά άιιε παξάκεηξν ε νπνία λα 

αλήθεη ζην ζύλνιν ησλ proper θαη stable ζπλαξηήζεσλ ζα βξίζθσ θαη κηα άιιε δπλαηή 

ιύζε ζην πξόβιεκα θαη έηζη ην ζύζηεκα καο ζα ζηαζεξνπνηείηαη ζηελ πεξηνρή πνπ 

εκείο επηιέμακε. 
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Σέινο ζα παξνπζηάζνπκε έλα πξόβιεκα πνιπκεηαβιεηήο πεξίπησζεο: 

 

4
ο
 Παπάδειγμα  

ε απηό ην παξάδεηγκα ζα κειεηήζνπκε ηε πνιπκεηαβιεηή πεξίπησζε, δειαδή ην 

ζύζηεκα έρεη παξαπάλσ από κηα εηζόδνπο – εμόδνπο θαη όκνηα κε πξηλ ζα ην 

ζηαζεξνπνηήζνπκε  κε ηε ρξήζε ηνπ παθέηνπ Rings.m [2] ζε πεξηβάιινλ Mathematica.   

Θα νξίζνπκε θαη πάιη εδώ ηελ απαγνξεπκέλε πεξηνρή πόισλ, ε νπνία εδώ 

ζπγθεθξηκέλα ζα είλαη ην δεμί κηγαδηθό επίπεδν. Μπνξνύκε θαη πάιη εδώ λα νξίζνπκε 

νπνηαδήπνηε πεξηνρή σο απαγνξεπκέλε θαη λα ζηαζεξνπνηήζνπκε ην ζύζηεκα καο ζηελ 

επηζπκεηή . Δδώ ζπγθεθξηκέλα έρνπκε σο αξρηθή ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 

2

2

1

3 2 2

1 2

1 3 2

( )

s

s s s

s
P s

s s s

 
 

  
 
 
 

  



  

.Γλσξίδσ όηη θάζε πίλαθα ηεο κνξθήο ( ) ( ) p mT s s   

κπνξνύκε λα ηνλ εθθξάζνπκε κε κε κνλαδηθό ηξόπν σο: 

1 1

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )T s A s B s B s A s   όπνπ 
1( ) p pA s S  ,

1( ) p mB s S  είλαη από αξηζηεξά 

πξώηνη κεηαμύ ηνπο ζην   θαη 
2( ) m mA s S  , 

2( ) p mB s S   είλαη από δεμηά πξώηνη 

κεηαμύ ηνπο ζην  . 

Με βάζε πξνεγνύκελν ζεώξεκα κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε κηα αξηζηεξή –δεμηά 

θιαζκαηηθή κνξθή γηα θάζε πίλαθα. Έηζη αλ έλαο πίλαθαο έρεη ηε κνξθή 

1( ) ( ) ( )T s N s D s  , όπνπ ( ) ( ) p m

prT s s  ηόηε κπνξώ λα δεκηνπξγήζσ κηα δεμηά 

θιαζκαηηθή κνξθή απνθεύγνληαο έηζη λα ππνινγίδνπκε ηε Smith-Mcmillan κνξθή 

( )T sS
ηνπ ( )T s  πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα βξνύκε ηελ αξηζηεξή – δεμηά θιαζκαηηθή κνξθή 

ηνπ ( )T s . 

Με ηε βνήζεηα ηνπ Mathematica δεκηνπξγώ κηα δεμηά θιαζκαηηθή κνξθή γηα ηελ 

αξρηθή ζπλάξηεζε κεηαθνξάο όπνπ: 

2 2 2

4

22

2

2

3 2 32041( 3 2)(9 4 10)

( 1) 2592( 1)

32041( 3 2)
0

2592( 1)

( )

s s s s s s

s s

s s

s

A s
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4 3 2

2 4

2

2 4

2 3

1 32041( 10 3 10)

( 1) 2592( 1)

2 32041(8 26 13 22)

( 1) 2 9

)

)

(

5 2( 1

s s s s

s s

s s s s

s

B s

s

   



 
 
 
 
 
 



   


 
 

ηε ζπλέρεηα ειέγρνπκε αλ νη 2 ( )A s , 2 ( )B s  αλήθνπλ ζην δαθηύιην ησλ θαλνληθώλ θαη 

επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ θαη αθνύ θαη νη δπν πίλαθεο είλαη proper θαη stable 

πξνζπαζνύκε κε ηε βνήζεηα ηνπ Mathematica λα ιύζνπκε ηε δηνθαληηθή εμίζσζε

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )D s A s N s B s I    ώζηε λα ππνινγίδνπκε ην αξηζηεξό παξνλνκαζηή ηνπ 

αληηζηαζκηζηή 1( )D s  θαη ην αξηζηεξό αξηζκεηή ηνπ αληηζηαζκηζηή 1( )N s .Έηζη: 

 

5 4 3 2 2 3 2

5 5

2

2 2

1

12 610 1525 1320 275 242 5(110 23)(2 7 2)

12( 1) 12( 1)

216(49 17) 216(110 23)

32041( 1) 32041( 1)

( )

s s s s s s s s s s

s s

s s s

s s

D s

          
 
 
 
 
 


 

  


 

 

5 4 3 2 3

4

1

2

5

2

2

604 2475 5030 2195 1170 406 5(49 17)(2 7 2)

6( 1) 12( 1)

432(49 115 34) 216(49 17)

32041( 1) 32

( )

041( 1)

s s s s s s s s s

s s

s s
N

s

s s

s

        


 
 
 
 
 
 

 

  


 

 

όπνπ 1 1( ), ( )N s D s  αλήθνπλ ζην δαθηύιην ησλ proper θαη stable ζπλαξηήζεσλ. 

Έηζη ν δεηνύκελνο ζηαζεξνπνηεηήο δίλεηαη από: 

 

1

2

3 2 2

1 1

19 11
0

6

( 1)(98 671 221) ( 1)(49 17)

110

( ) ( ) (

661 29 138 110 23

)

s

s

s s s s s

s s s s

C s D s

s

N s





   

 
 
  
 
 



  



    

 

ελώ ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ νιηθνύ ζπζηήκαηνο (P,C) ζα είλαη: 

 

 
1

( )H s I P C P C


   
 

 

Γειαδή: 
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7 6 5 4 3 2 2 2

7 6

6 5 4 3 2 4 3 2

7 6

49 17 1241 3235 4874 2272 258 66 ( 1) (49 17)( 4 12)

6( 1) 12( 1)

996 5485 11685 11813 5075 522 64 (49 17)(18 73 62 29 2)

6( 1) 12 1

)

( )

(

s s s s s s s s s s s s

s s

s s s s s s s s s s s

s s

H s

           

 





         


 

 
 
 
 
 
 

 

 

ε νπνία αλήθεη ζην ζύλνιν ησλ θαλνληθώλ θαη επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ. 

Μπνξνύκε λα παξακεηξνπνηήζνπκε ηα απνηειέζκαηα δίλνληαο θαη άιιεο δπλαηέο 

ιύζεηο γηα ηνλ ζηαζεξνπνηεηή θαη ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο αλ ζέζνπκε σο παξάκεηξν 

κηα ζπλάξηεζε θαλνληθή θαη επζηαζή. Έηζη αλ ζέζνπκε γηα παξάδεηγκα 
1 0

( )
0 1

w s
 

  
 

 

βξίζθνπκε ηνλ αληηζηαζκηζηή θαη ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο αληίζηνηρα 

ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα καο δίλεηαη ε γεληθή πεξίπησζε όπνπ ε αξρηθή 

ζπλάξηεζε κεηαθνξάο P(s) πξνθύπηεη από νπνηνδήπνηε PMD θαη έηζη γηα λα βξνύκε 

ηνλ ζηαζεξνπνηεηή θαη ηελ ηειηθή ζπλάξηεζε κεηαθνξάο δελ είλαη απαξαίηεην λα 

ρξεζηκνπνηήζσ πξνεγνύκελα ζεσξήκαηα πνπ έρνπκε αλαθέξεη. Αλ αζρνιεζνύκε κε ηε 

ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε όπνπ ζα ηζρύεη όηη: 2( )B s I  θαη 2 2( )D s O   ηόηε ε αξρηθή 

ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ζα είλαη ζηε κνξθή 1( ) ( ) ( )P s C s A s   θαη κπνξώ ζύκθσλα κε 

πξνεγνύκελν ζεώξεκα λα δεκηνπξγήζσ κηα δεμηά θιαζκαηηθή κνξθή κε ηε βνήζεηα 

ελόο δηαγώληνπ πίλαθα ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία ζα είλαη πνιπώλπκα κε ηα κεδεληθά ηνπο 

έμσ από ηελ αλεπηζύκεηε πεξηνρή. Έηζη έρνληαο δεκηνπξγήζεη ηνπο πίλαθεο 2 ( )A s , 

2 ( )B s  ζηε ζπλέρεηα θέξλσ ηνλ πίλαθα 
2

2

( )

( )

A s

B s

 
 
 

 ζηε Smith κνξθή ηνπ όπνπ ζύκθσλα 

κε πξνεγνύκελν ζεώξεκα όηαλ 
1( ) p lT s S   ,

2( ) p tT s S   είλαη από δεμηά πξώηνη κεηαμύ 

ηνπο ζα πξέπεη λα ππάξρεη S-κνλνκεηξηθόο πίλαθαο ηέηνηνο ώζηε: 

 

1

2 ,

( )
( )

( ) 0

p

L

p m p

IT s
T s

T s 
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Άξα γηα ηνπο 2 ( )A s , 2 ( )B s  ζα ππάξρεη S-κνλνκεηξηθόο πίλαθαο 
1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

D s N s

B s A s

 
 
 

 

ηέηνηνο ώζηε λα ηζρύεη: 

 

21 1 2

1 1 2

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0

A sD s N s I

B s A s B s

    
    

      

 

Απ’ όπνπ πξνθύπηνπλ νη πίλαθεο 1( )D s , 1( )N s  γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ δεηνύκελνπ 

ζηαζεξνπνηεηή. 
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5. ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

 

Πνιιά από ηα πξνβιήκαηα ειέγρνπ απαηηνύλ ηνλ ζρεδηαζκό ελόο ζηαζεξνπνηεηή πνπ 

ζα πιεξνί νξηζκέλεο ηδηόηεηεο όπσο ε ηνπνζέηεζε ησλ πόισλ ζε ζπγθεθξηκέλε πεξηνρή 

ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ. Απηά ηα πξνβιήκαηα έρνπλ ήδε ιπζεί ζεσξεηηθά, ππάξρνπλ 

όκσο θαη πξνγξάκκαηα όπσο ην πξόγξακκα ηνπ Mathematica ην νπνίν πεξηέρεη όια ηα 

απαξαίηεηα εξγαιεία ώζηε λα ρξεζηκνπνηεί ηε ζεσξία ησλ Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ 

θαη πηλάθσλ θαη λα ιύλεη ηα αληίζηνηρα πξνβιήκαηα πνπ αθνξνύλ ηελ ζηαζεξνπνίεζε 

ζπζηεκάησλ. Έηζη ν ππνινγηζκόο ηνπ δεηνύκελνπ ζηαζεξνπνηεηή θαη ηεο ζπλάξηεζεο 

κεηαθνξάο κπνξεί λα γίλεη κε εθαξκνγή ησλ παξαπάλσ ζεσξεκάησλ ζηελ πεξίπησζε 

πνπ ην PMD έρεη ζπγθεθξηκέλε κνξθή. Αθόκα θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη 

δπζθνιόηεξν λα γίλνπλ νη ζηνηρεηώδεηο πξάμεηο γξακκώλ πνπ απαηηνύληαη γηα λα 

αλάγνπκε έλα πίλαθα ζηε Smith κνξθή ηνπ θαη λα βξνύκε ζηε ζπλέρεηα ηνλ 

αληηζηαζκηζηή θαη ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο. Με ηε ρξήζε ηνπ 

πξνγξάκκαηνο γίλεηαη ν ππνινγηζκόο θαη ζηε γεληθή πεξίπησζε πνπ ην PMD έρεη 

νπνηαδήπνηε κνξθή. Καη απηό γηαηί ην πξόγξακκα πεξηέρεη αιγνξίζκνπο πνπ ιύλνπλ 

Γηνθαληηθέο εμηζώζεηο γηα πίλαθεο πάλσ ζε δηάθνξνπο δαθηπιίνπο ιύλνληαο έηζη πνιιά 

από ηα πξνβιήκαηα ειέγρνπ όπσο είλαη ε ζηαζεξνπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο ή ε 

ηνπνζέηεζε πόισλ. Ο ρξήζηεο κπνξεί λα δηαιέμεη έλαλ δαθηύιην ησλ Ω-επζηαζώλ 

ζπλαξηήζεσλ όπσο ην δαθηύιην ηεο Hurwitz επζηάζεηαο, Shur επζηάζεηαο, ην δαθηύιην 

ησλ πνιπσλύκσλ ή αθόκα θαη λα δεκηνπξγήζεη δαθηύιην πεξηγξάθνληαο ηελ 

απαγνξεπκέλε πεξηνρή πόισλ όπσο θάλακε ζε πξνεγνύκελν παξάδεηγκα. 

πκπεξαζκαηηθά ζηε ζπγθεθξηκέλε κειέηε αζρνιεζήθακε ζηαδηαθά κε ηε κεηαηξνπή 

νπνηαζδήπνηε ξεηήο ζπλάξηεζεο ζε πειίθν θαλνληθώλ θαη Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ 

ιύλνληαο έηζη θαη πξνβιήκαηα ζηαζεξνπνίεζεο ζπζηεκάησλ κηαο εηζόδνπ-εμόδνπ. ηε 

ζπλέρεηα κειεηήζακε θαη ηελ πνιπκεηαβιεηή πεξίπησζε ζπζηεκάησλ θαη ηε 

ζηαζεξνπνίεζε ηνπο αθνύ πξώηα εμεηάζακε πίλαθεο κε ζηνηρεία ζην δαθηύιην ησλ 

θαλνληθώλ θαη Ω-επζηαζώλ ζπλαξηήζεσλ. Γείμακε ζεσξεηηθά ηελ επίιπζε ελόο 

ηέηνηνπ πξνβιήκαηνο όπσο θαη ηελ επίιπζε ηνπ κε ηε βνήζεηα ηνπ παξαπάλσ 

πξνγξάκκαηνο, ην νπνίν κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη ζηε γεληθή πεξίπησζε πνπ ην 

PMD ηνπ ζπζηήκαηνο έρεη νπνηαδήπνηε κνξθή. 
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