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ΘΕΩΡΗΜΑ 3.1
Έστω Α(z1,z2)
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όπου 
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 είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του
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Τότε ο γενικευμένος αντίστροφος Moore-Penrose 
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 δίνεται από τις τύπους
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Εάν k=0 είναι ο μεγαλύτερος ακέραιος τέτοιος ώστε 
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Για τα  (z1,z2)
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Λ χρησιμοποιείται ο ίδιος αλγόριθμος.   ▲
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 3.1
Ο αλγόριθμος που περιγράφεται στο Θεώρημα 3.1 είναι αποδοτικός σε συμβολικές γλώσσες προγραμματισμού, όπως το MATHEMATICA και το MATLAB. Τα κύρια πλεονεκτήματα είναι:
1. Αποτελείται από απλές επαναλήψεις

2. Δεν απαιτείται ο αντίστροφος του πίνακα

3. Στην περίπτωση που p>m μπορούμε να υπολογίσουμε τον ανάστροφο Β(z1,z2)= Α(z1,z2)T  και μετά να υπολογίσουμε τον Α(z1,z2)+ = [Β(z1,z2)+]Τ
    Παρακάτω υπολογίζεται ο αλγόριθμος για τον υπολογισμό του Moore-Penrose γενικευμένου αντίστροφου χρησιμοποιώντας την μέθοδο παρεμβολής (interpolation) με την χρήση του γρήγορου μετασχηματισμού Fourier (Fast Fourier Transform).
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ΒΗΜΑ 1: Παρατηρούμε στην σχέση (3.2) ότι ο βαθμός του πολυωνύμου  a(s,z1,z2) ως προς τις μεταβλητές s, z1, z2 είναι αντίστοιχα:

[image: image18.wmf]12

0

deg a(s,z,z)=p=b

 


[image: image19.wmf]£

121

1

deg a(s,z,z)2*p*M=b



[image: image20.wmf]£

122

2

deg a(s,z,z) 2*p*M=b


όπου Μ1, Μ2 είναι ο βαθμός του πίνακα Α(s,w) ως προς τις μεταβλητές z1 και z2  αντίστοιχα.

Τότε το πολυώνυμο a(s,z1,z2)  γράφεται
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και μπορεί να υπολογιστεί μέσω interpolation χρησιμοποιώντας R1 ζεύγη σημείων ως εξής: 
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Για να υπολογίσουμε τις συντελεστές 
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 αρκεί να αντικαταστήσουμε τα σημεία αυτά στην παρακάτω ορίζουσα
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Από (3.6),(3.7),(3.9)  παίρνουμε 
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Παρατηρούμε ότι τα 
[image: image30.wmf]012

[a]

lll

 και 
[image: image31.wmf]%

012

[a]

rrr

 αποτελούν ζεύγος μετασχηματισμού DFT οπότε χρησιμοποιώντας την σχέση (1.9) βρίσκουμε τους συντελεστές του πολυωνύμου της σχέσης (3.6) μέσω του αντίστροφου μετασχηματισμού FFT.
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όπου, 
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ΒΗΜΑ 2: Στη συνέχεια βρίσκουμε ένα k, όπως αναφέρεται στο Θεώρημα 3.1 τέτοιο ώστε
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ή ισοδύναμα
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ΒΗΜΑ 3: Οπότε μπορούμε να υπολογίσουμε τον πίνακα C(z1,z2) από τον παρακάτω τύπο 
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O βαθμός του πίνακα C(z1,z2) ως προς τις μεταβλητές z1,z2 είναι
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Έτσι ο C(z1,z2)  μπορεί να γραφεί
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και τον υπολογίζουμε μέσω interpolation χρησιμοποιώντας R2 ζεύγη σημείων. Είναι:
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Για να υπολογίσουμε τις συντελεστές 
[image: image47.wmf]01

C

ll

 αρκεί να αντικαταστήσουμε τα σημεία που βρήκαμε παραπάνω στον  C(z1,z2)
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Από τις  (3.14), (3.15) με αντικατάσταση  η (3.16) γίνεται
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Μπορούμε εύκολα να παρατηρήσουμε ότι τα 
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 αποτελούν ζεύγος μετασχηματισμού DFT και συνεπώς χρησιμοποιώντας την σχέση (1.9) βρίσκουμε τους συντελεστές του πίνακα της (3.17). Είναι 
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ΒΗΜΑ 4: Τελικά υπολογίζουμε τον Moore-Penrose γενικευμένο αντίστροφο από τον τύπο
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Στη συνέχεια ακολουθεί ένα παράδειγμα κάνοντας πράξη την παραπάνω θεωρία.

3.3  ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Θέλουμε να υπολογίσουμε τον Moore-Penrose γενικευμένο αντίστροφο του πίνακα  
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Ο βαθμός του ως προς τις μεταβλητές 
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Αρχικά, γράφουμε τον πίνακα 
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ΒΗΜΑ 1: Ο βαθμός του πολυωνύμου  a(s,z1,z2) ως προς τις μεταβλητές s, z1, z2 είναι αντίστοιχα 

[image: image62.wmf]0

1

1

2

2

b=p=2

b=2·p·M=2·2·1=4

b=2·p·M=2·2·1=4


Για να υπολογίσουμε το πολυώνυμο a(s,z1,z2) από την σχέση (3.7) χρειαζόμαστε
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 ζεύγη σημείων.

Θα υπολογίσουμε τα ζεύγη σημείων
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ως εξής: 

Από την σχέση (3.8) έχουμε ότι
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συνεπώς παίρνουμε τα σημεία:
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Οπότε έχουμε τα 75 ζεύγη σημείων
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τα οποία αντικαθιστούμε στην (3.9) .

Για παράδειγμα όταν 
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όμοια δουλεύουμε και για τα υπόλοιπα ζεύγη .Τα αποτελέσματα τα τοποθετούμε σ’ έναν πίνακα για εξοικονόμηση χώρου. 

Στη συνέχεια με αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier βρίσκουμε το σταθερό πολυώνυμο

ΒΗΜΑ 2: Υπολογίζοντας την ορίζουσα της σχέσης (3.9) έχουμε 
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τότε k=2 και a2(z1,z2)= z12-2z1+1

ΒΗΜΑ 3: O βαθμός του πίνακα C(z1,z2) ως προς τις μεταβλητές z1,z2 , σύμφωνα με την σχέση (3.12) είναι
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οπότε χρειαζόμαστε, σύμφωνα με την σχέση (3.15), 
R2=(3+1)(3+1)=16
ζεύγη σημείων για τον υπολογισμό του  C(z1,z2). 
Όπως και παραπάνω υπολογίζουμε τα ζεύγη σημείων δηλαδή τα   
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οπότε παίρνουμε τα 16 ζεύγη σημείων  
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τα οποία αντικαθιστούμε στον C(z1,z2). 

Με αυτή την διαδικασία τελικά παίρνουμε τους πίνακες 
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και στη συνέχεια από  τη σχέση (3.18) με αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier παίρνουμε τους συντελεστές του C(z1,z2). 
Για παράδειγμα, 
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Συνεπώς ο πίνακας C(z1,z2) θα είναι :
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ΒΗΜΑ 4: Τώρα μπορούμε να υπολογίσουμε τον γενικευμένο αντίστροφο του Α(s,w). Είναι 

[image: image93.wmf]æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

+

1212

k12

2

2

211

11

2

2

1

1

1

A(z,z)-C(z,z)=

a(z,z)

z+10

1

=-(z+1)(1-z)0z-1=

z-2z+1

00

z+10

(z+1)

=0z-1

z-1

00

=


Ο αλγόριθμος που ακολουθεί σε γλώσσα προγραμματισμού MATLAB, στηρίζεται σ’ αυτή ακριβώς την μέθοδο. Δίνει ο χρήστης τις διαστάσεις του πολυωνυμικού πίνακα Α(s,w), τους βαθμούς των μεταβλητών z1,z2 και τους συντελεστές του πίνακα και έτσι υπολογίζεται ο γενικευμένος αντίστροφος του. 
3.4  ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟΥ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΥ ΕΝΟΣ  ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΟΥ ΠΙΝΑΚΑ ΔΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΣΤΟ MATLAB (MOORE-PENROSE INVERSE).

%Ο Α(z1,z2) είναι διαστάσεως pxm και οι βαθμοί των z1,z2 είναι Μ1,Μ2.

%ΒΗΜΑ 1
%Δίνω τις διαστάσεις του πολυωνυμικού πίνακα Α(s,w) που θέλω να %αντιστρέψω

p=input('δώσε το πλήθος των γραμμών του Α(s,w)=')

m=input('δώσε το πλήθος των στηλών του Α(s,w =')

%Δίνω τους βαθμούς των  μεταβλητών z1,z2 του πίνακα Α(s,w)  

M1=input('δώσε τον βαθμό του z1 του πίνακα Α(s,w)=')

M2=input('δώσε τον βαθμό του z2 του πίνακα Α(s,w)=')

% Δίνω τους συντελεστές του πολυωνυμικού πίνακα Α(s,w) που θέλω %να αντιστρέψω

for i1=1:M1+1

  for j=1:M2+1

a(1:p,1:m,i1,j)= input('δώσε τους συντελεστές a=');

end
end
%Είναι 

% 
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%Αν a0(z1,z2)=1 τότε το a(s,z1,z2) είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο %του A(z1,z2)xA(z1,z2)T
%Ο βαθμός του a(s,z1,z2) ως προς τις μεταβλητές s,z1,z2 θα είναι

%degs a(s,z1,z2)=p                (ως προς s)

%degz1 a(s,z1,z2)=2*p*M1         (ως προς z1 )

%degz2 a(s,z1,z2)= 2*p*M2       (ως προς z2)
ds=p
dz1=2*p*M1

dz2=2*p*M2

%Το  πολυώνυμο a(s,z1,z2) γράφεται

%
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%Για να το υπολογίσω χρειάζομαι R σημεία. Όπου %R=(ds+1)(dz1+1)(dz2+1)

%Και θα πάρω τα ζεύγη σημείων 
[image: image102.wmf]j
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 όπου i=0,1,2 και %rj=0,…,max(ds,dz1,dz2)

%Τα ζεύγη σημείων τα αντικαθιστώ στον πίνακα Α(s,w).Έπειτα %βρίσκω τον ανάστροφο του στα σημεία αυτά. Έτσι θα έχω τον %πίνακα Τ1=Α*AΤ. Κι έτσι υπολογίζω την ορίζουσα q(s,z1,z2)=det(s*Ip-Τ1) %όπου s=u0, z1=u1,z2=u2 (το πολυώνυμο a(s,z1,z2) το ονομάζω q(s,z1,z2) 
%Χρειάζομαι R σημεία για να το υπολογίσω

R=(ds+1)*(dz1+1)*(dz2+1)

%βρίσκω τα ζεύγη σημείων (s,z1,z2)=(u0(rj),u1(rj),u2(rj))

for i1=1:ds+1

W0=exp(2*pi*i/(ds+1));   

u0=W0^(-(i1-1));

for j=1:dz1+1

W1=exp(2*pi*i/(dz1+1));

u1=W1^(-(j-1));

for l=1:dz2+1

W2=exp(2*pi*i/(dz2+1));   

u2=W2^(-(l-1));

%αντικαθιστώ τα σημεία που βρήκα στον Α(s,w)      

a1(1:p,1:m)=zeros(p,m);

for g=1:M1+1

for h=1:M2+1    

a1(1:p,1:m)=a1(1:p,1:m)+a(1:p,1:m,g,h)*u1^(g-1)*u2^(h-1);
%υπολογίζω τον ανάστροφο του Α(s,w) στα σημεία αυτά

b1=transpose(a1);

T1=a1*b1;
% υπολογίζω την ορίζουσα

q(i1,j,l)=det(u0*eye(size(T1))-T1);

end
end
end

end

end
%Με αντίστροφο Fourier βρίσκω τον σταθερό πίνακα

disp('apotelesma')

Y=real(ifft2(q))
%ΒΗΜΑ 2

%Βρίσκω ένα k τέτοιο ώστε

%ak+1(z1,z2)= ak+2(z1,z2)=…= ap(z1,z2)=0  και ak(z1,z2)(0 . 
s=1;

k=p;

while s==1

    for j=1:dz1+1

       for l=1:dz2+1

           if Y(k+1)>10^(-6)

               s=0

           end
            k=k+1
       end
end
disp('apotelesma')

   k=k-1

end

%ΒΗΜΑ 3

%Στη συνέχεια θα υπολογίσω το 
%C(z1,z2)= A(z1,z2)T * Bk-1(z1,z2)  ,όπου

%Bk-1(z1,z2) =q0(z1,z2)*[ A(z1,z2)*A(z1,z2)T]+…+ qk-1(z1,z2)*Ip
%Ο βαθμός του C(z1,z2) ως προς τις z1,z2 είναι ni=(2*p-1)*Mi
n1=(2*p-1)*M1

n2=(2*p-1)*M2

%Ο C(z1,z2) γράφεται

%
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%και μπορεί να υπολογιστεί χρησιμοποιώντας R2 σημεία, όπου 
%R2=((2*p-1)*M1+1)*((2*p-1)*M2+1) και θα έχω τα ζεύγη σημείων %
[image: image105.wmf]j
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 ,όπου i=1,2 και rj=0,…,max(ni)

%Τα ζεύγη σημείων τα αντικαθιστώ στον Α(z1,z2). Έπειτα βρίσκω τον %ανάστροφο του στα σημεία αυτά. Έτσι θα έχω τον πίνακα Τ2=Α*AΤ . Κι %έτσι υπολογίζω το χαρακτηριστικό πολυώνυμο
R2=((2*p-1)*M1+1)*((2*p-1)*M2+1)

for i1=1:n1+1

W1=exp(2*pi*i/(n1+1))   

u1=W1^(-(i1-1))

for j=1:n2+1

W2=exp(2*pi*i/(n2+1))

u2=W2^(-(j-1))

% αντικαθιστώ τα σημεία που βρήκα στον Α(s,w)        

a2(1:p,1:m)=zeros(p,m);

for g=1:M1+1

for h=1:M2+1    

a2(1:p,1:m)=a2(1:p,1:m)+a(1:p,1:m,g,h)*u1^(g-1)*u2^(h-1);

%υπολογίζω τον αντίστροφο στα σημεία αυτά και το χαρακτηριστικό %πολυώνυμο

b2=transpose(a2);

v=poly(a2*b2)

end
end
%παίρνω τα v(1),…,v(k) και υπολογίζω τον C(z1,z2)

B(1:m,1:p)=zeros(m,p);

for s=1:k

B(1:m,1:p)=B(1:m,1:p)+b2*v(s)*T2^(k-s)

end

c(1:m,1:p,i1,j)=B(1:m,1:p)

end
end
%με αντίστροφο Fourier υπολογίζω τον C(z1,z2)

C=round(real(ifft2(c)))
3.5  ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΟ MATLAB
Δίνοντας στον υπολογιστή τον πίνακα που αναφέρθηκε στην εφαρμογή 3.3,δηλαδή τον 
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ο υπολογιστής θα υπολογίσει τον γενικευμένο αντίστροφο Moore-Penrose και θα δώσει τα παρακάτω αποτελέσματα:

δώσε το πλήθος των γραμμών του Α(s,w)=2

p=2 

δώσε το πλήθος των στηλών του Α(s,w)=3

m=3

δώσε τον βαθμό του πίνακα Α(s,w) ως προς την z1=1

M1=1

δώσε τον βαθμό του πίνακα Α(s,w) ως προς την z2=0

M2=1

δώσε τους συντελεστές a00=[-1 0 0;0 1 0];

                                       a10=[1 0 0;0 0 0];
                                       a01=[0 0 0;0 1 0];
                                       a11=[0 0 0;0 0 0];
ds = 

     2

dz1 =

     4

dz2 =

     4

R =

    75
apotelesma

Y(:,:,1) =

    0.0000    0.0000    0.0000    0.0000         0

   -1.0000   -2.0000   -1.0000    0.0000    0.0000

    1.0000   -0.0000   -0.0000   -0.0000   -0.0000

Y(:,:,2) =

    0.0000    1.0000     0.0000    0.0000   -0.0000

   -1.0000   -2.0000   -1.0000    0.0000   -0.0000

    1.0000   -0.0000   -0.0000    0.0000    0.0000

Y(:,:,3) =

    3.0000    6.0000    3.0000   -0.0000   -0.0000

   -4.0000   -2.0000   -1.0000   -0.0000    0.0000

    1.0000   -0.0000   -0.0000    0.0000    0.0000

Y(:,:,4) =

    3.0000    6.0000    3.0000   -0.0000   -0.0000

   -4.0000   -2.0000   -1.0000    0.0000    0.0000

    1.0000   -0.0000    0.0000    0.0000    0.0000

Y(:,:,5) =

   -0.0000   -1.0000   -0.0000    0.0000    0.0000

   -1.0000   -2.0000   -1.0000    0.0000    0.0000

    1.0000   -0.0000   -0.0000   -0.0000   -0.0000

k =

     2

n1 =

     3

n2 =

     3

R2 =

     16

C(:,:,1,1) =

     1      0

     0     -1

     0      0

C(:,:,2,1) =

     2      0

     0     -1

     0      0

C(:,:,3,1) =

     1     0

     0     0

     0     0

C(:,:,4,1) =

     0     0

     0     0

     0     0

C(:,:,1,2) =

     -1     1

     1      2

     0      1

C(:,:,2,2) =

     -2      0

      0      2

      0      0

C(:,:,3,2) =

     -1      0

      0      0

      0      0

C(:,:,4,2) =

     0     0

     0     0

     0     0

C(:,:,1,3) =

     0      0

     0     -1

     0      0

C(:,:,2,3) =

     0      0

     0     -1

     0      0

C(:,:,3,3) =

     0     0

     0     0

     0     0

C(:,:,4,3) =

     0     0
     0     0
     0     0

C(:,:,1,4) =

     0     0
     0     0
     0     0

C(:,:,2,4) =

     0     0
     0     0

     0     0

C(:,:,3,4) =

     0     0

     0     0

     0     0

C(:,:,4,4) =

     0     0
     0     0

     0     0

όπου Υ είναι οι συντελεστές του πολυωνύμου a(s,z1,z2), όπου C είναι ο πίνακας C(z1,z2) μετά την αντικατάσταση των σημείων. Οπότε ο γενικευμένος Moore-Penrose αντίστροφος δίνεται από την σχέση
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3.6   ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

    Σ’ αυτή την ενότητα παρουσιάστηκε ένας αλγόριθμος για τον υπολογισμό του γενικευμένου αντίστροφου Moore-Penrose ο οποίος βασίζεται στον γρήγορο μετασχηματισμό Fourier (Fast Fourier Transform). Τα κύρια πλεονεκτήματα του είναι η ταχύτητα και η αποδοτικότητα του, η οποία οφείλεται στις ιδιότητες του γρήγορου  μετασχηματισμού Fourier όπως αναφέραμε στην εισαγωγή. Μερικά πειραματικά αποτελέσματα σχετικά με την αποδοτικότητα του παρουσιάζονται στην τελευταία ενότητα. 

    Ο αλγόριθμος αυτός είναι αρκετά χρήσιμος γιατί εφαρμόζεται σε αρκετά προβλήματα της θεωρίας ελέγχου. Ένα απ’ αυτά είναι ο υπολογισμός της συνάρτησης μεταφοράς ενός πολυμεταβλητού συστήματος ή πίνακα. Στην επόμενη ενότητα θα εφαρμοστεί για τη λύση των Διοφαντικών εξισώσεων.

4. ΚΕΦΑΛΑΙΟ IΙΙ
4.1  ΕΙΣΑΓΩΓΗ

    Στην ενότητα αυτή μελετώνται οι Διοφαντικές εξισώσεις πολυωνυμικών πινάκων δύο μεταβλητών. Πρόκειται, δηλαδή, για εξισώσεις των οποίων οι συντελεστές είναι πολυωνυμικοί πίνακες δύο μεταβλητών. Ο αλγόριθμος για τον υπολογισμό της λύσης μιας τέτοιας εξίσωσης υλοποιείται σε γλώσσα προγραμματισμού MATLAB. Οι Διοφαντικές εξισώσεις είναι ένα πολύτιμο εργαλείο για την θεωρία ελέγχου, γιατί οδηγούν στην λύση προβλημάτων σύνθεσης και σχεδιασμού πολυμεταβλητών συστημάτων.

4.2   ΔΙΟΦΑΝΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Ζητείται να λυθεί η Διοφαντική εξίσωση της μορφής: 


Α(s,w)X(s,w)+B(s,w)Y(s,w)=C(s,w)

με γνωστούς τους πολυωνυμικούς πίνακες
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B(s,w)R[s,w]

 , 
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C(s,w)R[s,w]
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Η εξίσωση (4.1) μπορεί να γραφεί με μορφή πινάκων ως εξής:
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ή πιο απλά 
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ΒΗΜΑ 1: Δηλώνουμε ως 
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  τους μέγιστους βαθμούς των πινάκων L(s,w) και Q(s,w) ως προς τις μεταβλητές s, w. Επιπλέον, δηλώνεται ως 
[image: image117.wmf]M

s

d

,
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 ο μέγιστος βαθμός του άγνωστου πίνακα Μ(s,w) ως προς τις μεταβλητές s, w αντίστοιχα.
Η εξίσωση (4.1) έχει λύση Μ(s,w) βαθμού (
[image: image119.wmf]M

s

d

,
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) όταν  ισχύει 


[image: image121.wmf]£

£

ii

ii

ssM

s

cc

wwM

w

cc

degQ(s,w)degL(s,w)+d

degQ(s,w)degL(s,w)+d


με  
[image: image122.wmf]i

s

c

deg

 , 
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 και i=1,…,m δηλώνεται ο βαθμός της i στήλης των πινάκων ως προς τις μεταβλητές s και w. Αν η εξίσωση (4.1) δεν έχει λύση τότε επιλέγουμε λύση Μ(s,w) βαθμού μεγαλύτερου από πριν. 

Ο  πολυωνυμικός πίνακας Μ(s,w) μπορεί να υπολογιστεί με τη μέθοδο παρεμβολής (interpolation) χρησιμοποιώντας R ζεύγη σημείων, όπου   
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Έστω   

[image: image125.wmf]11

s=u(r)

 και  
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   με 
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όπου
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Από τις σχέσεις (4.9) και (4.10), τα s και w  θα είναι μιγαδικοί αριθμοί της μορφής 
[image: image131.wmf]j
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. 
Έτσι θέτουμε 
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 και τα αντικαθιστούμε στην (4.1). 
ΒΗΜΑ 2: Τα σημεία που βρίσκουμε τα αντικαθιστούμε στους πίνακες L(s,w) και Q(s,w)  οπότε η (4.3) γίνεται   
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όπου 
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  γνωστοί πίνακες.
Η εξίσωση έχει λύση αν και μόνο αν ισχύει 
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Η γενική λύση της (4.11) δίνεται από την σχέση


[image: image138.wmf]ijijijij
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, 

όπου όλοι οι πίνακες είναι γνωστοί εκτός από τον 
[image: image139.wmf]ij

K

 ο οποίος είναι παραμετρικός.
Είναι: 
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   είναι ο ψευδοαντίστροφος του L.

Συνεπώς η γενική λύση της (4.11) θα είναι 
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Από τα παραπάνω με αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier υπολογίζεται εύκολα ο 
[image: image144.wmf]ij
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. Το πρόβλημα είναι στον 
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 ο οποίος είναι παραμετρικός (άγνωστος). Δηλώνουμε ως 
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 τους  συντελεστές του αντίστροφου μετασχηματισμού Fourier των πινάκων 
[image: image149.wmf]ij
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 και 
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 αντίστοιχα. Οι συντελεστές του άγνωστου πίνακα Μ(s,w) είναι ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier του 
[image: image151.wmf]ij
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 ο οποίος ισοδυναμεί με 

{IDFT(
[image: image152.wmf]ij
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)+IDFT(
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ή ισοδύναμα

{
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+
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Αντικαθιστούμε στην (4.2),  κι έχουμε 
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Συνεπώς, μπορούμε να υπολογίσουμε τον παραμετρικό πίνακα Κ από τη σχέση

[image: image158.wmf]++
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.

ΒΗΜΑ 3: Άρα, οι συντελεστές του πίνακα Μ(s,w) είναι:


[image: image159.wmf]M(s,w)=
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.

Παρακάτω παρουσιάζεται μια εφαρμογή στην παραπάνω θεωρία και ο αλγόριθμος για τη λύση της Διοφαντικής εξίσωσης (4.1) σε γλώσσα προγραμματισμού MATLAB.

4.3  ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Ζητείται να λυθεί η Διοφαντική εξίσωση της σχέσης (4.1): 


[image: image160.wmf]A(s,w)X(s,w)+B(s,w)Y(s,w)=C(s,w)


με γνωστούς τους πολυωνυμικούς πίνακες
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ΒΗΜΑ 1: Αρχικά, γράφω τους πολυωνυμικούς πίνακες Α(s,w), B(s,w), C(s,w) όπως στην σχέση (1.14).
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image163.wmf]æöæöæöæö
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Οι πίνακες είναι διαστάσεως 2x2. Οι βαθμοί των πινάκων ως προς τις μεταβλητές s,w είναι:

Ο βαθμός ως προς s και w του πίνακα Α(s,w) είναι αντίστοιχα 1 και 0,δηλαδή 
[image: image165.wmf]A
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 και 
[image: image166.wmf]A
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.

Ο βαθμός ως προς s και w του πίνακα Β(s,w) είναι αντίστοιχα 1 και 1,δηλαδή  
[image: image167.wmf]B
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 και 
[image: image168.wmf]B

W
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.
Όμοια, βαθμός ως προς s και w του πίνακα C(s,w) είναι αντίστοιχα 2 και 2,δηλαδή
 
[image: image169.wmf]C
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.
Στην συνέχεια σχηματίζουμε τον πολυωνυμικό πίνακα
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του οποίου ο βαθμός ως προς s και w είναι αντίστοιχα 1 και 1, δηλαδή 

[image: image172.wmf]L
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.

Τον πίνακα C(s,w) τον ονομάζουμε Q(s,w),όπου
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και ο βαθμός του ως προς s και w είναι αντίστοιχα 2 και 2, δηλαδή

[image: image175.wmf]Q
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.

Από την σχέση (4.6) ο άγνωστος πίνακας  
[image: image177.wmf]æö

ç÷

èø

X(s,w)

M(s,w)=

Y(s,w)

  επιλέγουμε να έχει  βαθμό ως προς την μεταβλητή s ίσο με 1 και ως προς την w ίσο με 1,δηλαδή 
[image: image178.wmf]MM
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.

Άρα ζητούμε λύση βαθμού (
[image: image179.wmf]M
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) =(1,1).
Ο  πολυωνυμικός πίνακας M(s,w) μπορεί να υπολογιστεί με τη μέθοδο παρεμβολής (interpolation) χρησιμοποιώντας R ζεύγη σημείων, όπως στην (4.7) όπου
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 .

Έστω 
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Από τις σχέσεις (4.9) και (4.10) έχουμε
   


κι έτσι παίρνουμε  τα ζεύγη σημείων 
[image: image186.wmf]1122j
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 ή ισοδύναμα 
[image: image187.wmf]D={(1,1),(1,-1),(-1,1),(-1,-1)}

 .

ΒΗΜΑ 2: Αντικαθιστώντας τα παραπάνω σημεία  στους πίνακες Α(s,w) και Β(s,w) και C(s,w)  έχουμε: 
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Συνεπώς εύκολα υπολογίζουμε τον  
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Είναι:
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Στην συνέχεια υπολογίζουμε τον ψευδοαντίστροφο 
[image: image191.wmf]+
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Επειδή Q(s,w)=C(s,w) είναι:
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Στην συνέχεια, υπολογίζουμε τους πίνακες 
[image: image194.wmf]+
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Είναι:
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όμοια βρίσκουμε τους υπόλοιπους,
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Υπολογίζουμε τους πίνακες  
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όμοια βρίσκουμε,
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ΒΗΜΑ 3: Χρησιμοποιώντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier (FFT) υπολογίζουμε τους συντελεστές των πινάκων  P και  W,. Και τελικά βρίσκουμε τους συντελεστές του πίνακα Μ(s,w),από την σχέση (4.19) οι οποίοι είναι

.
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Επομένως βρήκαμε την λύση της Διοφαντικής εξίσωσης. Ο πίνακας Μ(s,w) είναι:
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Για να διαπιστώσουμε αν η λύση μας είναι σωστή υπολογίζουμε το γινόμενο των πινάκων L(s,w)*M(s,w) το οποίο πρέπει να είναι ίσο με τον πίνακα Q(s,w) (ή C(s,w)). 
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συνεπώς η λύση που βρήκαμε είναι σωστή αφού επαληθεύει την σχέση (4.2).
    Στην συνέχεια υλοποιείται ο αλγόριθμος για τη λύση της Διοφαντικής εξίσωσης σε γλώσσα προγραμματισμού MATLAB. Δίνει ο χρήστης τους συντελεστές των πινάκων Α(s,w),B(s,w),C(s,w), τις διαστάσεις τους και τους βαθμούς των μεταβλητών τους. Βρίσκει τον πίνακα 
[image: image203.wmf]æö
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  ο οποίος είναι λύση της εξίσωσης.

4.4 ΛΥΣΗ ΤΗΣ ΔΙΟΦΑΝΤΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ Α(s,w)Χ(s,w)+Β(s,w)Υ(s,w)=C(s,w) (1) ΣΤΟ MATLAB
%ΒΗΜΑ 1: Εισάγω τα δεδομένα

%Δίνω τις διαστάσεις των πολυωνυμικών πινάκων %Α(s,w),B(s,w),C(s,w)
p1=input('δώσε το πλήθος των γραμμών του Α(s,w)=')

k=input('δώσε το πλήθος των στηλών του Α(s,w)=')

p2=input('δώσε το πλήθος των γραμμών του Β(s,w)=')

r=input('δώσε το πλήθος των στηλών του Β(s,w)=')

p3=input('δώσε το πλήθος των γραμμών του C(s,w)=') 
m=input('δώσε το πλήθος των στηλών του C(s,w)=')
%θα πρέπει οι διαστάσεις τους να είναι συμβατές. Δηλαδή θα πρέπει το %πλήθος των γραμμών του Α(s,w) να είναι ίσο με το πλήθος των %γραμμών του Β(s,w) και ίσο με το πλήθος των γραμμών του C(s,w). 

%Διαφορετικά θα εκτυπώνει 'error'
if p1~=p2

disp('error')

p2=input('δώσε άλλο  p2=p1=')

end

if p2~=p3

disp('error')  

p3=input('δώσε άλλο  p3=p2=') 

end
%δίνω τους βαθμούς των πινάκων Α(s,w), B(s,w), C(s,w) ως προς τις %μεταβλητές s,w 
dsa=input('δώσε τον βαθμό του πίνακα Α(s,w) ως προς την s =')

dwa=input('δώσε τον βαθμό του πίνακα Α(s,w) ως προς την w=')

dsb=input('δώσε τον βαθμό του πίνακα B(s,w) ως προς την s =')

dwb=input('δώσε τον βαθμό του πίνακα B(s,w) ως προς την w=')

dsc=input('δώσε τον βαθμό του πίνακα C(s,w) ως προς την s =')

dwc=input('δώσε τον βαθμό του πίνακα C(s,w) ως προς την w=')

%επιλέγω (δίνω) τον βαθμό του πίνακα M(s,w) ως προς την μεταβλητή %s, όπου δηλώνεται με ds και ως προς την μεταβλητή w, όπου %δηλώνεται με dw.

ds=input('δώσε τον βαθμό του πίνακα M(s,w) ως προς την s =')

dw=input('δώσε τον βαθμό του πίνακα M(s,w) ως προς την w=')

%δίνω τους συντελεστές του πολυωνυμικού πίνακα Α(s,w)

for i1=1:dsa+1

for j=1:dwa+1

a(1:p,1:k,i1,j)=input('δώσε τους συντελεστές ,a=');

end
end
%δίνω τους συντελεστές του πολυωνυμικού πίνακα B(s,w)

for i1=1:dsb+1

  for j=1:dwb+1

b(1:p,1:r,i1,j)= input('δώσε τους συντελεστές,b=');

end
end
%δίνω τους συντελεστές του πολυωνυμικού πίνακα C(s,w)

for i1=1:dsc+1

  for j=1:dwc+1

c(1:p,1:m,i1,j)= input('δώσε τους συντελεστές,c=');

end
end
%σχηματίζω τον πίνακα L=[A B]

L=[a b];

%BHMA 2

%χρειάζομαι R σημεία για να υπολογίσω τον άγνωστο πίνακα Μ(s,w) με %την μέθοδο της παρεμβολής (interpolation)

R=(ds+1)*(dw+1)

%βρίσκω τα ζεύγη σημείων 
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D:={(u(r),u(r)),r=0,1}

 
for i1=1:ds+1
W0=exp(2*pi*i/(ds+1));   

u0=W0^(-(i1-1));

for j=1:dw+1

W1=exp(2*pi*i/(dw+1));

u1=W1^(-(j-1));

%αντικαθιστώ τα σημεία που βρήκα στον Α(s,w)       

a1(1:p,1:k)=zeros(p,k);

for g=1:dsa+1

for h=1:dwa+1    

a1(1:p,1:k)=a1(1:p,1:k)+a(1:p,1:k,g,h)*u0^(g-1)*u1^(h-1);

end
end
%αντικαθιστώ τα σημεία που βρήκα στον Β(s,w)  
b1(1:p,1:r)=zeros(p,r);
for g=1:dsb+1

for h=1:dwb+1    

b1(1:p,1:r)=b1(1:p,1:r)+b(1:p,1:r,g,h)*u0^(g-1)*u1^(h-1);

end
end
% αντικαθιστώ τα σημεία που βρήκα στον Q(s,w)
c1(1:p,1:m)=zeros(p,m);

for z=1:dsc+1

  for x=1:dwc+1

c1(1:p,1:m)=c1(1:p,1:m)+c(1:p,1:m,z,x)*u0^(z-1)*u1^(x-1);

end
end
%τότε ο L στα σημεία αυτά γίνεται, (τον ονομάζουμε L1)

L1(1:p1,1:k+r)=[a1(1:p1,1:k)  b1(1:p2,1:r)];

%ο ψευδοαντίστροφος του L1 είναι o L2

L2(1:k+r,1:p1)=pinv(L1(1:p1,1:k+r));

%o   
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 , έστω U, είναι
U(1:k+r,1:k+r)=L2(1:k+r,1:p1)*L1(1:p1,1:k+r);
%και ο  
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W=I-LL

 είναι
W(1:k+r,1:k+r,i1,j)=eye(k+r)-U(1:k+r,1:k+r)
%τον πίνακα c1 τον ονομάζω Q1

Q1(1:p3,1:m)=[c1(1:p3,1:m)];
%υπολογίζω τον P ,
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P=LQ

 ,στα σημεία αυτά

P(1:k+r,1:m,i1,j)=L2(1:k+r,1:p3)*Q1(1:p3,1:m);
%η (1) έχει λύση αν   rank([L1 Q1])=rank([L1])

if rank([L1 Q1])~=rank([L1])

disp('the equation is not solvable')

end
%με αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier υπολογίζω τα 
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  και  
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p=real(ifft2(P))
w=real(ifft2(W))

%(Σημείωση:
%Ο αντίστροφος Fourier μπορεί να υπολογιστεί με το παρακάτω %άθροισμα. Δεύτερος τρόπος υπολογισμού

%των 
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W

 είναι ο παρακάτω:

%for i1=1:ds+1

%W0=exp(2*pi*i/(ds+1)); 

%u0=W0^((i1-1));

%for j=1:dw+1

%W1=exp(2*pi*i/(dw+1)) ;     

%u1=W1^((j-1));
%p(1:k+r,1:m)=zeros(k+r,m);

%for z=1:ds+1

%for x=1:dw+1

%p(1:k+r,1:m)=p(1:k+r,1:m)+P*u0^(z-1)*u1^(x-1);

%end

%end

%p(1:k+r,1:m)=(1/R)*p(1:k+r,1:m);
%w(1:k+r,1:k+r)=zeros(k+r,k+r);

%for z=1:ds+1

%for x=1:dw+1

%w(1:k+r,1:k+r)=w(1:k+r,1:k+r)+W*u0^(z-1)*u1^(x-1);

%end

%end

%w(1:k+r,1:k+r)=(1/R)*w(1:k+r,1:k+r);)
%έτσι ο Κ μπορεί να υπολογιστεί ως εξής

K=pinv(w)*pinv(L1)*(Q1-L1*p)
%και τελικά η λύση είναι

Μ=p+w*K
%στην συνέχεια μπορώ να κάνω επαλήθευση

%αν δηλαδη ισχύει L1*M=Q1

disp('epalitheysi')

L1*M

end

end

end

end

clear all
4.5  ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΟ MATLAB
Δίνοντας στον υπολογιστή τους πίνακες Α(s,w),B(s,w),C(s,w) της παραπάνω εφαρμογής ,το πρόγραμμα θα υπολογίσει την λύση της Διοφαντικής εξίσωσης και θα δώσει τα παρακάτω αποτελέσματα:
δώσε το πλήθος των γραμμών του Α(s,w)=2

p1 =

     2

δώσε το πλήθος των στηλών του Α(s,w)=2

k =

     2

δώσε το πλήθος των γραμμών του B(s,w)=2

p2 =

     2

δώσε το πλήθος των στηλών του Β(s,w)=2

r =

     2

δώσε το πλήθος των γραμμών του C(s,w)=2

p3 =

     2

δώσε το πλήθος των στηλών του C(s,w)=2

m =

     2

δώσε τον βαθμό του πίνακα A(s,w) ως προς την s=1

dsa =

     1

δώσε τον βαθμό του πίνακα A(s,w) ως προς την w=0

dwa =

     0

δώσε τον βαθμό του πίνακα B(s,w) ως προς την s=1

dsb =

     1

δώσε τον βαθμό του πίνακα B(s,w) ως προς την w=1

dwb =

     1

δώσε τον βαθμό του πίνακα C(s,w) ως προς την s=2

dsc =

     2

δώσε τον βαθμό του πίνακα C(s,w) ως προς την w=2

dwc =

     2

δώσε τον βαθμό του πίνακα M(s,w) ως προς την s=1

ds =

     1

δώσε τον βαθμό του πίνακα M(s,w) ως προς την w=1

dw =

     1

a00=[0 -1;1 0]

a01=[1 0;0 0]

b00=[0 1;0 0]

b01=[1 0;0 0]

b10=[0 0;0 1]

b11=[0 0;0 0]

c00=[1 -1;1 1]

c01=[0 -1;0 0]

c02=[1 0;0 0]

c10=[0 2;1 0]

c11=[0 0;0 0]

c12=[0 0;0 0]

c20=[0 1;0 0]

c21=[0 0;0 0]

c22=[0 0;0 0]

Q1 =

     2     0

     2     2
M1 =

    1.0000    1.0000

   -1.0000    1.0000

         0       -1.0000

    0.0000    0.0000
epalitheysi
ans =

   2.0000 + 0.0000i   0.0000 - 0.0000i

   2.0000 - 0.0000i   2.0000 + 0.0000i
Q1 =

   2.0000 + 0.0000i   2.0000 + 0.0000i

   2.0000                    2.0000          
M1 =

    0.0000    0.0000

    0.0000    0.0000

    1.0000    0.0000

    0.0000    0.0000
epalitheysi
ans =

   2.0000 + 0.0000i   2.0000 - 0.0000i

   2.0000 - 0.0000i   2.0000 + 0.0000i
Q1 =

   2.0000            -4.0000 - 0.0000i

   0 - 0.0000i       2.0000 + 0.0000i
M1 =
    0.0000    0.0000

    2.0000    0.0000

    0.0000    0.0000

    1.0000    1.000
epalitheysi
ans =

   2.0000 + 0.0000i   -4.0000 - 0.0000i

   0.0000 - 0.0000i   2.0000 + 0.0000i

Q1 =

   2.0000 + 0.0000i   -2.0000 - 0.0000i

   0 - 0.0000i              2.0000 + 0.0000i
M1 =

    0.0000    0.0000

    0.0000    0.0000

    0.0000    0.0000

    0.0000    0.0000
epalitheysi
ans =

   2.0000 + 0.0000i   -2.0000 - 0.0000i

   0.0000 - 0.0000i     2.0000 + 0.0000i

4.6   ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

    Οι Διοφαντικές εξισώσεις βρίσκουν μεγάλη εφαρμογή στο σχεδιασμό συστημάτων ελέγχου τόσο του διακριτού όσο και του συνεχούς χρόνου. Μία από τις σημαντικότερες αυτές εφαρμογές είναι η ανατοποθέτηση ιδιοτιμών ενός συστήματος.

Ας θεωρήσουμε για παράδειγμα ένα σύστημα εισόδου-εξόδου με συνάρτηση μεταφοράς G(s,w)=a(s,w)/b(s,w) το οποίο συνδέεται μ’ έναν ελεγκτή με συνάρτηση μεταφοράς H(s,w)=-q(s,w)/p(s,w) σύμφωνα με το σχήμα (9).










Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του κλειστού συστήματος θα είναι ίσο με: 
a(s,w) p(s,w)+b(s,w) q(s,w)= f(s,w)

συνεπώς η γνώση των a(s,w), b(s,w) και του επιθυμητού χαρακτηριστικού πολυωνύμου μας οδηγεί, μέσω της λύσεως της Διοφαντικής εξίσωσης, στον επιθυμητό ελεγκτή (controller).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Ας υποθέσουμε ότι a(s,w)=(s-1) και  b(s,w)=s2-(5+w)s+6+w2.  Επιπλέον, είναι f(s,w)=s2-3s+6-2w+2w2. Προκύπτει, δηλαδή στην ουσία μία Διοφαντική εξίσωση δύο μεταβλητών, της s και w. Λύνοντας, επομένως, τη Διοφαντική αυτή εξίσωση θα έχουμε ως αποτέλεσμα q(s,w)=2 και p(s,w)=(-s+2w+6). Συνεπώς η συνάρτηση μεταφοράς του ελεγκτή είναι H(s,w)=-2/(-s+2w+6). 
4.7  Η ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΛΕΥΡΑ ΤΩΝ ΑΛΓΟΡΙΘΜΩΝ

    Τα πειράματα αποδεικνύουν ότι οι αλγόριθμοι που βασίζονται στην μέθοδο της παρεμβολής και στην χρήση του FFT είναι ικανοί να αντιμετωπίσουν πολυωνυμικούς πίνακες μεγάλων διαστάσεων με στοιχεία πολυώνυμα μεγάλων βαθμών. Η πολυπλοκότητα των αλγορίθμων εξαρτάται από τις διαστάσεις του πολυωνυμικού πίνακα όπως και από τον βαθμό της κάθε μεταβλητής του.

    Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται μερικά πειραματικά αποτελέσματα σχετικά με την αποδοτικότητα του αλγορίθμου που χρησιμοποιήθηκε για τον υπολογισμό του γενικευμένου Moore-Penrose αντίστροφου. Βρίσκουμε τον χρόνο εκτέλεσης του προγράμματος για τον υπολογισμό του γενικευμένου αντίστροφου ενός τυχαίου πολυωνυμικού πίνακα διαστάσεων 2x3, δύο μεταβλητών με βαθμούς από 1 μέχρι  7. Οι διαστάσεις του πίνακα είναι σταθερές 2x3, ενώ οι βαθμοί των μεταβλητών παίρνουν τιμές από 1 μέχρι 7. τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στην γραφική παράσταση, σχήμα (10).
    Τα πλεονεκτήματα του FFT είναι προφανή καθώς οι βαθμοί των μεταβλητών του πολυωνυμικού πίνακα αυξάνουν. Το ίδιο αποτέλεσμα έχουμε αν οι  βαθμοί των μεταβλητών του πολυωνυμικού πίνακα μένουν σταθεροί και μεταβάλλονται οι διαστάσεις του. Βρίσκουμε τον χρόνο εκτέλεσης του προγράμματος για τον υπολογισμό του γενικευμένου αντίστροφου ενός τυχαίου πολυωνυμικού πίνακα διαστάσεως pxm, δύο μεταβλητών. Ο βαθμός του πίνακα ως προς την μεταβλητή s είναι 3 και ως προς την w είναι 4. Οι διαστάσεις του πίνακα μεταβάλλονται, η p από 1 μέχρι 6 και η m από 1 μέχρι 7, ενώ οι βαθμοί των μεταβλητών του πίνακα μένουν σταθεροί. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στην γραφική παράσταση, σχήμα (11). 
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4.8  ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

    Σ’ αυτή την εργασία παρουσιάστηκε η μέθοδος παρεμβολής πολυωνύμων και πολυωνυμικών πινάκων με χρήση του γρήγορου μετασχηματισμού Fourier (FFT). Οι αλγόριθμοι οι οποίοι βασίζονται στον FFT έχουν το κύριο πλεονέκτημα της ταχύτητας σε σχέση με άλλους γνωστούς αλγορίθμους. Η μέθοδος παρεμβολής εφαρμόστηκε για τον υπολογισμό του γινομένου δύο πινάκων, για τον υπολογισμό του γενικευμένου αντίστροφου και για τη λύση των  Διοφαντικών εξισώσεων. Οι εφαρμογές αυτές είναι ιδιαίτερα χρήσιμες σε σύνθετα προβλήματα της θεωρίας ελέγχου, στον υπολογισμό της συνάρτησης μεταφοράς πολυμεταβλητών συστημάτων, στην ευστάθεια (επανατοποθέτηση πόλων) ενός συστήματος και σε πολλά άλλα.
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      G(s,w)=


   a(s,w)/b(s,w)
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      Η(s,w)=


-q(s,w)/p(s,w)
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