ΙΦΙΓΕΝΕΙΑ ΑΘΑΝΑΣΙΑ
ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΩΝ ΜΕΘΟΔΩΝ ΣΤΟ MATLAB

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ
1.1   ΠΟΛΥΠΛΟΚΟΤΗΤΑ ΑΛΓΟΡΙΘΜΩΝ
    Σε αριθμητικά προβλήματα απαιτούνται υπολογιστικοί αλγόριθμοι οι οποίοι να είναι α) αξιόπιστοι (reliable), δηλαδή αριθμητικά σταθεροί ώστε να αποφεύγονται μεγάλα σφάλματα β) αποδοτικοί, δηλαδή να χρειάζονται όσο το δυνατόν λιγότερες πράξεις, γ) να χρειάζονται λιγότερη μνήμη υπολογιστή, και τέλος δ) να οδηγούν σε ένα σύντομο και ευκολοκατανόητο πρόγραμμα.

    Ένα υπολογιστικό πρόβλημα μπορεί συχνά να λυθεί με διαφορετικούς αλγορίθμους. Ένας χρήσιμος τρόπος για τον προσδιορισμό του ‘καλύτερου’ αλγορίθμου είναι να συγκρίνουμε τους διαθέσιμους αλγορίθμους από την πλευρά των απαιτούμενων πόρων, όπως του χρόνου εκτέλεσης, του πλήθους των στοιχειωδών πράξεων, και της μνήμης του υπολογιστή. Η πολυπλοκότητα ενός αλγορίθμου εκφράζει τη δυσκολία εκτέλεσης του, με μέτρο τους παραπάνω πόρους. Ο χρόνος εκτέλεσης εξαρτάται από το hardware αλλά μπορεί να αλλάξει ανάλογα με τα δεδομένα εισόδου. Για την 
ακρίβεια, η πολυπλοκότητα συχνά ορίζεται ως η σχέση ανάμεσα στο πλήθος των δεδομένων εισόδου και το πλήθος των στοιχειωδών πράξεων που απαιτούνται. 

    Πιο ειδικά, η πολυπλοκότητα ενός αλγορίθμου είναι η σχέση f(n) ανάμεσα στο πλήθος n των δεδομένων εισόδου και το πλήθος των αριθμητικών πράξεων που απαιτούνται. Ένας τρόπος για να εκτιμηθεί η συμπεριφορά αυτής της σχέσης για μεγάλους όγκους δεδομένων είναι να συγκριθεί η εξάρτηση του με αυτήν κάποιας γνωστής συνάρτησης. Λέμε ότι η  f(n) είναι της τάξης  g(n) εάν μπορούμε να βρούμε μια συνάρτηση g(n), μια σταθερά C>0 και έναν αριθμό m>0, τέτοια ώστε:
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    Στην περίπτωση που χρειαζόμαστε μόνο ένα ασυμπτωτικό άνω φράγμα στην τάξη μεγέθους μιας συνάρτησης, χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό Ο. Δεδομένης μιας συνάρτησης g(n), συμβολίζουμε με Ο(g(n)) το σύνολο των συναρτήσεων 

Ο(g(n))={f(n):υπάρχουν θετικές σταθερές C και m τέτοιες ώστε:

0( f(n) (Cg(n) για κάθε n(m }.

Η συνάρτηση g(n) πολλαπλασιασμένη με ένα σταθερό παράγοντα αποτελεί ένα ασυμπτωτικό άνω φράγμα για τη συνάρτηση f(n). Για όλα τα n(m η συνάρτηση f(n) βρίσκεται κάτω από τη Cg(n). Αν το Ο(g(n)) ορίζει κλάση συναρτήσεων, γράφουμε f(n)= Ο(g(n)) για να δηλώσουμε ότι η f(n) είναι μέλος του συνόλου Ο(g(n)).
    Η διερεύνηση της πολυπλοκότητας βοηθά στην ανάπτυξη πιο αποτελεσματικών αλγορίθμων και στον εντοπισμό των προβλημάτων που απαιτούν υπερβολικούς χρόνους εκτέλεσης. 

    Η ανάλυση της πολυπλοκότητας επιτρέπει, όπως είδαμε, την ανάπτυξη και επιλογή αλγορίθμων που εργάζονται γρηγορότερα και απαιτούν λιγότερη μνήμη υπολογιστή. Οι αλγόριθμοι που είναι O(ln(n)) είναι ταχύτεροι από αυτούς που είναι O(n), οι οποίοι με τη σειρά τους είναι ταχύτεροι από αυτούς που είναι   O(n2). Οι αλγόριθμοι εκθετικής τάξης, της μορφής O(2n), απαιτούν χρόνους που μπορούν να είναι απαγορευτικοί για μεγάλα σύνολα δεδομένων εισόδου. Η ανάλυση πολυπλοκότητας μπορεί πραγματικά να επισημάνει κατηγορίες προβλημάτων που δεν μπορούν να λυθούν ακόμη και από τους ταχύτερους σημερινούς υπολογιστές.

1.2   Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ
    Η λύση πολλών προβλημάτων στη θεωρία ελέγχου οδηγεί σε υπολογισμούς πολυωνύμων ή πολυωνυμικών πινάκων. Οι κλασικοί αλγόριθμοι για τον υπολογισμό των πολυωνύμων και των πολυωνυμικών πινάκων χρησιμοποιούν στοιχειώδεις πράξεις με τους συντελεστές τους. Η ακρίβεια αυτών των αλγορίθμων είναι σχετικά μικρή. Ειδικά για πολυώνυμα μεγάλου βαθμού και για πολυωνυμικούς πίνακες μεγάλων διαστάσεων ο χρόνος εκτέλεσης αυτών των αλγορίθμων είναι αρκετά μεγάλος. Οι κλασικοί αλγόριθμοι αν και είναι καλά μελετημένοι αντιμετωπίζουν το πρόβλημα της ‘κακής κατάστασης’ (bad-condition) και μπορούν να χρησιμοποιηθούν μόνο σε πολυώνυμα χαμηλού βαθμού και σε πίνακες μικρών διαστάσεων.  

    Η θεωρία παρεμβολής των πολυωνύμων (polynomial interpolation) είναι αρκετά παλιά ενώ αυτή των τυχαίων πολυωνυμικών πινάκων εμφανίστηκε πρόσφατα. Οι μέθοδοι παρεμβολής παρουσιάστηκαν από τον Antsakli (1993). Η βασική ιδέα όλων των μεθόδων παρεμβολής συνοψίζεται στα επόμενα τρία βήματα:
1) Επιλέγεται ‘επαρκής’ αριθμός σημείων παρεμβολής (interpolation points)

2)  Το παρεμβαλλόμενο αντικείμενο υπολογίζεται σ’ αυτά τα σημεία

3) Το παρεμβαλλόμενο αντικείμενο προκύπτει από τον γνωστές μεθόδους παρεμβολής.
    Η επιλογή των σημείων παρεμβολής παίζει σημαντικό ρόλο στην ‘καλή κατάσταση’ των αλγορίθμων (well-condition). Η τυχαία επιλογή πραγματικών σημείων οδηγεί σε ‘κακή κατάσταση’ (bad-condition) για μεγάλης τάξης παρεμβαλλόμενα πολυώνυμα. Όμως η σωστή επιλογή μιγαδικών σημείων οδηγεί σε ‘τέλεια κατάσταση’ (perfect-condition). Ο πλέον αποδοτικός αλγόριθμος για προβλήματα παρεμβολής είναι ο γρήγορος μετασχηματισμός Fourier FFT (Fast Fourier Transform).
ΘΕΩΡΗΜΑ 1.1

Ένα πολυώνυμο p(x) βαθμού n μπορεί να αναπαρασταθεί ως σύνολο 

{(x0,p(x0)),(x1,p(x1)),…,(x n-1,p(x n-1))

Αντιστρόφως, δοθέντος ενός συνόλου n ζευγών σημείου

{(x0,y0),(x1,y1),…,(x n-1,y n-1)}

υπάρχει μόνο ένα πολυώνυμο                                   
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βαθμού n που ικανοποιεί την εξίσωση yi=p(xi), 0(i<n, και το οποίο λέμε ότι παρεμβάλλεται (interpolates) στις n τιμές. Αυτό συμβαίνει γιατί το σύστημα
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έχει μοναδική λύση, καθώς η ορίζουσα του πίνακα Vandermode είναι διάφορη του μηδενός,
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Το πολυώνυμο p(x) υπολογίζεται με τον παρακάτω τύπο του Lagrange 
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σε χρόνο Ο(n2). Είναι δυνατόν, όμως να εκτελεστεί σε χρόνο Ο(nlogn) . Αυτό επιτυγχάνεται με την χρήση του γρήγορου μετασχηματισμού Fourier, FFT.   ▲
1.3   ΔΙΑΚΡΙΤΟΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ FOURIER (DFT)

    Κατά τη διάρκεια των δύο προηγούμενων δεκαετιών η χρήση του μετασχηματισμού Fourier (DFT ή Discrete Fourier Transforms) ήταν αρκετά εκτεταμένη, λόγω της ακρίβειας και της υπολογιστικής ταχύτητας του. Ο DFT εμφανίζεται πολύ συχνά σε επιστημονικά πεδία όπως στη Στατιστική, στη Φυσική, στη Χημεία και στα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά. 

    Μερικές εφαρμογές του DFT είναι ο υπολογισμός της συνάρτησης μεταφοράς γενικευμένων n-διάστατων συστημάτων και η λύση των Διοφαντικών εξισώσεων, η οποία έχει εφαρμογές σε προβλήματα της θεωρίας ελέγχου. Ο DFT είναι ιδιαίτερα χρήσιμος σε ψηφιακούς υπολογισμούς καθώς και στην υλοποίηση ψηφιακών κυκλωμάτων. Επιπλέον, όλες οι βασικές αναπαραστάσεις των σημάτων συνεχούς και διακριτού χρόνου με εκθετικά σήματα, συμπεριλαμβανομένων των σειρών Fourier, του μετασχηματισμού  Fourier, του μετασχηματισμού Laplace και του μετασχηματισμού Z, μπορούν να υπολογιστούν με τη χρήση του DFT. 

    Ο  DFT εκφράζει τη μεταφορά των περιοδικών σημάτων από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο των συχνοτήτων. Μετατρέπει ένα σήμα πεπερασμένης έκτασης σε σήμα πεπερασμένης έκτασης που αποτελείται από τους συντελεστές Fourier. O DFT είναι ένα σημαντικό μέσο ανάλυσης ακολουθιών πεπερασμένου μήκους. Θεωρώ  την πεπερασμένη ακολουθία 
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Η ακολουθία Χ(k) καλείται μετασχηματισμός Fourier, DFT, Ν σημείων της x(n). Οι μιγαδικοί αριθμοί 
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 λέγονται σημεία Fourier. 

Οι συντελεστές Χ(k) συνδέονται με την  x(n) ως εξής
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οι εξισώσεις (1.2) και (1.3) αποτελούν ζεύγος μετασχηματισμού Fourier.

    Διαφορετικά, ο DFT είναι μια απεικόνιση από μια ακολουθία x(n) σε μια άλλη ακολουθία X(k), δηλαδή 
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H σχέση (1.2) αποτελεί τον εμπρός μετασχηματισμό Fourier της x(n), ενώ η σχέση (1.3) τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier του  Χ(k). Το ανάπτυγμα αυτό ισχύει τόσο για μιγαδικές όσο και για πραγματικές ακολουθίες.

    Παρά τα όποια υπολογιστικά πλεονεκτήματα του DFT, είναι δυνατό να υπάρχει μια σημαντική μείωση των απαιτούμενων υπολογισμών, με κάποιους γρήγορους αλγόριθμους υπολογισμού του DFT, που λέγονται γρήγοροι μετασχηματισμοί Fourier (Fast Fourier Transforms, FFT).
1.4   Ο ΓΡΗΓΟΡΟΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ FOURIER (FFT)

    Ο όρος ΄΄γρήγορος μετασχηματισμός Fourier΄΄ δηλώνει μια κλάση αποτελεσματικών αλγορίθμων υπολογισμού του DFT. Αυτοί βασίζονται στην τεχνική του ΄΄διαίρει και βασίλευε΄΄ και έχουν μια μακρά ιστορία που ξεκινά από τις εργασίες του Gauss (1805). Η μεγάλη χρησιμότητα τους στην ψηφιακή επεξεργασία σήματος παρουσιάστηκε από τους Cooley και Tukey (1965). Από τότε που παρουσιάστηκε το έργο τους, αναρίθμητα άρθρα έχουν γραφεί για το θέμα και διάφοροι FFT αλγόριθμοι έχουν αναπτυχθεί. Οι πιο γνωστοί απ’ αυτούς είναι ο FFT βάσης 2 (radix 2 FFT), o FFT με αποδεκάτιση στο χρόνο και ο FFT με αποδεκάτιση συχνότητας.
    Ο FFT είναι ένας αποδοτικός αλγόριθμος υπολογισμού του DFT και του αντιστρόφου του. Είναι μεγάλης σημασίας αφού έχει πολλές εφαρμογές. Χρησιμοποιείται πολύ στην ψηφιακή επεξεργασία σήματος, στη λύση διαφορικών εξισώσεων και σε αλγορίθμους για γρήγορο πολλαπλασιασμό μεγάλων ακεραίων.
    Όπως αναφέρθηκε παραπάνω ο DFT Ν-σημείων, μιας ακολουθίας x(n) μήκους Ν-σημείων, είναι 
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Επειδή η x(n) μπορεί να είναι τόσο πραγματική όσο και μιγαδική, ο υπολογισμός της X(k) απαιτεί ένα πλήθος μιγαδικών πολλαπλασιασμών της τάξης του Ν και ένα πλήθος μιγαδικών προσθέσεων, επίσης της τάξης του Ν, για κάθε ξεχωριστή τιμή του k. Επομένως, επειδή υπάρχουν Ν τιμές της X(k), ο υπολογισμός ενός DFT Ν-σημείων απαιτεί Ν2 μιγαδικούς πολλαπλασιασμούς και προσθέσεις. 
    Η κύρια στρατηγική που ακολουθείται σ’ έναν αλγόριθμο FFT είναι η ανάλυση του μετασχηματισμού DFT Ν-σημείων σε διαδοχικά μικρότερους μετασχηματισμούς DFT. Για να γίνει φανερός ο τρόπος με τον οποίο λειτουργεί αυτή η μέθοδος, έστω ότι το μήκος της ακολουθίας x(n) είναι άρτιο, δηλαδή το Ν διαιρείται με το 2. Αν η x(n) διαιρεθεί σε δύο ακολουθίες μήκους Ν/2, ο υπολογισμός των DFT N/2-σημείων καθεμιάς από τις ακολουθίες αυτές, απαιτεί περίπου (Ν/2)2 πολλαπλασιασμούς και άλλες τόσες προσθέσεις. Άρα οι δύο μετασχηματισμοί DFT απαιτούν συνολικά, 2(Ν/2)2 =(1/2)Ν2 πολλαπλασιασμούς και προσθέσεις. 
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    Επομένως, αν είναι εφικτό να υπολογιστεί ο DFT N-σημείων της x(n) από αυτούς τους δύο μετασχηματισμούς DFT N/2-σημείων με λιγότερες από Ν2/2 πράξεις, έχει επιτευχθεί σημαντική οικονομία πράξεων. Η υπολογιστική πολυπλοκότητα του FFT σε σχέση με το DFT είναι σημαντικά μικρότερη αφού απαιτεί το πολύ Nlog2N πολλαπλασιασμούς και προσθέσεις. Πράγματι, ο απευθείας υπολογισμός του DFT μήκους Ν=1000(210 απαιτεί 106 πράξεις ενώ με την εφαρμογή του FFT απαιτούνται 104 πράξεις.

    Μια ακόμη σπουδαία ιδιότητα του FFT, που δραστικά περιορίζει τις απαιτήσεις αποθήκευσης, είναι η εκτέλεση των υπολογισμών στις ίδιες θέσεις μνήμης. Αυτό σημαίνει ότι σε κάθε επανάληψη η έξοδος μπορεί να αποθηκευτεί στις ίδιες θέσεις που ήταν αποθηκευμένες οι είσοδοι. Η ιδιότητα αυτή απορρέει από το γεγονός ότι οι είσοδοι στην κάθε επανάληψη δεν χρησιμοποιούνται σε μεταγενέστερη επανάληψη. Οι απαιτήσεις σε μνήμη του απευθείας υπολογισμού του DFT είναι περίπου 2Ν2, αφού πρέπει να αποθηκευτούν οι 2Ν2 μιγαδικές τιμές. Οι απαιτήσεις σε μνήμη του FFT περιορίζονται σε 4Ν. 
1.5   ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΤΟΥ DFT ME ΤΟΝ FFT 

    Έστω ότι για ένα μιγαδικό πολλαπλασιασμό απαιτείται χρόνος 1μs και ότι ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης ενός μετασχηματισμού DFT, προσδιορίζεται από το χρόνο που απαιτείται για την εκτέλεση όλων των πολλαπλασιασμών. Θα εξετάσουμε πόσος χρόνος απαιτείται για τον απευθείας υπολογισμό ενός μετασχηματισμού DFT Ν-σημείων, και πόσος χρόνος θα απαιτηθεί αν χρησιμοποιήσουμε αλγόριθμο FFT.
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    Με χρήση αλγορίθμου FFT, ο συνολικός αριθμός των μιγαδικών πολλαπλασιασμών είναι Nlog2N. Άρα, ο συνολικός χρόνος που απαιτείται για τον υπολογισμό ενός DFT Ν-σημείων με χρήση αλγορίθμου FFT είναι

tFFT= (Nlog2N)x10-6  s
    Στον παρακάτω πίνακα βρίσκουμε τον χρόνο που απαιτείται για τον απευθείας υπολογισμό ενός μετασχηματισμού DFT Ν-σημείων, και τον χρόνο που  θα απαιτηθεί αν χρησιμοποιήσουμε αλγόριθμο FFT.
Ο χρόνος με χρήση του αλγορίθμου FFT είναι αρκετά μικρότερος απ’ ότι με τον απευθείας υπολογισμό του DFT
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1.6   n-ΔΙΑΣΤΑΤΟΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ DFT
Έστω οι πεπερασμένες σειρές 
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όπου 
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Οι σειρές 
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 και 
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 για να αποτελούν ένα ζεύγος μετασχηματισμού DFT,αρκεί να ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις  
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όπου   
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Οι μιγαδικοί αριθμοί Wi αποτελούν τα σημεία Fourier. Η σχέση (1.8) αποτελεί τον εμπρός μετασχηματισμό Fourier της 
[image: image23.wmf]n
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, ενώ η σχέση (1.9) τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier της 
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.
1.7   n-ΔΙΑΣΤΑΤΟΙ  ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ

    Ας είναι R το σύνολο των πραγματικών αριθμών και Rpxm το σύνολο των pxm πραγματικών πινάκων. Το R[z1,z2,…,zn] ή R((z1,z2,…,zn)) δηλώνει τα πολυώνυμα με πραγματικούς συντελεστές και με n μεταβλητές z1,….zn. Το R[z1,z2,…,zn]pxm δηλώνει το σύνολο των pxm πινάκων με στοιχεία από το R[z1,z2,…..,zn]. Με Ip  δηλώνεται ο μοναδιαίος πίνακας διαστάσεως p και με Op,m ο pxm μηδενικός πίνακας.

    Ο πολυωνυμικός πίνακας με πραγματικούς συντελεστές και με n μεταβλητές z1,….,zn   λέγεται nD πολυωνυμικός πίνακας και γράφεται ως εξής:
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Όταν οι μεταβλητές είναι προφανείς θα χρησιμοποιείται ο συμβολισμός 
[image: image27.wmf]z

 αντί του (z1,….zn).    
    Ένας πολυωνυμικός πίνακας μιας μεταβλητής s, γράφεται ως εξής:  
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όπου 
[image: image29.wmf]A

s

d

 είναι ο βαθμός του πίνακα Α(s) ως προς την μεταβλητή s. 

     Ένας πολυωνυμικός πίνακας δύο μεταβλητών s,w γράφεται ως εξής:
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 όπου 
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s
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 είναι ο βαθμός του πίνακα Α(s,w) ως προς την μεταβλητή  s και w αντίστοιχα.
1.8   n-ΔΙΑΣΤΑΤΗ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ (INTERPOLATION)

    Η μέθοδος παρεμβολής  έχει αποδειχθεί ότι είναι ένα πολύτιμο εργαλείο για αρκετούς αλγεβρικούς υπολογισμούς ειδικά στον χειρισμό πολυωνύμων και πολυωνυμικών πινάκων. 

    Έστω ένας n-διάστατος πολυωνυμικός πίνακας Α(
[image: image33.wmf]z

) όπως στην (1.12). Θέλουμε να υπολογίσουμε την τιμή f(A), όπου f, στην περίπτωση μας, είναι μια πολυωνυμική συνάρτηση. Η μέθοδος παρεμβολής για τον υπολογισμό της f(A(
[image: image34.wmf]z

)) βασίζεται στα παρακάτω βήματα:
· ΒΗΜΑ 1: Υπολογίζουμε τον πολυωνυμικό πίνακα σε
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κατάλληλα επιλεγμένα σημεία 
[image: image36.wmf]i

z

 , όπου i=1,2,…,R.

      Σ’ αυτό το βήμα παίρνουμε ένα σύνολο σταθερών πινάκων   


[image: image37.wmf]i

A(z)

  όπου i=1,2,…n.

· ΒΗΜΑ 2: Στην συνέχεια εφαρμόζουμε την συνάρτηση f στο σύνολο των σταθερών πινάκων 
[image: image38.wmf]i

A(z)

 που παίρνουμε από το Βήμα 1.
· ΒΗΜΑ 3: Υπολογίζουμε τους συντελεστές  του πολυωνυμικού πίνακα f(A(
[image: image39.wmf]z

))  χρησιμοποιώντας μια από τις γνωστές μεθόδους παρεμβολής (interpolation) όπως α) την άμεση προσέγγιση με τη χρήση του πίνακα Vandermonde, β) την παρεμβολή του Newton, γ) την παρεμβολή του Lagrange.

    Η αποδοτικότητα της παραπάνω διαδικασίας σχετικά με την ταχύτητα και την αποθήκευση, μπορεί να βελτιωθεί σημαντικά εφαρμόζοντας κατάλληλους αλγορίθμους σε κάθε βήμα.

1.9   ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ ΣΤΗΝ ΜΕΘΟΔΟ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ (INTERPOLATION)

Έστω  ο πολυωνυμικός πίνακας μιας μεταβλητής, της z

[image: image40.wmf]éù
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 .
Θέλουμε να υπολογίσουμε την τιμή της f(A(
[image: image41.wmf]z

)),  όπου 


[image: image42.wmf]2
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α΄ τρόπος, μέθοδος παρεμβολής του Lagrange
ΒΗΜΑ 1: Παρατηρούμε ότι ο βαθμός του f(A(
[image: image43.wmf]z

)) ως προς την μεταβλητή z είναι 2. Σύμφωνα με τον τύπο (1.15), χρειαζόμαστε R=(2+1)=3 σημεία. 
Επιλέγουμε να  είναι  τα 

[image: image44.wmf]012
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 .

Στην συνέχεια, αντικαθιστούμε στον πολυωνυμικό πίνακα Α(z) τα παραπάνω σημεία. Προκύπτουν έτσι οι σταθεροί πίνακες: 
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ΒΗΜΑ 2: Εφαρμόζοντας την συνάρτηση f στους παραπάνω σταθερούς πίνακες παίρνουμε: 

[image: image167.wmf]M


ΒΗΜΑ 3:  Υπολογίζουμε τους συντελεστές  του πολυωνυμικού πίνακα f(A(
[image: image45.wmf]z

)) χρησιμοποιώντας τη μέθοδο παρεμβολής Lagrange,

όπου 


Στην περίπτωση μας είναι:


Οπότε, με αντικατάσταση των Li(z) στον τύπο του Lagrange, παίρνουμε

β΄ τρόπος, μέθοδος παρεμβολής και FFT
ΒΗΜΑ 1: Θέλουμε να πολλαπλασιάσουμε τους πολυωνυμικούς πίνακες
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Έστω ότι ο πίνακας του γινομένου τους είναι o C(z), C(z)=Α(z)*B(z). 

Με βάση την σχέση (1.14) οι παραπάνω πίνακες γράφονται ως εξής:
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    Ο βαθμός του πίνακα Α(z) ως προς την μεταβλητή z είναι 1 και τον δηλώνουμε ως 
[image: image50.wmf]A

z

d

 . O βαθμός του πίνακα Β(z) ως προς την μεταβλητή z είναι επίσης 1 και τον δηλώνουμε ως 
[image: image51.wmf]B
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. 
    Όταν τους πολλαπλασιάσουμε ο βαθμός του πίνακα (γινομένου) C(z) θα είναι ίσος με το άθροισμα των βαθμών των πινάκων Α(z) και Β(z) ως προς την μεταβλητή z, δηλαδή,
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ΒΗΜΑ 2: Για να υπολογίσουμε τους συντελεστές του πίνακα C(z) χρειαζόμαστε R σημεία. Από την σχέση (1.15) είναι
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Άρα χρειαζόμαστε 4 σημεία τα οποία επιλέγουμε να είναι μιγαδικά (interpolation points).Έστω 
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Έτσι βρίσκουμε τα παρακάτω σημεία, 


Δηλαδή, τα σημεία αυτά είναι:  z=1, z=-i, z=-1,z=i. 

ΒΗΜΑ 3: Αντικαθιστούμε τα σημεία που βρήκαμε στους πίνακες Α(z) και B(z) .Έτσι, έχουμε

Στη συνέχεια υπολογίζουμε το γινόμενο των πινάκων Α(z) και B(z). Έτσι προκύπτουν 3 πίνακες με μιγαδικά στοιχεία οι οποίοι είναι:


ΒΗΜΑ 4: Έπειτα με αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier , όπως στην (1.9) βρίσκουμε τους συντελεστές του πίνακα C(z) από τη σχέση:
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Για παράδειγμα,
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συνεπώς προκύπτουν οι σταθεροί πίνακες

Άρα ο πίνακας του γινομένου C(z)=Α(z)*B(z)  είναι  
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1.10   Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ ΚΑΙ Ο DFT
    Σ’ αυτήν την παράγραφο εξετάζεται το κυρίως πρόβλημα, που είναι η σύνδεση της μεθόδου παρεμβολής με τον διακριτό μετασχηματισμό DFT (ειδικότερα τον FFT). Εξετάζεται η αποδοτικότητα της παραπάνω διαδικασίας των βημάτων από 1 έως 3 με τον αλγόριθμο παρεμβολής. Στο Βήμα 2 πρέπει να επιλεγεί ένας κατάλληλος αλγόριθμος υπολογισμού της f(A(
[image: image62.wmf]z

))  με σταθερούς τους πίνακες A(
[image: image63.wmf]z

). 

    Αρχικά, στο Βήμα 1 για τον υπολογισμό των σημείων, αν χρησιμοποιήσουμε σημεία Fourier τότε ο πολυωνυμικός πίνακας ισούται με τον μετασχηματισμό DFT των συντελεστών του πολυδιάστατου πίνακα. Εάν πρέπει να υπολογίσουμε τον  πολυωνυμικό πίνακα σε περισσότερα από R σημεία  θα πρέπει να προσθέσουμε μηδενικά στους συντελεστές του πίνακα
και μετά να εφαρμόσουμε τον μετασχηματισμό DFT. Τέλος, στο Βήμα 3 εφαρμόζουμε τον αντίστροφο του  μετασχηματισμού DFT. 
1.11   ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ  ΤΟΥ FFT ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ MATLAB
    Η συμβολική γλώσσα προγραμματισμού  MATLAB παρέχει τις συναρτήσεις FFT και IFFT  για να υπολογίσει τον μετασχηματισμό DFT και τον αντίστροφο του.

Οι συναρτήσεις Χ=fft(x) και x=ifft(X) εκφράζουν τον εμπρός μετασχηματισμό Fourier και τον αντίστροφο του αντίστοιχα. Δηλαδή για την ακολουθία x(n) ως είσοδο ,και για την Χ(k) που θέλουμε να μετασχηματίσουμε, οι δύο συναρτήσεις πληρούν τις σχέσεις: 
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Σ’ αυτές τις εξισώσεις οι σειρές αρχίζουν με 1 αντί για 0, εξαιτίας του MATLAB. 

    Οι τρόποι σύνταξης του FFT στο MATLAB είναι:

· Y = fft(X)

· Y = fft(X,n)

· Y = fft(X,[],dim)

· Y = fft(X,n,dim)

    Με τη σύνταξη Y = fft(X) υπολογίζεται ο μετασχηματισμός DFT ενός διανύσματος ή ενός πίνακα με τον αλγόριθμο του γρήγορου μετασχηματισμού, FFT. Εάν το x είναι ένα διάνυσμα, ο FFT  υπολογίζει τον μετασχηματισμό DFT του διανύσματος. Εάν το x είναι πίνακας τότε ο FFT  υπολογίζει τον μετασχηματισμό DFT από κάθε στήλη του πίνακα.

    Με τη σύνταξη Y = fft(X,n) υπολογίζεται ο μετασχηματισμός DFT του n-σημείου. Σ’ αυτήν την περίπτωση, ο FFT γεμίζει την ακολουθία που έχει ως είσοδο ( δηλ. το Χ) με μηδενικά εάν αυτή είναι μικρότερη σε μήκος από n, ή κόβει μηδενικά εάν έχει μήκος μεγαλύτερο από n. Όταν το Χ είναι πίνακας, το μήκος των στηλών προσαρμόζεται με τον ίδιο τρόπο όπως παραπάνω. Εάν το n δεν είναι καθορισμένο τότε παραμελεί το μήκος της ακολουθίας που έχει ως είσοδο.

    Με τη σύνταξη Y = fft(X,[],dim) και Y = fft(X,n,dim) εφαρμόζεται ο FFT στη διάσταση του Χ.

    Ο χρόνος εκτέλεσης του γρήγορου μετασχηματισμού, FFT εξαρτάται από το μήκος n του μετασχηματισμού. Είναι γρηγορότερος όταν τα μήκη είναι δυνάμεις του 2 (n=2L) ή όταν είναι μικροί πρώτοι αριθμοί. 
    Οι τρόποι σύνταξης του IFFT στο MATLAB είναι όμοιοι με αυτόν του FFT:

· Y = ifft(X)

· Y = ifft(X,n)

· Y = ifft(X,[],dim)

· Y = ifft(X,n,dim)
    Με τη σύνταξη Y = ifft(X) υπολογίζεται ο μετασχηματισμός DFT ενός διανύσματος ή ενός πίνακα με τον αλγόριθμο του γρήγορου μετασχηματισμού, FFT.

    Με τη σύνταξη Y = ifft(X,n) υπολογίζεται ο μετασχηματισμός DFT του n-σημείου.
    Με τη σύνταξη Y = ifft(X,[],dim) και Y = ifft(X,n,dim) εφαρμόζεται ο FFT στη διάσταση του Χ.
1.12   ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ FFT KAI IFFT ΣΤΟ MATLAB 

Έστω ότι έχουμε την ακολουθία x(n)=(0.8)n με n=1,…,10. Η γραφική παράσταση αυτής φαίνεται στο σχήμα (2). Χρησιμοποιείται η γλώσσα προγραμματισμού MATLAB.
n=1:10;

x=(0.8).^n; 

plot(n,x,'bo-')

title('figure 1') 
     Στη συνέχεια, υπολογίζουμε τον μετασχηματισμό DFT με τον αλγόριθμο του γρήγορου μετασχηματισμού FFT, δηλαδή  fft(x), και σχεδιάζουμε την γραφική παράσταση η οποία φαίνεται στο σχήμα (3).

n=1:10;

x=(0.8).^n ;

fft(x);

plot(n,fft(x),'bo-')

title('figure 2')

    Κατόπιν, υπολογίζουμε τον ifft(x) και σχεδιάζουμε την γραφική παράσταση όπως φαίνεται στο σχήμα (4).
n=1:10;

x=(0.8).^n;

ifft(fft(x));

plot(n,ifft(fft(x)),'bo')
title('figure 3')
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1.13   ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ FFT2 ΚΑΙ IFFT2  ΣΤΟ MATLAB
    Το MATLAB περιέχει συναρτήσεις και για τον 2-διάστατο  FFT και τον αντίστροφο του. Ο 2-διάστατος FFT είναι ο αλγόριθμος που υπολογίζει τον 2-διάστατο μετασχηματισμό DFT. Συμβολίζεται  με fft2 και με ifft2 ο αντίστροφος του. 
    Οι τρόποι σύνταξης του fft2 είναι:

· Y = fft2(X) όπου υπολογίζει τον 2-διάστατο μετασχηματισμό DFT. Αν ο Χ είναι πίνακας τότε παράγεται ένας πίνακας Υ ίδιας διάστασης με τον Χ. Εάν το Χ είναι διάνυσμα, τότε το Υ έχει τον ίδιο προσανατολισμό με τον Χ.

· Y = fft2(X, m ,n)  όπου κόβει ή προσθέτει μηδενικά στον Χ, εάν είναι απαραίτητο, για να δημιουργήσει τον Υ διαστάσεως mxn πριν τον μετασχηματισμό.
   Ο χρόνος που απαιτείται για να υπολογιστεί ο fft2(Χ) εξαρτάται από το πόσοι συντελεστές είναι πρώτοι αριθμοί,  με τον Χ να είναι διαστάσεως mxn. Όταν τα m και n είναι δυνάμεις του 2 ο χρόνος που απαιτείται για τον υπολογισμό του fft2 είναι αρκετά μικρός. Αντίθετα,  όταν τα m και n είναι μεγάλοι πρώτοι αριθμοί παίρνει πιο πολύ χρόνο για να υπολογιστεί ο fft2.
    Οι τρόποι σύνταξης του ifft2 στο MATLAB είναι όμοιοι με αυτόν του fft2:

· Y = ifft2(X)
· Y = ifft2(X, m ,n)  
1.14   ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ FFT2 ΚΑΙ IFFT2 ΣΤΟ MATLAB
    Έστω ότι έχουμε την ακολουθία x(n)=(0.8)n με n=0,…,100 του παραπάνω παραδείγματος. Υπολογίζουμε τον fft2 μέσω του MATLAB και σχεδιάζουμε την γραφική παράσταση ,σχήμα (5).

n=1:10;

x=(0.8).^n ;

fft2(x);

plot(n,fft2(x),'bo-')

title('figure 4') 
    Στην συνέχεια υπολογίζουμε τον αντίστροφο του 2-διάστατου fft και σχεδιάζουμε την γραφική παράσταση ,σχήμα (6).

n=1:10;

x=(0.8).^n;

ifft2(x);

plot(n,ifft2(x),'bo')
title('figure 5')
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    Στην εργασία αυτή οι αλγόριθμοι που χρησιμοποιούνται για τον υπολογισμό των πολυωνύμων και των πολυωνυμικών πινάκων βασίζονται στην μέθοδο της παρεμβολής. Οι αλγόριθμοι αυτοί είναι αποδοτικοί, αξιόπιστοι και οδηγούν σε ένα σύντομο και ευκολοκατανόητο πρόγραμμα. Σ’ αυτό συμβάλλει η χρήση του γρήγορου μετασχηματισμού Fourier (FFT). Παρακάτω παρουσιάζεται με την μέθοδο παρεμβολής και τη χρήση του FFT ο πολλαπλασιασμός δύο πολυωνυμικών πινάκων δύο μεταβλητών, ο γενικευμένος Moore-Penrose αντίστροφος ενός πολυωνυμικού πίνακα δύο μεταβλητών και η λύση της Διοφαντικής εξίσωσης με πολυωνυμικούς πίνακες δύο μεταβλητών. 

2. ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ι
2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

    Σκοπός αυτής της ενότητας είναι να παρουσιάσει έναν αλγόριθμο για τον υπολογισμό του γινομένου δύο πολυωνυμικών πινάκων, δύο μεταβλητών και να υλοποιήσει τον αλγόριθμο αυτό στη συμβολική γλώσσα προγραμματισμού MATLAB. Πιο συγκεκριμένα, πρόκειται για τον υπολογισμό του  γινομένου δύο πινάκων των οποίων οι συντελεστές είναι πολυώνυμα δύο μεταβλητών. Ο υπολογισμός του γινομένου των δύο πινάκων γίνεται με τη μέθοδο της παρεμβολής (interpolation). Η ταχύτητα αυτών των αλγορίθμων μειώνεται σημαντικά χρησιμοποιώντας τον  γρήγορο μετασχηματισμό  Fourier, FFT (Fast Fourier Transform).

2.2   ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΔΥΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΠΙΝΑΚΩΝ ΔΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

    Έστω ένας πολυωνυμικός πίνακας Α(s,w), διαστάσεως kxl, δύο μεταβλητών, s και w. Δηλώνουμε ως 
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 τον μέγιστο βαθμό του πίνακα Α(s,w) ως προς τη μεταβλητή s, και 
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 τον μέγιστο βαθμό του πίνακα Α(s,w) ως προς τη μεταβλητή w. Έστω 
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 τα στοιχεία του πίνακα Α(s,w). Ο Α(s,w) , σύμφωνα με την σχέση (1.14), γράφεται ως εξής:    
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    Έστω επίσης ένας πολυωνυμικός πίνακας Β(s,w), διαστάσεως nxm, δύο μεταβλητών s και w. Δηλώνουμε ως 
[image: image76.wmf]B
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 τον μέγιστο βαθμό του πίνακα Β(s,w) ως προς τη μεταβλητή s,και 
[image: image77.wmf]B
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 τον μέγιστο βαθμό του πίνακα Β(s,w) ως προς τη μεταβλητή w. Έστω 
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 τα στοιχεία του πίνακα B(s,w). O B(s,w) γράφεται ως εξής :   

[image: image79.wmf]åå

B

B

s

w

ij

ij

i=0j=0

d

d

B(s,w)=bsw


όπου  
[image: image80.wmf]Î

nxm

ij

bR

 .

    Για να πολλαπλασιάσουμε τους πίνακες Α(s,w) και Β(s,w), θα πρέπει οι διαστάσεις τους να είναι συμβατές. Δηλαδή θα πρέπει ο αριθμός των στηλών του πίνακα Α(s,w) να είναι ίσος με τον αριθμό των γραμμών του Β(s,w), δηλαδή l=n. Διαφορετικά δεν μπορούμε να προχωρήσουμε.
ΒΗΜΑ 1: Ο πίνακας C(s,w) είναι ο πίνακας του γινομένου των Α(s,w) και Β(s,w). O μέγιστος βαθμός του πίνακα C(s,w) ως προς την μεταβλητή s έστω ότι είναι 
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 και ως προς την w, 
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 . Επιπλέον, ο μέγιστος βαθμός του πίνακα  C(s,w) ως προς την μεταβλητή s, θα είναι μικρότερος ή ίσος με το άθροισμα των βαθμών των πινάκων  Α(s,w) και Β(s,w) ως προς την μεταβλητή s. Το ίδιο θα ισχύει και για τον μέγιστο βαθμό  του πίνακα C(s,w) ως προς την μεταβλητή w. Δηλαδή θα είναι,


Οπότε το γινόμενο των  πολυωνυμικών πινάκων Α(s,w) και Β(s,w) είναι ο πίνακας C(s,w), ο οποίος γράφεται ως εξής:
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 είναι οι συντελεστές του πίνακα 
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 τους οποίους θέλουμε να υπολογίσουμε.
ΒΗΜΑ 2: Ο  πολυωνυμικός πίνακας C(s,w) μπορεί να υπολογιστεί με τη μέθοδο παρεμβολής (interpolation) χρησιμοποιώντας R ζεύγη σημείων, όπου 
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Έστω   
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ΒΗΜΑ 3: Από τις σχέσεις (2.5) και (2.6), τα s και w  θα είναι μιγαδικοί αριθμοί της μορφής 
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και τα αντικαθιστούμε στην (2.2). 
Τότε ο πίνακας C(s,w) παίρνει την εξής μορφή:  


[image: image96.wmf]åå

%

1122

12

1212

12

C

C

s

w

rrll

d

d

-rl-rl

c=cWW

l=0l=0

 .
ΒΗΜΑ 4: Από τη σχέση (2.7) συμπεραίνουμε ότι πρόκειται για ζεύγος μετασχηματισμού Fourier. Χρησιμοποιώντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier, υπολογίζουμε τους συντελεστές του πίνακα C(s,w). Δηλαδή,
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2.3   ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το γινόμενο των   πολυωνυμικών πινάκων  Α(s,w) και Β(s,w), όπου 
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ΒΗΜΑ 1:  Αρχικά, από την σχέση (1.14),οι πίνακες γράφονται ως εξής:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image100.wmf]æöæöæöæö
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Ο βαθμός ως προς s και w του πίνακα Α(s,w) είναι αντίστοιχα 1 και 1,δηλαδή
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Όμοια ο βαθμός ως προς s και w του πίνακα Β(s,w) είναι αντίστοιχα 0 και 1,δηλαδή 
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Άρα ο μέγιστος βαθμός ως προς την μεταβλητή s και  w του πίνακα (γινομένου) C(s,w) θα είναι :
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ΒΗΜΑ 2: Για να υπολογίσουμε τους συντελεστές του πίνακα C(s,w) χρειαζόμαστε  R ζεύγη σημείων. Από την σχέση (2.3) έχουμε 
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Άρα χρειαζόμαστε 6 ζεύγη σημείων
Έστω 
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σύμφωνα με την σχέση (2.4). 
Υπολογίζουμε τα σημεία από τις σχέσεις (2.5) και (2.6)


και έτσι παίρνουμε  τα ζεύγη σημείων 
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ΒΗΜΑ 3: Αντικαθιστώντας τα παραπάνω σημεία  στους πίνακες Α(s,w) και Β(s,w), έχουμε 
συνεπώς από την σχέση (2.7) έχουμε:
ΒΗΜΑ 4: Σύμφωνα με την σχέση (2.8) βρίσκουμε τους συντελεστές του πίνακα C(s,w) με αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier,
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Για παράδειγμα, 
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οπότε οι συντελεστές του πίνακα είναι:


 .

Συνεπώς , ο πίνακας του γινομένου των Α(s,w) και B(s,w) είναι ο παρακάτω
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    Στην επόμενη παράγραφο παρουσιάζεται ο αλγόριθμος πολλαπλασιασμού δύο πολυωνυμικών πινάκων δύο μεταβλητών στην γλώσσα προγραμματισμού MATLAB. Το παραπάνω παράδειγμα γίνεται σαν εφαρμογή στο MATLAB και έτσι παίρνουμε τους συντελεστές του πίνακα C(s,w) σε πολύ λίγο χρόνο.

2.4  ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΔΥΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΠΙΝΑΚΩΝ ΔΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΣΤΟ MATLAB

%ΒΗΜΑ 1: Εισάγουμε τα δεδομένα
%Δίνω τις διαστάσεις των συντελεστών των πολυωνυμικών πινάκων %Α(s,w) και Β(s,w).Έστω ότι οι διαστάσεις των συντελεστών του Α(s,w) %είναι kxl και του Β(s,w),nxm.

%Ο βαθμός του πίνακα Α(s,w) ως προς την μεταβλητή s είναι dsa και %ως προς την w είναι dwa.Ο βαθμός του πίνακα Β(s,w) ως προς την %μεταβλητή s είναι dsb και ως προς την w είναι dwb.

k=input(‘δώσε το πλήθος των γραμμών του A(s,w)=’)

l=input(‘δώσε το πλήθος των στηλών του Α(s,w)=’)

n=input(‘δώσε το πλήθος των γραμμών του B(s,w)=’)

m=input(‘δώσε το πλήθος των στηλών του Β(s,w)=’)
%Οι διαστάσεις των συντελεστών 
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 θα πρέπει να είναι συμβατές %στον πολλαπλασιασμό. Δηλαδή, το πλήθος των στηλών του 
[image: image118.wmf]ij
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 %πρέπει να είναι ίσο με το πλήθος των γραμμών του 
[image: image119.wmf]ij

b

 .
if l~=n
 disp(‘ERROR’)

 n=input(‘ΔΩΣΕ  ΑΛΛΟΣ n=l=’)

end
dsa=input(‘δώσε τον βαθμό του Α(s,w) ως προς την s=’)

dwa=input(‘δώσε τον βαθμό του Α(s,w) ως προς την w=’)

dsb=input(‘δώσε τον βαθμό του B(s,w) ως προς την s =’)

dwb=input(‘δώσε τον βαθμό του B(s,w) ως προς την w=’)
%Ο χρήστης ορίζει τους συντελεστές του πίνακα Α(s,w) και %Β(s,w).Έστω ότι είναι aij και bij αντίστοιχα.

for i1=1:dsa+1

for j=1:dwa+1

a(1:k,1:l,i1,j)=input(‘Δώσε τους συντελεστές του Α(s,w),aij=’)

end

end

for i1=1:dsb+1

  for j=1:dwb+1

b(1:n,1:m,i1,j)=input(‘Δώσε τους συντελεστές του B(s,w),bij=’)

  end
end
%Μπορούμε, επιπλέον να υπολογίσουμε και τον χρόνο που απαιτείται %για τον υπολογισμό του αλγορίθμου
t1=clock;

%ΒΗΜΑ 2

%Όταν πολλαπλασιάσω τους συντελεστές 
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 ο πίνακας του %γινομένου τους θα έχει μέγιστο βαθμό το πολύ ίσο με το άθροισμα %τους. Επιπλέον, ο μέγιστος βαθμός του γινομένου ως προς την %μεταβλητή s και w είναι αντίστοιχα ds, dw.

ds=dsa+dsb

dw=dwa+dwb
%Βρίσκω πόσα σημεία χρειάζομαι για να υπολογίσω τους συντελεστές %του γινομένου 

R=(ds+1)*(dw+1)
% Παίρνω τα ζεύγη σημείων 
[image: image122.wmf]0j1jj

D:={(u(r),u(r)),r=0,1,2}


for i1=1:ds+1

W0=exp(2*pi*i/(ds+1));  

u0=W0^(-(i1-1));
for j=1:dw+1

W1=exp(2*pi*i/(dw+1));     

u1=W1^(-(j-1));
%ΒΗΜΑ 3

%Αντικαθιστώ τα σημεία αυτά στον πίνακα A(s,w) 
a1(1:k,1:l)=zeros(k,l)

for z=1:dsa+1

    for x=1:dwa+1

 a1(1:k,1:l)=a1(1:k,1:l)+a(1:k,1:l,z,x)*u0^(z-1)*u1^(x-1); 

end
end
%Αντικαθιστώ τα σημεία αυτά στον πίνακα Β(s,w) .

b1(1:n,1:m)=zeros(n,m)

for z=1:dsb+1

    for x=1:dwb+1

   b1(1:n,1:m)=b1(1:n,1:m)+b(1:n,1:m,z,x)* u0^(z-1)*u1^(x-1); 

 end

end    
%Υπολογίζω το γινόμενο τους
c(1:k,1:m,i1,j)=a1(1:k,1:l)*b1(1:n,1:m);

end

end
%ΒΗΜΑ 4

%Με αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier υπολογίζω τους συντελεστές %του γινομένου.

disp(‘apotelesma’)

C=round(real(ifft2(c)))

%Ένας άλλος τρόπος υπολογισμού των συντελεστών του γινομένου %είναι ο παρακάτω.

%Με τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier υπολογίζονται πιο %γρήγορα οι συντελεστές. 

%disp(‘apotelesma’)

%for i1=1:ds+1

%W0=exp(2*pi*i/(ds+1)); 

%u0=W0^((i1-1));

%for j=1:dw+1

%W1=exp(2*pi*i/(dw+1)) ;     

%u1=W1^((j-1));
%c2(1:k,1:m)=zeros(k,m);

%for z=1:ds+1

%for x=1:dw+1

%c2(1:k,1:m)=c2(1:k,1:m)+c(1:k,1:m,z,x)*u0^(z-1)*u1^(x-1);

%end

%end

%c2(1:k,1:m)=(1/R)*c2(1:k,1:m)

%end
%end
%Επιπλέον, υπολογίζουμε τον χρόνο που απαιτείται για τον %υπολογισμό του αλγορίθμου
t2=etime(clock,t1)

2.5  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΟ MATLAB

2.5.1 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΟΣ ΤΗΣ §2.3 ΣΤΟ MATLAB
δώσε το πλήθος των γραμμών του Α(s,w)=2

δώσε το πλήθος των στηλών του Α(s,w)=2

δώσε το πλήθος των γραμμών του Β(s,w)=2

δώσε το πλήθος των στηλών του Β(s,w)=2

δώσε τον βαθμό του  Α(s,w) ως προς την s=1

δώσε τον βαθμό του Α(s,w) ως προς την w=1

δώσε τον βαθμό του Β(s,w) ως προς την s=0

δώσε τον βαθμό του Β(s,w) ως προς την w=1

Δώσε τους συντελεστές του Α(s,w),a00=[0 1;1 0]

Δώσε τους συντελεστές του Α(s,w),a01=[0 0;0 0]

Δώσε τους συντελεστές του Α(s,w),a10=[0 0;0 1]

Δώσε τους συντελεστές του Α(s,w),a11=[1 0;0 0]

Δώσε τους συντελεστές του Β(s,w),b00=[0 0;2 1]

Δώσε τους συντελεστές του Β(s,w),b01=[1 0;0 0]

ds =

     1

dw =

     2

R =

     6

apotelesma
C(:,:,1,1) =

     2     1

     0     0

C(:,:,2,1) =

     0     0

     1     0

C(:,:,1,2) =

     0     0

     0     0

C(:,:,2,2) =

     0     0

     2     1

C(:,:,1,3) =

     0     0

     0     0

C(:,:,2,3) =

     1     0

     0     0
t2 =

    0.0100

Άρα σε χρόνο 0,01sec πήραμε τους συντελεστές του γινομένου που είναι:


οπότε ο πολυωνυμικός πίνακας C(s,w) είναι:

[image: image123.wmf]000102101112

000102101112

22

2

C(s,w)=csw+csw+csw+csw+csw+csw=

210000000010

=+w+w+s+sw+sw=

001000210000

2+sw1

=

w+2ss

éùéùéùéùéùéù

êúêúêúêúêúêú

ëûëûëûëûëûëû

éù

êú

ëû


2.5.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ §1.9 ΣΤΟ MATLAB
Στην παράγραφο 1.9 του πρώτου κεφαλαίου, έγινε αναφορά της μεθόδου παρεμβολής μέσω ενός παραδείγματος. Δινόταν οι πολυωνυμικοί πίνακες 
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μιας μεταβλητής και θέλαμε να υπολογίσουμε το γινόμενο τους μέσω interpolation.Το παράδειγμα αυτό εφαρμόζεται στο MATLAB και παίρνουμε τα εξής αποτελέσματα:

δώσε τον βαθμό του πίνακα Α(z)=1

a0=[0 1;1 0]

a1=[1 0;0 1]

δώσε τον βαθμό του πίνακα Β(z)=1

b0=[0 1;1 0]

b1=[1 0;0 1]

apotelesma

C(:,:,1) =

    1   0

    0   1
C(:,:,2) =

    0    2

    2    0

C(:,:,3) =

    1    0
    0    1
t2 =

     0
Παρατηρούμε ότι σε 0sec εκτελείται το πρόγραμμα και τελικά παίρνουμε τους συντελεστές του πίνακα C(z) που είναι: 


άρα ο πίνακας C(z) είναι: 
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2.6   Η ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΛΕΥΡΑ ΤΟΥ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ

    Η πολυπλοκότητα των αλγορίθμων εξαρτάται από τις διαστάσεις του πίνακα όπως και από τον βαθμό της κάθε μεταβλητής του. Παρακάτω παρουσιάζονται τα πειραματικά αποτελέσματα, σχετικά με την αποδοτικότητα του αλγορίθμου που χρησιμοποιήθηκε για τον υπολογισμό του γινομένου δύο πολυωνυμικών πινάκων δύο μεταβλητών. Βρίσκουμε τον χρόνο εκτέλεσης του προγράμματος για τον υπολογισμό του γινομένου δύο τυχαίων πολυωνυμικών πινάκων διαστάσεως 10x10, δύο μεταβλητών με βαθμούς από 1 μέχρι  10. Οι διαστάσεις των πινάκων είναι σταθερές 10x10 ενώ οι βαθμοί των μεταβλητών μεταβάλλονται. Η γραφική παράσταση δίνεται στο σχήμα (7). 

    Στην συνέχεια, βρίσκουμε τον χρόνο εκτέλεσης του προγράμματος για τον υπολογισμό του γινομένου δύο τυχαίων πολυωνυμικών πινάκων χωρίς να κάνουμε χρήση του γρήγορου μετασχηματισμού Fourier FFT. Οι πίνακες είναι σταθερών διαστάσεων 10x10 ενώ οι βαθμοί των μεταβλητών μεταβάλλονται. Ο βαθμός της μεταβλητής s παίρνει τιμές από 1 μέχρι 7 και της w από 1 μέχρι 10. Έτσι, έχουμε τα παρακάτω αποτελέσματα όπως φαίνονται στο σχήμα (8).

    Τα πλεονεκτήματα του γρήγορου μετασχηματισμού Fourier είναι προφανή, καθώς οι βαθμοί των πινάκων αυξάνονται. Παρατηρούμε ότι ο χρόνος εκτέλεσης του προγράμματος με χρήση του FFT είναι περίπου ο μισός του χρόνου εκτέλεσης χωρίς FFT. Το ίδιο αποτέλεσμα θα είχαμε αν επιλέγαμε πίνακες διαφορετικών διαστάσεων κρατώντας τους βαθμούς των μεταβλητών σταθερές.  
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2.7 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

    Σ’ αυτή την ενότητα παρουσιάστηκε ο αλγόριθμος για τον υπολογισμό του γινομένου δύο πολυωνυμικών πινάκων δύο μεταβλητών, ο οποίος βασίζεται στον γρήγορο μετασχηματισμό Fourier FFT, (Fast Fourier Transform). Τα κύρια πλεονεκτήματα του είναι η ταχύτητα και η αποδοτικότητα του η οποία οφείλεται τις ιδιότητες του μετασχηματισμού Fourier που αναφέραμε στην εισαγωγή. Αυτός ο αλγόριθμος εφαρμόζεται σε αρκετά προβλήματα της θεωρίας ελέγχου. Στην επόμενη ενότητα θα εφαρμοστεί για τον υπολογισμό του γενικευμένου αντίστροφου ενός πολυωνυμικού πίνακα.

3. ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙ
3.1  ΕΙΣΑΓΩΓΗ

    Σκοπός αυτής τις ενότητας είναι να παρουσιάσει έναν αλγόριθμο για τον υπολογισμό του γενικευμένου αντίστροφου, Moore-Penrose, ενός πολυωνυμικού πίνακα δύο μεταβλητών και να υλοποιήσει τον αλγόριθμο αυτό στην συμβολική γλώσσα προγραμματισμού MATLAB. Πιο συγκεκριμένα, πρόκειται για τον υπολογισμό του αντίστροφου ενός πίνακα του οποίου οι συντελεστές είναι πολυώνυμα δύο μεταβλητών. Ο υπολογισμός του γενικευμένου αντίστροφου γίνεται μέσω της μεθόδου παρεμβολής (interpolation). Η ταχύτητα αυτών των αλγορίθμων αυξάνεται χρησιμοποιώντας τον FFT (Fast Fourier Transform). Μια από τις εφαρμογές του Moore-Penrose αντίστροφου είναι στη λύση Διοφαντικών εξισώσεων.

3.2 MOORE-PENROSE ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟΣ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΕΝΟΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΟΥ ΠΙΝΑΚΑ

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1
Για κάθε πίνακα Α
[image: image129.wmf]Î

Rpxm υπάρχει μοναδικός πίνακας Α+
[image: image130.wmf]Î

Rmxp,ο οποίος ονομάζεται γενικευμένος αντίστροφος (Moore-Penrose) και ικανοποιεί τα παρακάτω:

i) ΑΑ+Α=Α

ii) Α+Α Α+= Α+
iii) (Α Α+)Τ=Α Α+
iv) (Α+Α)Τ= Α+Α
όπου ΑΤ  είναι ο ανάστροφος του Α. 
Στην ειδική περίπτωση που ο Α είναι τετραγωνικός πίνακας ,ο γενικευμένος αντίστροφος Moore-Penrose του Α είναι απλά ο αντίστροφος του, δηλαδή Α+=Α-1 .    ▲

Έστω ότι έχω τον πολυωνυμικό πίνακα Α(z1,z2)
[image: image131.wmf]Î

R[z1,z2]pxm όπου, 
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ο οποίος ικανοποιεί τα (i)-(iv) του παραπάνω ορισμού, και θέλουμε να υπολογίσουμε τον  Α(z1,z2)+
[image: image133.wmf]Î

R[z1,z2]mxp .[image: image134.png]
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