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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1
ο
 

Διζαγωγή  

 

         ηελ παξνύζα εξγαζία ζα πξνζπαζήζνπκε λα παξνπζηάζνπκε νξηζκέλνπο 

ηξόπνπο θαη αιγνξίζκνπο γηα ηελ εύξεζε ηνπ Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε . Αξρηθά ζα 

παξνπζηάζνπκε νξηζκέλεο , πξνθαηαξηηθέο έλλνηεο θαη νξηζκνύο νη νπνίνη είλαη 

απαξαίηεηε γηα ηελ πεξαηηέξσ κειέηε καο . ην πξώην κέξνο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο 

ζα παξνπζηάζνπκε πσο ππνινγίδνπκε ηνλ Μέγηζην Κνηλό Γηαηξέηε ζε αξηζκνύο θαη 

ζα αζρνιεζνύκε κε ηνλ Δπθιείδεην αιγόξηζκν. Δπηπξόζζεηα , ππάξρνπλ θαη 

νξηζκέλνη άιινη αιγόξηζκνη νη νπνίνη καο βνεζνύλ ζηελ εύξεζε ηνπ ΜΚΓ αθεξαίσλ 

αξηζκώλ. 

        ην δεύηεξν κέξνο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο ζα παξνπζηαζηνύλ ε έλλνηα ηνπ 

Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε γηα ηα πνιπώλπκα ηεο κίαο κεηαβιεηήο θαη κέζνδνη 

εύξεζήο ηνπ. Παξάιιεια ζα παξνπζηαζηνύλ θαη ζα αλαιπζνύλ νξηζκέλνη αιγόξηζκνη 

νη νπνίνη έρνπλ πξνηαζεί γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ. ε νξηζκέλνπο από  απηνύο 

ηνπο αιγόξηζκνπο , ζα ππάξρνπλ θαη παξαδείγκαηα γηα λα γίλεη πην θαηαλνεηή ε 

εξκελεία ηνπο. Δπηπξόζζεηα , κε ηα παξαπάλσ ζα γίλεη θαη κηα εηζαγσγή ζηελ «θαηά 

πξνζέγγηζε» έλλνηα ηνπ Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε γηα πνιπώλπκα κηαο κεηαβιεηήο 

θαη ζα παξνπζηαζηνύλ θαη δηάθνξεο κέζνδνη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ.  Σέινο, ζην 

ηξίην κέξνο ηεο εξγαζίαο ζα παξνπζηαζηνύλ νη  αιγόξηζκνη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε πνιπσλύκσλ κε δύν κεηαβιεηέο. 

         Ο ππνινγηζκόο ηνπ Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε είλαη έλα από ηα ζεκειηώδε 

πξνβιήκαηα ησλ αιγεβξηθώλ ππνινγηζκώλ. Η έλλνηα ηνπ  Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε  

ελόο ζπλόινπ από πνιπώλπκα είλαη κηα από ηηο  θεληξηθέο έλλνηεο θάπνηνπ,  ν νπνίνο  

εμεηάδεη ηηο δνκηθέο ηδηόηεηεο ησλ γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ . Ο ππνινγηζκόο ηνπ 

ΜΚΓ πξνζειθύεη πνιινύο επηζηήκνλεο λα ηνλ εξεπλήζνπλ . 

          Οη αιγεβξηθνί ππνινγηζκνί  ζε κνληέια ηα νπνία πεξηέρνπλ παξακέηξνπο κε 

αθξηβείο κπνξνύλ λα ηαμηλνκεζνύλ ζε θαλνληθνύο  θαη ζε κε γελλεζηαθνύο  ( normal 

and  generic) ππνινγηζκνύο .  Οη αξηζκεηηθνί ππνινγηζκνί νη νπνίνη αζρνινύληαη από 

πνύ πξνέξρεηαη (ηελ θαηαγσγή ηεο ) κηαο πξνζεγγηζηηθήο ηηκήο κηαο ηδηόηεηαο ,κηαο 

ζπλάξηεζεο , ε νπνία είλαη κε γελλεζηαθή ζε έλα δνζκέλν ζύλνιν κνληέισλ , 

αλαθέξνληαη ζαλ κε γελλεζηαθνί ππνινγηζκνί . Η δπζθνιία ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

ΜΚΓ ελόο ζπλόινπ από πνιπώλπκα είλαη όηη ε ύπαξμε κε ηεηξηκκέλεο ιύζεο ( 

δηαθνξεηηθήο ηεο κνλάδαο ) είλαη κε γελλεζηαθή (non- generic).  

          Όηαλ θάπνηνο αζρνιείηαη κε κνληέια κεραληθώλ ζπζηεκάησλ  ( engineering 

system  models) , έρεη από ηε κηα ηελ αβεβαηόηεηα ησλ πξαγκαηηθώλ ηηκώλ ησλ 

παξακέηξσλ πνπ εμεηάδεη θαη από ηελ άιιε  ζηξνγγπινπνηεί ηα  ππνινγηζηηθά 

ζθάικαηα  .Απηά ηα δύν ζέκαηα θάλνπλ ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ έλα δύζθνιν 
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ζέκα. ηελ πξάμε , θάπνηνο ελδηαθέξεηαη γηα θαηάιιειεο πξνζεγγηζηηθέο ιύζεηο , 

παξά αθξηβείο ( γελλεζηαθέο ) νη νπνίεο  ζα είλαη απνηέιεζκα ππνινγηζκώλ . Βέβαηα , 

νη πξνζεγγηζηηθέο απηέο ιύζεηο ζα πξέπεη λα πξνθύπηνπλ , αλ ζηα θαηάιιεια βήκαηα 

κεηώλνληαη κε ζεκαληηθά ιάζε.     

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Υπολογιςμόσ Μέγιςτου Κοινοφ Διαιρέτη Πολυωνφμων Δφο Μεταβλητών 

Κωνςταντίνοσ Ν. Μπλαζάκησ  

 

 
3 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2
ο
 

Μέγιζηορ Κοινόρ Γιαιπέηηρ 

 

 

2.1 Ο μέγιζηορ κοινόρ διαιπέηηρ και η « Θεωπία Απιθμών »  

 

        Η  ``Θεσξία αξηζκώλ`` είλαη ν θιάδνο ησλ θαζαξώλ καζεκαηηθώλ πνπ 

αζρνιείηαη κε ηηο ηδηόηεηεο ησλ αθεξαίσλ , θαζώο θαη κε πξνβιήκαηα πνπ 

πξνθύπηνπλ από ηελ κειέηε απηή.  

     Διαιπέηηρ ελόο αξηζκνύ x ,είλαη έλαο αξηζκόο y ,ν νπνίνο δηαηξεί ηνλ x. Γηα 

παξάδεηγκα έλαο δηαηξέηεο ηνπ 6 είλαη ην 2. Ο αξηζκόο έλα  , είλαη εηδηθή πεξίπησζε , 

θαζώο είλαη δηαηξέηεο όισλ ησλ αξηζκώλ. Αλ θάπνηνο αξηζκόο  έρεη αθξηβώο δύν 

δηαηξέηεο, . δειαδή ηνλ εαπηό ηνπ θαη ηελ κνλάδα  , ζα θαιείηαη ππώηορ (prime 

number). Αλάκεζα ζε δύν ή παξαπάλσ αξηζκνύο , κπνξνύλ λα ππάξρνπλ έλαο ή 

πεξηζζόηεξνη θνηλνί δηαηξέηεο ( common divisors ). Γηα παξάδεηγκα , νη δηαηξέηεο ηνπ 

12 είλαη  ην 1, ην  2, ην  3, ην  4, ην  6, θαη ην 12, ελώ νη δηαηξέηεο ηνπ 15 είλαη ην 1 ,ην 

3, ην 5 θαη ην 15. Όπσο είλαη αληηιεπηό, ην 12 θαη ην 15 , έρνπλ έλα δεπγάξη θνηλώλ 

δηαηξεηώλ , ηνπο αξηζκνύο 1 θαη 3. Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη ν κέγηζηόο θνηλόο 

δηαηξέηεο ηνπ 12 θαη ηνπ 15 , είλαη ν αξηζκόο 3 . 

         Μέγιζηορ κοινόρ διαιπέηηρ  ( greatest common divisor -god )  δύν  θπζηθώλ 

αξηζκώλ είλαη ν κεγαιύηεξνο θπζηθό αξηζκόο , ν νπνίνο δηαηξεί θαη ηνπο δύν ρσξίο λα 

αθήλεη ππόινηπν.  Γηαθνξεηηθά , ηνλ κέγηζην θνηλό δηαηξέηε δύν αξηζκώλ  νξίδνπκε 

λα είλαη ν κεγαιύηεξνο από ηνπο  θνηλνύο  ηνπο δηαηξέηεο. ηελ μελόγισζζε 

βηβιηνγξαθία , ππάξρνπλ θαη ζπλώλπκεο εθθξάζεηο όπσο : κέγηζηνο θνηλόο 

παξάγνληαο (GCF : greatest common factor )  , κεγαιύηεξνο θνηλόο παξάγνληαο  

(HCF : highest common factor )  θαη ζαλ ηε κεγαιύηεξε θνηλή πνζόηεηα ( GCM : 

greatest common measure ). Ο κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο, δύν αξηζκώλ a θαη b 

ζπκβνιίδεηαη ΜΚΔ  ( α , β ) ή πην απιά  ( α , β ). Ο κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο ηξηώλ ή 

πεξηζζνηέξσλ αξηζκώλ ηζνύηαη κε ηνλ κεγαιύηεξν από ηνπο θνηλνύο ζεηηθνύο 

δηαηξέηεο ηνπο . Δπίζεο ηζρύεη :      ΜΚΓ( α ,β ,γ ) = ΜΚΓ( α,ΜΚΓ ( β , γ ))=ΜΚΓ( 

ΜΚΓ( α ,β), γ) =ΜΚΓ(ΜΚΓ(α,γ), β) 

         Αλ ΜΚΓ ( α , β ) = 1 ηόηε νη αξηζκνί α θαη β ιέκε όηη είλαη ππώηοι μεηαξύ ηοςρ. 

Η παξαπάλσ ηδηόηεηα είλαη αλεμάξηεηε από ην γεγνλόο έλα ν α ή ν β   πξώηνη αξηζκνί 

, από κόλνη ηνπο.  Γηα παξάδεηγκα νύηε ν αξηζκόο 8 , νύηε ν αξηζκόο 9  είλαη πξώηνο  , 

θαζώο  νη δηαηξέηεο ηνπ 8 είλαη ην 1 , ην 2 , ην 4 θαη ην 8 , ελώ αληίζηνηρα νη δηαηξέηεο 

ηνπ 9 είλαη ην 1 , ην 3 θαη ην 9. Δλ ηνύηνηο , όκσο , νη αξηζκνί 8 θαη 9  είλαη πξώηνη 
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κεηαμύ ηνπο , επεηδή ΜΚΓ (8,9)=1. Απηό ζπκβαίλεη γηαηί ν κέγηζηνο θνηλόο ηνπο 

δηαηξέηεο είλαη ε κνλάδα.  

         Αο είλαη ΜΚΓ ( α , β ) = κ . Δπηπξόζζεηα , αο ππνζέζνπκε , όηη  νη αξηζκνί α , β   

είλαη πνιιαπιάζηνη ηνπ κ(  θαη ν ) θαη όηη δελ ππάξρεη 

κεγαιύηεξνο αξηζκόο  . Σόηε  νη αξηζκνί  ζα είλαη πξώηνη κεηαμύ ηνπο .     

δειαδή: ΜΚΓ( ι , λ ) = 1 . Δμαηηίαο , απηνύ , νπνηνζδήπνηε άιινο αξηζκόο θ, ν 

νπνίνο δηαηξεί θαη ηνλ α, θαη ηνλ β  θαη  ) , ηόηε ζα δηαηξεί θαη ηνλ κ. Από 

ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη , όηη ν κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο  κ ησλ αξηζκώλ α θαη β  λα 

είλαη ν θνηλόο δηαηξέηεο ν νπνίνο είλαη δηαηξέζηκνο από νπνηνδήπνηε άιιν θνηλό 

δηαηξέηε θ. 

          Παξάιιεια κε ηα παξαπάλσ , ν κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο δύν αξηζκώλ α θαη , 

β κπνξεί λα νξηζηεί ζαλ ην γηλόκελν ησλ θνηλώλ ηνπο παξαγόλησλ( common prime 

factors ) θαη κε ηνλ θάζε παξάγνληα πςσκέλν ζηνλ κηθξόηεξν εκθαληδόκελν εθζέηε, 

αλ νη αξηζκνί απηνί γξαθνύλ ζηελ θαλνληθή ηνπο κνξθή ( γηλόκελν πξώησλ 

παξαγόλησλ ) . Γηα παξάδεηγκα ην 56 γξάθεηαη ζαλ γηλόκελν πξώησλ παξαγόλησλ 

 ,θαη ην 42 αληίζηνηρα  :  . ύκθσλα κε ηελ 

παξαπάλσ πξόηαζε , ν κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο ησλ 56 θαη 42 ζα είλαη ίζνο κε ην 

γηλόκελν ησλ θνηλώλ πξώησλ παξαγόλησλ, δειαδή :  . ε πεξίπησζε πνπ 

νη δύν αξηζκνί δελ έρνπλ θνηλνύο πξώηνπο παξάγνληεο , ηόηε απηνί ζα είλαη πξώηνη 

κεηαμύ ηνπο. 

Από ηα παξαπάλσ γίλεηαη αληηιεπηό όηη ,νη εθαξκνγέο ηνπ κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε 

ζηα καζεκαηηθά θαη θπξίσο ζηελ Άιγεβξα είλαη πνιιέο. Αμίδεη λα ζεκεησζεί 

ελδεηθηηθά  ε Μπεδνπηηαλή ηδηόηεηα ( Bezout‟s identity) . Η ηδηόηεηα απηή αζρνιείηαη 

κε ηνλ κέγηζην θνηλό δηαηξέηε , θαη ηνπ παξέρεη  ηελ ηδηόηεηα ηνπ γελλήηνξα ελόο 

ηδεώδνπο ( generator of the ideal ) . Απηόο ν νξηζκόο ηνπ ΜΚΓ νδήγεζε ζηελ 

κνληέξλα αθεξεκέλε έλλνηα ηνπ πξσηεύνληνο ηδεώδνπο (principal ideal) , ν νπνίνο 

είλαη έλαο θιάδνο πνπ αζρνιείηαη ε ζύγρξνλε επηζηεκνληθή θνηλόηεηα.  
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2.2 Δςκλείδειορ αλγόπιθμορ και Μέγιζηορ Κοινόρ Γιαιπέηηρ  

           

         ε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο είλαη αξθεηά  δύζθνιν θαη ρξνλνβόξν λα αλαιύνπκε 

έλαλ αξηζκό ζε γηλόκελν πξώησλ παξαγόλησλ ή λα  βξίζθνπκε όινπο ηνπο  δηαηξέηεο 

ηνπ , κε ζθνπό ηελ εύξεζε ηνπ κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε .  Έλαο αιγόξηζκνο , ν  

νπνίνο καο βνεζάεη ζηνλ αθξηβή ππνινγηζκό ηνπ Μέγηζηνύ Κνηλνύ Γηαηξέηε είλαη ν 

Εςκλείδειορ αλγόπιθμορ  . ηα καζεκαηηθά ν Δπθιείδεηνο αιγόξηζκνο είλαη κηα 

αξραία κέζνδνο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε ( ΜΚΓ ). O 

αιγόξηζκνο απηόο είλαη γλσζηόο θαη ζαλ αιγόξηζκνο ηνπ Δπθιείδε, ύζηεξα από ηελ 

πεξηγξαθή πνπ θάλεη ν αξραίνο Έιιελαο καζεκαηηθόο, ζηα βηβιία VII θαη Υ ησλ 

``ηνηρείσλ`` ηνπ.  

         Η παιαηόηεξε ζσδόκελε πεξηγξαθή ηνπ Δπθιείδεηνπ αιγόξηζκνπ  ππάξρεη ζηα 

``ηνηρεία`` ηνπ Δπθιείδε ( 300π.Υ. ) , θαη ηνλ θαζηζηά απηόκαηα , ηνλ αξραηόηεξν 

αξηζκεηηθό αιγόξηζκν  , ν νπνίνο είλαη ζε ηζρύ κέρξη θαη ζήκεξα. Ο αξρηθόο 

αιγόξηζκνο αλαθεξόηαλ κόλν ζε θπζηθνύο αξηζκνύο θαη ζε γεσκεηξηθά κήθε ( 

πξαγκαηηθνί αξηζκνί ) . Σνλ 19ν αηώλα γεληθεύηεθε θαη ζε άιιεο κνξθέο αξηζκώλ  , 

όπσο ηνπο αθεξαίνπο ( Gaussian integers) θαη ζε πνιπώλπκα κηαο κεηαβιεηήο. Απηό 

νδήγεζε ζηηο ζεκεξηλέο  κνληέξλεο αθεξεκέλεο αιγεβξηθέο έλλνηεο όπσο ηα 

επθιείδεηα πεδία  ( Euclidean domains). Αξγόηεξα , ν επθιείδεηνο αιγόξηζκνο 

γεληθεύηεθε θαη ζε άιιεο καζεκαηηθέο δνκέο , όπσο ηα πνιπκεηαβιεηά πνιπώλπκα  

θαη ζηνπο θόκβνπο ( knots),  πνπ ρξεζηκνπνηνύκε ζηελ Σνπνινγία.  

 

 

2.2.1 Πεπιγπαθή ηος αλγοπίθμος  

 

          Ο Δπθιείδεηνο αιγόξηζκνο είλαη επαλαιεπηηθόο. Απηό ζεκαίλεη όηη ε απάληεζε 

ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ ζα βξεζεί κεηά από κηα αιιεινπρία  νξηζκέλσλ βεκάησλ. 

Σν απνηέιεζκα – έμνδν  ην νπνίν πξνθύπηεη ύζηεξα από θάζε βήκα , ζα ρξεζηκεύζεη 

ζαλ είζνδν γηα ην επόκελν βήκα. ηελ ζπλέρεηα ζα πεξηγξάςνπκε ηελ δηαδηθαζία ηνπ 

Δπθιείδεηνπ αιγόξηζκνπ ,δηόηη είλαη θαζνξηζηηθή ζηελ εμέιημε ηεο πνξείαο 

ππνινγηζκνύ ηνπ κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε , νπνηαζδήπνηε καζεκαηηθήο νληόηεηαο .  

        Κάζε βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ μεθηλάεη κε δύν κε κεδεληθά ππόινηπα  θαη 

. Καζώο ν αιγόξηζκνο εμαζθαιίδεη όηη ηα ππόινηπα κεηώλνληαη ζηαζεξά ζε θάζε 

βήκα , ην είλαη κηθξόηεξν από ην πξνθάηνρν ππόινηπν  ηόρνο ηνπ 

αιγόξηζκνπ είλαη ζην kζην βήκα λα βξεζεί έλα πειίθν  θαη έλα ππόινηπν , ηα 

νπνία λα ηθαλνπνηνύλ ηελ ζρέζε:   
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κε   . 

       ην αξρηθό βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ ( k=0 ) ηα ππόινηπα θαη  είλαη ίζα κε 

ηνπο αξηζκνύο a , b , ησλ νπνίσλ ςάρλνπκε ην ΜΚΓ ηνπο. ην επόκελν βήκα (  k=1 ) 

, ηα ππόινηπα είλαη ίζα κε ην b  θαη ην ππόινηπν  από ην αξρηθό βήκα. Η δηαδηθαζία 

ζπλερίδεηαη νκνίσο θαη γηα ηα παξαθάησ βήκαηα. Γηα απηό ην ιόγν , ν αιγόξηζκνο 

κπνξεί λα γξαθεί θαη λα πεξηγξαθεί , παξάιιεια , κε κηα αθνινπζία από εμηζώζεηο : 

 

 

 

 

Η παξαπάλσ δηαδηθαζία γίλεηαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ν b είλαη κηθξόηεξνο από ηνλ a. 

ε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε αιιάδνπλ νη αξηζκνί θαη ε δηαδηθαζία ζπλερίδεη 

αληίζηνηρα. . Σα ππόινηπα κεηώλνληαη ζπλερώο ζε θάζε βήκα αιιά δελ γίλνληαη πνηέ 

αξλεηηθνί αξηζκνί. Ο αιγόξηζκνο ηεξκαηίδεη όηαλ θάπνην ππόινηπν  γίλεη ίζν κε ην 

κεδέλ. Ο κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο ησλa θαη b είλαη ην ηειεπηαίν κε κεδεληθό 

ππόινηπν ( ην  δειαδή ). 

Παπάδειγμα 

Να βξεζεί ν ΜΚΓ ησλ αξηζκώλ α=138 θαη β=58κε ηελ βνήζεηα ηνπ Δπθιείδεηνπ 

αιγόξηζκνπ. 

Δθαξκόδνπκε δηαδνρηθά ηνλ Δπθιείδεην αιγόξηζκν  θαη έρνπκε: 

 

 

 

 

 

Οπόηε  έρνπκε όηη ν ΜΚΓ(138,58)=2   ,δειαδή ην ηειεπηαίν κε κεδεληθό ππόινηπν. 

▄  
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2.2.2 Μεπικοί αλγόπιθμοι για ηον ΜΚΓ απιθμών 

 

Αλγόπιθμορ 1 (Δςκλείδη - επαναληπηικόρ) 

function GCD(a, b) 

  while b != 0 

    if a > b then 

      a := a - b 

    else 

      b := b - a 

  return a 

 

παπάδειγμα  

Έζησ όηη ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ην κέγηζην θνηλό δηαηξέηε ησλ a=124 θαη b=24. 

Η δηαδηθαζία θαίλεηαη παξαθάησ: 

GCD(124,24) 

1ε επαλάιεςε: a=100 

2ε επαλάιεςε: a=76 

3ε επαλάιεςε: a=52 

4ε επαλάιεςε: a=28 

5ε επαλάιεςε: a=4 ην νπνίν είλαη θαη ην ηειηθό απνηέιεζκα 

 

Αλγόπιθμορ 2 (Δςκλείδη - αναδπομικόρ) 

function GCD(a, b) 

 if b = 0 then  

   return a 

 else  
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   return GCD(b, a mod b) 

 

Παπάδειγμα 

Έζησ όηη ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ην κέγηζην θνηλό δηαηξέηε ησλ a=124 θαη b=24. 

Η αλαδξνκηθή δηαδηθαζία θαίλεηαη παξαθάησ: 

GCD(124,24)-> GCD(24,4)->GCD(4,0) όπνπ θαη επηζηξέθεηαη ην 4 πνπ είλαη θαη ε 

ιύζε. 

Αλγόπιθμορ 3 

function gcd(a,b) 

t=min(a,b) 

repeat 

if (a mod t=0) then 

 if (b mod t =0) then 

  return t 

t=t-1 

until ((b mod (t+1) =0)and(a mod t =0)) 

παπάδειγμα  

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ gcd(124,24) ε ηηκή ηνπ t από 24 κεηώλεηαη ζπλερώο ζε θάζε 

επαλάιεςε έσο όηνπ t=4 όπνπ θαη ηεξκαηίδεη ε επαλάιεςε.  
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Αλγόπιθμορ 4 (Stein's Algorithm) 

function gcd(a,b) 

g = 1  

while (a mod 2 =0) and (b mod 2 =0) then 

a = a/2 

b = b/2  

g = 2*g 

while (a > 0) 

if (a mod 2 =0) then a = a/2 

else if (b mod 2=0) then b = b/2  

else  

t = |a-b|/2  

if a < b then  

b = t  

else  

a = t  

return g*v 

Αλγόπιθμορ 5 

function gcd(a,b) { 

if (a == b) return a; 

if (a > b) return gcd(a-b, b); 

if (a < b) return gcd(a, b-a); 

} 
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παπάδειγμα  

gcd(124,24)->gcd(100,24)->gcd(76,24)->gcd(52,24)-> gcd (28,24)-> gcd (4,24)-> 

gcd (4,20)-> gcd (4,16)-> gcd (4,12)-> gcd (4,8)-> gcd (4,4)->4 

 

Αλγόπιθμορ 6 (Knuth algorithm) 

function gcd(a,b) 

   If (a mod 2=0)and (b mod 2=0) then 

     gcd(a, b) = 2 * gcd( a/2, b/2 ) 

   If (a mod 2=0)and (b mod 2=1) then 

     gcd(a, b) = gcd( a/2, b ) 

   If (a mod 2=1)and (b mod 2=0) then 

     gcd(a, b) = gcd( a, b/2 ) 

   If (a mod 2=1)and (b mod 2=1) then 

     gcd(a, b) = gcd( (a-b)/2, b) 

 

Παπάδειγμα 

 Έζησ όηη ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ην κέγηζην θνηλό δηαηξέηε ησλ a=124 θαη b=24. 

Η δηαδηθαζία θαίλεηαη παξαθάησ: 

GCD(124,24)=2*GCD(62,12)=2*(2*GCD(31,6))=2*(2*(GCD(31,3)))= 

2*(2*(GCD(14,3)))= 2*(2*(GCD(7,3)))= 2*(2*(GCD(4,3)))=2*(2*(GCD(2,3)))= 

2*(2*(GCD(1,3))) 

Αιιά ν κ.θ.δ. ηεο κνλάδαο κε έλαλ αξηζκό είλαη ην 1 άξα ην απνηέιεζκα είλαη 

2*2*1=4. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3
ο
 

Μέγιζηορ Κοινόρ Γιαιπέηηρ Πολςωνύμων μίαρ μεηαβληηήρ 

 

3.1 Διζαγωγή  

          Ολνκάδνπκε αθέξαην πνιπώλπκν ηνπ x ή πνιπώλπκν κηα κεηαβιεηήο θάζε   

έθθξαζε  ηεο   κνξθήο  

 

, όπνπ . 

Οη αξηζκνί   απνθαινύληαη ζπληειεζηέο ηνπ πνιπσλύκνπ θαη ην  

απνθαιείηαη ζηαζεξόο όξνο (είλαη ν ζπληειεζηήο ηνπ ). Οη εθθξάζεηο , όπνπ 

 θαη  , απνθαινύληαη αθέξαηα κνλώλπκα ηνπ x θαη απνηεινύλ ηνπο όξνπο 

ηνπ πνιπσλύκνπ. Πην ζπγθεθξηκέλα, ν , είλαη ν πξώηνο όξνο θαη ν   ν πξώηνο 

ζπληειεζηήο ηνπ πνιπσλύκνπ. Σν ζύλνιν ησλ αθέξαησλ πνιπσλύκσλ ηνπ x κε 

κηγαδηθνύο ζπληειεζηέο ζα ην ζπκβνιίδνπκε κε C[x] θαη ηα ζηνηρεία ηνπ C[x], 

δειαδή ηα αθέξαηα πνιπώλπκα ηνπ x, ζα ηα ζπκβνιίδνπκε κε P(x), Q(x), R(x), p(x) 

θ.ν.θ. 

          Aο είλαη   θαη   είλαη δύν αθέξαηα πνιπώλπκα ηνπ C[x]. Σόηε  ιέκε όηη 

ην   δηαηξεί ην , θαη ζα γξάθνπκε , αλ θαη κόλν αλ  
(δειαδή είλαη δηαθνξεηηθό από ην κεδεληθό πνιπώλπκν ) θαη ππάξρεη έλα 

αθέξαην πνιπώλπκν C[x], ώζηε λα ηζρύεη: 

 

ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ηζρύεη όηη  ην P(x) δηαηξείηαη ή είλαη δηαηξεηό από ην q(x) ή 
όηη ην P(x) είλαη πνιιαπιάζην ηνπ q(x) ή όηη ην q(x) είλαη δηαηξέηεο ηνπ P(x) ή όηη 

ην q(x) είλαη παξάγνληαο ηνπ P(x) ή ηέινο όηη ην q(x) δηαηξεί ην P(x).   
 
           Παξάιιεια κε ηα παξαπάλσ , ηζρύεη όηη ην κεδεληθό πνιπώλπκν δηαηξείηαη 

από θάζε κε κεδεληθό πνιπώλπκν  θαη όηη νη κόλνη ζίγνπξνη δηαηξέηεο ελόο αθεξαίνπ 
πνιπσλύκνπ  είλαη ηα πνιπώλπκα κεδεληθνύ βαζκνύ , ην ίδην ην 

πνιπώλπκν , θαζώο θαη όια ηα πνιπώλπκα . Οη δηαηξέηεο απηνί 

απνθαινύληαη πξνθαλείο δηαηξέηεο ηνπ  θαη θάζε άιινο δηαηξέηεο ηνπ 
απνθαιείηαη γλήζηνο δηαηξέηεο ηνπ  

 

          Ο κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο δύν πνιπσλύκσλ  είλαη ην « 

κεγαιύηεξν » πνιπώλπκν πνπ δηαηξεί θαη ην . O νξηζκόο απηόο είλαη 

βαζηζκέλνο ζηνλ νξηζκό ηνπ κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε ησλ αθεξαίσλ αξηζκώλ, όπνπ 

είλαη ν κεγαιύηεξνο αθέξαηνο, ν νπνίνο δηαηξεί θαη ηνπο δύν αξηζκνύο θαη αθήλεη 

κεδεληθό ππόινηπν. Γηα ηα πνιπώλπκα όκσο , απηή ε ζπλζήθε είλαη ιίγν κπεξδεκέλε 

, γηαηί δελ ππάξρεη ε έλλνηα ηνπ κεγαιύηεξνπ ζε απηά. Δμ‟ αηηίαο απηνύ ,έρεη 

επηιερηεί λα είλαη  ΜΚΓ ην πνιπώλπκν εθείλν , ηνπ νπνίνπ ν βαζκόο είλαη ν κέγηζηνο 
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δπλαηόο θαη ν αληίζηνηρνο ζπληειεζηήο ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ( leading coefficient)  

όξνπ λα είλαη κνλάδα . 

          Θα πξνζπαζήζνπκε ζηελ ζπλέρεηα λα δώζνπκε έλαλ επίζεκν καζεκαηηθό 

νξηζκό γηα ηνλ κέγηζην θνηλό δηαηξέηε δύν πνιπσλύκσλ. Αο είλαη  

πνιπώλπκα , όρη θαη ηα δύν κεδεληθά , κε ζπληειεζηέο ζε έλα ζώκα F. 

 Ο κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο ησλ   νξίδνπκε λα είλαη ην monic 

πνιπώλπκν ( o ζπληειεζηήο ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ ηνπ είλαη  κνλάδα )   γηα 

ην  νπνίν ηζρύνπλ : 

 είλαη θνηλόο δηαηξέηεο ησλ  

 λα δηαηξείηαη από θάζε άιιν θνηλό δηαηξέηε ησλ  

Αθόκα κπνξνύκε λα νξίζνπκε ηνλ ΜΚΓ ησλ   λα είλαη ην πνιπώλπκν 

εθείλν κε ηνλ κεγαιύηεξν βαζκό αλάκεζα ζηνπο θνηλνύο δηαηξέηεο ησλ δύν 

πνιπσλύκσλ. 

           πκβνιίδνπκε  ηνλ ΜΚΓ ησλ  γξάθνληαο  . Σν 

ζώκα F κπνξεί λα είλαη ην ζώκα ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ  ή ησλ πξαγκαηηθώλ 

αξηζκώλ ή αθόκα θαη ην ζώκα ησλ  ξεηώλ αξηζκώλ  

Αλ είλαη  ηόηε θάζε πνιπώλπκν είλαη θνηλόο δηαηξέηεο ησλ 

 .ε απηή πεξίπησζε δελ ππάξρεη ΜΚΓ . 

Ο αξηζκόο 1 , είλαη πάληα θνηλόο δηαηξέηεο ησλ . Αλ 

 ηόηε ηα πνιπώλπκα  θαη  είλαη πξώηα κεηαμύ ηνπο  

θαη επνκέλσο ν κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο είλαη ην ζηαζεξό πνιπώλπκν 1. 

Αο δνύκε νξηζκέλεο ηδηόηεηεο ηνπ Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε ησλ πνιπσλύκσλ . 

 Ο ΜΚΓ δύν πνιπσλύκσλ , όρη αλαγθαζηηθά θαη ηα δύν κεδεληθά , κε 

ζπληειεζηέο από έλα ζώκα , πάληα ζα ππάξρεη θαη ζα είλαη κνλαδηθόο. 

 Αλ  είλαη θάπνηνο θνηλόο δηαηξέηεο ησλ  θαη ηόηε ζα δηαηξεί 

θαη ηνλ ΜΚΓ ηνπο.  

  

  

 Γηα νπνηνδήπνηε  ηόηε  

 Οκνίσο, 

                

γηα νπνηαδήπνηε  δελ είλαη ίζα κε ην κεδέλ. 

 Παξνκνίσο , αλ ηόηε                             

. 

 O ΜΚΓ δύν πνιπσλύκσλ  θαη  είλαη ην κηθξόηεξν ζε βαζκό 

πνιπώλπκν , ην νπνίν κπνξεί λα γξαθεί ζαλ γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ 
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 θαη  Γειαδή ππάξρνπλ θάπνηα πνιπώλπκα  θαη , όρη 

απαξαίηεηα κνλαδηθά, ηα νπνία αλήθνπλ ζην ίδην ζώκα F κε ηα  θαη 

γηα ηα νπνία ηζρύεη : 

  

 Δίλαη δπλαηόλ λα νξίζνπκε ηνλ ΜΚΓ ηξηώλ ή πεξηζζνηέξσλ πνιπσλύκσλ  

επαγσγηθά .Γειαδή :  

 

θαη γεληθόηεξα: 

 

 

3.2 Μέθοδοι εύπεζηρ ΜΚΓ πολςωνύμων μιαρ μεηαβληηήρ  

 

Τπάξρνπλ δηάθνξνη ηξόπνη  γηα λα ππνινγίζεη ηνλ κέγηζην θνηλό δηαηξέηε δύν 

πνιπσλύκσλ .Γύν από ηηο πην βαζηθέο θαη απιέο κεζόδνπο είλαη ε παξαγνληνπνίεζε 

θαη ν Δπθιείδεηνο αιγόξηζκνο . Παξαθάησ ζα επεθηαζνύκε εθηελέζηεξα θαη ζε άιιεο 

κεζόδνπο . 

ηελ παξαγνληνπνίεζε αξρηθά αλαιύνπκε ην θάζε πνιπώλπκν ζε παξάγνληεο θαη 

ζηελ ζπλέρεηα επηιέγνπκε ηνπο θνηλνύο παξάγνληεο. Αθνύ επηιέμνπκε ηνπο θνηλνύο 

παξάγνληεο από ηα δύν πνιπώλπκα , παίξλνπκε ην γηλόκελν ηνπο. Σν γηλόκελν ηνπο 

όκσο , ππάξρεη πεξίπησζε λα κελ είλαη monic πνιπώλπκν, θαη γηα απηό ηνλ ιόγν ην 

πνιιαπιαζηάδνπκε κε έλαλ θαηάιιειν  αξηζκό . Με απηόλ ηνλ ηξόπν πεηπραίλνπκε 

ηελ εύξεζε ηνπ ΜΚΓ ησλ δύν πνιπσλύκσλ , αθνύ πεξηέρεη όινπο ηνπο θνηλνύο 

παξάγνληεο θαη ν ζπληειεζηήο ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ είλαη κνλάδα.  

Παπάδειγμα 

Να βξεζεί ν ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ θαη 

. 

Έρνπκε όηη : 

 

Καη 

 

Άξα ν ΜΚΓ ησλ  θαη είλαη  

▄ 

        Όπσο είπακε θαη παξαπάλσ έλαο άιινο απιόο ηξόπνο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

ΜΚΓ δύν πνιπσλύκσλ κηαο κεηαβιεηήο είλαη ν Δπθιείδεηνο αιγόξηζκνο. Πξόθεηηαη 
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γηα κηα γξήγνξε κέζνδν ε νπνία δνπιεύεη γηα νπνηαδήπνηε πνιπώλπκα. 

Πξαγκαηνπνηεί δηαδνρηθέο πνιπσλπκηθέο επθιείδεηεο δηαηξέζεηο , όπσο αθξηβώο θαη 

ζηνλ Δπθιείδεην αιγόξηζκν γηα ηνπο αθέξαηνπο αξηζκνύο. Οη αξηζκνί πνπ παίξλνπλ 

κέξνο ζε θάζε βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ κεηώλνληαη . Αληηζηνίρσο  ηζρύεη θαη ζηα 

πνιπώλπκα  . Γειαδή ζε θάζε βήκα ν βαζκόο ησλ πνιπσλύκσλ κεηώλεηαη .Σν 

ηειεπηαίν κε κεδεληθό ππόινηπν είλαη ν κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο ησλ δύν 

πνιπσλύκσλ .Αξθεί βέβαηα ην ππόινηπν απηό λα είλαη έλα monic πνιπώλπκν. ε 

δηαθνξεηηθή πεξίπησζε ζα πξέπεη λα ην κεηαηξέςνπκε όπσο θαη πξνεγνπκέλσο 

θαηαιιήισο , πνιιαπιαζηάδνληαο κε ηνλ θαηάιιειν αξηζκό. 

Παπάδειγμα 

Να βξεζεί ν ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ  θαη . 

Κάλνληαο ηελ Δπθιείδεηα δηαίξεζε ηνπ πνιπσλύκσλ κε ην   πξνθύπεη : 

 

 

Δπνκέλσο ην ηειεπηαίν κε κεδεληθό ππόινηπν ηνπ παξαπάλσ αιγνξίζκνπ είλαη ν 

ΜΚΓ ησλ  πνιπσλύκσλ  θαη  

▄ 

 

Γηάθνξνη αξηζκεηηθνί αιγόξηζκνη έρνπλ πξνηαζεί γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ Μέγηζηνπ 

Κνηλνύ Γηαηξέηε  ( ΜΚΓ ) δύν ή πεξηζζνηέξσλ πνιπσλύκσλ κίαο κεηαβιεηήο. 

Μεξηθνί από απηνί βαζίδνληαη ζηνλ Δπθιείδεην αιγόξηζκν θαη ζηηο γεληθεύζεηο ηνπ 

θαη άιινη από απηνί βαζίδνληαη πξόηππεο δηαδηθαζίεο εκπεξηέρνληαο πίλαθεο  ( matrix 

– based methods ) . πρλά  , είλαη άζθνπν λα πξνζπαζνύκε λα ππνινγίζνπκε ηνλ 

αθξηβή ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ θαη έηζη νη θαηά πξνζέγγηζε ιύζεηο είλαη πεξηζζόηεξν 

θαηάιιειεο ,  γηα ηελ κειέηε ησλ αληίζηνηρσλ πξνβιεκάησλ ,θάζε θνξά. Δμαηηίαο 

ηεο ζπνπδαηόηεηαο θαη ηεο βαξύηεηαο ησλ εθαξκνγώλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο « 

θαηά πξνζέγγηζε » έλλνηεο , πνιινί  εξεπλεηέο έρνπλ αζρνιεζεί  κε ην ζέκα απηό. 

      Οη Pace θαη Barnett ( 1972 ) πεξηγξάθνπλ δηάθνξεο κεζόδνπο γηα ηνλ 

ππνινγηζκνύ ΜΚΓ όπσο κηα παιαηόηεξε  κέζνδν νθεηινκέλε ζηνλ Fryer , ε νπνία 

είλαη θαηά βάζε ηζνδύλακε κε ηνλ Δπθιείδεην αιγόξηζκν θαη ρξεζηκνπνηεί έλαλ  

αιγόξηζκν κε ηελ βνήζεηα ηεο δηάηαμεο ηνπ Routh. Παξάιιεια , πεξηγξάθνπλ ηελ 

κέζνδν Weinstock ε νπνία ζρεκαηίδεη κία επαλαιεπηηθή κέζνδν , ε νπνία πεξηέρεη 

πνιπσλπκηθέο δηαηξέζεηο θαη πνιιαπιαζηαζκνύο ρξεζηκνπνηώληαο ηα αξρηθά 

πνιπώλπκα κε ζθνπό λα ππνινγίζεη έλα λέν πνιπώλπκν ην νπνίν λα έρεη ηνλ 

κηθξόηεξν  δπλαηό βαζκό . Σέινο , παξνπζηάδνπλ κηα δηαθνξεηηθή κέζνδν ε νπνία 

πξνηάζεθε από ηνλ Blankinship (1963) , ζηελ νπνία ν ΜΚΓ θαη ηα πνιιαπιάζηα 

πξνζδηνξίδνληαη εθηειώληαο ζηνηρεηώδεηο κεηαζρεκαηηζκνύο ζηηο ζεηξέο ελόο 
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πίλαθα, κέρξη λα ππάξρεη έλα κε κεδεληθό ζηνηρείν ζηελ πξώηε ζηήιε ηνπ πίλαθα. Ο 

πίλαθαο απηόο πξνθύπηεη  από ηα δνζκέλα  αξρηθά πνιπώλπκα  Η εηζαγσγή ηεο 

ρξήζεο ησλ πηλάθσλ ζην πξόβιεκα ππνινγηζκνύ ηνπ ΜΚΓ πνιπσλύκσλ , 

ζπλερίζηεθε θαη αξγόηεξα  από ηνλ Barnett (1971) , ν νπνίνο αλαπηύζζεη κία ηερληθή 

ππνινγηζκνύ ηνπ βαζκνύ θαη ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ ΜΚΓ ρξεζηκνπνηώληαο  

ζπλνδεύνλ πίλαθεο  (companion matrices) θαη πίλαθεο ηνπ Sylvester (Sylvester 

matrices ).     

          O Καξθαληάο κειέηεζε ην 1987 ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ΜΚΓ, κε απνηέιεζκα ην 

1990 ζηελ αλάπηπμε ηεο κεζόδνπ ERES, ζηελ νπνία εθηειεί εθηεηακέλνπο 

κεηαζρεκαηηζκνύο θαη κεηαηξέπεη έλαλ πίλαθα απεπζείαο από ηνπο ζπληειεζηέο ησλ 

πνιπσλύκσλ.  Με ηελ κέζνδν ERES εηζάγεηαη γηα πξώηε θνξά κηα ζπζηεκαηηθή 

πξνζπάζεηα γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ « θαηά πξνζέγγηζε » ΜΚΓ γηα πνιπώλπκα  . 

 

           Όπσο πξναλαθέξακε θαη παξαπάλσ , ε δηαδηθαζία εύξεζε ηνπ ΜΚΓ δελ είλαη 

κηα εύθνιε ππόζεζε. Ο Δπθιείδεηνο αιγόξηζκνο γηα ηελ εύξεζε ηνπ ΜΚΓ ησλ 

αθεξαίσλ  , παξάγεη κία απζηεξά θζίλνπζα αθνινπζία από ζεηηθνύο αθεξαίνπο , θαη 

έηζη ηα βήκαηα ηεο δηαίξεζεο γίλνληαη νινέλα θαη πην εύθνια θαζώο πξνρσξάεη ε 

δηαδηθαζία ππνινγηζκνύ.  Αληίζεηα , ζηελ πεξίπησζε ησλ πνιπσλύκσλ δελ 

ζπκβαίλεη απηό. Μνινλόηη , γίλνληαη αιιεπάιιειεο κεηώζεηο ζηνλ βαζκό ησλ 

πνιπσλύκσλ  . νη ζπληειεζηέο ηνπο ηείλνπλ λα απμάλνληαη  θαη έηζη θάζε επόκελν 

βήκα δπζθνιεύεη , ζε ζρέζε κε ην πξνεγνύκελν ηνπ. 

 

3.2  Πεπιγπαθή αλγοπίθμων για ηον ακπιβή ςπολογιζμό ηος ΜΚΓ 

πολςωνύμων  μίαρ μεηαβληηήρ  

          Οπνηαδήπνηε από ηηο παξαθάησ κεζόδνπο θαη αλ δηαιέμεη θαλείο , ζα 

θαηαιάβεη όηη αλαθέξνληαη ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ δύν πνιπσλύκσλ . Βέβαηα, 

απηό κπνξεί λα επεθηαζεί θαη ζε παξαπάλσ από δύν.  
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 3.2.1 Αλγόπιθμορ με ηην βοήθεια ηος πίνακα ηος Routh ( Routh array 

algorithm ) 

          Οη Pace θαη  Barnett ην 1972 πεξηγξάθνπλ δηάθνξεο κεζόδνπο γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ δύν πνιπσλύκσλ κηαο κεηαβιεηήο ζην ζώκα ηνλ πξαγκαηηθώλ 

αξηζκώλ  , νη νπνίεο είλαη ηζνδύλακεο κε ηνλ Δπθιείδεην αιγόξηζκν.  

Θεσξνύκαη δύν πνιπώλπκα :  

 

θαη  

 

(1) 

 

κε αληίζηνηρνπο βαζκνύο m θαη n , αληίζηνηρα n. 

εκεηώλνπκε g(ι) ηνλ ΜΚΓ ησλ δύν παξαπάλσ πνιπσλύκσλ, θαη έρνπκε :     

g                              ( 2 )                                      

 όπνπ k ν βαζκόο ηνπ g(ι). 

 Σν πνιπώλπκν g( ι ) γξάθεηαη ζαλ γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ α(ι) θαη b(ι) σο εμήο 

:                                                                                 ( 3 ) 

, όπνπ  

θαη                                                 ( 4 ) 

ηα κνλαδηθά πνιιαπιάζηα ησλ α(ι) θαη b(ι) αληίζηνηρα , ηέηνηα ώζηε λα ηζρύεη ε (3).  

           Ο Fryer ην 1959 κε ηελ βνήζεηα ηνπ πίλαθα ηνπ Routh, παξνπζηάδεη , όπσο 

πξναλαθέξακε κηα ηερληθή γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπMKΓ , ε νπνία είλαη ηζνδύλακε κε 

ηνλ Δπθιείδεην αιγόξηζκν.  

Η ηερληθή έρεη σο εμήο : 

1ε γξακκή     

2ε γξακκή    

3ε γξακκή    

4ε γξακκή      

.                       . 

.                       .          

.                       . 



Υπολογιςμόσ Μέγιςτου Κοινοφ Διαιρέτη Πολυωνφμων Δφο Μεταβλητών 

Κωνςταντίνοσ Ν. Μπλαζάκησ  

 

 
17 

 

Όπνπ   θαη     κε j =1,2,….θηι. 

          Η δηαδηθαζία ηνπ θξηηεξίνπ ηεξκαηίδεη όηαλ πξνθύςεη κία  ζεηξά κόλν κε 

κεδεληθά. ηελ πεξίπησζε απηή ε πξνεγνύκελε ζεηξά καο δείρλεη ηνπο ζπληειεζηέο 

ηνπ κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε . Οη δπζθνιίεο πξνθύπηνπλ ζηελ 

πεξίπησζε ζηελ νπνία όηαλ ην πξώην ή πεξηζζόηεξα ζηνηρεία από νπνηαδήπνηε ζεηξά 

είλαη κεδέλ . Απηό ην εκπόδην μεπεξληέηαη , αλ κεηαθηλήζνπκε θαηάιιεια νιόθιεξε 

ηελ ζεηξά πξνο ηα αξηζηεξά κέρξη λα εκθαληζηεί ν πξώηνο κε κεδεληθόο αξηζκόο 

ζηελ πξώηε ζέζε.  Ο ππνινγηζκόο ζηελ ζπλέρεηα ζπλερίδεη θαλνληθά.  

Έρνληαο δύν ζεηξέο ηνπ πίλαθα ηνπ Routh κε m+1 ζηνηρεία  θαη n+1 ζηνηρεία   

αληίζηνηρα , ( κε ηόηε απαηηνύληαη n πνιιαπιαζηαζκνί θαη n δηαηξέζεηο γηα 

λα πξνθύςεη ε ηξίηε ζεηξά ζηνηρείσλ  κέρξη   

Tέινο, κπνξεί λα απνδεηρζεί όηη γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ πίλαθα ηνπ Routh 

απαηηνύληαη πνιιαπιαζηαζκνί θαη δηαηξέζεηο. 

 

Παπάδειγμα  

Να ππνινγηζηεί ν ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ θαη   

 

ύκθσλα κε ην θξηηήξην – πίλαθα ηνπ Routh έρνπκε αληίζηνηρα : 

1ε γξακκή      9            6                1                     

2ε γξακκή      3            1                

3ε γξακκή      3            1 

4ε γξακκή      0 

Οη αξηζκνί ηεο ηξίηεο γξακκήο ηνπ πίλαθα ηνπ Routh πξνθύπηνπλ : 

 

 

Οκνίσο, έρνπκε θαη ηνπο αξηζκνύο ηεο 4εο γξακκήο . Οπόηε : 
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Άξα, ζύκθσλα κε ην θξηηήξην ηνπ Routh θαη ηελ βνήζεηα ηνπ παξαπάλσ πίλαθα 

θαηαιαβαίλνπκε όηη ν ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ p(x) θαη q(x)  είλαη ην πνιπώλπκν πνπ 

έρεη ζπληειεζηέο ηνπο αξηζκνύο , 3 ,1 αληίζηνηρα.  

Οπόηε ΜΚΓ . 

▄ 

3.2.2 Αλγόπιθμορ με ηην βοήθεια ηος ζςνοδεύον πίνακα  ( Βarnett ) 

          Σν πξόβιεκα εύξεζεο ηνπ ΜΚΓ κε ηελ ρξήζε ησλ πηλάθσλ κπνξεί λα 

πεξηγξαθεί από δηάθνξα ζεσξήκαηα ηνπ Barnett . Αο ζπκβνιίζνπκε ην πνιπώλπκν 

α(ι) από ηελ (1) κε θαη επίζεο αο  είλαη  

 

 

, όπνπ έλα ή πεξηζζόηεξα από ηα  κπνξεί λα είλαη κεδέλ. Ο ζπλνδεύνλ πίλαθαο  ( 

companion matrix ) ηνπ πνιπσλύκνπ  είλαη : 

 

Έρεη  απνδεηρζεί όηη ν βαζκόο k  ηνπ ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ   

είλαη , όπνπ   θαη  

 

Δπηπξνζζέησο κε ηα παξαπάλσ , νη ηειεπηαίεο m-k ζεηξέο ηνπ πίλαθα R είλαη 

γξακκηθά αλεμάξηεηεο , θαη αλ νη πξώηεο k ζεηξέο είλαη γξακκέλεο ζηελ κνξθή :  

                                      (5) 

(  είλαη ε i θαη ε j ζεηξά αληίζηνηρα)  . 
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Tόηε ν ΜΚΓ .κε ηνλ ζπληειεζηή ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ λα είλαη κνλάδα , ( monic 

GCD ) ησλ  θαη έρεη ζπληειεζηέο : 

                κε  θαη                                      (6) 

Απηή ε ιύζε ζην πξόβιεκα είλαη αξθεηά μεθάζαξν όηη βαζίδεηαη ζηελ ιύζε ηεο 

γξακκηθήο εμίζσζεο (5). Αλ ν πίλαθαο R δηακεξίδεηαη σο 

:                                  (7) 

ηόηε ν R κπνξεί λα αλαιπζεί ζε γηλόκελν δύν πηλάθσλ νη νπνίνη πξνθύπηνπλ από ηελ 

απαινηθή ηνπ Gauss ηέηνηνη ώζηε: 

                                                                                         (8) 

όπνπ   

θαη  . 

Από ηνλ ηύπν (8) πξνθύπηεη όηη                            (10). 

(11) 

,όπνπ  είλαη κνλαδηαίνο πάλσ δηαγώληνο ( όπνπ όια ηα ζηνηρεία ηεο θύξηα 

δηαγσλίνπ είλαη κνλάδεο) .Υξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (7), (9) ,(10) θαη (11)  

παίξλνπκε ηηο ζρέζεηο :                   

  

 θαη  

   . 

Από ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο πξνθύπηεη όηη : . 
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        Σν απνηέιεζκα ηνπ Barnett ππνδειώλεη όηη ε πξώηε ζηήιε ηνπ πίλαθα  

δίλεη ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ monic κέγηζηνπ θνηλνύ παξάγνληα. Καζώο ν πίλαθαο 

είλαη πάλσ ηξηγσληθόο αξα θαη ν ζα είλαη πάλσ ηξηγσληθόο, νπόηε ε πξώηε 

ζηήιε ηνπ ζα είλαη απιά ε πξώηε ζηήιε ηνπ . πλεπώο εθαξκόδνληαο 

ηερληθέο γηα λα νξίζνπκε ηελ ηάμε ηνπ πίλαθα R ( άξα θαη ηνλ βαζκό ηνπ ΜΚΓ )  

ηαπηόρξνλα νξίδνπκε θαη ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ ΜΚΓ.  

Ο Barnett , απέδεημε ηελ ζρέζε κεηαμύ ηνπ πίλαθα R θαη ηνπ αληίζηνηρνπ πίλαθα ηνπ 

Sylvester , γηα δύν πνιπώλπκα . Απηό πνπ απέδεημε είλαη ηζνδύλακν κε ην ζεώξεκα 

ηνπ Laidacker( 1969) όπνπ αλαθέξεη όηη : εάλ ν πίλαθαο ηνπ Sylvester έρεη ηηο ζηήιεο 

ηνπ θιηκαθσηά θηηαγκέλεο, ηόηε ε ηειεπηαία κε κεδεληθή ζηήιε δίλεη ηνπ 

ζπληειεζηέο ηνπ ΜΚΓ.  

          Γηα δύν πνιπώλπκα ηα παξαπάλσ απνηειέζκαηα κπνξνύλ λα επεθηαζνύλ κε 

ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ πνιιαπιάζησλ ζπγρξόλσο κε ηελ εύξεζε ηνπ ΜΚΓ. Αλ 

ζεσξήζνπκε μαλά ηηο εμηζώζεηο: 

 , 

 όπνπ  

θαη  . 

Αλ εμηζώζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο θαη ηνπο γξάςνπκε ζηελ κνξθή πηλάθσλ έρνπκε : 

 , όπνπ S είλαη ν πίλαθαο ηνπ Sylvester 

            (12)                               

 θαη .            

Δμαηηίαο ηεο ζρέζεο πνπ ππάξρεη κεηαμύ ηνπ S θαη ηνπ αληίζηνηρνπ R, έρνπκε όηη 

.Δθηειώληαο κηα αλάιπζε ζηνλ πίλαθα S, όκνηα κε απηήλ πνπ 

είρακε θάλεη πξνεγνπκέλσο ζηελ (8) ,πξνθύπηεη : 
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                                        (13) 

όπνπ ν πίλαθαο  είλαη κνλαδηαίνο πάλσ ηξηγσληθόο θαη ε πξώηε ζηήιε ηνπ πίλαθα          

 

απνηειεί ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ ΜΚΓ . 

Από ηελ (13) έρνπκε : 

 

, όπνπ ην + ππνδειώλεη ηνλ γεληθεπκέλν αληίζηξνθν Moore-Penrose θαη εδώ ην 

έρεη πιήξε ηάμε (full rank) . Έρνπκε : 

 

Έηζη ινηπόλ , 

 

,όπνπ  ζεκεηώλνπκε ηελ πξώηε ζηήιε από θάζε πίλαθα Υ. Άξα έρνπκε : 

 

Οπόηε: 

 

H παξαπάλσ επέθηαζε ηεο κεζόδνπ  ηνπ Barnett, λα ππνινγίδνπκε ηα πνιιαπιάζηα 

,δπζηπρώο , δελ κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε πεξηζζόηεξα από δύν πνιπώλπκα , θαζώο 

νη βαζκνί ησλ πνιιαπιάζησλ δελ  κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ εθ ησλ πξνηέξσλ  

3.2.3 Αλγόπιθμορ ηος Blankinship με ηην βοήθεια πινάκων. 

Μηα δηαθνξεηηθή κέζνδνο είλαη απηή ηνπ Blankinship (1963) ε νπνία ππνινγίδεη ηνλ 

ΜΚΓ g(ι) ελόο ζπλόινπ πνιπσλύκσλ καδί κε ηα πνιιαπιάζηα 

 δειαδή  

                                                                                          (14) 

Ο ΜΚΓ θαη ηα πνιιαπιάζηα νξίδνληαη εθηειώληαο ζηνηρεηώδεηο κεηαζρεκαηηζκνύο 

ζηηο γξακκέο ηνπ πίλαθα 

                                                                                                               (15) 

, όπνπ  θαη ν  είλαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο ηάμεο n. Οη 

ζηνηρεηώδεηο κεηαζρεκαηηζκνί εθηεινύληαη ζηνλ πίλαθα κέρξη λα ππάξρεη έλα  κε 
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κεδεληθό  ζηνηρείν ζηελ πξώηε ζηήιε . Απηό δίλεη μεθάζαξα ηνλ ΜΚΓ , θαζώο 

:  

Απηέο νη δηαδηθαζίεο κπνξνύλ λα παξαζηαζνύλ από ηνπο κε κνλαδηαίνπο πίλαθεο 

θαζώο ην ηειηθό απνηέιεζκα είλαη ηεο κνξθήο : 

 =                                (16) 

, όπνπ είλαη ην γηλόκελν ησλ . Δάλ ν ΜΚΓ ζεκεηώλεηαη ζηελ  γξακκή ηόηε 

από ηελ ζρέζε (16) πξνθύπηεη όηη : 

 , 

 όπνπ  νξίδνπκε λα είλαη ε  γξακκή ηνπ πίλαθα  

3.2.4 Μια επαναληπηική μέθοδορ ( Weinstock method ). 

Η Weinstock κέζνδνο (1960) ζρεκαηίδεη κηα επαλαιεπηηθή κέζνδνο , ε νπνία 

πεξηέρεη πνιιαπιαζηαζκνύο θαη δηαηξέζεηο πνιπσλύκσλ , ζην αξρηθό ζύλνιν .ησλ 

πνιπσλύκσλ ησλ νπνίσλ δεηάκε λα βξνύκε ηνλ ΜΚΓ ηνπο , κε ζθνπό λα ππνινγηζηεί 

ηειηθά έλα θαηλνύξην πνιπώλπκν , ην νπνίν ζα έρεη ηνλ ειάρηζην δπλαηό βαζκό θαη 

ζα είλαη βέβαηα , ν δεηνύκελνο ΜΚΓ .Η παξαπάλσ κέζνδνο βαζίδεηαη ζε έλα 

ζεώξεκα ην νπνίν αλαθέξεη όηη γηα νπνηαδήπνηε πνιπώλπκα   , -

ησλ νπνίσλ αλαδεηνύκε ηνλ κέγηζην θνηλό δηαηξέηε ηνπο - ,ην πνιπώλπκν  ηεο 

κνξθήο :    

 

, ην νπνίν έρεη ηνλ ειάρηζην δπλαηό βαζκό είλαη ν ΜΚΓ ησλ  

Ο αιγόξηζκνο μεθηλάεη κε έλα απζαίξεην ζύλνιν από πνιπώλπκα  

ηέηνηα ώζηε . Γεληθά , ηζρύεη όηη 

 Δίλαη εύθνιν λα απνδείμεη θαλείο όηη ην  είλαη παξάγνληαο ηνπ . 

Τπάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα   ηέηνην ώζηε 
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κε  θαη .  

Οπόηε έρνπκε όηη: 

  

ή ηζνδύλακα έρνπκε: 

. 

H δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη κέρξη λα πξνθύςεη ην  ην νπνίν δηαηξεί όια ηα 

πνιπώλπκα   . Σόηε απηό ην πνιπώλπκν είλαη ν δεηνύκελνο ΜΚΓ θαη ηα  

είλαη ηα αληίζηνηρα πνιιαπιάζηα.  

3.2.5 Η μέθοδορ ERES. 

          Οη πεξηζζόηεξεο από ηηο δηαδηθαζίεο εύξεζεο ηνπ ΜΚΓ έσο θαη  ην 1987 ,  

εκπεξηείραλ ηελ ρξήζε ηνπ γεληθεπκέλνπ ηεζη ηνπ Βαξδνπιάθε ή θάπνηεο εθδόζεηο – 

παξαιιαγέο ηνπ Δπθιείδεηνπ αιγόξηζκνπ. Γηα κεγάιν αξηζκό πνιπσλύκσλ κε πνιύ 

πςειή ηάμε , νη παξαπάλσ κέζνδνη νδεγνύζαλ ζε « ππνινγηζηηθή έθξεμε» . Μηα 

ελαιιαθηηθή κέζνδν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ πξνηάζεθε από ηνλ Καξθαληά ην 

1978 . Η κέζνδνο απηή είλαη βαζηζκέλε ζηελ ηδηόηεηα , ηνπ κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε 

, λα παξακέλεη αλαιινίσηνο κεηά από ζηνηρεηώδεηο  γξακκνπξάμεηο θαη κεηαηνπίζεηο 

( κεηαηόπηζε είλαη κηα δηαδηθαζία ρσξίο αξηζκεηηθό ζθάικα ) ζηνλ πίλαθα ηεο βάζεο 

πνπ ζπζρεηίδεηαη κε ηα πνιπώλπκα. Έηζη κεηαηξέπεη ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ ζηελ 

ηξηγσληνπνήζε ελόο ζπλόινπ από πίλαθεο κηθξόηεξσλ δηαζηάζεσλ.  Η παξαπάλσ 

κέζνδνο είλαη γλσζηή ζαλ κέζνδνο ERES (Extended Row Equivalence and Shifting) 

θαη απνηειεί κηα απνηειεζκαηηθή αξηζκεηηθή κέζνδν , εάλ ρξεζηκνπνηεζεί κε ηνλ 

θαηάιιειν ηξόπν θαζώο δελ επεξεάδεηαη από ηνλ αξηζκό θαη ηελ ηάμε ησλ 

πνιπσλύκσλ.  

         Με θάζε ζύλνιν από m  πνιπώλπκα κε κέγηζην βαζκό d ( ζα ηα ζπκβνιίδνπκε 

 ), ζα ηα ζπζρεηίδνπκε κε έλαλ πίλαθα βάζεο . Η θπξηόηεξε ηδηόηεηα ζηελ 

νπνία  ζηεξίρζεθε ε ζεσξεηηθή δηαδηθαζία ηνπ αιγόξηζκνπ ERES ( Καξθαληάο 1987) 

, ήηαλ όπσο είπακε θαη παξαπάλσ, όηη ν ΜΚΓ παξακέλεη αλαιινίσηνο ύζηεξα από 
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ζηνηρεηώδεηο γξακκνπξάμεηο θαη κεηαηνπίζεηο ζηνλ πίλαθα  . Έλα από ηα 

βαζηθόηεξα βήκαηα ηνπ ζεσξεηηθνύ αιγόξηζκνπ είλαη ε εθινγή ηνπ πίλαθα  γηα  

ηνλ ρώξν ησλ γξακκώλ  ηνπ  , θαη ζηελ ζπλέρεηα ν κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ ζε άλσ 

ηξηγσληνπνηήζηκε κνξθή ή ζε Δξκηηηαλή κνξθή  , κεηά από ζηνηρεηώδεηο 

γξακκνπξάμεηο. Κάλνληαο  κεηαηνπίζεηο θαη αιιεπάιιειεο ηξηγσληνπνηήζεηο ζηνλ 

πίλαθα  , ν βαζκόο ησλ πηλάθσλ πνπ πξνθύπηνπλ θάζε θνξά ζπλερώο 

ειαηηώλεηαη θαη ηειηθά απνθηάκε έλαλ πίλαθα  . Ο πίλαθαο απηόο  έρεη βαζκίδα 

ίζε κε έλα    ( rank ) θαη από απηόλ νξίδνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ ΜΚΓ ηνπ 

ζπλόινπ ησλ πνιπσλύκσλ . Γηα λα πεξηγξαθεί ν αιγόξηζκνο  ζα ρξεηαζηεί λα 

αλαθεξζνύλ θαη λα εμεγεζνύλ νξηζκέλα ζύκβνια ηα νπνία ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ 

παξαθάησ. 

 Αο  είλαη ινηπόλ : 

 

. 

          Γηα νπνηνδήπνηε ζύλνιν νξίδνπκε ην δηάλπζκα αληηπξνζώπεπζεο (VR)  

 , θαη ηνλ πίλαθα βάζεο (BM)  ζαλ :   

, όπνπ 

 θαη   Με  ζα νξίδνπκε λα είλαη 

ν ΜΚΓ ηνπ ζπλόινπ. Αλ  είλαη αθέξαηνο γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη :

  ηόηε  ,θαη ζα νλνκάδνπκε ηελ ηάμε ηνπ 

Δπηπξόζζεηα , ζαλ  ζα νλνκάδεηαη ν ζηνηρεηώδεο δηαηξέηεο ηνπ ΜΚΓ .Σν 

ζύλνιν  ζα νλνκάδεηαη  γλήζην ( proper) αλ  θαη κε γλήζην ( non-proper)  

αλ ην , αληίζηνηρα. ηελ ζπλέρεηα ζα νξηζηνύλ θαη νη εμήο  πξάμεηο – 

δηαδηθαζίεο, νη νπνίεο είλαη γλσζηέο θαη ζαλ κεηαζρεκαηηζκνί ERES : 

i. ηνηρεηώδεο πξάμεηο γξακκώλ ( γξακκνπξάμεηο ) ζηνλ πίλαθα   

ii. Πξόζζεζε ή απαινηθή κεδεληθώλ γξακκώλ ηνπ πίλαθα  

iii. Αλ είλαη κηα γξακκή ηνπ   

νξίδνπκε  ηελ πξάμε ηεο κεηαηόπηζεο  ( shifting operation) shf:

. 
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        Οη παξαπάλσ πξάμεηο εξκελεύνληαη δηαθνξεηηθά ζηα δηάθνξα πνιπώλπκα, θαη 

γηα απηόλ ηνλ ιόγν ζα γίλεη πξνζπάζεηα λα εμεγεζνύλ. Με ηνλ πξώην ( i ) ηύπν 

πξάμεσλ , ππνδειώλεηαη  όηη κπνξεί λα αλαδηαηαρζεί ε ζεηξά ζηνλ πίλαθα  , λα 

πνιιαπιαζηαζηνύλ νη ζπληειεζηέο ηνπ κε κε κεδεληθνύο αξηζκνύο θαη λα 

αληηθαηαζηαζεί  ην πνιπώλπκν κε έλαλ γξακκηθό ζπλδπαζκό όισλ ησλ πνιπσλύκσλ 

ηνπ ζπλόινπ. Αληίζεηα , ν δεύηεξνο ( ii )  ηύπνο πξάμεσλ , επηηξέπεη λα απαιεηθζνύλ 

όια ηα κεδεληθά πνιπώλπκα από ηνλ πίλαθα  ,ή θαη λα πξνζηεζνύλ αληίζηνηρα . 

Σέινο, ν ηξίηνο ηύπνο  ( iii )  πξάμεσλ  ππνδειώλεη όηη εάλ έλα πνιπώλπκν ηνπ 

ζπλόινπ γξάθεηαη  , ηόηε κπνξεί λα ην αληηθαηαζηαζεί κε  ην 

πνιπώλπκν , ην νπνίν έρεη κηθξόηεξν βαζκό από ην αξρηθό. Με ηνλ ζπκβνιηζκό 

, ζπκβνιίδεηαη ην ζύλνιν , ην νπνίν πξνθύπηεη από ην  , 

εθηειώληαο κεηαηνπίζεηο ζε θάζε πνιπώλπκν ηνπ. 

       Έηζη ινηπόλ , ζύκθσλα κε ηα παξαπάλσ πξνθύπηνπλ νξηζκέλεο ηδηόηεηεο γηα ηνλ 

ΜΚΓ (Karcanias et al.,1993) . 

 

ΘΔΩΡΗΜΑ 2.5.1 Γηα νπνηνδήπνηε ζύλνιν  κε πίλαθα βάζεο (ΒΜ) 

,  θαη  πξνθύπηνπλ νη αθόινπζεο ηδηόηεηεο : 

i. Δάλ R είλαη ν γξακκνρώξνο ηνπ  , ηόηε ην θ(s) είλαη αλαιινίσην από ην R. 

Δπηπιένλ , αλ  ηόηε  

ii. Δάλ  θαη  ηόηε  

 

iii. Δάλ  είλαη γλήζην ζύλνιν ( proper) , ηόηε ν   είλαη αλαιινίσηνο κεηά 

από ηηο παξαπάλσ πξάμεηο.  

 

       πλνςίδνληαο ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο ,πξνθύπηνπλ ηα παξαθάησ ζεκεία, πνπ 

αμίδεη λα ζεκεησζνύλ ,  γηα ηελ κεζνδνινγία εύξεζεο θαη  ππνινγηζκνύ ηνπ ΜΚΓ 

πνιπσλύκσλ: 

i. Γελ ρξεηάδνληαη όια ηα πνιπώλπκα ηνπ  γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ, 

αιιά  κόλν έλα ππνζύλνιν ηνπ ην νπνίν έρεη ηελ ηδηόηεηα λα παξέρεη ηνλ 

γξακκνρώξν R ηνπ πίλαθα . 
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ii. Ο ππνινγηζκόο ηνπ ΜΚΓ κπνξεί λα κεηαηξαπεί ζηελ εύξεζε ηνπ ΜΚΓ ελόο 

γλήζηνπ ζπλόινπ ( proper set) ,εάλ έρνπκε εθαξκόζεη κεηαηνπίζεηο ζην αξρηθό 

ζύλνιν. 

iii. Γηα έλα γλήζην ζύλνιν  ,κηα επηηπρεκέλε εθαξκνγή ηξηγσληνπνίεζεο ηνπ 

πίλαθα  κε ηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο ERE ,νδεγεί ζε κείσζε ηνπ βαζκνύ από 

ην αξρηθό ζύλνιν. 

iv. Αλ γηα έλα ζύλνιν  ηόηε νπνηνδήπνηε πνιπώλπκν ηνπ  

νξίδεη ηνλ ΜΚΓ.  

       Η ζεσξεηηθή δηαδηθαζία ERES γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ  

ελόο ζπλόινπ , κε πίλαθα βάζεο (ΒΜ)  ,  θαη  , 

κπνξεί λα πεξηγξαθεί από ηνλ παξαθάησ αιγόξηζκν. 

Αλγόπιθμορ ERES 

If  then 

          

          

    while  είλαη γλήζην do 

              if   then 

                        είλαη πξώην  (coprime), quit 

          else 

                     if  then 

                            if  then 

                                   όπνην κε κεδεληθό πνιπώλπκν ηνπ quit 

                            else 

                                 if  then 

                                  όξηζε ην κέγηζην γξακκηθό αλεμάξηεην ζύλνιν πνπ απνηειείηαη  

                                  από ηα  r δηαλύζκαηα ησλ γξακκώλ ηνπ  

                                   o BM ηνπ  

          ε αξηζηεξή θιηκαθσηή κνξθή (Left Echelon Form) ηνπ  

           ην κηθξόηεξν ζε βαζκό πνιπώλπκν ηνπ  

          If then 

                    είλαη πξώην ( coprime) , quit 

          Else   
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                  If  then 

                             Τπνιόγηζε ηα κεδεληθά ηνπ  θαη έιεγμε εάλ είλαη ή αλ δελ είλαη  

                              κεδεληθά ελόο δηαλύζκαηνο αληηπξνζώπεπζεο(VR) ηνπ .  

                             Γηακόξθσζε ην  από απηέο ηηο ξίδεο 

                      Else  

                             If then 

                                     ην απνηέιεζκα ηεο εθαξκνγήο ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ   

                                     ERES ζηνλ  

                                      

 

          H παξαπάλσ δηαδηθαζία ζα ηεξκαηηζηεί εμαηηίαο όηη ζα κεηώλνληαη θαη ε 

δηάζηαζε (m) θαη ν βαζκόο (d) ησλ ηζνδύλακσλ πνιπσλύκσλ.  

 

Δπηπξνζζέησο , αμίδεη λα ηνληζζεί όηη ε δηαδηθαζία ERES κεηώλεη ηνλ βαζκό ησλ 

πνιπώλπκσλ πνπ πξνθύπηνπλ θάζε θνξά θαη ηειεηώλεη , κόλν όηαλ ν ηειηθόο πίλαθα 

βάζεο έρεη βαζκίδα ίζε κε έλα. Γηα απηόλ ηνλ ιόγν θαζώο επίζεο θαη γηα δηάθνξνπο 
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άιινπο (  ε ρξήζε κεζόδσλ γηα ηελ ηξηγσληνπνίεζε ησλ πηλάθσλ  θ.α.) 

παξνπζηάδεηαη έλαο αλεπηπγκέλνο αξηζκεηηθόο αιγόξηζκνο πνπ καο επηηξέπεη ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ πνιπσλύκσλ (Karcanias et al.,1993). 

          Αο είλαη  έλαο πίλαθαο βάζεο ηνπ , 

ε ηάμε ηνπ ,  νη ηδηνηηκέο ηνπ , θαη  δνζκέλεο 

αλνρέο . 

ΒΗΜΑ 1   If  είλαη κε γλήζηνο ( non-proper) ( then 

                        

                  είλαη έλαο ζηνηρεηώδεο δηαηξέηεο ηνπ  γηα s=0 

                    είλαη ν ΜΚΓ ηνπ γλήζηνπ ζύλνιν πνπ νξίδεηαη από               

                       ην  (ΒΜ)   

                  

               else 

                      είλαη γλήζηνο  

                    Η πξώηε ζηήιε ηνπ  είλαη κε κεδεληθή  

                   

ΒΗΜΑ 2   If  then 

                    Σα πνιπώλπκα είλαη πξώηα κεηαμύ ηνπο 

                       ,quit 

                 Else 

                    If  then 

                         Οπνηαδήπνηε κε κεδεληθή γξακκή ηνπ  δίλεη ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ 

                          , quit 

                    If  then 

                          Φάμε λα βξεηο ηελ θαιύηεξε βάζε δηαλύζκαηα αλάκεζα  

                          ζηηο γξακκέο ηνπ πίλαθα  θαη  αληίζηνηρνο  

                           ππνπίλαθαο ηνπ  

                            

BHMA 3  3.1 Αλαδηέηαμε ηηο γξακκέο ηνπ ζε θζίλνπζα ζεηξά ζύκθσλα κε ηνλ  

                      αξηζκό ησλ κεδεληθώλ ζε απηέο. 

                3.2 If είλαη ην ίδην γηα όια ηα then 

                       Φάμε  ηηο ηδηνηηκέο ηνπ  
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                      If θαη then 

                        Οπνηαδήπνηε ζεηξά ηνπ δίλεη ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ , quit 

                3.3 Υξεζηκνπνίεζε παξαγνληνπνίεζε Gauss κε κεξηθή νδήγεζε ζηνλ   

                       θαη κεηαζρεκάηηζε ηνλ ζε πάλσ ηξαπεδνεηδή ή ηξηγσληθή κνξθή . 

                      

                3.4  ε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή ηνπ  

                3.5    Υξεζηκνπνίεζε ηελ πξάμε ηεο κεηαηόπηζεο ζηνλ  

                3.6   Δπαλέιαβε ην βήκα 3  

 

          Παξάιιεια κε ηα παξαπάλσ αμίδεη λα ζεκεησζεί ζε απηό ην ζεκείν όηη ε 

κέζνδνο ERES , εηζάγεη γηα πξώηε θνξά ηελ έλλνηα ηνπ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ ( 

approximate GCD ) γηα έλα ζύλνιν από πνιπώλπκα. Η εηζαγσγή  ηεο έλλνηαο «θαηά 

πξνζέγγηζε» γίλεηαη ζηελ αλάγθε εθαξκνγήο ηεο ζεσξεηηθήο δηαδηθαζίαο .Η αλάγθε 

απηή νδεγεί ζηε ρξήζε αξηζκεηηθώλ εξγαιείσλ ηα νπνία ζα απνθεύγνπλ κε 

ζεκαληηθά  αξηζκεηηθά ζθάικαηα  θαη ζα επηλννύλ θαηάιιεια θξηηήξηα ηεξκαηηζκνύ 

ηνπ αιγνξίζκνπ. 

 

3.2.6  O SVD αλγόπιθμορ ( Singular Value Decomposition ) 

 

          Σν 1995 εηζάγεηε έλαο λένο αιγόξηζκνο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ 

πνιπσλύκσλ κηα κεηαβιεηήο (Corless et al.,1995). Ο αιγόξηζκνο απηόο είλαη 

γλσζηόο ζαλ SVD αιγόξηζκνο ( Singular Value Decomposition ) ή αλ 

πξνζπαζήζνπκε λα ηνλ απνδώζνπκε ζηα Διιεληθά σο αιγόξηζκνο κε ηελ βνήζεηα 

αλάιπζεο ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ηηκώλ ελόο πίλαθα. Ο αιγόξηζκνο απηόο ζύκθσλα κε 

ηνλ Corless  είλαη πην απιόο θαη πην έγθπξνο, από δηάθνξνπο άιινπο .  

          Γηα λα κπνξέζεη θαλείο λα θαηαλνήζεη ηνλ αιγόξηζκν , είλαη ζθόπηκν λα 

αλαθεξζνύλ θαη λα εμεγεζνύλ νξηζκέλεο έλλνηεο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηνλ 

αιγόξηζκν. Αξρηθά αο παξνπζηάζνπκε ηελ ( SVD ) αλάιπζε  ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ 

ηηκώλ ελόο πίλαθα. Γηα λα αλαιύζνπκε έλαλ πίλαθα Α κε ηελ βνήζεηα ησλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ ηηκώλ ηνπ εξγαδόκαζηε σο εμήο : 

 Τπνινγίδνπκε αξρηθά ηνλ αλάζηξνθν ηνπ πίλαθα Α , δειαδή ηνλ  .θαη ζηελ 

ζπλέρεηα ην γηλόκελν  
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 ηελ ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα  θαη ηηο 

ηνπνζεηνύκε ζε θζίλνπζα ζεηξά , θαηά απόιπηε ηηκή. Οη ραξαθηεξηζηηθέο 

ηηκέο ηνπ πίλαθα Α , είλαη νη ηεηξαγσληθέο ξίδεο ησλ παξαπάλσ ηδηνηηκώλ.  

 Καηαζθεπάδνπκε ηνλ δηαγώλην πίλαθα  ν νπνίνο έρεη ζηελ θύξηα δηαγώλην 

ηνπ ,ηηο παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθέο ηηκέο ηνπνζεηεκέλεο ζε θζίλνπζα ζεηξά. 

ηελ ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηνλ αληίζηξνθν ηνπ  , δειαδή ηνλ  

 Από ην 2ν βήκα ρξεζηκνπνηνύκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα  θαη 

ππνινγίδνπκε ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ. Έηζη θαηαζθεπάδνπκε ηνλ V πίλαθα , ν 

νπνίνο έρεη ζαλ ζηήιεο ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλύζκαηα  .ηελ ζπλέρεηα 

ππνινγίδνπκε ηνλ αλάζηξνθν ηνπ  V ,δειαδή ηνλ . 

 Σέινο ππνινγίδνπκε ηνλ πίλαθα U, όπνπ  . Γηα λα ππνινγίζνπκε 

ηελ SVD αλάιπζε γξάθνπκε ηνλ Α ζαλ  

ε απηό ην ζεκείν αμίδεη λα ζεκεησζεί ε δηαθνξά ησλ ηδηνηηκώλ από ηηο 

ραξαθηεξηζηηθέο ηηκέο ελόο πίλαθα. πλήζσο ζπγρένληαη θαη ηαπηίδνληαη απηέο νη δύν 

έλλνηεο, πξάγκα ην νπνίν είλαη ιάζνο. Αλ ν πίλαθαο Α είλαη ζπκκεηξηθόο ζεηηθά 

νξηζκέλνο , ηόηε θαη κόλν νη ηδηνηηκέο ηαπηίδνληαη κε ηηο ραξαθηεξηζηηθέο ηηκέο.            

Δπηπξόζζεηα κε ηα παξαπάλσ , αλ καο δνζνύλ δύν πνιπώλπκα   

 θαη   , 

ηόηε ν πίλαθαο ηνπ Sylvester ησλ  θαη  ζα είλαη έλαο πίλαθαο  

δηαζηάζεσλ ζπκπιεξσκέλνο σο εμήο:  

 

           Με ηελ βνήζεηα όζσλ πξναλαθέξακε , κπνξνύκε ηώξα λα πεξηγξάςνπκε ηνλ 

SVD αιγόξηζκν. (Corless et al.,1995). 

 

SVD αλγόπιθμορ  
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ΔΙΟΓΟ ( Input) ηα πνιπώλπκα p θαη q κε  θαη πεξηζώξην 

αλνρήο ζθάικαηνο  

Γιαδικαζία: 

Βήκα 1. ρεκάηηζε ηνλ πίλαθα ηνπ Sylvester S ,γηα ηα δύν πνιπώλπκα p θαη q. 

Βήκα 2. Άλαιπζε ηνλ πίλαθα S κε ηελ βνήζεηα ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ηνπ 

ηηκώλ  (SVD)  

Βήκα 3. Βξεο ην κεγαιύηεξν k ηέηνην ώζηε  θαη  ( αλ 

όια ηα  θαζόξηζε ,  θαη αλ δελ ηζρύεη θάηη ηέηνην βγάιε 

ιάζνο) . Ο δείθηεο k δειώλεη ηελ ηάμε ηνπ πίλαθα S (  θαη ν 

βαζκόο ηνπ d ζα είλαη . 

Βήκα 4. Τπνιόγηζε ην d  κε έλαλ από ηνπο παξαθάησ ηξόπνπο: 

(i) Τπνιόγηζε ην d κε ηνλ ζπλεζηζκέλν ηξόπν ηνπ Δπθιείδεηνπ 

αιγόξηζκνπ, θαη ηεξκαηηζέ ηνλ όηαλ ν βαζκόο ηνπ ππνινίπνπ γίλεη 

ίζν κε . 

(ii) ( Απηή ε ινγηθή κέζνδνο είλαη αλαπόδεηθηε . ) πγθξόηεζε ηηο k 

γξακκέο από επάλσ ηνπ πίλαθα   ή ηζνδύλακα ηνπ  

Τπνιόγηζε ηελ θιηκαθσηή δηάηαμε απηνύ ηνπ πίλαθα 

ρξεζηκνπνηώληαο απαινηθή Gauss κε κεξηθή νδήγεζε 

(iii) Λύζε ην πξόβιεκα ηεο παξαθάησ ειαρηζηνπνίεζεο κε βαζηθέο  

ηερληθέο βειηηζηνπνίεζεο .(Corless et al.,1995) Ο «θνληηλόο-ΜΚΓ» 

απνηειεί ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο 

2+ ( 2− 2, όπνπ    είλαη ν +1  − +1  πίλαθαο 

Cauchy  νξηζκέλνο από ηνπο άγλσζηνπο ζπληειεζηέο ηνπ «θνληηλνύ-

ΜΚΓ» d , βαζκνύ . Αληίζηνηρα ,  είλαη ν 

+1 πίλαθαο Cauchy. Σέινο ,  1 θαη 2 είλαη ηα άγλσζηα 

δηαλύζκαηα  ησλ ζπληειεζηώλ πνπ πξνθύπηνπλ από ην πειίθν ησλ 

πνιπσλύκσλ. Σν πξόβιεκα απηό ιύλεηε ζαλ έλα κε γξακκηθό 

πξόβιεκα ειαρίζησλ ηεηξγώλσλ θαη έηζη βξίζθεηε ην . 
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3.2.7  Matrix pencil απιθμηηική μέθοδορ  για ηον ςπολογιζμό ηος ΜΚΓ.  

 

           Σν 1994 ν Καξθαληάο εηζάγεη κηα θαηλνύξηα κέζνδν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε ελόο  ζπλόινπ  m  πνιπσλύκσλ   , κέγηζηνπ βαζκνύ d. 

Η παξαπάλσ κέζνδνο βαζίδεηαη ζηελ ηδηόηεηα όηη ν κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο ηνπ 

 είλαη ηα απνζπδεπηηθά κεδεληθά εμόδνπ ( output decoupling zeros) ηνπ ελόο 

γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο   ,  ην νπνίν ζπλδέεηαη κε ην   (Karcanias et 

al.,1994). Ο ππνινγηζκόο ηνπ ΜΚΓ κεηαηξέπεηαη ζηελ εύξεζε ησλ κεδεληθώλ ησλ 

όπνπ  είλαη ν κε παξαηεξήζηκνο ππνρώξνο ηνπ .  Σν 2006, 

(Karcanias et al.,2006) ν Καξθαληάο εμεηάδεη όιεο ηηο matrix pencil κεζόδνπο  γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ  ρξεζηκνπνηώληαο ζηελ αλάπηπμε ησλ αιγνξίζκσλ ζπκβνιηθό 

θαη αξηζκεηηθό πξνγξακκαηηζκό , πνπ ηα αλαθέξεη ζαλ «πβξηδηθνύο ππνινγηζκνύο» ( 

hybrid computations). O ζπλδπαζκόο ησλ αξηζκεηηθώλ δηαδηθαζηώλ κε ηνλ 

ζπκβνιηθό πξνγξακκαηηζκό βειηηώλεη ηελ θύζε ηνπ αιγόξηζκνπ   θαη εγγπάηαη ηελ 

ζηαζεξόηεηα ηνπ. 

 

Αλγόπιθμορ standard matrix pencil 

Βήκα 1. Τπνιόγηζε ηνλ πίλαθα βάζεο Μ γηα ηνλ δεμηό κεδελνρώξν  

ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ SVD ( Singular Value Decomposition) αιγόξηζκν. 

Βήκα 2. Γεκηνύξγεζε ηνλ  δηαγξάθνληαο ηελ ηειεπηαία ζεηξά ηνπ . 

Βήκα 3. Τπνιόγηζε ηνλ πίλαθα  ηέηνην ώζηε  

Βήκα 4. Γεκηνύξγεζε ηνλ πίλαθα παξαηεξεζηκόηεηαο  

 

Βήκα 5. Τπνιόγηζε ηνλ δεμηό κεδελνρώξν  

ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ SVD ( Singular Value Decomposition). 

Βήκα 6. Γεκηνύξγεζε  pencil matrix  . Οπνηνζδήπνηε 

κηθξόηεξνπ βαζκνύ κέγηζηεο ηάμεο  νξίδεη ηνλ ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ. 
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Resultant matrix pencil μέθοδορ 

Βήκα 1. Τπνιόγηζε ηνλ πίλαθα βάζεο  γηα ηνλ δεμηό κεδελνρώξν ηνπ πίλαθα 

ηνπ Sylvester S. 

Βήκα 2. Όξηζε ηνλ ΜΚΓ pencil matrix  , όπνπ  θαη  

είλαη νη πίλαθεο νη νπνίνη πξνθύπηνπλ από ηνλ  , αλ δηαγξάςνπκε ηελ 

ηειεπηαία θαη ηελ πξώηε ζεηξά από ην  , αληίζηνηρα. 

Βήκα 3. Τπνιόγηζε νπνηνδήπνηε κε κεδεληθή ειάζζσλ νξίδνπζα  ηνπ 

 θαη έηζη βξίζθνπκε ηνλ ΜΚΓ . Γειαδή . 

 

          ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη έλα παξάδεηγκα ην νπνίν ζα βνεζήζεη ηνλ 

αλαγλώζηε λα θαηαιάβεη θαη λα θαηαλνήζεη πιήξσο ηνπο δύν παξαπάλσ 

αιγνξίζκνπο. 

 

Παπάδειγμα: 

 

Να ππνινγίζεηε ηνλ ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ :  

 

Όπσο παξαηεξνύκε παξαπάλσ πξόθεηηαη έλα ζύλνιν από  ηέζζεξα πνιπώλπκα , κε 

κέγηζην βαζκό 3 , θαη δεύηεξν κέγηζην βαζκό 2.  

Standard matrix pencil κέζνδνο . 

Ο πίλαθαο βάζεο  είλαη : 

 

  

Όπνπ ν πίλαθαο ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ηηκώλ ηνπ πίλαθα  ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ 

SVD αιγόξηζκν ,  έρνπκε από ην MATLAB ( [U,S,V]=svd(a) ) ηνλ πίλαθα ησλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ ηηκώλ  
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θαη ηνλ πίλαθα  λα είλαη  

 

Όπνπ ε  αλνρή πνπ ρξεζηκνπνηήζακε είλαη .Η ηειεπηαία ραξαθηεξηζηηθή ηηκή 

είλαη πνιύ κηθξή θαη κπνξεί λα ζεσξεζεί κεδέλ . Οη ζηήιεο ηνπ  νη νπνίεο 

αληηζηνηρνύλ ζηελ κεδεληθή ραξαθηεξηζηηθή  ηηκή   είλαη ε ηειεπηαία , θαη έηζη ν 

πίλαθαο  είλαη  

 

θαη ν αληίζηνηρνο  δηαγξάθνληαο ηελ ηειεπηαία ζεηξά είλαη 

 

ηελ ζπλέρεηα πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηνλ πίλαθα  ηέηνηνο ώζηε . Όπνπ 

ζα ηνλ ππνινγίζνπκε αλ εθαξκόζνπκε SVD αλάιπζε ζηνλ αλάζηξνθν πίλαθα ηνπ 

 θαη ν  ζα είλαη ν βάζε γηα ηνλ κεδελνρώξν ηνπ . 

Έηζη πξνθύπηεη όηη  

 

Γηα ην πνιπώλπκν  ν ζπλνδεύνλ πίλαθαο ( companion matrix ) θαη ν πίλαθαο 

παξαηεξεζηκόηεηαο είλαη αληίζηνηρα  

 

θαη έηζη  

Από όπνπ πξνθύπηεη ν πίλαθαο   , ν νπνίνο είλαη ν δεμηόο κεδελνρώξνο ηνπ πίλαθα 

. Δπνκέλσο , έρνπκε : 
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Καη έηζη pencil πίλαθαο είλαη : 

 

Από όπνπ ε ειάρηζηε νξίδνπζα είλαη 

 

Άξα ν ΜΚΓ ησλ είλαη ν . 

▄ 

Nα ζεκεηώζνπκε ζε απηό ην ζεκείν όηη ν αιγόξηζκνο δνπιεύεη νκνίσο θαη αλάινγα   

θαη κε ηελ  Resultant matrix pencil κέζνδν. Η δηαθνξά ηνπο είλαη όηη ζηνλ δεύηεξν 

πίλαθα ππνινγίδνπκε ηνλ πίλαθα ηνπ Sylvester . ε ζρέζε κε ηνλ πίλαθα  ν 

πίλαθαο ηνπ Sylvester ,  είλαη κεγαιύηεξνπ κεγέζνπο θαη έηζη νη πξάμεηο ζα ήηαλ 

ζαθώο πην πνιύπινθεο . 

 

3.2.8  ΜΚΓ και ηο Generalized Resultant θεώπημα. 

 

Αλ ζεσξήζνπκε ην ζύλνιν ησλ πνιπσλύκσλ : 

  

θαη  

. 

Αλαπαξηζηάλνπκε ηα πνιπώλπκα  ζε ζρέζε κε ηνπο κέγηζηνπο βαζκνύο  

ηνπο n  θαη p , αληίζηνηρα σο εμήο: 

 

θαη 

. 

Σν ζύλνιν  ζα ιέγεηαη (n,p) ηάμεο πνιπσλπκηθό ζύλνιν ή ζα ην 

παξνπζηάδνπκε ζπληεηκεκέλα ζαλ P. Σνλ κέγηζην θνηλό δηαηξέηε ηνπ P ζα ηνλ 

ζπκβνιίδνπκε κε .  

            Δπηπξόζζεηα κε ηα παξαπάλσ ,γηα θάζε ζύλνιν P νξίδνπκε ην δηάλπζκα 

αληηπξνζώπεπζεο  θαη ηνλ πίλαθα βάζεο . 
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Θεσξώληαο όια ηα παξαπάλσ κπνξνύκε λα νξίζνπκε έλαλ πίλαθα  , o 

νπνίνο ζα ζπλδέεηαη κε ηνλ πνιπώλπκν  σο εμήο: 

 

θαη ηνλ πίλαθα , αληίζηνηρα  ν νπνίνο  ζπλδέεηαη κε ηα πνιπώλπκα 

 σο εμήο : 

 

γηα θάζε  

          Παξάιιεια , ν εθηεηακέλνο πίλαθαο Sylvester ( extended Sylvester matrix ) ή 

δηαθνξεηηθά ν γεληθεπκέλνο resultant ( generalized resultant matrix)  γηα ην ζύλνιν P  

, νξίδεηαη σο εμήο: . 

Ο πίλαθαο  ,είλαη  ν πίλαθαο βάζεο γηα ην ζύλνιν ησλ πνιπσλύκσλ ,  

 

ν νπνίνο είλαη γλσζηόο θαη ζαλ Sylvester resultant ζύλνιν ( Sylvester resultant set ) 

ελόο δνζκέλνπ ζπλόινπ P. 

         ύκθσλα κε όια ηα παξαπάλσ , θαζώο επίζεο θαη κε (Karcanias et al.,2004) , 

(Vardulakis et al.,1978) δηαηππώλεηαη ην γεληθεπκέλν Resultant  ζεώξεκα ( 

Generalized Resultant Theorem ) ην νπνίν βνεζάεη πνιύ ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε .  

 

Θεώπημα 1. Γεληθεπκέλν Resultant ζεώξεκα (Generalized Resultant Theorem ) 

Γίλνληαο έλα ζύλνιν από πνιπώλπκα  θαη  , ην νπνίν έρεη εθηεηακέλν 

πίλαθα Sylvester (generalized resultant )  , ηζρύνπλ νη παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

i. Μηα ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα λα είλαη πξώην (coprime) κεηαμύ ηνπο , 

έλα ζύλνιν από πνιπώλπκα, είλαη λα ηζρύεη :  
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      ,όπνπ : ε ηάμε ηνπ πίλαθα  

ii. Αλ είλαη  ν ΜΚΓ ηνπ ζπλόινπ Ρ, ηόηε : 

 

iii. Αλ κεηαηξέςνπκε  ηνλ πίλαθα  ζε θιηκαθσηή κνξθή ,  ρξεζηκνπνηώληαο 

ζηνηρεηώδεο γξακκνπξάμεηο , ηόηε ε ηειεπηαία κε κεδεληθή ζεηξά , νξίδεη ηνπο  

ζπληειεζηέο ηνπ ΜΚΓ ηνπ ζπλόινπ ησλ πνιπσλύκσλ. 

 

3.2.9 Ακολοςθία πολςωνςμικών ςπολοίπων (PRS) 

 

           Έλαο από ηνπο πην γλσζηνύο αιγνξίζκνπο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ 

πνιπσλύκσλ κηαο κεηαβιεηήο είλαη ε αθνινπζία πνιπσλπκηθώλ ππνινίπσλ ( 

Polynomial Remainder Sequence – PRS ). O παξαπάλσ αιγόξηζκνο απνηειεί κηα 

γελίθεπζε ηνπ επθιείδεηνπ αιγνξίζκνπ θαη είλαη πνιύ απιόο ζηελ ρξήζε ηνπ. 

Φαηλνκεληθά δελ ππάξρεη πξόβιεκα ζηελ ρξήζε ηνπ , αληίζεηα όκσο ζηελ πξάμε 

είλαη αξθεηά δύζθνιν. ηηο πεξηζζόηεξεο πξαθηηθέο εθαξκνγέο , νη ζπληειεζηέο ησλ 

πνιπσλύκσλ είλαη αξηζκνί θηλεηήο ππνδηαζηνιήο , θαη θάλνπκε απζαίξεηα απνθνπέο 

νη νπνίεο επεξεάδνπλ ην αθξηβέο απνηέιεζκα ηνπ αιγνξίζκνπ. 

 

Αλγόπιθμορ PRS (Noda et al., 1991) 

Δίζνδνο : Πνιπώλπκα  θαη  κε ζπληειεζηέο ξεηνύο αξηζκνύο , όπνπ 

  

Έμνδνο : Μέγηζηνο Κνηλόο Γηαηξέηεο ησλ  θαη  : ΜΚΓ(  

Μέζνδνο :  

                while do 

                begin 

                      

                      

                end 

                return  

Όπνπ  ζπκβνιίδνπκε ην αξρηθό κέξνο ηνπ πνιπσλύκνπ ( primitive part ). 
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3.3  Ο καηά πποζέγγιζη ΜΚΓ ( approximate GCD ). 

 

         Όπσο αλαθέξακε θαη παξαπάλσ ε έλλνηα ηνπ Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε ησλ 

πνιπσλύκσλ , ραξαθηεξίδεηαη από ηελ ηδηόηεηα όηη ν ππνινγηζκόο ηνπ είλαη non-

generic. H αλάγθε νξηζκνύ ελλνηώλ όπσο «ζρεδόλ κεδέλ» ή «θαηά πξνζέγγηζε 

ΜΚΓ» (appropriate GCD)  ,έρεη αλαγλσξηζηεί ζαλ ζεκαληηθή ζε πνιιέο εθαξκνγέο. 

Σν πξόβιεκα ηνπ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ εγείξεηαη θάζε θνξά , πνπ πξέπεη 

ρεηξηζηνύκε «κε ηειείσο γλσζηά» πνιπώλπκα, όηαλ νη ζπληειεζηέο πξνθύπηνπλ κεηά 

από κεηξήζεηο ή όηαλ έρνπκε πξάμεηο πνιπσλύκσλ κε ζπληειεζηέο θηλεηήο 

ππνδηαζηνιήο ( floating point coefficients ) ζηνλ ππνινγηζηή. Ο ππνινγηζκόο ηνπ 

ΜΚΓ είλαη έλα κε επζηαζέο πξόβιεκα. Μηα πνιύ κηθξή δηαηαξαρή ζην πνιπώλπκν 

κπνξεί λα αιιάμεη νιόθιεξε ηελ απάληεζε.  

          Γηα λα ππνινγίζνπκε ηνλ αθξηβή ΜΚΓ γηα n πνιπώλπκα , είλαη αξθεηό λα 

μέξνπκε λα ππνινγίδνπκε ηνλ ΜΚΓ γηα δύν πνιπώλπκα. Γηα ηνλ « θαηά πξνζέγγηζε 

» ΜΚΓ , ν ππνινγηζκόο είλαη ηειείσο δηαθνξεηηθόο (Rupprecht ,1998). Με ην ζέκα 

ηνπ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ έρνπλ αζρνιεζεί ν η Schoenhage ( 1985) , Noda θαη 

Sasaki (1996)  , Karmarkar θαη Lakshman ( 1996 ) , νη νπνίνη εμεηάδνπλ ην ζέκα  ζην 

γεληθόηεξν επξύηεξν πιαίζην ηεο Δπθιείδεηαο δηαίξεζεο  θαη γηα ηελ πεξίπησζε ησλ 

δύν πνιπσλύκσλ. Ο Chin ( Chin et al. , 1998 ) κειεηάεη θαη πξνηείλεη κεζόδνπο γηα 

ηνλ ππνινγηζκό ηνπ βαζκνύ ηνπ ΜΚΓ ρξεζηκνπνηώληαο SVD ( αλάιπζε 

ραξαθηεξηζηηθώλ ηηκώλ) ζε πίλαθεο Sylvester . Παξάιιεια , πξνηείλεη 

βειηηζηνπνηεκέλεο ζηξαηεγηθέο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ. Η 

νπζία ησλ παξαπάλσ κεζόδσλ γηα ηελ παξνπζίαζε ηνπ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ 

είλαη ε «ραιάξσζε» ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ηδηνηήησλ θαη ζπλζεθώλ , νη νπνίεο 

δηέπνπλ ηνλ αθξηβή ΜΚΓ. Η δπζθνιία ζε  όιεο ηηο κεζόδνπ ππνινγηζκνύ ηνπ «θαηά 

πξνζέγγηζε» ΜΚΓ είλαη , λα εγγπεζνύλ ην πόζν θαιή πξνζέγγηζε είλαη απηή πνπ 

πξνζθέξνπλ. 

         ηελ ζπλέρεηα ηεο εξγαζίαο ζα παξαηαζνύλ νξηζκέλνη αιγόξηζκνη γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ «θαηά πξνζέγγηζε»  ΜΚΓ πνιπσλύκσλ , αιιά δελ ζα επεθηαζνύκε 
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ζην παξώλ ζέκα. Ο αλαγλώζηεο κπνξεί λα αλαηξέμεη ζηελ παξαπάλσ πξνηεηλόκελε 

βηβιηνγξαθία γηα πεξαηηέξσ πξνζέγγηζε ηνπ ζέκαηνο.  

 

3.3.1 Ο «καηά πποζέγγιζη» ΜΚΓ και ο matrix pencil αλγόπιθμορ.  

 

          Ο resultant pencil πίλαθαο ηξνπνπνηεκέλνο θαηάιιεια , κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ «θαηά πξνζέγγηζε» έλλνηα ηνπ ΜΚΓ γηα  πνιπώλπκα. Απηό 

ζπκβαίλεη γηαηί νη ζπληειεζηέο ησλ αξρηθώλ πνιπσλύκσλ ηνπ ζπλόινπ  όπνπ 

ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ηνλ ΜΚΓ ,ζπλήζσο πξνθύπηνπλ από πεηξάκαηα ή από 

αξηζκεηηθνύο ππνινγηζκνύο. Γηα παξάδεηγκα γίλεηαη ζπρλά,  αληί γηα   λα 

ρξεζηκνπνηνύκε ην  ζηνπο ζπληειεζηέο. 

         Κάλνληαο ηνλ SVD αιγόξηζκν ζηνλ πίλαθα Sylvester είλαη πηζαλό όιεο νη 

ραξαθηεξηζηηθέο ηηκέο λα είλαη ζεηηθέο. Απηό ζεκαίλεη όηη ν δεμηόο κεδελνρώξνο ηνπ 

S ζα είλαη έλαο άδεηνο πίλαθαο θαη δελ ζα ππάξρεη αθξηβώο ΜΚΓ γηα ηα πνιπώλπκα , 

θαη έηζη ζα είλαη πξώηα. ε απηή ηελ πεξίπησζε πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηνλ «θαηά 

πξνζέγγηζε» ΜΚΓ( Karcanias et al. , 2006) . Ο παξαθάησ αιγόξηζκνο εθαξκόδεηαη 

ζηνλ Sylvester resultant θαη ρξεζηκνπνηεί ηελ έλλνηα ηνπ «θνληηλόο κεδελνρώξνπ» 

ελόο πίλαθα. Έλα πξνηέξεκα  ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ αιγνξίζκνπ  είλαη όηη ηεζηάξεη ηελ 

«πνηόηεηα» ηνπ ΜΚΓ πνπ πξνθύπηεη.   

Βήκα 1. Όξηζε έλα ‘μεθίλεκα’ (threshold)  . Δθάξκνζε SVD αλάιπζε ζηνλ 

πίλαθα . Όξηζε κηα βάζε Μ γηα ηνλ δεμηό «θνληηλό κεδελνρώξν» ηνπ πίλαθα 

ηνπ Sylvester . 

Βήκα 2. Όξηζε ηνλ ΜΚΓ pencil matrix  , όπνπ  θαη  

είλαη νη πίλαθεο νη νπνίνη πξνθύπηνπλ από ηνλ  , αλ δηαγξάςνπκε ηελ 

ηειεπηαία θαη ηελ πξώηε ζεηξά από ην  , αληίζηνηρα. 

Βήκα 3. Καηαζθεύαζε έλαλ πίλαθα κε ζηνηρεία όια ηηο κε κεδεληθέο ειάζζσλ 

νξίδνπζεο ηνπ  θαη ππνιόγηζε ηελ βάζε ηνπ  

Βήκα 4. Χξεζηκνπνίεζε ηνλ SVD αιγόξηζκν ζηνλ πίλαθα . Η 

ζηήιε ηνπ , ε νπνία αληηζηνηρεί ζηελ κεγαιύηεξε ραξαθηεξηζηηθή ηηκή δίλεη 

ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ ΜΚΓ. 

Βήκα 5. Υπνιόγηζε ηελ space angle ησλ  θαη  γηα λα θξίλεη πόζν θαιή 

είλαη ε πξνζέγγηζε πνπ έθαλεο. 
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3.3.2 Έναρ απλόρ αλγόπιθμορ για ηον «καηά πποζέγγιζη» ΜΚΓ.  

 

         Οη Noda θαη Sasaki ( Noda et al., 1991)  νξίδνπλ ηνλ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ 

πνιπσλύκσλ  κε ηελ βνήζεηα ηεο αθξίβεηα ε .ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη ν 

αιγόξηζκόο . 

 

Αλγόπιθμορ για ηον «καηά πποζέγγιζη» ΜΚΓ 

Δίζνδνο : Καλνληθά πνιπώλπκα  θαη έλαο κηθξόο 

ζεηηθόο αξηζκόο ε   

Έμνδνο  : Ο «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ ησλ  θαη , κε αθξίβεηα κηθξόηεξε 

από ε; 

Μέζνδνο : Τπνιόγηζε ηελ πνιπσλπκηθή αθνινπζία ππνινίπσλ ( PRS)  

                                    

                  κε ηελ επαλαιεπηηθή κέζνδν 

                                          

                                          

                  return  . 

 : ν κεγαιύηεξνο ζε απόιπηε ηηκή ζπληειεζηήο Ρ.  

Γειαδή , όπνπ  νη ζπληειεζηέο ηνπ πνιπσλύκνπ Ρ. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4
ο
  

Μέγιζηορ Κοινόρ Γιαιπέηηρ Πολςωνύμων Γύο Μεηαβληηών 

 

 

4.1 Διζαγωγή  

 

          Σα πνιπώλπκα κπνξνύλ λα θαηεγνξηνπνηεζνύλ εμαηηίαο πνιιώλ δηαθνξεηηθώλ 

ηδηνηήησλ. Μία από ηηο θαηεγνξηνπνηήζεηο είλαη βαζηζκέλεο ζηνλ αξηζκό ησλ 

κεηαβιεηώλ πνπ έρεη θάζε πνιπώλπκν. Σν πνιπώλπκν κε κία κεηαβιεηή νλνκάδεηαη 

πνιπώλπκν κηαο κεηαβιεηήο ( univariate polynomial ) , ελώ κε πεξηζζόηεξεο 

κεηαβιεηέο νλνκάδεηαη πνιπκεηαβιεηό πνιπώλπκν ( multivariate polynomial ). 

          Οξίδνπκε ( Cox et al. , 1996 )  με μεηαβληηέρ   

θαη ζπληειεζηέο από ην  ζώκα , λα είλαη πεπεξαζκέλνο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο 

κνλσλύκσλ. Θα γξάθνπκε ην πνιπώλπκν  ζηελ κνξθή  

 

όπνπ  ην άζξνηζκα είλαη έλαο πεπεξαζκέλνο αξηζκόο λ-άδσλ . Σν 

ζύλνιν όισλ ησλ πνιπσλύκσλ κε κεηαβιεηέο  θαη ζπληειεζηέο από 

ην  ην ζπκβνιίδνπκε . 

Γηα παξάδεηγκα  ην πνιπώλπκν :  

 

Δίλαη έλα πνιπώλπκν ζην ζώκα . Αο παξαζέζνπκε νξηζκέλα βαζηθά από ηα 

πνιπώλπκα ηα νπνία ζα ηα ρξεηαζηνύκε παξαθάησ : 

Αο είλαη  έλα πνιπώλπκν ζην . 

i. Θα νλνκάδνπκε  ζπληειεζηή ηνπ κνλώλπκνπ . 

ii. Αλ ηόηε ηνλ  ζα ηνλ νλνκάδνπκε όξν ηνπ πνιπσλύκνπ . 

iii. Ο ζπλνιηθόο βαζκόο (total degree) ελόο πνιπσλύκνπ  , ζπκβνιίδεηαη 

 θαη είλαη κέγηζην ησλ εθζεηώλ ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ 

αζξνίζκαηνο ησλ εθζεηώλ ζε όξν ηνπ πνιπσλύκνπ πνπ πεξηέρεη ην γηλόκελν 

ησλ κεηαβιεηώλ.  
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Γηα παξάδεηγκα ην πνιπώλπκν  , ην νπνίν είδακε 

παξαπάλσ έρεη ηέζζεξηο όξνπο θαη έρεη νιηθό βαζκό νθηώ , ελώ ην πνιπώλπκν 

 , έρεη νιηθό βαζκό 12. 

           Σα πνιπώλπκα όπσο αλαθέξακε θαη παξαπάλσ κπνξνύλ λα πεξηέρνπλ θαη 

παξαπάλσ από κία κεηαβιεηή. Απηά είλαη ηα πνιπκεηαβιεηά πνιπώλπκα. Οη 

πνιπσλπκηθνί δαθηύιηνη κε πεπεξαζκέλν αξηζκό κεηαβιεηώλ είλαη κηα από ηηο 

βαζηθέο έλλνηεο νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ αιγεβξηθή γεσκεηξία ( algebraic 

geometry ). Η αιγεβξηθή γεσκεηξία  είλαη έλαο θιάδνο ησλ καζεκαηηθώλ ν νπνίνο 

ζπλδπάδεη ηερληθέο από ηελ αθεξεκέλε άιγεβξα , θαη εηδηθόηεξα από ηελ 

αληηκεηαζεηηθή άιγεβξα κε ηελ γιώζζα θαη  ηα πξνβιήκαηα ηεο γεσκεηξίαο . 

Έλα από  ηα ζέκαηα πνπ εμεηάδνπλ όζνη αζρνινύληαη κε ηα πνιπκεηαβιεηά 

πνιπώλπκα είλαη ν ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ  ησλ πνιπσλύκσλ απηώλ .  

 

  

 

4.2 Μέγιζηορ Κοινόρ Γιαιπέηηρ Πολςωνύμων Γύο μεηαβληηών  

 

           Ο ππνινγηζκόο ηνπ Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε πνιπσλύκσλ δύν κεηαβιεηώλ 

,απνηειεί ζεκείν κειέηεο γηα πνιινύο εξεπλεηέο.  Η κειέηε ησλ αιγνξίζκσλ απηώλ 

έρεη κηα πνιύπ καθξηά ηζηνξία .Η ηδέα γελίθεπζεο ηνπ Δπθιείδεηνπ αιγόξηζκνπ γηα 

ΜΚΓ αθεξαίσλ ζε ΜΚΓ πνιπσλύκσλ εκθαλίδεηαη ηνλ 16ν αηώλα .  Χζηόζν ην 1967 

ν Collins πξνζπαζεί λα θάλεη κηα αλάιπζε ηνπ Δπθιείδεηνπ αιγόξηζκνπ γηα ηνλ ΜΚΓ 

πνιπκεηαβιεηώλ πνιπσλύκσλ. Αξγόηεξα ππάξρνπλ αξθεηνί  νη νπνίνη αζρνιήζεθαλ 

κε απηό . Ο ππνινγηζκόο ηνπ ΜΚΓ πνιπκεηαβιεηώλ πνιπσλύκσλ , άξα θαη θαη‟ 

επέθηαζε θαη πνιπσλύκσλ κε δύν κεηαβιεηέο είλαη από ηηο πην ζεκαληηθέο 

δηαδηθαζίεο ζηελ Τπνινγηζηηθή Άιγεβξα ( computer algebra ) θαη επνκέλσο 

αλαδεηάκε ηνπο πην απνδνηηθνύο αιγνξίζκνπο .  

         ηελ ζπλέρεηα ζα πξνζπαζήζνπκε λα παξνπζηάζνπκε ηνπο πην ζεκαληηθνύο 

αιγνξίζκνπο γηα ηελ εύξεζε ηνπ ΜΚΓ πνιπσλύκσλ κε δύν κεηαβιεηέο. ηνπο 

πεξηζζόηεξνπο αιγόξηζκνπο έρεη γίλεη αλαγσγή ηνπ αξρηθνύ αιγνξίζκνπ γηα 

πνιπώλπκα κε δύν κεηαβιεηέο . Δπηπξόζζεηα αλαθέξνπκε θαη ηξόπνπο ππνινγηζκνύ 

«θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ .  



Υπολογιςμόσ Μέγιςτου Κοινοφ Διαιρέτη Πολυωνφμων Δφο Μεταβλητών 

Κωνςταντίνοσ Ν. Μπλαζάκησ  

 

 
43 

 

4.2.1 Υπολογιζμόρ ΜΚΓ με παπεμβολή.  

 

     Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε  πνιπώλπκα . 

Απηά ηα πνιπώλπκα κπνξνύλ λα γξαθνύλ  ζηελ κνξθή (Karampetakis et al.,2007) : 

 

Γηα ιόγνπο επθνιίαο πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε παξαθάησ ζπκβνιίδνπκε:

.        

πκβνιίδνπκε   ηελ κεγαιύηεξε δύλακε ηνπ x ζην , θαη αληίζηνηρα ηελ 

κεγαιύηεξε δύλακε ηνπ y ζην  Παξάιιεια ,ηα πνιπώλπκα  

είλαη πξώηα κεηαμύ ηνπο. Οκνίσο ηα  είλαη πξώηα κεηαμύ ηνπο, θαη ηα 

 είλαη πξώηα όρη κόλν κε παξάγνληεο ηνπ x θαη ηνπ y (δειαδή 

δελ ππάξρνπλ θνηλνί παξάγνληεο ). Δπηπξόζζεηα κε ηα παξαπάλσ ζαλ 

 ζπκβνιίδνπκε ηνλ ΜΚΓ ησλ   , ζαλ  ηνλ ΜΚΓ ησλ  θαη 

ζαλ  ηνλ ΜΚΓ ησλ . 

          Η κεγαιύηεξε ηηκή πνπ κπνξνύλ λα πάξνπλ νη κεηαβιεηέο x θαη y ηνπ ΜΚΓ 

 δίλνληαη από ηνλ ηύπν: 

 

 θαη 

 

(2) 

Έηζη ν ΜΚΓ γξάθεηαη   

 

          Από όια ηα παξαπάλσ ν ππνινγηζκόο ηνπ ΜΚΓ πνιπσλύκσλ δύν κεηαβιεηώλ, 

κεηαηξάπεθε ζε έλα πξόβιεκα ππνινγηζκνύ ΜΚΓ κηαο κεηαβιεηήο , κε ηελ ρξήζε 

ηεο παξεκβνιήο. Ο αξηζκόο ησλ ζεκείσλ ηεο παξεκβνιήο  πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα λα ππνινγίζνπκε ην , ή ηζνδύλακα ηνπο ζπληειεζηέο 

 είλαη ίζνο κε 
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. 

πλνςίδνληαο όια ηα παξαπάλσ ζα πξνθύςεη ν επόκελνο αιγόξηζκνο. 

 

Υπολογιζμόρ ΜΚΓ με παπεμβολή 

Βήκα 1. Τπνιόγηζε ηνπο ΜΚΓ  ησλ πνιπσλύκσλ  

ρξεζηκνπνηώληαο θάπνηα από ηηο ηερληθέο ππνινγηζκνύ ΜΚΓ πνιπσλύκσλ 

κηαο κεηαβιεηήο , όπσο είδακε πξνεγνπκέλσο. Όπνπ   είλαη 

ηα  μερσξηζηά ζεκεία παξεκβνιήο.   

Βήκα 2. Υξεζηκνπνίεζε ηηο ηηκέο ησλ  μερσξηζηώλ ζεκείσλ 

παξεκβνιήο  ζηα πνιπώλπκα  κε ζθνπό λα 

ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο ηνπ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ  ζηα ζεκεία 

. Γειαδή  

Βήκα 3. Βξεο ην πνιπώλπκν κε δύν κεηαβιεηέο    ην νπνίν δηέξρεηαη 

από ηα  ζεκεία παξεκβνιήο .Έηζη ην πνιπώλπκν  

ζα είλαη ε εθηίκεζε ηνπ  κε παξεκβνιή.  

 

Από ηνλ παξαπάλσ αιγόξηζκν ηα κόλα κεηνλεθηήκαηα πνπ πξέπεη λα μεπεξαζηνύλ 

είλαη δύν : 

i. Τπάξρεη πεξίπησζε ζηελ νπνία γηα ηα πνιπώλπκα  λα ππάξρνπλ  

 ηέηνηα ώζηε , γηα θάζε  Έηζη γηα απηέο ηηο ηηκέο 

ησλ  , νη ΜΚΓ  ησλ πνιπσλύκσλ κηαο κεηαβιεηήο  ζα 

έρνπλ έλαλ αθόκα παξάγνληα ,ηνλ  , θαζώο όια ηα πνιπώλπκα 

ζα κεδελίδνληαη ζην  Έηζη ινηπόλ , ν ΜΚΓ   ζα έρεη 

αθόκα έλαλ παξάγνληα ηνπ x, εθηόο από  πνπ ζα πξνθύπηνπλ 

από ηνπο παξάγνληεο ηνπ . 

ii. Καζώο ππνινγίδνπκε ηα πνιπώλπκα  κηαο κεηαβιεηήο   λα είλαη 

monic  (δειαδή ν ζπληειεζηήο ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ λα είλαη κνλάδα) 

,ράλνπκε πιεξνθνξίεο από ηνπο παξάγνληεο  θαη έηζη ν εθηηκώκελνο 

ΜΚΓ ζα έρεη ηελ κνξθή  ,δειαδή ράλεηαη ην 

κέξνο . 
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          Έηζη ζύκθσλα κε ( Karampetakis et al. ,2007 ) γηα λα μεπεξάζνπκε ηα 

παξαπάλσ πξνβιήκαηα θάλνπκε ηα παξαθάησ : 

i. Δπηιέγνπκε ηα ζεκεία παξεκβνιήο  (αληίζηνηρα ) λα είλαη όζν ην δπλαηό 

πην ηπραία γίλεηαη.  

ii. Όηαλ ππνινγίδνπκε ηνλ ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ κηαο κεηαβιεηήο , 

ζα παίξλνπκε ην γηλόκελν ησλ κεγηζηνηάμησλ ζπληειεζηώλ ησλ πνιπσλύκσλ 

κε ζθνπό λα δηαηεξήζνπκε όιεο ηηο πιεξνθνξίεο θαη από ην 

πνιπώλπκν  (  είλαη ην γηλόκελν όισλ ησλ παξαγόλησλ ησλ 

πνιπσλύκσλ  , νη νπνίνη εμαξηώληαη κόλν από ην y. 

Παπάδειγμα 

Να βξεζεί ν ΜΚΓ ησλ παξαθάησ πνιπσλύκσλ κε παξεκβνιή  

 

 

 

4.2.2 Υπολογιζμόρ ΜΚΓ με ηην σπήζη DFT. 

  

          Ο Καξακπεηάθεο ην 2007 ( Karampetakis et al. ,2007 ) παξνπζηάδεη έλαλ 

αιγόξηζκν ν νπνίνο ππνινγίδεη ηνλ ΜΚΓ πνιπσλύκσλ δύν κεηαβιεηώλ κε ηελ ρξήζε 

ηνπ δηαθξηηνύ κεηαζρεκαηηζκνύ Fourier (Discrete Fourier Transform – DFT ). 

Αο ζεσξήζνπκε ηελ πεπεξαζκέλε αθνινπζία  θαη  θαη 

. Με ζθνπό  νη δύν αθνινπζίεο   θαη  λα 

απνηεινύλ έλα DFT δεπγάξη , πξέπεη λα  ηζρύνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο : 

 

 

όπνπ  

 

                                             (6) 
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θαη  ζπκβνιίδνπκε ηελ θαληαζηηθή κνλάδα. Η ζρέζε (3) είλαη ν πξνο ηα εκπξόο 

Μεηαζρεκαηηζκόο Fourier ( forward Fourier transform ) ηεο  .  

           Η ζρέζε (4)  είλαη ν αληίζηξνθνο Μεηαζρεκαηηζκό Fourier ηεο     

Καζνξίδνπκε δύν ηπραίνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο  θαη  θαη πνιιαπιαζηάδνπκε 

ηα ζεκεία  θαη   ,αληίζηνηρα.  

Λήμμα 1. Θεσξνύκε λα είλαη  θαη  όπνπ ηα 

ζεκεία  νξίδνληαη από ηελ ζρέζε (5) .Σόηε νη ζρέζεηο  

 

 

απνηεινύλ ηνλ πξνο ηα εκπξόο θαη ηνλ αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Fourier 

,αληίζηνηρα. 

Απόδειξη 

Έρνπκε γηα ην 

 

–

1=0 1 2=0 2 1, 2 1 1 1− 1 

2 2 2− 2= 1− 1 2− 2 1=0 1 2=0 2 1, 2 1− 1 1 2− 2 2= 1−

1 2− 2 1, 2                           (9)  
,όπνπ νξίζηεθε παξαπάλσ από ηελ ζρέζε (3).  

         ηελ ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ζρέζε (9) θαη ηελ ζρέζε (4) , ζα 

απνδείμνπκε ηε ζρέζε (8) . Οπόηε έρνπκε : 
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▄ 

          ύκθσλα κε ην Λήκκα 1 , κπνξνύκε λα αιιάμνπκε ηα ζεκεία παξεκβνιήο 

 (αληίζηνηρα  )  λα  αλήθνπλ ζε έλαλ κνλαδηαίν θύθιν κε θέληξν 

ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη ηα ζεκεία ( αληίζηνηρα  λα 

αλήθνπλ ζε έλαλ θύθιν κε αθηίλα  ( αληίζηνηρα  ) θαη λα έρνπλ ην ίδην 

θέληξν.  

          Aο ζεσξήζνπκε  πνιπώλπκα  ηεο  

κνξθήο (1) θαη νξίδνπκε λα είλαη  

 

 θαη 

   

(10) 

γηα ηνλ ΜΚΓ.  

         ηελ ζπλέρεηα ζα παξαηαζεί έλαο αιγόξηζκνο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

πνιπσλύκνπ 

           (11) 

γηα ηνλ ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ 

δηαθξηηό κεηαζρεκαηηζκό Fourier. 

Σα πνιπώλπκα  κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ κε παξεκβνιή ρξεζηκνπνηώληαο ηα 

 ζεκεία . Σα ζεκεία απηά είλαη ηα :  

 θαη  ,  
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(12) 

,όπνπ  είλαη ηπραίνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί. 

 Με ζθνπό λα ππνινγίζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο    εξγαδόκαζηε σο εμήο : 

i. Οξίδνπκε ηνλ ΜΚΓ  ησλ πνιπσλύκσλ 

 ρξεζηκνπνηώληαο θάπνηνπο από ηνπο 

αιγνξίζκνπο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ γηα πνιπώλπκα κε κία κεηαβιεηή , 

πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ. 

ii. Γηα λα πξνθύςνπλ ηα πνιπώλπκα  πνιιαπιαζηάδνπκε θάζε 

πνιπώλπκν  κε ην γηλόκελν ησλ ζπληειεζηώλ ησλ κεγαιύηεξσλ 

ηάμεσλ ησλ πνιπσλύκσλ  . Με απηόλ ηνλ ηξόπν ζα πάξνπκε ην 

γηλόκελν  

ηελ ζπλέρεηα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ζηα παξαπάλσ 

πνιπώλπκα  , ζα πάξνπκε 

 

(13) 

Από ηηο ζρέζεηο (11) θαη (13) πξνθύπηεη  

 

         Να ζεκεησζεί όηη ηα  θαη  ζρεκαηίδνπλ έλα δεπγάξη Γηαθξηηνύ 

Μεηαζρεκαηηζκνύ Fourier (DFT) , θαη έηζη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ζρέζε (4)  

ππνινγίδνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ (11) ,δειαδή 

 

(14) 

όπνπ . 

 

Αλγόπιθμορ για ηον ςπολογιζμό ηος  

Βήκα 1. Τπνιόγηζε ηνλ αξηζκό ησλ ζεκείσλ παξεκβνιήο  
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Βήκα 2. Τπνιόγηζε ηα ζεκεία παξεκβνιήο γηα 

 όπσο νξίδνληαη από ηελ ζρέζε (12).  

Βήκα 3. Τπνιόγηζε ηα πνιπώλπκα . 

Βήκα 4. Τπνιόγηζε ηηο ηηκέο 

 

Βήκα 5. Υξεζηκνπνίεζε ηνλ αληίζηξνθν  DFT (14) γηα ηα ζεκεία  

κε ζθνπό λα ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο   

Βήκα 6. Τπνιόγηζε ην πνιπώλπκν  

   

 

 

Οκνίσο κε πξνεγνπκέλσο κπνξνύκε λα νξίζνπκε ην πνιπώλπκν  

 

ε απηόλ ηνλ ππνινγηζκό ζην βήκα 3 ηεο πξνεγνύκελεο κεζόδνπ , νξίδνπκε αξρηθά 

ηα πνιπώλπκα  ηα νπνία είλαη νη Μέγηζηνη Κνηλνί 

Γηαηξέηεο ησλ πνιπσλύκσλ κε κία κεηαβιεηή  

 .  ηελ ζπλέρεηα πνιιαπιαζηάδνπκε θάζε πνιπώλπκν  κε 

ην γηλόκελν ησλ κεγηζηνβάζκησλ ζπληειεζηώλ ησλ πνιπσλύκσλ  κε 

ζθνπό λα ππνινγίζνπκε ηα πνιπώλπκα  . ην επόκελν βήκα 

,αληηθαζηζηνύκε ηηο ηηκέο ηνπ κε  θαη ζα έρνπκε 

 Σέινο , ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ αληίζηξνθν Μεηαζρεκαηηζκό 

Fourier, βξίζθνπκε ηνπο ζπληειεζηέο . 

         πλνςίδνληαο όια ηα παξαπάλσ , εάλ γλσξίδνπκε ηα πνιπώλπκα  θαη 

 κπνξνύκε λα νξίζνπκε εύθνια ηνλ ΜΚΓ γηα ηα πνιπώλπκα . 

 

Ππόηαζη. Αο ζεσξήζνπκε  πνιπώλπκα κε δύν κεηαβιεηέο  

. 



Υπολογιςμόσ Μέγιςτου Κοινοφ Διαιρέτη Πολυωνφμων Δφο Μεταβλητών 

Κωνςταντίνοσ Ν. Μπλαζάκησ  

 

 
50 

 

Γηα ιόγνπο επθνιίαο πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε παξαθάησ ζπκβνιίδνπκε:

.   

Αλ νξίζνπκε  

 

 

ηόηε ν ΜΚΓ ηνπο είλαη  

 

όπνπ έλαο απζαίξεηνο αξηζκόο  

Απόδειξη: 

Έρνπκε όηη  

 

Όπνπ  θαη  πνιπώλπκα κε κόλε κεηαβιεηή ην   Έηζη ινηπόλ ν ΜΚΓ 

ζα είλαη : 

 

 

                

Η δηαίξεζε ε δηελεξγείηαη παξαπάλσ είλαη ε γλσζηή Δπθιείδεηα δηαίξεζε .  

▄ 

Αλγόπιθμορ με σπήζη DFT για ηον ςπολογιζμό ηος ΜΚΓ 2D-πολςωνύμων 

Βήκα 1. Τπνινγίδνπκε ην πνιπώλπκν  από ηελ ζρέζε (4) 
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                    . 

Βήκα 2. Τπνινγίδνπκε ην πνιπώλπκν  κε κεηαηξνπή ηεο ζρέζεο (4) . 

Άξα : 

 

Βήκα 3.  O ΜΚΓ ζα είλαη  

 

όπνπ  έλαο απζαίξεηνο πξαγκαηηθόο αξηζκόο . 

   

 

Παπάδειγμα 

 

4.2.3  Υπολογιζμόρ ηος «καηά πποζέγγιζη» ΜΚΓ  

 

          Σν 2008 o Kaltofen ( Kaltofen et al. , 2008 – Shuhong et al. ,2004) παξαζέηεη 

έλαλ αιγόξηζκν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ πνιπκεηαβιεηώλ 

πνιπσλύκσλ .Παξαθάησ γίλεηαη ε αλαγσγή ηνπ ζηηο δύν δηαζηάζεηο ( δειαδή γηα 

πνιπώλπκα κε δύν κεηαβιεηέο ) , ρσξίο πεξηνξηζκό ηεο γεληθόηεηαο  πνπ 

παξνπζηάδεηαη ζηνλ αξρηθό αιγόξηζκν.  

 

AMVGCD : Approximate Multivariate GCD – «καηά πποζέγγιζη» ΜΚΓ  

Δίζνδνο :  θαη  πνιπώλπκα ζην  

Έμνδνο :  : κε κεηαβιεηόο «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ γηα ηα πνιπώλπκα  θαη  

Βήκα 1. Όξηζε ηνλ βαζκό   ηνπ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ ησλ  θαη  , κε έλαλ 

από ηνπο παξαθάησ δύν ηξόπνπο : 

i. ρεκάηηζε ηνλ πίλαθα  ηνπ γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο         

, όπνπ  θαη  θαη 

 ( όπνπ  ελλννύκε ηνλ ζπλνιηθό βαζκό 

ηνπ ). Βξεο ην κεγαιύηεξν θελό ( largest gap ) ζηηο ραξαθηεξηζηηθέο 

ηηκέο ηνπ  θαη ζπκπέξαλε ηνλ βαζκό  από ηελ ηάμε ηνπ πίλαθα S. 
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ii. Υπνιόγηζε ηνπο ΜΚΓ από δηάθνξεο ηπραίεο πξνβνιέο ησλ  θαη  

(ζεσξώληαο ηα πνιπώλπκα , ζαλ πνιπώλπκα κηαο κεηαβιεηήο ) , 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηάμε ησλ αληίζηνηρσλ κηαο κεηαβιεηήο πηλάθσλ 

Sylvester . 

Βήκα 2. Γεκηνύξγεζε μαλά ηνλ πίλαθα S ζαλ  ππό ηνλ πεξηνξηζκό 

όκσο  θαη γηα ηα  θαη  ηνπ 

γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο , ηνπ πξώηνπ βήκαηνο. Ο θαηλνύξηνο πίλαθαο πνπ ζα 

πξνθύςεη  ζα έρεη δηάζηαζε 1 κεδελνρώξνπ. 

Βήκα 3. Υπνιόγηζε κηα βάζε γηα ηνλ κεδελνρώξν ηνπ  ρξεζηκνπνηώληαο ην 

ραξαθηεξηζηηθό δηάλπζκα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ κηθξόηεξε ραξαθηεξηζηηθή ηηκή 

ηνπ πίλαθα S. Απηό ην δηάλπζκα δίλεη κηα ιύζε . 

Βήκα 4. Βξεο ην d, ην θαηά πξνζέγγηζε πειίθν ησλ  θαη u (ή ησλ g θαη v) 

,ελαιιαθηηθά ειαρηζηνπνίεζε ηελ πνζόηεηα  

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ κέζνδν ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ.  

         Αλ θάπνηνο ζέιεη λα θαζνξίζεη κηα  αλνρή ( tolerance ) , ηόηε κόλν ην πξώην 

βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ επεξεάδεηαη . ε απηή ηελ πεξίπησζε , είλαη πηζαλό ν 

ππνινγηζκό ηνπ βαζκνύ λα είλαη   θαη ηειηθά ην απνηέιεζκα ηνπ «θαηά 

πξνζέγγηζε» ΜΚΓ λα είλαη .  

Πξέπεη λα ζεκεησζεί ζε απηό ην ζεκείν όηη νη γεληθεπκέλνη πίλαθεο ηνπ Sylvester 

είλαη δηαθνξεηηθνί ζηνλ Gao θαη δηαθνξεηηθνί ζηνλ Zeng-Dayton. Ο αιγόξηζκνο ηνπ 

Gao δελ ρξεηάδεηαη κηα αλνρή ( tolerance )   ζε αληίζεζε κε ηνλ   Zeng-Dayton 

(Sanuki , 2007). 

 

4.2.3 Ο Modular αλγόπιθμορ . 

 

          Με ηνλ Modular αιγόξηζκν γηα ηελ εύξεζε  ηνπ ΜΚΓ πνιπκεηαβιεηώλ 

πνιπσλύκσλ ,ην πξόβιεκα ππνινγηζκνύ ηνπ κεηαηξέπεηαη ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

ΜΚΓ πνιπσλύκσλ κε κία κεηαβιεηή (Zhi et al. ,? ). Απηή ε δηαδηθαζία γίλεηαη 

επαλεηιεκκέλσο ρξεζηκνπνηώληαο ππνινγηζκνύο νκνκνξθηζκώλ γηα λα εμαιείςνπλ  

κεηαβιεηέο θαη λα θαηαζθεπάζνπλ ηνλ ΜΚΓ ησλ αξρηθώλ δνζκέλσλ πνιπσλύκσλ 

απηώλ ησλ ``εηθόλσλ`` ρξεζηκνπνηώληαο ηελ δηαδηθαζία ηεο παξεκβνιήο . Τπάξρνπλ 

δύν είδε modular κεζόδσλ : νη «ππθλέο» ( dense ) θαη νη «αξαηέο» ( sparse ) κέζνδνη  

( Li et al. , 2005 ) . Γηα ηνλ dense modular αιγόξηζκν ν αξηζκόο ησλ νκνκνξθηζκώλ 
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είλαη εθζεηηθόο σο πξνο ην πιήζνο ησλ κεηαβιεηώλ πνπ πεξηέρεη ην πνιπώλπκν. 

πλήζσο απηό ν αξηζκόο είλαη πνιύ κεγάινο . Η κέζνδνο απηή ππνινγίδεη ηνλ βαζκό 

ηνπ ΜΚΓ κε ηπραίνπο νκνκνξθηζκνύο θαη θάλεη παξεκβνιή ζε κε κεδεληθνύο 

ζπληειεζηέο  . Ο Corless ( Corless et al. , 1995 ) κεηαηξέπεη ηνλ sparse modular 

αιγόξηζκν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ πνιπσλύκσλ κε δύν 

κεηαβιεηέο. 

 

4.2.3.1 Πεξηγξαθή ηνπ αιγνξίζκνπ 

 

           Αο ζεσξήζνπκε όηη έρνπκε δύν πνιπώλπκα  θαη  θαη όηη ν βαζκόο ησλ 

δνζκέλσλ πνιπσλύκσλ σο πξνο είλαη κηθξόηεξνο από ηνλ βαζκό σο πξνο y. ηελ 

ζπλέρεηα ζεσξνύκε κηα ηπραία ηηκή ηνπ x .Αο είλαη . Με απηό ηνλ ηξόπν, 

αλάγνπκε ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ πνιπσλύκσλ κε δύν κεηαβιεηέο ζηνλ 

ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ ησλ  θαη  . Γηα λα ππνινγίζνπκε ηνπο 

ζπγθεθξηκέλνπο ΜΚΓ  ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ SVD αιγόξηζκν πνπ πεξηγξάθηεθε 

παξαπάλσ γηα πνιπώλπκα κε κία κεηαβιεηή ( Corless et al., 1995 ). Δπεηδή ε ιήςε 

ηεο ηηκήο ηνπ  είλαη ηπραία, ζα πξνθύςεη λα έρνπκε ππνινγίζεη ην βαζκό ηνπ 

ζσζηνύ ΜΚΓ ζαλ πνιπώλπκν σο πξνο . Απηή ε πξόβιεςε είλαη αξθεηά αμηόπηζηε ( 

πηζαλόηεηα ίζε κε ηε κνλάδα ). 

           ηελ ζπλέρεηα ζα θάλνπκε ηελ αληίζεηε δηεξγαζία. Γειαδή ζα ζεσξήζνπκε ην 

 ζαλ ηελ βαζηθή καο κεηαβιεηή θαη ζα δηαιέμνπκε έλαλ βέβαην αξηζκό γηα ηηο 

ηπραίεο ηηκέο   πνπ ζα πάξεη ην   Γηα  θάζε   ζα ππνινγίζνπκε ηνλ ΜΚΓ ησλ 

 θαη . Οη παξαπάλσ ΜΚΓ πνπ ζα ππνινγηζηνύλ , ζα είλαη monic 

πνιπώλπκα, θαζώο επίζεο όηη νη ζπληειεζηέο (leading coefficients) ησλ  

κεγηζηνβάζκησλ όξσλ ηνπ θάζε πνιπσλύκνπ ζα έρνπλ  θαη  πλεπώο νη 

ζπληειεζηέο ηνπ ΜΚΓ ζα είλαη ξεηέο ζπλαξηήζεηο ηνπ  Χζηόζν κπνξνύκε λα ηα 

πάξνπκε ηνπο παξαλνκαζηέο από απηέο ηηο ζπλαξηήζεηο λα είλαη ίδηνη γηα θάζε 

ζπληειεζηή. Απηό καο επηηξέπεη λα θάλνπκε sparse παξεκβνιή θαη επνκέλσο 

παίξλνληαο πεξηζζόηεξα ζεκεία από ηα απαηηνύκελα έρνπκε πην ζσζηέο απαληήζεηο 

γηα απηό πνπ αλαδεηάκε.  

         ηνπο αθξηβείο ππνινγηζκνύο ( exact computation) θάζε ζπληειεζηήο κπνξεί λα 

παξεκβιεζεί μερσξηζηά. ηνπο «θαηά πξνζέγγηζε» ππνινγηζκνύο ( approximate 

computation) παξεκβάιινπκε όινπο ηνπο ζπληειεζηέο ηαπηόρξνλα.   
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Τπνζέηνπκε όηη ππάξρνπλ  κε κεδεληθνί όξνη ζε θάζε ΜΚΓ ησλ  θαη 

 . Παξάιιεια , ππνζέηνπκε όηη γλσξίδνπκε όηη ν ΜΚΓ ησλ  θαη 

 έρεη  κε κεδεληθνύο όξνπο ησλ νπνίσλ γλσξίδνπκε θαη ηηο δπλάκεηο. 

ηελ ζπλέρεηα πξέπεη λα είκαζηε ηθαλνί λα εθαξκόζνπκε ξεηέο ζπλαξηήζεηο         

 ζηνπο  όξνπο ησλ ΜΚΓ ησλ  θαη . Δπηπξόζζεηα , ν 

ζπληειεζηήο ηνπ monic όξνπ είλαη  θαη ζπλεπάγεηαη όηη γηα θάζε  ζα 

έρνπκε  εμηζώζεηο ζηνπο  κε γλσζηνύο ζπληειεζηέο ησλ πνιπσλύκσλ πνπ 

παξεκβάινπκε.  Από εδώ πξνθύπηεη όηη εάλ έρνπκε  πξνθύπηεη όηη ππάξρεη 

έλαο όξνο ηνπ  ηνπ νπνίνπ γλσξίδνπκε ηελ δύλακε. Οπόηε ην πξόβιεκά καο 

κεηαηξέπεηαη ζην λα ππνινγίζνπκε ηνλ ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ γηα  θαη ζηελ 

ζπλέρεηα λα πνιιαπιαζηάζνπκε ην απνηέιεζκά πνπ ζα πξνθύςεη κε ην  , όπνπ  

είλαη ε γλσζηή δύλακε ηνπ ΜΚΓ . Γηαθνξεηηθά αλ  κπνξνύκε λα πάξνπκε 

έλαλ αξηζκό   ν νπνίνο λα είλαη κεγαιύηεξνο ή ίζνο από ηελ πνζόηεηα            

. Αλ θάλνπκε απηό έρνπκε λα ιύζνπκε  πξνβιήκαηα  κε  

κεηαβιεηέο. 

          ηελ ζπλέρεηα ζα πεξηγξάςνπκε κε βήκαηα ηελ παξαπάλσ κεζνδνινγία ηνπ 

αιγνξίζκνπ. 

 

Ο Modular αλγόπιθμορ  

Δίζνδνο : Γύν πνιπώλπκα  θαη κε   

Έμνδνο : «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ ησλ  θαη  

Βήκα 1. Γηάιεμε ηπραίνπο ππνινγηζκνύο  γηα ηα  θαη  γηα λα ππνινγίζεηο 

ηνπο   κε κεδεληθνύο όξνπο ηνπ  θαη ηνλ  κε 

κεδεληθό όξν ηνπ  

Βήκα 2. Λύζε  monic  γηα ηπραία επηιεγκέλα , 

όπνπ:  

 

Βήκα 3. Κάλε παξεκβνιή γηα όινπο ηνπ ζπληειεζηέο ηαπηόρξνλα.  

 

          Όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο ν sparse modular  αιγόξηζκνο κπνξεί λα 

ππνινγίζεη ``κηθξνύο`` ΜΚΓ πνιύ γξήγνξα .ε δηαθνξεηηθέο πεξηπηώζεηο όκσο 
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ππάξρεη πεξίπησζε λα κελ είκαζηε ηπρεξνί ή λα ρξεηαδόκαζηε κεγάιν αξηζκό 

νκνκνξθηζκώλ ζε πεξίπησζε πνπ ν ΜΚΓ είλαη «αξαηόο» ( dense ). 

 

 

4.2.4 Ο Βlack Box αλγόπιθμορ 

 

 

          Ξεθηλώληαο ηελ πεξηγξαθή ηνπ black box αιγνξίζκνπ ζα ήηαλ ζθόπηκν αξρηθά 

λα αλαθεξζνύκε ελ ζπληνκία γηα ην ηη είλαη ``black box`` ζηελ Τπνινγηζηηθή 

Άιγεβξα. ηελ ζπλέρεηα ζα εηζάγνπκε ηνλ αιγόξηζκν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ 

πνιπσλύκσλ κε δύν κεηαβιεηέο. Σαπηόρξνλα κε ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ ν 

παξαθάησ αιγόξηζκνο κεηαρεηξίδεηαη επηδέμηα ηα πνιπκεηαβιεηά πνιπώλπκα όηαλ 

απηά δίλνληαη από «καύξα θνπηηά».  Σν «καύξν θνπηί» είλαη έλα αληηθείκελν ην 

νπνίν δέρεηαη ζαλ είζνδν κία ηηκή γηα θάζε κεηαβιεηή ηνπ πνιπσλύκνπ θαη ζηελ 

ζπλέρεηα παξάγεη ηελ ηηκή ηνπ (Kaltofen ,1988 ). Γειαδή ,ε black box αλαπαξάζηαζε 

ελόο πνιπκεηαβιεηνύ πνιπσλύκνπ είλαη κηα ζπλάξηεζε ε νπνία δέρεηαη ζαλ είζνδν 

κηα ηηκή γηα θάζε κεηαβιεηή ηνπ θαη ζηελ ζπλέρεηα παξάγεη ηελ ηηκή ηνπ 

πνιπσλύκνπ  (εηθόλα 1). 

 

 

Δηθόλα 1: Η “black box” αλαπαξάζηαζε ελόο πνιπσλύκνπ. 

 

ηελ ζπλέρεηα ζα πεξηγξάςνπκε ηνλ αιγόξηζκνο γηα πνιπώλπκα κε δύν κεηαβιεηέο. 

 

Black Box αλγόπιθμορ  

Δίζνδνο : Μηα black box αλαπαξάζηαζε γηα ηα πνιπώλπκα 

, θαη  είλαη έλα ζώκα. 

Έμνδνο : Έλα πξόγξακκα ην νπνίν ζα θαιεί ηελ black box αλαπαξάζηαζε ησλ  θαη     

               ζα έρεη ηελ επόκελε ηδηόηεηα. Σν πξόγξακκα δέρεηαη δύν ζηνηρεία  θαη 

               ζα ππνινγίδεη  ην , όπνπ . 
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Βήκα 1. Γηάιεμε ηπραία πεπεξαζκέλα ζηνηρεία  

  

από έλα ππνζύλνιν . Η πιεζηθόηεηα απηνύ ηνπ ζπλόινπ 

δίλεηαη ζε ζρέζε κε ηνλ . Αο ζπκβνιίζνπκε κε 

ηελ γξακκή  λα είλαη ε πξνβνιή , γηα νπνηνδήπνηε  

  . 

εκεηώλνπκε όηη . Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα 

πνιπώλπκα κε δύν κεηαβιεηέο 

 

 

Δπίζεο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνπο ΜΚΓ γηα ηα πνιπώλπκα  

                   γηα . 

Βήκα 2. Με ηελ standard παξεκβνιή ππνινγίδνπκε  

 

θαη   

ηελ ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε  . 

Πξέπεη λα γλσξίδνπκε  γηα όια ηα  O βαζκόο ή 

έλα πάλσ θξάγκα κπνξεί λα έρεη δνζεί από ηα δεδνκέλα καο ή 

δηαθνξεηηθά κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε ηνλ παξαθάησ ηξόπν. 

Γηάιεμε  θαη ππνιόγηζε  νξίδνληαο κηα αιιεινπρία 

πνιπσλύκσλ  γηα  κέρξη 

 .Όπνπ  είλαη ε παξεκβνιή ζηα  ησλ 

  Διέγρνπκε αλ ηζρύεη ε ηζόηεηα  

ππνινγίδνληαο ζην ηπραίν : αλ  ηόηε 

δειώλνπκε όηη  θαη , 

δηαθνξεηηθά ζπλερίδνπκε ηελ παξεκβνιή.  



Υπολογιςμόσ Μέγιςτου Κοινοφ Διαιρέτη Πολυωνφμων Δφο Μεταβλητών 

Κωνςταντίνοσ Ν. Μπλαζάκησ  

 

 
57 

 

 

 

 

 

 

  

4.2.5  Αλγόπιθμορ ηύπος black-box για ηον ςπολογιζμό ηος ΜΚΓ  

 

            Ο αιγόξηζκνο πνπ πξνηείλεη ν Zeng to 2004 ( Zeng et al. , 2004 ) ππνινγίδεη 

ηνλ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ γηα  πνιπκεηαβιεηά πνιπώλπκα ησλ νπνίσλ νη 

ζπληειεζηέο δελ είλαη αθξηβείο αξηζκνί ( inexact ) . O αιγόξηζκνο πνπ πξνηείλνπλ 

είλαη ηύπνπ black-box θαη απνηειείηαη από ηξία ζηάδηα .ηελ ζπλέρεηα ζα 

παξνπζηαζηνύλ θαη ζα αλαιπζνύλ ηα ηξία ζηάδηα πνπ απαξηίδνπλ ηνλ αιγόξηζκν. 

 

Αλγόπιθμορ  

ηάδην Ι:  Υπνινγηζκόο ηνπ βαζκνύ ηνπ  «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ  

       Δίζνδνο: Πνιπώλπκα  θαη  κε αλνρή ( tolerance ) ε  

 Γεκηνύξγεζε έλα ηπραίν δηάλπζκα  

 for do 

- ρεκάηηζε ηα δεπγάξηα πνιπσλύκσλ κηαο κεηαβιεηήο 

       

 

- Υξεζηκνπνίεζε ηνλ  ππνινγηζκό ηνπ «θαηά 

πξνζέγγηζε» ΜΚΓ πνιπσλύκσλ κηαο κεηαβιεηήο ( 

Zeng , 2004) γηα λα ππνινγίζεηο ηνπο ΜΚΓ  γηα ηα 

δεπγάξηα  

- Θέζε  

                                      end do 
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            Έμνδνο :    

          

ηάδην ΙΙ : Υπνινγηζκόο ησλ παξαγόλησλ ηνπ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ.  

       Δίζνδνο:     

 ρεκάηηζε ηνλ πίλαθα  , 

όπνπ ηα δύν blocks  θαη  είλαη νη πίλαθεο 

ζπλέιημεο ( Zeng et al. ,2004 - παξάξηεκα) κε  θαη 

. 

 Κάλε  παξαγνληνπνίεζε ζηνλ πίλαθα  

 for do 

 Τπνιόγηζε  θαη από 

 

όπνπ  είλαη ν Hermitian ζπδπγήο πίλαθαο ηνπ Α 

θαη  

 if  ζηακαηάεη λα κεηώλεηαη then  

       ζέζε , ζηακάηα do loop 

                                 End do 

 Τπνιόγηζε ηα  θαη  από ην   ( Zeng et al. ,2004 – 

παξάξηεκα )  

 Λύζε ην γξακκηθό ζύζηεκα  σο πξνο . 

 Τπνιόγηζε ηελ εγγύηεηα (nearness) 

 

        Έμνδνο :    

 

ηάδην ΙΙΙ : Βειηίσζε θαη επηβεβαίσζε ησλ παξαπάλσ παξαγόλησλ. 

       Δίζνδνο:     

 ρεκάηηζε ηνπο πίλαθεο 
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 for   do 

 Λύζε ηελ εμίζσζε γηα  ιύζε 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ,όπνπ  ε Ιαθσβηαλή ηεο  

.                      

Γεληθά   

 Θέζε  

 Τπνιόγηζε ηελ εγγύηεηα  

 Αλ ε εγγύηεηα  ζηακαηήζεη λα κεηώλεηαη ,ηόηε  

          Θέζε  ζηακάηα do loop 

end if 

 Βγάιε ηα  από  

        Έμνδνο :   θαη ηελ εγγύηεηα  

  

          ε απηό ην ζεκείν αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη ν ζπγθεθξηκέλνο αιγόξηζκνο βξίζθεη 

„‟εθαξκνγή‟‟ θαη ζην πξνγξακκαηηζηηθό πεξηβάιινλ ηεο MATLAB. Ο Zeng ζην 

δηαδίθηπν αλαθέξεη γηα ην toolbox  ηεο MATLAB, ην Apalab ην νπνίν απεπζύλεηαη 

ζε ζπκβνιηθνύο θαη αξηζκεηηθνύο ππνινγηζκνύο ζηελ «θαηά πξνζέγγηζε» 

πνιπσλπκηθή Άιγεβξα. Αλ θάπνηνο ρξήζηεο επηζθεθηεί ηελ ηζηνζειίδα ζην 

δηαδίθηπν κπνξεί λα θαηεβάζεη ην ζπγθεθξηκέλν toolbox θαη λα ην ρξεζηκνπνηήζεη. 

Τπάξρνπλ πνιιέο ζπλαξηήζεηο νη νπνίεο κπνξνύλ λα ζνπ ππνινγίζνπλ εύθνια 

κέγηζηνπο θνηλνύο δηαηξέηεο πνιπσλύκσλ κηαο ή παξαπάλσ κεηαβιεηώλ.  

 

 

4.2.6 O Subresultant  αλγόπιθμορ για ηον ΜΚΓ πολςωνύμων δύο 

μεηαβληηών  

 

           Όπσο έρνπκε αλαθέξεη θαη παξαπάλσ ν Subresultant PRS αιγόξηζκνο είλαη 

δηαζέζηκνο θαη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ πνιπσλύκσλ κε δύν κεηαβιεηέο. Ο 

Subresultant PRS αιγόξηζκνο είλαη ν Δπθιείδεηνο αιγόξηζκνο ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

«ςεπδνδηαίξεζε» ζε έλαλ πνιπσλπκηθό δαθηύιην (Li et al. ,2005) . 
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Αο ζεσξήζνπκε ηα πνιπώλπκα  θαη  όπνπ . 

 

 

Όπνπ  θαη  

          ηελ ζπλέρεηα ζα ηξνπνπνηήζνπκε ηνλ Δπθιείδεην αιγόξηζκν γηα λα  

ππνινγίζνπκε ηνλ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ κε δύν κεηαβιεηέο  

(Noda et al., 1991) . Ο ζπκβαηηθόο αιγόξηζκνο ππνινγίδεη κηα αθνινπζία 

πνιπσλπκηθώλ ππνινίπσλ (PRS) 

      (1)  

ζύκθσλα  κε ηελ επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία  

 

Όπνπ . ύκθσλα κε ηελ ζεσξία PRS ,  κπνξνύλ λα 

παξαζηαζνύλ ηα  θαη νη ζπληειεζηέο ηνπ ζαλ :   

, 

όπνπ  θαη  αλ  Η παξαπάλσ νξίδνπζα 

νλνκάδεηαη  jζηε ηάμε νξίδνπζα ησλ πνιπσλύκσλ  θαη  

Παξάιιεια κε ηα παξαπάλσ  αλ δηαιέμνπκε  

 

 

 

         Με ζπκβνιίδνπκε ηνλ ζπληειεζηή ( leading coefficient ) ηνπ 

κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ ηνπ   Η παξαπάλσ επηινγή ησλ θαη  νλνκάδεηαη 

subresultant-PRS αιγόξηζκνο. Ο ζπγθεθξηκέλνο αιγόξηζκνο δεκηνπξγήζεθε γηα 

πνιπώλπκα κε ζπληειεζηέο θηλεηήο ππνδηαζηνιήο (floating point coefficients)  . 

Όκσο ππάξρνπλ δύν θξίζηκα βήκαηα γηα ηνλ παξαπάλσ αιγόξηζκν: 

i. Οκαινπνίεζε ησλ ππνινίπσλ ζηελ αθνινπζία ησλ πνιπσλπκηθώλ ππνινίπσλ   

( normalization of remainders in PRS ).  Aο είλαη  πνιπώλπκα ζην  , 

κε . Αο είλαη  θαη     πνιπώλπκα ηέηνηα ώζηε:        
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Σα πνιπώλπκα  θαη  νλνκάδνληαη «ςεπδό – ππόινηπν» θαη «ςεπδό – 

πειίθν», αληίζηνηρα. Οξίδνπκε ζαλ νκαινπνηεκέλν «ςεπδό – ππόινηπν» ην   

 , 

όπνπ    νξίδνπκε λα είλαη  ε απόιπηε ηηκή ηνπ κεγαιύηεξνπ 

αξηζκεηηθνύ ζπληειεζηή ηνπ  (maximum magnitude numeric coefficient ) ή 

δηαθνξεηηθά ηελ κεγαιύηεξε λόξκα ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ ζπληειεζηώλ  ηνπ Ρ. 

ii. ηξνγγπινπνίεζε ηνπ  ( Rounding of ). Αο είλαη  έλα ζηνηρείν από ηελ 

αθνινπζία PRS πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ ( 1 ) ηέηνην ώζηε 

. ηελ ζπλέρεηα , κεηά ηελ νκαινπνίεζε ηνπ  κε    

 ,ζηξνγγπινπνηνύκε ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ  ζην  θαη 

ζεκεηώλνπκε ην απνηέιεζκα ζαλ  

         Δπνκέλσο ζύκθσλα κε ηα παξαπάλσ θξίζηκα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ 

κπνξνύκε λα πεξηγξάςνπκε ηνλ αιγόξηζκν κε βήκαηα  

 

Αλγόπιθμορ PRS για ηον ςπολογιζμό ηος «καηά πποζέγγιζη»  

Δίζνδνο : Οκαινπνηεκέλα πνιπώλπκα   κε  . Έλαο  

                 κηθξόο αξηζκόο  

Έμνδνο :  θαη  

Βήκα 1.  

Βήκα 2.  

Βήκα 3. If   then goto Βήκα4;  

     If  then return ; 

 

                                            

/ goto Βήκα2; 

Βήκα 4. /  

 

Βήκα 5. ; 

 «θαηά πξνζέγγηζε»  
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            ην Βήκα 5 ηνπ παξαπάλσ αιγνξίζκνπ ζαλ  θαη  νξίδνπκε λα είλαη νη 

πξάμεηο ηεο δηάζηαζεο θαη ηνπ αξρηθό κέξνο ηνπ πνιπσλύκνπ, αληίζηνηρα:  

 

θαη  

 

 

           Παξάιιεια κε ηνλ παξαπάλσ αιγόξηζκν ζηελ βηβιηνγξαθία ππάξρνπλ θαη 

άιινη αιγόξηζκνη νη νπνίνη ζηεξίδνληαη ζηνλ PRS αιγόξηζκν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

ΜΚΓ γηα πνιπκεηαβιεηά πνιπώλπκα , νπόηε θαη γηα πνιπώλπκα κε δύν κεηαβιεηέο. 

Έλαο από απηνύο είλαη ν «θαηά πξνζέγγηζε»  PC-PRS αιγόξηζκνο  ( Sanuki , 2007 ). 

 

Παπάδειγμα 

Να βξεζεί ν «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ ησλ πνιπσλύκσλ : 

 

 

4.2.7 Αλγόπιθμορ ηος Hensel 

  

         Η παξαθάησ κέζνδνο γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ΜΚΓ πνιπκεηαβιεηώλ 

πνιπσλύκσλ ελ νιίγνηο πεξηγξάθεη ηνλ  EZ-GCD ( Sanuki , 2007 ) 

ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ Ηensel αιγόξηζκν. ηελ ζπλέρεηα ζα αλαρζεί ν 

ζπγθεθξηκέλνο αιγόξηζκνο γηα ηελ εύξεζε ηνπ ΜΚΓ γηα πνιπώλπκα κε δύν 

κεηαβιεηέο .  

            Όηαλ ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Hensel γηα ηνλ ππνινγηζκό 

ηνπ ΜΚΓ πνιπσλύκσλ κε δύν κεηαβιεηέο ,ηόηε ηα δνζκέλα πνιπώλπκα 

κεηαηξέπνληαη ζε δύν πνιπώλπκα κε κία κεηαβιεηή ,ησλ νπνίσλ ν Μέγηζηνο 

Κνηλόο ηνπο Γηαηξέηεο κεηαηξέπεηαη μαλά ζην πεδίν κε δύν κεηαβιεηέο  

ρξεζηκνπνηώληαο generalized Newton επαλαιήςεηο . Απεηθνληζηηθά ν 

αιγόξηζκνο ηνπ Hensel έρεη σο εμήο  
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Όπνπ . 

 

Αλγόπιθμορ ηος Hensel 

Βήκα 1. Γηάιεμε ηελ θύξηα κεηαβιεηή  ηνπ πνιπσλύκνπ. Αο 

ππνζέζνπκε όηη είλαη . Βξεο  έλαλ θαηάιιειν νκνκνξθηζκό 

 

Βήκα 2. Θεώξεζε   Τπνιόγηζε 

 θαη ηηο ειάζζσλ νξίδνπζεο . 

Βήκα 3. Αλ ππάξρεη κία από ηηο ειάζζσλ νξίδνπζεο , ε νπνία λα 

είλαη πξώηε (prime) κε ην , ηόηε ρξεζηκνπνίεζε ηελ 

πνιπκεηαβιεηή θαηαζθεπή ηνπ Hensel γηα λα ``αλπςώζνπκε``       

( lift ) ην  θαη ηελ ειάζζσλ νξίδνπζα. Γηαθνξεηηθά εθηέιεζε κηα 

square – free αλάιπζε είηε γηα ην  είηε γηα ην . 

 

 

           Από ηα παξαπάλσ βήκαηα ην ηειεπηαίν είλαη ην πην θξίζηκν γηα ηελ πνξεία 

ηνπ αιγνξίζκνπ (Li et al., 2005 ). Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε ην πνιπώλπκν  κε 

κεηαβιεηέο  θαη κε ζπληειεζηή ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ ( leading coefficient ) 

. Αο είλαη θαη  είλαη πξώηα πνιπώλπκα 

ηθαλνπνηώληαο ηελ εμίζσζε 

. 

           H πνιπκεηαβιεηή θαηαζθεπή ηνπ Hensel είλαη λα ππνινγίζνπκε ηα 

πνιπώλπκα  θαη  πνπ λα ηθαλνπνηνύλ ηελ ζρέζε  

 

O βαζηθόο ππνινγηζκόο πνπ πεξηέρεηαη ζηελ πνιπκεηαβιεηή θαηαζθεπή ηνπ Hensel 

είλαη ε ιύζε πνιπσλπκηθώλ Γηνθαληηθώλ εμηζώζεσλ γηα ηα ζηαζεξά πνιπώλπκα ( 

fixed polynomials )  θαη  . Αλ ηα πνιπώλπκα  θαη  

είλαη πξώηα ( relative prime ) , ηόηε γηα νπνηνδήπνηε πνιπώλπκν  κε 
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 ππάξρνπλ κνλαδηθά πνιπώλπκα  

θαη  ηέηνηα ώζηε  

 

θαη  

 

Τπνζέηνπκε όηη  

 

 

          Πξόθεηηαη λα ιύζνπκε ηηο γξακκηθέο εμηζώζεηο 

 

όπνπ  είλαη ην δηάλπζκα ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ πνιπσλύκνπ ,  είλαη ν πίλαθαο 

ηνπ Sylvester γηα ηα πνιπώλπκα   θαη  . Γηα ηελ ιύζε ησλ παξαπάλσ 

γξακκηθώλ εμηζώζεσλ κπνξνύλ λα εθαξκνζηνύλ δηάθνξνη ηξόπνη  , όκσο είλαη 

πξνηηκόηεξν λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ QR παξαγνληνπνίεζε θαζώο είλαη εύθνιν 

αμηνπνηήζνπκε ηελ δνκή ηνπ πίλαθα Μ ηνπ Sylvester . Καζώο , ν πίλαθαο ηνπ 

Sylvester απνηειείηαη από δύν ππνπίλαθεο  θαη  ( Σoeplitz πίλαθεο ) ,μεθηλάκε ηελ 

QR παξαγνληνπνίεζε κε Given πεξηζηξνθή θαη ππνινγίδνπκε ηα ζηνηρεία θάησ από 

ηηο πξώηεο  ζηήιεο , θαη ζηελ ζπλέρεηα εθαξκόδνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό 

Hausholder γηα ηνλ θάησ  ππνπίλαθα (ππνζέηνπκε όηη ). 

Δπηπξόζζεηα , ζηελ Hensel θαηαζθεπή είλαη πνιύ ζεκαληηθό λα απνθαζίζνπκε πνπ 

ζα ζηακαηήζνπκε  .Δίλαη θαλεξό όηη ε δηαδηθαζία ζηακαηάεη θαζώο 

. Δπίζεο είλαη δπλαηό όηη ν κπνξεί λα έρεη αθόκα 

κεξηθνύο ζπληειεζηέο ησλ νπνίσλ νη απόιπηεο ηηκέο λα κελ είλαη  όηαλ ν  είλαη 

ν κεγαιύηεξνο από ηνλ ζπλνιηθό βαζκό ηεο κεηαβιεηήο  ζην . ε απηήλ ηελ 

πεξίπησζε , πξέπεη λα ειέγμνπκε θαη λα απνθαζίζνπκε αλ απηό πξνέξρεηαη από 

ιάζνο ή αλ ην πνιπώλπκν  έρεη πξάγκαηη θαηά πξνζέγγηζε παξάγνληεο . Αλ πνιινί 

ζπληειεζηέο ηνπ  είλαη ζρεηηθνί πνιινί πεξηζζόηεξν από  ,ηόηε κπνξεί ηα 

πνιπώλπκα  θαη  λα κελ έρνπλ «θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ. Γηαθνξεηηθά κπνξνύκε 

λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κηα κέζνδν βειηηζηνπνίεζεο γηα λα βειηηώζνπκε ηνλ αξρηθό 

«θαηά πξνζέγγηζε» ΜΚΓ κηαο κεηαβιεηήο θαη ηηο ειάζζσλ νξίδνπζεο ηνπ   

θαη  ή λα απμήζνπκε ηνλ αξηζκό ησλ ςεθίσλ πνπ ρξεζηκνπνηνύκε ζηνπο 
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ππνινγηζκνύ θηλεηήο ππνδηαζηνιήο . Τπάξρεη πεξίπησζε όκσο θαη νη δύν κέζνδνη λα 

κελ είλαη απνδνηηθέο . 

          Αλ ην  είλαη ινγηθά κηθξό , ηόηε ζηξνγγπινπνηνύκε  θαη  ζε  

θαη , αληίζηνηρα. Σα  θαη  επηιέρηεθαλ λα είλαη ππνςήθηνη παξάγνληεο ηνπ  

Αλ δελ είλαη πνιύ κεγάιν , ζρεκαηίδνπκε ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο  

 

 

4.2.8 Υπολογιζμόρ ΜΚΓ με ηην Grobner Basis μέθοδο. 

 

           Ο παξαθάησ αιγόξηζκνο , ν νπνίνο ζα παξνπζηαζηεί ππνινγίδεη κηα Grobner 

Basis ηνπ ηδεώδεο  ζην . Γειαδή αληηκεησπίδνπκε ηα  θαη  ζαλ 

πνιπώλπκα ηεο κεηαβιεηήο  κε ζπληειεζηέο ζην .  H Grobner Basis ζην  

είλαη ηζάμηα θαη ηζνδύλακε κε ηελ Grobner Basis . 

O αιγόξηζκνο πνπ ζα παξνπζηαζηεί παξαθάησ βαζίδεηαη ζην επόκελν ζεώξεκα          

( Sasaki et al. ,1988 ). 

 

Θεώπημα . Αο είλαη κηα Grobner Basis ηνπ ηδεώδεο  ζην 

. Δπίζεο αο ζπκβνιίζνπκε κε ,ηνλ βαζκό ηνπ 

πνιπσλύκνπ . Αθόκα αο είλαη ε κηθξόηεξε ηηκή από ηηο Σόηε 

ππάξρεη έλα πνιπώλπκν  ηέηνην ώζηε  

 

Απόδειξη: 

Αο ζεσξήζνπκε όηη . Καζώο  γηα 

θάπνηα  θαη .  

Αθόκα όκσο ηζρύεη όηη ππάξρεη πνιπώλπκν  θαη  ηέηνην 

ώζηε .Πνιιαπιαζηάδνληαο κε  ( ΔΚΠ ησλ παξαλνκαζηώλ ησλ Α 

θαη Β) απηή ηελ εμίζσζε, έρνπκε : . Καζώο όκσο 

 θαη πξέπεη λα είλαη Μ-κεησκέλν ζε 0 επη Γ, έρνπκε 

. Άξα  

▄ 

To παξαπάλσ ζεώξεκα καο απνθέξεη ηνλ επόκελν αιγόξηζκν γηα ηελ εύξεζε ηνπ 

ΜΚΓ πνιπσλύκσλ δύν κεηαβιεηώλ. 
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Αλγόπιθμορ για ηον ΜΚΓ σπηζιμοποιώνηαρ ηην  Grobner Basis μέθοδο 

Βήκα 1. Τπνιόγηζε ηελ Grobner Basis  ηνπ ηδεώδεο  

ζην  

Βήκα 2. Αλ είλαη ην ειάρηζην βαζκνύ ζηνηρείν ηνπ  θαη αλ , 

ηόηε βγάιε 1, αιιηώο  , όπνπ είλαη ην αξρηθό κέξνο ηνπ          

( primitive part of P )  

 

 

Από ηνλ παξαπάλσ αιγόξηζκν ην  κπνξεί λα ππνινγηζηεί ηθαλνπνηεηηθά 

σο εμήο : 

 Τπνιόγηζε ην ,  όπνπ  

ελλννύκε ηνλ ζπληειεζηή ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ ηεο 

θύξηαο κεηαβιεηήο ( ηεο  ηνπ πνιπσλύκνπ  

 Καηαζθεύαζε ην     . 

 Τπνιόγηζε ην . 

 


