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ΠΕΡΙΛΗΨΗ
Η παρεμβολή, με πολυώνυμα ή άλλες συναρτήσεις είναι μάλλον μια παλιά μέθοδος στα εφαρμοσμένα μαθηματικά. Αυτό υποδηλώνεται από το γεγονός ότι η λέξη «παρεμβολή» έχει εισαχθεί από τον J.Wallis κάπου στο 1655. Σε σύγκριση με το γεγονός αυτό, η πολυωνυμική παρεμβολή με πολλές μεταβλητές είναι σχετικά νέο αντικείμενο και πιθανόν να ξεκίνησε το δεύτερο μισό του προηγούμενου αιώνα. Στις μέρες μας η παρεμβολή αποτελεί θέμα προς έρευνα από ένα κομμάτι της μαθηματικής κοινότητας και είναι βασικό ζήτημα στην Aριθμητική Aνάλυση με εφαρμογές σε πολλά μαθηματικά προβλήματα. Φυσικά, έχει επηρεαστεί από την διαθεσιμότητα των υπολογιστικών διευκολύνσεων και αυτός είναι και ο λόγος που έχουν δημοσιευθεί περισσότερα γραπτά γι’ αυτό το θέμα τα τελευταία 25 χρόνια από ότι τα προηγούμενα 75.

Το γεγονός ότι η πολυωνυμική παρεμβολή πολλών μεταβλητών είναι κάπως πρόσφατο αντικείμενο έρευνας δεν μας επιτρέπει να αναφερθούμε επ’ ακριβώς σε αποτελέσματα που εμφανίστηκαν κάπου με όχι και τόσο σαφή τρόπο. Ο λόγος αυτός μας οδηγεί ώστε στην παρούσα εργασία να επικεντρωθούμε στην Hermite-Lagrange παρεμβολή δύο μεταβλητών, η οποία είναι η πιο κατανοητή από την σχετική βιβλιογραφία. 

Στο πρώτο κεφάλαιο αναφερόμαστε στην μονομεταβλητή περίπτωση των παρεμβολών Hermite και Lagrange και την συναφή με αυτές παρεμβολή Newton. Δηλώνουμε τους στοιχειώδεις ορισμούς ενώ παραθέτουμε κάποια θεμελιώδη θεωρήματα για την ύπαρξη και την μοναδικότητα της παρεμβολής . Επίσης λύνουμε κάποια παραδείγματα με βάση τις πιο πάνω μεθόδους.

Στο δεύτερο κεφάλαιο, το κύριο μέρος αυτής της εργασίας, γίνεται μια εκτενής αναφορά στο πρόβλημα παρεμβολής Hermite-Lagrange δύο μεταβλητών, αποδεικνύουμε το θεμελιώδες θεώρημα για την ευστάθεια της παρεμβολής όταν αυτή εφαρμόζεται σε ισαπέχοντα σημεία στους κύκλους ενώ δηλώνουμε και κάποιες άλλες σημαντικές αρχές της μεθόδου. Για την καλύτερη κατανόηση εφαρμόζουμε την μέθοδο σε πρόβλημα εύρεσης του Μέγιστου Κοινού Διαιρέτη πολυωνύμων δύο μεταβλητών και στον υπολογισμό της ορίζουσας πολυωνυμικού πίνακα. Τέλος συγκρίνουμε την μέθοδο με έναν γνωστό αλγόριθμο που βασίζεται στον Διακριτό Μετασχηματισμό Fourier.

Στο τελευταίο κεφάλαιο προτείνουμε έναν αλγόριθμο υπολογισμού του αντίστροφου πολυωνυμικού πίνακα, που δίνεται με την βοήθεια ενός παραδείγματος, πρόβλημα το οποίο συχνά έχουμε να αντιμετωπίσουμε σε ζητήματα Θεωρίας Ελέγχου και Συστημάτων. 

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ

Hermite-Lagrange παρεμβολή, Ευστάθεια παρεμβολής, Ισαπέχοντα σημεία,

 Διακριτός Μετασχηματισμός Fourier. 

ABSTRACT

Polynomial interpolation is a method used for many years now. John Wallis first mentioned about ‘interpolation’ somewhere in 1655 as it refers in [2]. Instead of this, multivariate interpolation is a new subject in Approximation Theory since first introduced in the second half of previous century. The constant research about this topic led to some interesting results but of course needs more attention. Multivariate polynomial interpolation is today a main point in Numerical Analysis and is applied to many mathematical problems. It’s development is related with the computational facilities. Because of this we have more papers about this subject in the recent 25 years. 
The fact that the interpolation polynomial in several variables is a rather new subject, is difficult to refer exactly about results that appeared somewhere not with precision.  Hence in this work we focus on Hermite-Lagrange interpolation problem in two variables.     

In the first section we refer in polynomial interpolation in one variable, Hermite and Lagrange and the relative, Newton’s interpolation. We state some definitions and some important theorems for existence and uniqueness of the interpolation. We also give examples for each case.

In the second section, the main part of this work, we consider the Hermite-Lagrange interpolation in two variables. We proof the fundamental theorem of poisedness on equidistand points on circles. We apply the method on Greatest Common Divisor problem and for the estimation of determinant of polynomial matrix. We also compare the method with known algorithm based on Discrete Fourier Transform.    

In the last section we suggest an algorithm for approximation of the inverse of a polynomial matrix in two variables, which is an often problem in Control Theory. 
KEY WORDS
Hermite-Lagrange interpolation, Poisedness of interpolation, Equidistand points, Discrete Fourier Transform.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ LAGRANGE-HERMITE
ΜΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

1.1 Ορισμοί: 

Η παρεμβολή αποτελεί μια από τις πλέον διαδεδομένες προσεγγιστικές τεχνικές στον τομέα της αριθμητικής ανάλυσης και των υπολογιστικών μαθηματικών. Με τον όρο παρεμβολή εννοούμε το πρόβλημα της προσέγγισης μιας συνάρτησης 
[image: image1505.emf] της οποίας είναι γνωστές οι τιμές σε διακεκριμένα σημεία 
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πιο εύχρηστη. Όταν η προσεγγιστική συνάρτηση που χρησιμοποιείται είναι πολυώνυμο τότε η μέθοδος καλείται «πολυωνυμική παρεμβολή».

Το κλασσικό πρόβλημα παρεμβολής με πολυώνυμα διατυπώνεται όπως πιο κάτω:

Πρόβλημα:
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είναι γνωστές . Να βρεθεί πολυώνυμο 
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, το οποίο να εμφανίζει τις ίδιες τιμές με την 
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 στα ίδια 
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 σημεία. 

Δηλαδή ψάχνουμε ένα πολυώνυμο  
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 τέτοιο ώστε να ικανοποιεί τις πιο κάτω «συνθήκες παρεμβολής» 
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 καλούνται «σημεία παρεμβολής» ή «κόμβοι παρεμβολής» ενώ το 
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 «πολυώνυμο παρεμβολής» βαθμού 
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1.2 Ύπαρξη και μοναδικότητα του πολυωνύμου παρεμβολής
Θεώρημα 1.1: Για οποιοδήποτε σύνολο 
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 υπάρχει μοναδικό πολυώνυμο 
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Απόδειξη: 

Θα δώσουμε δύο τρόπους απόδειξης. Στον δεύτερο τρόπο η ύπαρξη και η μοναδικότητα του πολυωνύμου παρεμβολής χωρίζεται σε δύο σκέλη.

1ος τρόπος: Ένα πολυώνυμο 
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 ικανοποιεί τις συνθήκες παρεμβολής, σχέση (1.1), αν-ν οι συντελεστές 
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 αποτελούν λύση του γραμμικού συστήματος
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Αυτό το σύστημα έχει μοναδική λύση αν-ν η ορίζουσα του δεν μηδενίζεται. Μια τέτοια ορίζουσα καλείται ορίζουσα του Vandermonde και συμβολίζεται με 
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Αφού τα σημεία παρεμβολής είναι διακεκριμένα, δηλαδή 
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, τότε η ορίζουσα δεν μηδενίζεται και το πρόβλημα έχει μια και μοναδική λύση.
2ος τρόπος:

Ύπαρξη: ας είναι 
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 μπορεί να γραφεί σαν γραμμικός συνδυασμός των στοιχείων της βάσης, δηλαδή να παρασταθεί ως 
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με την ιδιότητα 
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Αν ορίσουμε τα 
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τότε                            
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οπότε  από την (1.3) προκύπτει ότι 
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Άρα το πολυώνυμο παρεμβολής υπάρχει και έχει την μορφή
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Μοναδικότητα:  υποθέτουμε ότι υπάρχει ακόμα ένα πολυώνυμο παρεμβολής το 
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και άρα ικανοποιεί τις πιο κάτω συνθήκες παρεμβολής 
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Από τι σχέσεις (1.1),(1.2),(1.3) έπεται ότι 
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Οπότε το πολυώνυμο 
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 διακεκριμένες ρίζες θα πρέπει να είναι ταυτοτικά μηδέν. Άρα από την (1.6) προκύπτει ότι 
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που επιβεβαιώνει ότι το πολυώνυμο παρεμβολής είναι μοναδικό.                              □
1.3 Πολυώνυμο παρεμβολής Lagrange
           Όπως αναφέρθηκε στην 1η παράγραφο αν έχουμε 
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μια συνάρτηση για την οποία είναι γνωστές οι τιμές της 
[image: image57.wmf](),0,1...,

i

fxin

=

, η συνάρτηση αυτή μπορεί να προσεγγιστεί από ένα πολυώνυμο 
[image: image58.wmf]()

n

pxP

Î

. Για το 
[image: image59.wmf]()

px

 ισχύει 

                                   
[image: image60.wmf]()()

ii

fxpx

=

, για 
[image: image61.wmf]0,1,...,

in

=


Τότε μπορούμε να θεωρήσουμε την συνάρτηση 
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(1.7) 
για 
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 , που στην ουσία είναι ένα πολυώνυμο βαθμού 
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 που ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες 
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Έστω τώρα το πολυώνυμο 
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 είναι της μορφής 
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Τότε από τις συνθήκες παρεμβολής και τις σχέσεις (1.8), (1.9) προκύπτει 
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και η (1.9) γίνεται
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Η σχέση (1.10) καλείται πολυώνυμο παρεμβολής Lagrange και τα πολυώνυμα 
[image: image74.wmf]()
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 συντελεστές Lagrange.
Παράδειγμα 1.1: 
Να βρεθούν οι συντελεστές Lagrange και η τιμή της συνάρτησης 
[image: image75.wmf]()
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Λύση: 

Υπολογίζουμε από τον τύπο (1.7) τους συντελεστές Lagrange για 
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 Αντικαθιστούμε στον τύπο (1.10) τους συντελεστές Lagrange και για 
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παίρνουμε το πολυώνυμο παρεμβολής Lagrange. 
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Αντικαθιστούμε όπου  
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 1.4 Πολυώνυμο παρεμβολής Hermite
 
Σκοπός της παρεμβολής Hermite είναι ο προσδιορισμός ενός πολυωνύμου το οποίο να συμφωνεί όχι μόνο με τις τιμές μιας συνάρτησης σε διακεκριμένα σημεία αλλά και με τις τιμές των παραγώγων  αυτής στα ίδια σημεία. Δηλαδή ένα πρόβλημα παρεμβολής Hermite επιπρόσθετα με τις τιμές της συνάρτησης 
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 στα σημεία 
[image: image94.wmf]0,1

,...,

n

xxx

 διαχειρίζεται και τις τιμές της  
[image: image95.wmf]()

k

f

 στα 
[image: image96.wmf]0,1

,...,

n

xxx

.  Για 
[image: image97.wmf]([,])

M

fCab

Î

, δηλαδή η συνάρτηση έχει συνεχείς παραγώγους μέχρι 
[image: image98.wmf]M

 τάξης στο διάστημα 
[image: image99.wmf][,]

ab

, οι συνθήκες παρεμβολής είναι:
                               
[image: image100.wmf]()()

()()

kk

ii

pxfx

=

                                        (1.11)

για 
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Εισάγουμε την έννοια των διαιρεμένων διαφορών

1.4.1 Διαιρεμένες διαφορές

  
Διαιρεμένη διαφορά πρώτης τάξης στα σημεία 
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Σαν διαιρεμένη διαφορά 2ης  τάξης στα σημεία 
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ενώ σαν διαιρεμένη διαφορά τάξης 
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 στα σημεία 
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Ο πίνακας διαιρεμένων διαφορών είναι:
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Οι πεπερασμένες διαφορές έχουν εφαρμογή στο πολυώνυμο παρεμβολής του Newton το οποίο είναι για 
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 Σημειώνουμε ότι αν υποθέσουμε ότι 
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ενώ αν και 
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Γενικά αν έχουμε τα σημεία 
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[image: image147.wmf]k

 δίνεται
                                        
[image: image148.wmf]()

()

[,...,]

!

k

i

iik

fx

fxx

k

+

=

                                         (1.17).

     Επιστρέφοντας στην παρεμβολή Hermite, αυτή μπορεί να θεωρηθεί σαν παρεμβολή σε πολλαπλά σημεία. Οπότε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον πίνακα των διαιρεμένων διαφορών και το πολυώνυμο του Newton. Έστω ότι έχουμε τα σημεία 
[image: image149.wmf]01
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, στα οποία μας είναι γνωστές οι τιμές της συνάρτησης  
[image: image150.wmf]f

 και της παραγώγου αυτής ,
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. Τότε μπορούμε να επιτύχουμε παρεμβολή Hermite στα σημεία 
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 θεωρώντας το καθένα βαθμού πολλαπλότητας 2. Ο πίνακας διαιρεμένων διαφορών γίνεται
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Τότε το πολυώνυμο παρεμβολής γίνεται 
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ή λόγω της μοναδικότητας του πολυωνύμου παρεμβολής 
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    Γενικά, το πολυώνυμο παρεμβολής Hermite που παρεμβάλλει την 
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. Για να παράγουμε το
πολυώνυμο παρεμβολής Hermite, που ορίζεται στα πιο πάνω σημεία, χρησιμοποιούμε την σχέση 
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και ορίζουμε μια νέα ακολουθία σημείων 
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Κατασκευάζουμε τον πίνακα των διαιρεμένων διαφορών με τα νέα σημεία και την σχέση 
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που είναι η αντίστοιχη της  
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Τέλος χρησιμοποιώντας τον τύπο παρεμβολής του Newton, το πολυώνυμο παρεμβολής Hermite μπορεί να παρασταθεί ως ακολούθως:
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Παράδειγμα 1.2: 

Να βρεθεί το πολυώνυμο παρεμβολής Hermite που παρεμβάλλει την συνάρτηση 
[image: image184.wmf]f

 στα σημεία  
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 και για το οποίο ισχύουν οι εξής συνθήκες παρεμβολής:
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Λύση:

Ορίζουμε νέα ακολουθία σημείων με την βοήθεια της σχέσης 
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Κατασκευάζουμε τον πίνακα διαιρεμένων διαφορών
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Τότε από την σχέση (1.21) το πολυώνυμο Hermite προκύπτει να έχει την μορφή 
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ενώ αντικαθιστώντας τις τιμές παίρνουμε 
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που είναι και το επιθυμητό .                                                                              
1.4.2 Παρεμβολή Hermite χρησιμοποιώντας τους συντελεστές Lagrange
     Η παρεμβολή Hermite μπορεί να αξιοποιήσει τους συντελεστές Lagrange όταν εκτός των δοθέντων τιμών της συνάρτησης 
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 στα διακεκριμένα σημεία 
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 τότε υπάρχει μοναδικό πολυώνυμο 
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, το οποίο να ικανοποιεί τις πιο κάτω συνθήκες παρεμβολής :
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για                                                                                                                         (1.22)
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και το οποίο έχει την παρακάτω παράσταση:
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όπου 
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είναι οι συντελεστές Hermite και 
[image: image232.wmf]()
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 οι συντελεστές Lagrange. 

Η σχέση (1.23) είναι η Lagrange μορφή του πολυωνύμου παρεμβολής Hermite. 

Παράδειγμα 1.3:

Να βρεθεί το πολυώνυμο παρεμβολής Hermite που παρεμβάλλει την συνάρτηση 
[image: image233.wmf]f

 στα σημεία 
[image: image234.wmf]01

0,1

xx

==

 και για το οποίο ισχύουν οι εξής συνθήκες παρεμβολής:
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Λύση:

Υπολογίζουμε τους συντελεστές Lagrange και τις πρώτες παραγώγους αυτών για 
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και                         
[image: image242.wmf]0

()1

Lx

¢

=-


Για 
[image: image243.wmf]1

1

x

=

έχουμε

                              
[image: image244.wmf]0

1

10

()

xx

Lxx

xx

-

==

-


και                          
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Υπολογίζουμε τους συντελεστές Hermite από τις σχέσεις (1.24)
Για 
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Αντικαθιστώντας τώρα στον τύπο (1.23) τους συντελεστές Hermite παίρνουμε το πολυώνυμο παρεμβολής
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1.5 Σφάλμα παρεμβολής

               Η προσέγγιση μιας συνάρτησης 
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 από μια άλλη συνάρτηση 
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 εισάγει κάποιο σφάλμα. Έτσι και στην πολυωνυμική παρεμβολή, είναι δυνατό η σχέση της παρεμβαλλόμενης συνάρτησης 
[image: image255.wmf]f

 και του πολυωνύμου παρεμβολής 
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οπότε έχουμε ένα σφάλμα πολυωνυμικής παρεμβολής 
[image: image258.wmf]e

 τέτοιο ώστε
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Το σφάλμα παρεμβολής συνδέεται άμεσα με την εκλογή του συνόλου των σημείων παρεμβολής.

           Το σφάλμα παρεμβολής στην περίπτωση της παρεμβολής Lagrange της παραγράφου δίνεται από τον τύπο 
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για κάποιο 
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             Αντίστοιχα για το σφάλμα του πολυωνύμου Hermite έχουμε:
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για 
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KΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ LAGRANGE-HERMITE
ΔΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ


Η παρεμβολή Hermite συνταιριάζει προκαθορισμένα δεδομένα, τιμές συνάρτησης και συνεχείς κανονικές παραγώγους, σε ένα σύνολο σημείων σε διάφορους κύκλους που έχουν κέντρο την αρχή των αξόνων. Περιλαμβάνει την παρεμβολή Lagrange σαν ειδική περίπτωση, όταν δεν περιλαμβάνονται στα δεδομένα τιμές των παραγώγων της συνάρτησης.  Η μοναδικότητα της παρεμβολής πετυχαίνεται όταν τα σημεία που ανήκουν στον ίδιο κύκλο είναι ισαπέχοντα, αν και τα σημεία σε διαφορετικούς κύκλους μπορεί να διαφέρουν σε αυθαίρετες περιστροφές. Αυτό οδηγεί σε  ολοκλήρωμα δύο ή περισσοτέρων διαστάσεων στον μοναδιαίο κύκλο το οποίο μπορεί να δοθεί ακριβώς χωρίς να ξέρουμε τον ακριβή τύπο του πολυωνύμου παρεμβολής.

2.1.Ορισμοί και πρόβλημα παρεμβολής Hermite  

Θεωρούμε ένα πρόβλημα παρεμβολής Hermite  με πολυώνυμα δύο μεταβλητών. Τα σημεία παρεμβολής βρίσκονται σε διάφορους κύκλους με κέντρο την αρχή των αξόνων  και παρεμβολή διαχειρίζεται προκαθορισμένα δεδομένα από τιμές συνάρτησης και συνεχών κανονικών παραγώγων αυτής. Όταν δεν παρεμβάλλονται τιμές παραγώγων ,τότε το πρόβλημα γίνεται πρόβλημα παρεμβολής Lagrange.

Εισάγουμε την έννοια του ολικού βαθμού 
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 του πολυωνύμου 
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 Συμβολίζουμε με 
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 τον χώρο των πολυωνύμων 
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 Η διάσταση του χώρου 
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. Θεωρούμε την περίπτωση που ο αριθμός των συνθηκών παρεμβολής είναι ίσος με την διάσταση του χώρου 
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. Αν υπάρχει μοναδική λύση σε ένα πρόβλημα παρεμβολής , λέμε ότι το πρόβλημα είναι «ευσταθές». Αντίθετα με την παρεμβολή με πολυώνυμα μιας μεταβλητής, παρεμβολή Hermite ή Lagrange, η παρεμβολή με πολυώνυμα πολλών μεταβλητών δεν είναι πάντοτε ευσταθής.  

Κανονική παράγωγος: 
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Για θετικό αριθμό 
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 συμβολίζουμε τον κύκλο ακτίνας 
[image: image286.wmf]r

 με κέντρο την αρχή των αξόνων με 
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Το πρόβλημα παρεμβολής: 

Ας είναι ο θετικός ακέραιος 
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 ο ολικός βαθμός του πολυωνύμου παρεμβολής,  
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Συμβολίζουμε με  
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διακεκριμένα σημεία στον κύκλο 
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 Χαρακτηρίζουμε τα σημεία για τα οποία το πρόβλημα έχει μοναδική λύση στο 
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 για οποιαδήποτε προκαθορισμένα δεδομένα
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 όπου 
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Οι πιο πάνω εξισώσεις αποτελούν τις συνθήκες παρεμβολής του προβλήματος. Με άλλα λόγια, το πρόβλημα απαιτεί παρεμβολή στις μέχρι 
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 διακεκριμένα σημεία στον 
[image: image304.wmf]l

-
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. Θυμίζουμε ότι ο αριθμός των συνθηκών παρεμβολής (2.7) είναι ίσος με την διάσταση του χώρου 
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, τότε το πρόβλημα γίνεται πρόβλημα παρεμβολής Lagrange σε 
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, υπάρχει μόνο ένας κύκλος, τον οποίο διαλέγουμε να έχει ακτίνα 
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, και το πρόβλημα γίνεται πρόβλημα Hermite στον μοναδιαίο κύκλο.


Η πιο κοινή επιλογή σημείων παρεμβολής στον κύκλο 
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Όπου 
[image: image315.wmf]l
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 είναι αριθμός ανεξάρτητος του 
[image: image316.wmf]j

. Ο αριθμός 
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 δηλώνει ότι τα ισαπέχοντα σημεία σε διαφορετικούς κύκλους μπορεί να διαφέρουν εκ περιστροφής. 

Θα δώσουμε τώρα το κύριο αποτέλεσμα αυτού του κεφαλαίου.

Θεώρημα 2.1:Το πρόβλημα παρεμβολής Hermite (2.7) που βασίζεται στα ισαπέχοντα σημεία (2.8) είναι ευσταθές.                                                                      □
Το θεώρημα αποδεικνύεται στην δεύτερη παράγραφο αυτού του κεφαλαίου, όπου επίσης παραθέτουμε πορίσματα αυτού και διάφορες ιδιότητες του μοναδικού πολυωνύμου παρεμβολής. Το αποτέλεσμα αυτό είναι νέο ακόμα και για την παρεμβολή Lagrange. Αργότερα μια άλλη απόδειξη του πιο πάνω θεωρήματος δόθηκε ανεξάρτητα από τους Hakopian και Ismaeil[5].


Ολοκληρώνοντας το πολυώνυμο παρεμβολής 
[image: image318.wmf]P

 στο θεώρημα, δίνει έναν cubature τύπο στον μοναδιαίο δίσκο 
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 είναι δύσκολο να βρεθεί, η μέση τιμή του ολοκληρώματος του 
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 πάνω στον κύκλο ακτίνας 
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 μπορεί να θεωρηθεί σαν η λύση ενός προβλήματος παρεμβολής μιας μεταβλητής. Αυτό μας επιτρέπει να δώσουμε σαφείς τύπους για τους cubature τύπους. Αυτά τα αποτελέσματα θα συζητηθούν στην τρίτη παράγραφο.

Στην τέταρτη παράγραφο θεωρούμε το πρόβλημα παρεμβολής (2.7) για αυθαίρετα σύνολα σημείων στον κύκλο. Για την ειδική περίπτωση του 
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 (παρεμβολή στον μοναδιαίο κύκλο), θα δείξουμε ότι το πρόβλημα είναι ευσταθές μόνο όταν 
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2.2 Ισαπέχοντα σημεία
Ξεκινούμε με την εξής παρατήρηση. Συμβολίζουμε με 
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 τα ομογενή πολυώνυμα 
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 βαθμού με δύο μεταβλητές, δηλαδή  
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Επειδή τα σημεία παρεμβολής βρίσκονται στον μοναδιαίο κύκλο είναι πιο βολικό να χρησιμοποιούμε πολικές συντεταγμένες, 
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Χρησιμοποιώντας τις βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες προκύπτει ότι σε πολικές συντεταγμένες,
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Για πολυώνυμα 
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 όπου 
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  είναι τριγωνομετρικά πολυώνυμα βαθμού 
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 που δίνονται  ως εξής: 
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Αυτή η έκφραση είναι χρήσιμη στην παρεμβολή με αυθαίρετα σημεία στον κύκλο. Για την απόδειξη του θεωρήματος  2.1 χρησιμοποιούμε διαφορετική έκφραση.

Λήμμα 2.2:  Για n≥0, σε πολικές συντεταγμένες κάθε πολυώνυμο 
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Αυτό προκύπτει αν ξαναγράψουμε την (2.11) σαν άθροισμα των 
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Λήμμα 2.3:   Για 
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και υποθέτουμε ότι  
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Με σκοπό να δείξουμε ότι το πρόβλημα παρεμβολής  Hermite (2.7) είναι κανονικό, θα πρέπει να δείξουμε ότι αν  
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τότε το 
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 είναι το μηδενικό πολυώνυμο. Χρησιμοποιώντας το λήμμα (2.3) για  
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Λήμμα 2.4:  Ας είναι 
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Απόδειξη: Ας είναι 
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 στο λήμμα 2.3, οι συνθήκες παρεμβολής (2.15)  μπορούν να γραφούν 
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. Η πιο πάνω παράσταση είναι τριγωνομετρικό πολυώνυμο βαθμού 
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 , το οποίο παίρνει την τιμή 0 σε 
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Η απόδειξη της  μοναδικότητας της παρεμβολής Hermite εξαρτάται από το πιο κάτω αποτέλεσμα που αναφέρεται σε πολυώνυμα μιας μεταβλητής.

Λήμμα 2.5: Ας είναι 
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Είμαστε σε θέση τώρα να αποδείξουμε το κύριο αποτέλεσμα, το θεώρημα (2.1), το οποίο επαναδιατυπώνουμε.
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Ας είναι 
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 το μοναδικό πολυώνυμο παρεμβολής που ικανοποιεί τις συνθήκες παρεμβολής (2.7) . Τότε το 
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Αυτό το θεώρημα μας επιτρέπει να ανάγουμε το πρόβλημα της εύρεσης ακριβούς τύπου για τα  
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Σημειώνουμε ότι οι τύποι δεν περιέχουν όρους του  
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2.3 Μέση τιμή ολοκληρώματος και cubature τύπος

Παρόλο που δεν γνωρίζουμε τον ακριβή τύπο του πολυωνύμου παρεμβολής γενικότερα, το γεγονός ότι τα ισαπέχοντα σημεία στους κύκλους έχουν την ιδιότητα της περιστροφικής σταθερότητας μας επιτρέπει να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα του πολυωνύμου παρεμβολής. Στην πραγματικότητα η μέση τιμή του ολοκληρώματος ενός πολυωνύμου πάνω σε ένα κύκλο ακτίνας 
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 όπως στο (2.7) . Θεωρούμε το πιο κάτω πρόβλημα παρεμβολής μιας μεταβλητής: εύρεση ενός πολυωνύμου 
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 συνθήκες παρεμβολής. Έχει μοναδική λύση. Το μοναδικό πολυώνυμο παρεμβολής που ικανοποιεί τις (2.18) μπορεί να γραφεί: 

  
[image: image519.wmf]1

2

,,

10

()(),

l

lklk

lk

qrglr

m

l

-

==

=

åå

                                                    (2.19)
όπου 
[image: image520.wmf],

lk

l

 είναι θεμελιώδη πολυώνυμα που ορίζονται  
[image: image521.wmf]()

,,,

()

lkuklu

lr

u

u

dd

=

,


[image: image522.wmf]01,

u

um

££-

 
[image: image523.wmf]12

u

l

££

. Ας είναι 
[image: image524.wmf]1

()()...()

l

xxrxr

l

mm

l

W=--

.

Τότε τα πολυώνυμα 
[image: image525.wmf],

lk

l

 δίνονται:


[image: image526.wmf]1

,

1

0

()()1()

()()

!()!()()

l

l

l

l

k

j

l

lkrrl

j

j

l

rrdjrr

lrrr

krrjdrrr

m

m

m

--

=

-

=

éù

W-W-

=-

êú

-WW-

ëû

å


για  
[image: image527.wmf]1

l

l

££

. Αφού τα σημεία της παρεμβολής είναι συμμετρικά, είναι εύκολο να δούμε ότι 
[image: image528.wmf]21,,

()(1)()

k

lklk

lrlr

l

-+

=--

.
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 Αφού  
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Τα πολυώνυμα 
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Πόρισμα 2.10: Ας είναι 
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Η δεύτερη περίπτωση είναι όταν 
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Πόρισμα 2.11: Ας είναι 
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το μοναδικό πολυώνυμο παρεμβολής Hermite που ικανοποιεί 
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Τότε η μέση τιμή 
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 του (2.20) δίνεται:
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όπου τα  
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 δίνονται από τον ίδιο τύπο όπως στο προηγούμενο πόρισμα.               □
Σε αυτό το σημείο θα δώσουμε τον ορισμό του cubature τύπου.

Θεωρούμε ένα ολοκλήρωμα 
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Ορισμός 2.12: Ένας cubature τύπος είναι μια προσέγγιση για το ολοκλήρωμα
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Οι μη μηδενικοί σταθεροί 
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 καλούνται βάρη και τα 
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Ο ακριβής τύπος της μέσης τιμής του πολυωνύμου παρεμβολής μπορεί να  χρησιμοποιηθεί για να πάρουμε cubature τύπους. Αυτό προκύπτει από τον πιο κάτω τύπο.
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ο οποίος δείχνει ειδικότερα ότι τι ολοκλήρωμα του πολυωνύμου παρεμβολής  
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Θεώρημα 2.13:  Ας είναι 
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για 
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Μια ενδιαφέρουσα ειδική περίπτωση είναι όταν 
[image: image584.wmf]1
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, για την οποία δεν εμφανίζονται τιμές παραγώγων στον τύπο. Αυτό αντιστοιχεί στην Lagrange παρεμβολή που συζητήθηκε στο πόρισμα 2.10.

Θεώρημα 2.14: Ο πιο κάτω cubature τύπος ισχύει για  
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όπου τα cubature βάρη 
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Ακόμα μια ειδική περίπτωση που μπορεί να είναι ενδιαφέρουσα προέρχεται από την παρεμβολή Hermite στον μοναδιαίο κύκλο, για την οποία ο ακριβής τύπος του μέσου 
[image: image591.wmf]()
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 δίνεται από το πόρισμα 2.11. 
Θεώρημα 2.15: Ο πιο κάτω cubature τύπος ισχύει για 
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όπου οι συντελεστές 
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2.4 Αυθαίρετα διακεκριμένα σημεία στον κύκλο 

Σε αυτή την παράγραφο θεωρούμε το πρόβλημα παρεμβολής (2.22) για αυθαίρετα σύνολα σημείων στον κύκλο. Θα περιοριστούμε στην περίπτωση 
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, άρα θεωρούμε πρόβλημα παρεμβολής στον μοναδιαίο κύκλο.

Πρόβλημα: δείξτε ότι υπάρχει μοναδικό πολυώνυμο 
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για οποιαδήποτε δεδομένα 
[image: image601.wmf],

{}

jk

f

, όπου


                        
[image: image602.wmf]{(,)(cos,sin):02}

jjjj

xyjm

qq

=££


είναι σύνολο από διακεκριμένα σημεία στον μοναδιαίο κύκλο.

Το πρόβλημα παρεμβολής (2.22) χρησιμοποιεί τον ίδιο αριθμό σημείων για 
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. Προκύπτει ότι για την ευστάθεια της παρεμβολής χρειάζεται μόνο να θεωρήσουμε την περίπτωση 
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Πρόταση 2.16: Ας είναι 
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 σύνολο διακεκριμένων σημείων στον μοναδιαίο κύκλο. Αν το πρόβλημα παρεμβολής (2.22) έχει μοναδική λύση για 
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Απόδειξη: Υποθέτουμε ότι το πρόβλημα παρεμβολής (2.22) δεν έχει μοναδική λύση για 
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Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το 
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 είναι της μορφής (2.11). Τότε είναι εύκολο να δούμε ότι το πολυώνυμο  
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 το οποίο δεν μπορεί να ικανοποιεί τις πιο πάνω συνθήκες παρεμβολής. Τελικά το 
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γεγονός το οποίο δείχνει ότι το πρόβλημα παρεμβολής (2.22) δεν είναι ευσταθές για  
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Γι’ αυτό, από εδώ και στο εξής χρειάζεται να θεωρούμε μόνο 
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Ας είναι 
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Με σκοπό να δείξουμε ότι το πρόβλημα (2.22) είναι ευσταθές, χρειάζεται να δείξουμε ότι το 
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συνεπάγεται 
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, αυτό το σύστημα των εξισώσεων αντιστοιχεί στην παρεμβολή Lagrange με τριγωνομετρικά πολυώνυμα βαθμού 1, σε 3 διακεκριμένα σημεία, γι’ αυτό έχει μοναδική λύση.

Πρόταση 2.17: Ας είναι 
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 σύνολο από 3 διακεκριμένα σημεία στον μοναδιαίο κύκλο. Τότε το πρόβλημα παρεμβολής (2.22) έχει μοναδική λύση για 
[image: image632.wmf]1

n

=

 και 
[image: image633.wmf]2

n

=

.                                                                                           □

Για 
[image: image634.wmf]3

n

³

, χρειάζονται επιπλέον συνθήκες στα σημεία για ευστάθεια.

Στην περίπτωση 
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Πρόταση 2.18: Ας είναι 
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 σύνολο από διακεκριμένα σημεία στον μοναδιαίο κύκλο. Το πρόβλημα παρεμβολής (2.22) έχει μοναδική λύση για 
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 επιτρέπει μοναδική  τριγωνομετρική παρεμβολή στον χώρο  
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Αν υποθέσουμε ότι το 
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 είναι της μορφής (2.11) με 
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 περιέχει 5 διακεκριμένα σημεία.

Παρόμοια αποτελέσματα ισχύουν και για την περίπτωση 
[image: image647.wmf]5

n

=

.

Πρόταση 2.19: Ας είναι 
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, σύνολο από διακεκριμένα σημεία στον μοναδιαίο κύκλο. Το πρόβλημα παρεμβολής (2.22) έχει μοναδική λύση για 
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2.5 Εφαρμογές με την χρήση  πολυωνυμικής παρεμβολής Hermite-Lagrange 
Σε αυτήν την παράγραφο θα δούμε πως εφαρμόζεται η μέθοδος Hermite-Lagrange στην εύρεση του μέγιστου κοινού διαιρέτη (ΜΚΔ) πολυωνύμων 2 μεταβλητών όπως και στον υπολογισμό της ορίζουσας πολυωνυμικού πίνακα 2 μεταβλητών. Επίσης θα κάνουμε αναφορά στον διακριτό μετασχηματισμό Fourier (Discrete Fourier Transform) και πως αυτός εφαρμόζεται σε προβλήματα παρεμβολής και ειδικότερα στην προσέγγιση της ορίζουσας πίνακα με στοιχεία πολυώνυμα 2 μεταβλητών.   

Παράδειγμα 2.20: 

Εύρεση του ΜΚΔ πολυωνύμων δύο μεταβλητών
Πρόβλημα: Να βρεθεί ο ΜΚΔ των πιο κάτω πολυωνύμων δύο μεταβλητών με παρεμβολή Hermite-Lagrange
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Συμβολίζουμε με 
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Βήμα 1ο: Υπολογίζουμε την μορφή του πολυωνύμου παρεμβολής.
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Άρα ο βαθμός του πολυωνύμου παρεμβολής θα είναι το πολύ, ολικού βαθμού 
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Βήμα 2ο: Βρίσκουμε τις λύσεις της εξίσωσης 
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Παίρνουμε την περίπτωση όπου όλα τα 
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, άρα πρόκειται για πρόβλημα παρεμβολής Lagrange σε 
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Βήμα 3ο: Βρίσκουμε τα σημεία παρεμβολής.

Συμβολίζουμε με 
[image: image677.wmf],,

{(,):02}

ljlj

xyjm

££

 διακεκριμένα σημεία στους κύκλους  
[image: image678.wmf]()

l

Sr

, όπου 
[image: image679.wmf][(1)/2][3/2]1

mn

=+==

 και 
[image: image680.wmf]1

l

l

££

. Άρα έχουμε 

για 
[image: image681.wmf]1

l

=

, 
[image: image682.wmf]1,01,01,11,11,21,2

{(,),(,),(,)}

xyxyxy

, τα σημεία που ανήκουν στον κύκλο 
[image: image683.wmf]1

()

Sr

και 

για 
[image: image684.wmf]2

l

=

,  
[image: image685.wmf]2,02,02,12,12,22,2

{(,),(,),(,)}

xyxyxy

, τα σημεία που ανήκουν στον κύκλο  
[image: image686.wmf]2

()

Sr

.

Παίρνουμε τα σημεία να είναι ισαπέχοντα στους κύκλους, δηλαδή


[image: image687.wmf],,,,

(,)(cos,sin),

ljljlljllj

xyrr

qq

=

 
[image: image688.wmf],

2

,

21

lj

j

m

p

q

=

+

  
[image: image689.wmf]02

jm

££


Για  τον κύκλο 
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Για τον κύκλο 
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Βήμα 4ο: Κατασκευάζουμε τις συνθήκες παρεμβολής.
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· Για  
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με ΜΚΔ  
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· Για  
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Αφού το πολυώνυμο που ψάχνουμε είναι της μορφής  
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 τότε θα έχουμε τις εξής εξισώσεις  ως συνθήκες παρεμβολής:
1. Για το σημείο 
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2. Για το σημείο 
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3. Για το σημείο 
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4. Για το σημείο 
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5. Για το σημείο 
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6. Για το σημείο 
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Από τις 6 εξισώσεις και χρησιμοποιώντας ‘mathematica’ παίρνουμε τους συντελεστές 
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. Οι υπόλοιποι συντελεστές είναι απειροελάχιστοι. Οπότε το ζητούμενο πολυώνυμο, ο ΜΚΔ των πολυωνύμων 
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Παράδειγμα 2.21:

Εύρεση ορίζουσας πολυωνυμικού πίνακα με παρεμβολή

Πρόβλημα: Να βρεθεί η ορίζουσα του πιο κάτω πίνακα πολυώνυμων δύο μεταβλητών με παρεμβολή.
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Συμβολίζουμε με 
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 το πολυώνυμο με το οποίο θα παρεμβάλουμε την ορίζουσα του πίνακα.

Βήμα 1ο: Υπολογίζουμε την μορφή του πολυωνύμου παρεμβολής 
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Οπότε στο πολυώνυμο παρεμβολής πιθανόν να περιέχεται ο όρος 
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  η διάσταση του πίνακα. Άρα το πολυώνυμο που ψάχνουμε είναι βαθμού το πολύ 
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[image: image782.wmf]4

,

00

(,)

k

jkj

jk

kj

pxypxy

-

==

=

åå



[image: image783.wmf]222222

0,01,00,11,12,00.22,11,22,2

(,)

pxyppxpypxypxpypxypxypxy

=++++++++



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image784.wmf]333344

3,00,33,11,34,00,4

pxpypxypxypxpy

++++++


Βήμα 2ο: Βρίσκουμε τις λύσεις της εξίσωσης 
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Περίπτωση 1η:

Παίρνουμε την περίπτωση όπου όλα τα 
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 άρα πρόκειται για πρόβλημα παρεμβολής  Lagrange σε 
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Βήμα 3ο: Βρίσκουμε τα σημεία παρεμβολής.

Συμβολίζουμε με 
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[image: image796.wmf]()

l

Sr

, όπου 
[image: image797.wmf][(1)/2][5/2]2

mn

=+==

 και 
[image: image798.wmf]1

l

l

££

. Άρα έχουμε για 
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Παίρνουμε τα σημεία να είναι ισαπέχοντα στους κύκλους, δηλαδή
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Για  τον κύκλο 
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(1.ε) για 
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Για τον κύκλο 
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(2.β) για 
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(2.γ) για 
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(2.ε) για 
[image: image833.wmf]2,4

8

5

p

q

=

=> 
[image: image834.wmf]2,42,4

111

(,)((15),(55))

842

xy

=-+-+


Για τον κύκλο 
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Βήμα 4ο: Κατασκευάζουμε τις συνθήκες παρεμβολής.
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Αντικαθιστούμε τα 
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 στον πίνακα, με τις συνιστώσες διαφορετικού σημείου κάθε φορά. Υπολογίζουμε την τιμή της ορίζουσας για κάθε σημείο που αντικαθιστούμε  και τις τιμές αυτές θα τις χρησιμοποιήσουμε σαν τα δεδομένα 
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· Για τον κύκλο με ακτίνα 
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· Για τον κύκλο με ακτίνα 
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Δημιουργούμε τις συνθήκες παρεμβολής χρησιμοποιώντας τα πιο πάνω δεδομένα. 
1. Για το σημείο 
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3. Για το σημείο 
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4. Για το σημείο 
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 5. Για το σημείο 
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6. Για το σημείο 
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7. Για το σημείο 
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8. Για το σημείο 
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9. Για το σημείο 
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10. Για το σημείο 
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11. Για το σημείο  
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12. Για το σημείο 
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13. Για το σημείο 
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14. Για το σημείο 
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15. Για το σημείο 
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Από τις 15 εξισώσεις και χρησιμοποιώντας ‘mathematica’ παίρνουμε τους συντελεστές, 
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, ενώ οι υπόλοιποι συντελεστές είναι μηδέν ή πολύ κοντά σε αυτό. Άρα το πολυώνυμο που παρεμβάλλει την ορίζουσα του πίνακα 
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Περίπτωση 2η:

Παίρνουμε την περίπτωση όπου 
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. Σημειώνουμε ότι σε αυτή την περίπτωση εκτός από τις τιμές του πολυωνύμου στα σημεία θα παρεμβάλουμε και τις  τιμές της πρώτης παραγώγου αυτού. Συνεχίζουμε την διαδικασία από το 3ο βήμα της πρώτης περίπτωσης.

Βήμα 3ο: Βρίσκουμε τα σημεία παρεμβολής.

Χρησιμοποιούμε στοιχεία από την 1η περίπτωση στην οποία είχαμε ασχοληθεί με τους δύο κύκλους. Συμβολίζουμε με 
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Για τον κύκλο 
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(1.β) για 
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(1.γ) για 
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Για τον κύκλο  
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(2.γ) για  
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(2.δ) για  
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(2.ε) για  
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Βήμα 4ο: Κατασκευάζουμε τις συνθήκες παρεμβολής.
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όπου  
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και άρα το πρόβλημα μας είναι να βρούμε μόνο τις τιμές του πολυωνύμου στα σημεία που ανήκουν στον κύκλο. Άρα οι συνθήκες παρεμβολής γίνονται για αυτόν τον κύκλο 
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Αντικαθιστούμε, όπως και στην πρώτη περίπτωση τις συνιστώσες κάθε σημείου στον πίνακα 
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 και βρίσκουμε την αντίστοιχη  τιμή της ορίζουσας. Αυτή είναι και η τιμή του πολυωνύμου στο κάθε σημείο. Οπότε έχουμε:
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Για τον κύκλο 
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Για 
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άρα το πρόβλημά μας ανάγεται στην εύρεση των τιμών της 1ης παραγώγου του επιθυμητού πολυωνύμου. Παραθέτουμε έναν τύπο από την θεωρία πινάκων για τον υπολογισμό της παραγώγου της ορίζουσας πίνακα. 
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όπου τα 
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όπου   
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Χρησιμοποιώντας τώρα τον τύπο της κανονικής παραγώγου 
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αντικαθιστώντας κάθε φορά τις συνιστώσες διαφορετικού σημείου, όπως και του αντίστοιχου 
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Δημιουργούμε τις συνθήκες παρεμβολής χρησιμοποιώντας τις τιμές 
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13. Για το σημείο 
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 και για τιμή της 1ης παραγώγου του πολυωνύμου 
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14. Για το σημείο 
[image: image1058.wmf]2,32,3
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 και για τιμή της 1ης παραγώγου του πολυωνύμου
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15. Για το σημείο  
[image: image1061.wmf]2,42,4
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 και για τιμή της 1ης παραγώγου του πολυωνύμου 
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Από τις 15 εξισώσεις και χρησιμοποιώντας ‘mathematica’ παίρνουμε τους συντελεστές, 
[image: image1064.wmf]0,1
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, ενώ  οι υπόλοιποι συντελεστές είναι μηδέν ή πολύ κοντά σε αυτό. Άρα το πολυώνυμο που αντιστοιχεί στην ορίζουσα του πίνακα Α είναι  το 
[image: image1068.wmf]22
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Περίπτωση 3η:

Παίρνουμε την περίπτωση όπου 
[image: image1069.wmf]1
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. Δηλαδή έχουμε σημεία σε έναν κύκλο, 
[image: image1070.wmf]1
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, τον 
[image: image1071.wmf]1
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με ακτίνα 
[image: image1072.wmf]1
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, δηλαδή έχουμε παρεμβολή Hermite στον μοναδιαίο κύκλο με 
[image: image1073.wmf]01
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[image: image1074.wmf]02
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. Οπότε εκτός των τιμών του πολυωνύμου στα σημεία στον κύκλο, θα παρεμβάλουμε τις  τιμές της 1ης και 2ης παραγώγου του πολυωνύμου στα ίδια σημεία. Συνεχίζουμε την διαδικασία από το 3ο βήμα των προηγούμενων περιπτώσεων.

Βήμα 3ο: Βρίσκουμε τα σημεία παρεμβολής.

Συμβολίζουμε με 
[image: image1075.wmf],,
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 διακεκριμένα σημεία στον κύκλο  
[image: image1076.wmf]()
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. Άρα έχουμε 
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, συνεπώς  
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 ακτίνας 
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(1.α) για 
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(1.β) για 
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(1.γ) για 
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(1.δ) για 
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(1.ε) για  
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Βήμα 4ο: Κατασκευάζουμε τις συνθήκες παρεμβολής.
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όπου  
[image: image1095.wmf]01,
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Για 
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 οι συνθήκες παρεμβολής γίνονται 
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Αντικαθιστούμε, όπως και στις προηγούμενες  περιπτώσεις  τις συνιστώσες κάθε σημείου στον πίνακα 
[image: image1104.wmf]A

 και βρίσκουμε την αντίστοιχη  τιμή της ορίζουσας. Αυτή είναι και η τιμή του πολυωνύμου στο κάθε σημείο. Οπότε έχουμε:
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              για το σημείο (1.α)


[image: image1106.wmf]1,1,0

1.44876

f

=-
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Για 
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, οι συνθήκες παρεμβολής γίνονται:
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άρα το πρόβλημά μας ανάγεται στην εύρεση των τιμών της 1ης παραγώγου του επιθυμητού πολυωνύμου. Εκμεταλλευόμαστε τις τιμές που προέκυψαν από τον τύπο εύρεσης των τιμών ορίζουσας που χρησιμοποιήσαμε  στην 2η  περίπτωση και έχουμε:
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                 για το σημείο (1.α)
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Για 
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, οι συνθήκες παρεμβολής γίνονται:


[image: image1118.wmf](

)

2

1,1,1,,2

2

,,

jjj

P

xyf

r

¶

æö

=

ç÷

¶

èø


όποτε έχουμε να βρούμε τις τιμές της 2ης παραγώγου του πολυωνύμου ή αντίστοιχα τις τιμές της 2ης παραγώγου της ορίζουσας του πίνακα  
[image: image1119.wmf]A

. Θα χρησιμοποιήσουμε και πάλι τον τύπο που χρησιμοποιήσαμε στην 2η περίπτωση. Προκύπτει για την 2η παράγωγο 
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[image: image1123.wmf]2
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και οι τιμές  
[image: image1124.wmf]1,,2

j

f

 αντικαθιστώντας τις συνιστώσες διαφορετικού σημείου κάθε φορά είναι:
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                 για το σημείο (1.α)
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 για το σημείο (1.δ)
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   για το σημείο (1.ε).

Κατασκευάζουμε τις συνθήκες παρεμβολής χρησιμοποιώντας τα δεδομένα 
[image: image1130.wmf]1,,
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1.Για το σημείο 
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2. Για το σημείο 
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3. Για το σημείο 
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4. Για το σημείο 
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5. Για το σημείο 
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6. Για το σημείο 
[image: image1146.wmf]1,01,0

(,)(1,0)

xy

=

 και για τιμή της 1ης παραγώγου του πολυωνύμου
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7. Για το σημείο 
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 και για τιμή της 1ης παραγώγου του πολυωνύμου
[image: image1150.wmf]1,1,1

1.82615

f

=-

,


[image: image1151.wmf]0,10,20,30,41,1

1,21,32,12,23,1

1,01,11,21,32,0

0.951057(1.902112.713533.440950.309017

0.5877850.8385250.09549150.1816360.02950

85)

0.309017(0.9510570.9045080.8602390.61803

4

0.5

ppppp

ppppp

ppppp

+++++

+++++

+++++

2,12,23,03,14,0

877850.5590170.2864750.2724530.118034)

1.82615

ppppp

++++=

-


8.Για το σημείο 
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9.Για το σημείο 
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10. Για το σημείο 
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11. Για το σημείο 
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12. Για το σημείο 
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13. Για το σημείο 
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 και για τιμή της 2ης  παραγώγου 
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14. Για το σημείο 
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H επίλυση του συστήματος των 15 εξισώσεων με ‘mathematica’ δίνει 
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, ενώ οι άλλοι συντελεστές είναι πολύ κοντά στο μηδέν. Το πολυώνυμο, ορίζουσα του πίνακα, που προκύπτει είναι το 
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 και συμφωνεί με τις δύο προηγούμενες περιπτώσεις. 

Είναι προφανές από τα πιο πάνω παραδείγματα ότι η μέθοδος παρεμβολής Hermite-Lagrange είναι αποδοτική και οδηγεί σε ευσταθή αποτελέσματα. Όμως, όπως φαίνεται ιδιαίτερα στο πρόβλημα της εύρεσης της ορίζουσας πολυωνυμικού πίνακα είναι αρκετά χρονοβόρα και απαιτεί μεγάλο υπολογιστικό έργο. Όπως και στην περίπτωση της πολυωνυμικής παρεμβολής με πολυώνυμα μιας μεταβλητής υπάρχουν αλγόριθμοι οι οποίοι είναι το ίδιο αποτελεσματικοί με την παρεμβολή Hermite-Lagrange αλλά έχουν το πλεονέκτημα ότι είναι ιδιαιτέρως γρήγοροι και καταναλώνουν λιγότερο υπολογιστικό έργο . Τέτοιοι αλγόριθμοι είναι κυρίως αυτοί στους οποίους αναμιγνύεται ο διακριτός μετασχηματισμός Fourier.
2.6 O Διακριτός Μετασχηματισμός Fourier (DFT) στην πολυωνυμική παρεμβολή
Θεωρούμε την πεπερασμένες  ακολουθίες
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 για να αποτελούν ένα ζεύγος διακριτού μετασχηματισμού Fourier θα πρέπει να ισχύουν οι πιο κάτω σχέσεις:
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και  
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με 
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την μιγαδική μονάδα και τους μιγαδικούς αριθμούς 
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 να αποτελούν τα σημεία Fourier. Η σχέση (2.23) αποτελεί τον εμπρός μετασχηματισμό Fourier  της 
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Πρόβλημα: Έστω ένας τετραγωνικός πολυωνυμικός πίνακας 
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 του οποίου θέλουμε να υπολογίσουμε την ορίζουσα. Δηλώνουμε με 
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ενώ ως προς την μεταβλητή 
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Άρα το πολυώνυμο 
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Το πολυώνυμο 
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 που αποτελεί την ορίζουσα του πίνακα 
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 μπορεί να υπολογιστεί με τη μέθοδο παρεμβολής χρησιμοποιώντας 
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Τα 
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ενώ από την (2.25) προκύπτει  
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Οπότε η (2.24) γίνεται 
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και είναι προφανές ότι πρόκειται για μετασχηματισμό Fourier. Άρα χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier
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υπολογίζουμε τους συντελεστές του πολυωνύμου  
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Ο πιο κάτω αλγόριθμος συνοψίζει όλα τα πιο πάνω:

Αλγόριθμος 2.22: Υπολογισμός της ορίζουσας πολυωνυμικού πίνακα 2 μεταβλητών.
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 αντίστοιχα, στο πολυώνυμο που αποτελεί την ορίζουσα του πίνακα από τις σχέσεις (2.27) και (2.28) και την μορφή του πολυωνύμου  από την σχέση (2.29) 

Βήμα 2: Υπολογισμός του αριθμού 
[image: image1234.wmf]R

, των σημείων παρεμβολής από την σχέση


[image: image1235.wmf]12

(1)(1)

RMM

=++


Βήμα 3: Υπολογισμός των 
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Βήμα 4: Υπολογισμός των τιμών της ορίζουσας 
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 του πίνακα  αντικαθιστώντας κάθε φορά διαφορετικό σημείο από τα 
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 σημεία.

Βήμα 5: Υπολογισμός των συντελεστών 
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 του πολυωνύμου χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier. 

Βήμα 6: Υπολογίζουμε το πολυώνυμο-ορίζουσα από τον τύπο (2.29)

Παράδειγμα 2.23: Να βρεθεί η ορίζουσα του πίνακα 
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με παρεμβολή χρησιμοποιώντας DFT.

Βήμα 1:   Υπολογισμός των 
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Οπότε η ορίζουσα θα είναι πολυώνυμο της μορφής 
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δηλαδή,
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Βήμα 2: Υπολογισμός του αριθμού 
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Βήμα 3 : Υπολογισμός των 
[image: image1255.wmf]R

 σημείων 
[image: image1256.wmf]1122

((),())

xuryur

==

.

                     
[image: image1257.wmf]1

0,1,2

r

=

 και 
[image: image1258.wmf]2

0,1,2

r

=


όπου

                     
[image: image1259.wmf]()

j

r

iji

urW

=

   , 
[image: image1260.wmf]2

1

i

I

M

i

We

p

+

=

 , 
[image: image1261.wmf]1,2

i

=


Για 
[image: image1262.wmf]1

i

=

 

                     
[image: image1263.wmf]0

11

(0)1

uW

==

,           για  
[image: image1264.wmf]1

0

r

=


                     
[image: image1265.wmf]2

1

3

11

(1)

j

uWe

p

==

,    για  
[image: image1266.wmf]1

1

r

=


          
[image: image1267.wmf]4

2

3

11

(2)

j

uWe

p

==

,   για   
[image: image1268.wmf]1

2

r

=


Για 
[image: image1269.wmf]2

i

=


                      
[image: image1270.wmf]0

22

(0)1

uW

==

,          για   
[image: image1271.wmf]2

0

r

=


                      
[image: image1272.wmf]2

1

3

22

(1)

j

uWe

p

==

,   για   
[image: image1273.wmf]2

1

r

=


                      
[image: image1274.wmf]4

2

3

22

(2)

j

uWe

p

==

,  για  
[image: image1275.wmf]2

2

r

=


Οπότε το σύνολο των σημείων 
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με το οποίο θα παρεμβάλουμε το πολυώνυμο ορίζουσα είναι το
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Βήμα 4: Υπολογισμός των τιμών τη ορίζουσας αντικαθιστώντας κάθε φορά διαφορετικό σημείο από το σύνολο  
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Βήμα 5: Υπολογισμός των συντελεστών 
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 του πολυωνύμου χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier. 
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 οι τιμές που υπολογίσαμε στο 4ο
βήμα.

Άρα έχουμε,   
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Βήμα 6: Αντικαθιστούμε τις τιμές των συντελεστών στον τύπο
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και βρίσκουμε ότι το πολυώνυμο-ορίζουσα είναι το 
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που είναι και το επιθυμητό αν πάρουμε την ορίζουσα του πίνακα   
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(Σημ: όλοι οι αριθμητικοί υπολογισμοί έγιναν με mathematica)

Πιο κάτω θα δώσουμε ένα παράδειγμα μη ευσταθούς παρεμβολής και θα το συγκρίνουμε με τις μεθόδους παρεμβολής Hermite και με την παρεμβολή  που χρησιμοποιεί Διακριτό Μετασχηματισμό Fourier. Για καλύτερη σύγκριση θα παρεμβάλουμε σε ισαπέχοντα σημεία σε έναν κύκλο. 
Παράδειγμα 2.24: Να γίνει παρεμβολή στο πολυώνυμο δύο μεταβλητών
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1ος τρόπος: (μη ευσταθής παρεμβολή)

Υπολογίζουμε την μορφή του πολυωνύμου παρεμβολής


[image: image1319.wmf]max{deg((,))}2

x

lpxy

==

 

[image: image1320.wmf]max{deg((,))}2

y

kpxy

==


Θα παρεμβάλουμε με πολυώνυμο δύο μεταβλητών, ολικού βαθμού 
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το οποίο περιέχει 15 συντελεστές. Οπότε διαλέγουμε να παρεμβάλουμε σε 15 σημεία, ισαπέχοντα, διακεκριμένα στον ίδιο κύκλο ακτίνας 
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Στα σημεία αυτά οι τιμές του πολυωνύμου είναι οι πιο κάτω.
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Δημιουργούμε τις συνθήκες παρεμβολής που είναι της μορφής 
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Από αυτές προκύπτει ένα σύστημα 15 εξισώσεων με 15 αγνώστους συντελεστές, το οποίο δεν δίνει καμία λύση και άρα η μέθοδος παρεμβολής που χρησιμοποιήσαμε δεν είναι ευσταθής. Σημεώνουμε ότι παρεμβάλλαμε μόνο τις τιμες του πολυωνύμου στα σημεία.
2ος τρόπος: Παρεμβολή Hermite σε έναν κύκλο.

Με την ίδια μέθοδο όπως και στον προηγούμενο τρόπο βρίσκουμε ότι πολυώνυμο παρεμβολής έχει την μορφή 
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Για να πετύχουμε παρεμβολή Hermite σε έναν κύκλο στις λύσεις της εξίσωσης 
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 για 
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διαλέγουμε την περίπτωση 
[image: image1346.wmf]1
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. Σε αυτή την περίπτωση θα παρεμβάλουμε σε 5 σημεία, ισαπέχοντα και διακεκριμένα στον μοναδιαίο κύκλο.
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Οι συνθήκες παρεμβολής είναι της μορφής 
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Επειδή 
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, θα παρεμβάλουμε σε κάθε σημείο τις τιμές του πολυωνύμου, τις τιμές της 1ης παραγώγου και τις τιμές της 2ης παραγώγου αυτού. Οι τιμές αυτές είναι:

Για 
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, οι τιμές του πολυωνύμου 
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Για 
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, οι τιμές της 1ης παραγώγου του πολυωνύμου
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Για 
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, οι τιμές της 2ης παραγώγου του πολυωνύμου  
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Η κατασκευή των συνθηκών παρεμβολής δίνει σύστημα 15 εξισώσεων με 15 άγνωστους συντελεστές το οποίο έχει λύση, 
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, δηλαδή το ίδιο το πολυώνυμο 
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3ος τρόπος:  Παρεμβολή με χρήση Διακριτού Μετασχηματισμού Fourier.

Υπολογίζουμε την μορφή του πολυωνύμου.
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Συνεπώς σύμφωνα με την παρεμβολή με σημεία Fourier το πολυώνυμο παρεμβολής θα είναι της μορφής 
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Ο αριθμός των σημείων παρεμβολής είναι ίσος με 
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Τα 
[image: image1382.wmf]R

 σημεία είναι της μορφής 
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Το σύνολο των σημείων είναι το 
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Οι συντελεστές που προκύπτουν από τον εμπρός μετασχηματισμό Fourier
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 είναι οι 
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Χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier 
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παίρνουμε τους συντελεστές του πολυωνύμου παρεμβολής 
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 οι οποίοι δίνουν το ίδιο το πολυώνυμο 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΗΝ ΘΕΩΡΙΑ ΕΛΕΓΧΟΥ-ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ

ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΥ ΠΙΝΑΚΑ ΔΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Ο υπολογισμός του αντίστροφου ενός δεδομένου τετραγωνικού πίνακα είναι συχνό πρόβλημα στην Θεωρία Ελέγχου. Όταν ο πίνακας είναι σταθερός, δηλαδή τα στοιχεία του ανήκουν στο σύνολο των πραγματικών αριθμών ο υπολογισμός του αντίστροφου πετυχαίνεται με τον υπολογισμό της ορίζουσας, 
[image: image1409.wmf]det
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, και του 
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(adjoint) του πίνακα καθώς ο αντίστροφος ενός πίνακα 
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 δίνεται από τον τύπο  
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Θυμίζουμε ότι ένας πίνακας είναι αντιστρέψιμος αν-ν η ορίζουσα του είναι διάφορη του μηδενός. Το υπολογιστικό έργο που χρειάζεται για τον υπολογισμό των 
[image: image1413.wmf]det
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και 
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 αυξάνεται όσο αυξάνονται και οι διαστάσεις του πίνακα. Η εύρεση του συμπληρωματικού πίνακα ενός 
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 πίνακα με στοιχεία 
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 πετυχαίνεται με την πιο κάτω διαδικασία:

Βήμα 1ο: Υπολογίζουμε της υποορίζουσες διαστάσεως 
[image: image1418.wmf](1)(1)
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 που αντιστοιχούν σε κάθε στοιχείο του πίνακα. Δηλαδή τις υποορίζουσες που προκύπτουν διαγράφοντας την γραμμή και την στήλη στην οποία ανήκει το στοιχείο.

Βήμα 2ο: Βρίσκουμε το πρόσημο που αντιστοιχεί σε κάθε υποορίζουσα 
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ij

A

  με τον τύπο 
[image: image1420.wmf],

(1)

ij

ij

C

+

=-

 όπου οι δείκτες 
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 είναι οι δείκτες του αντίστοιχου στοιχείου του πίνακα 
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Βήμα 3ο: Συμπληρώνουμε τον 
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, πίνακα 
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, με στοιχεία τις υποορίζουσες και τα πρόσημα αυτών όπως τα υπολογίσαμε στα προηγούμενα βήματα, μετατρέποντας όμως τις γραμμές σε στήλες. Δηλαδή η υποορίζουσα που προέκυψε από το στοιχείο  
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στον 
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Παράδειγμα 3.1:

Να βρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα 
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Λύση: 

Πρώτα υπολογίζουμε την ορίζουσα του 
[image: image1430.wmf]A

 για να δούμε αν είναι αντιστρέψιμος.
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οπότε μπορούμε να βρούμε τον αντίστροφο του πίνακα.  

Υπολογίζουμε τις τιμές των υποορίζουσων και τα αντίστοιχα πρόσημα.

 
[image: image1432.wmf]11

45

24

06

A

==

, 
[image: image1433.wmf]12

05

5

16

A

=-=

, 
[image: image1434.wmf]13

04

4

10

A

==-

,


[image: image1435.wmf]21

23

12

06

A

=-=-

, 
[image: image1436.wmf]22

13

3

16

A

==

, 
[image: image1437.wmf]23

12

2

10

A

=-=

,


[image: image1438.wmf]31

23

2

45

A

==-

, 
[image: image1439.wmf]32

13

5

05

A

=-=-

, 
[image: image1440.wmf]33

12

4

04

A

==

.
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,  με βάση το 3ο βήμα του αλγορίθμου προκύπτει να είναι ο
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Τότε ο αντίστροφος 
[image: image1443.wmf]1
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 χρησιμοποιώντας τον τύπο (3.1) είναι ο πίνακας 
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Στην περίπτωση, όμως του υπολογισμού του 
[image: image1445.wmf]adjA

 ενός πολυωνυμικού πίνακα μέσω παρεμβολής, έτσι ώστε από τον τύπο (3.1) να υπολογίσουμε τον αντίστροφο του, μπορούμε να ακολουθήσουμε μια άλλη διαδικασία η οποία αποφεύγει τον υπολογισμό των υποορίζουσων 
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 για έναν πολυωνυμικό πίνακα διαστάσεων 
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Τροποποιώντας τον τύπο  
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και αντικαθιστώντας τα σημεία παρεμβολής που χρησιμοποιήθηκαν για την παρεμβολή της ορίζουσας μπορούμε να πάρουμε τις τιμές του 
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, δηλαδή
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Συνεπώς μπορούμε να κάνουμε παρεμβολή σε κάθε στοιχείο του 
[image: image1452.wmf]adjA

, με πολυώνυμα βαθμού ίσου με αυτό που παρεμβάλαμε την ορίζουσα του πίνακα. 

Παράδειγμα-Αλγόριθμος 3.2: 

Να βρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα 
[image: image1453.wmf]A

(του παραδείγματος 2.2.1) χρησιμοποιώντας τα δεδομένα για την παρεμβολή της ορίζουσας.
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Λύση: 

Βήμα 1ο:  Υπολογισμός της ορίζουσας του πίνακα 
Από την 1η περίπτωση του παραδείγματος 2.2.1 το πολυώνυμο παρεμβολής της ορίζουσας του πίνακα είναι το
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το οποίο προέκυψε με παρεμβολή Lagrange σε σημεία που ισαπέχουν σε
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 κύκλους.
Σε κάθε κύκλο παρεμβάλλαμε τις τιμές της ορίζουσας σε 5 σημεία, ισαπέχοντα και διακεκριμένα. 

Βήμα 2ο :  Υπολογισμός του πίνακα 
[image: image1457.wmf]adjA



Βήμα 2.1: Εύρεση των τιμών του 
[image: image1458.wmf]adjA

 στις οποίες θα κάνουμε παρεμβολή
Χρησιμοποιώντας τα ίδια σημεία στα οποία παρεμβάλλαμε την ορίζουσα του πίνακα στον τύπο 
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παίρνουμε τις πιο κάτω τιμές για τον  
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Για τα σημεία στον κύκλο 
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Για τα σημεία στον κύκλο 
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Για τα σημεία στον  κύκλο 
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Βήμα 2.2: Κατασκευή των συνθηκών παρεμβολής
Οι τιμές που υπολογίσαμε στο προηγούμενο βήμα αποτελούν τα δεδομένα παρεμβολής και με τα οποία θα κατασκευαστούν οι συνθήκες παρεμβολής. Στην ουσία θα παρεμβάλουμε ξεχωριστά με πολυώνυμα κάθε στοιχείο του 
[image: image1482.wmf]adjA

. Για κάθε στοιχείο θα χρησιμοποιήσουμε πολυώνυμο βαθμού 
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,  δηλαδή του ίδιου βαθμού που χρησιμοποιήθηκε στην ορίζουσα. 
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Η παρεμβολή θα είναι Lagrange καθώς έχουμε να διαχειριστούμε μόνο τις τιμές των στοιχείων του 
[image: image1485.wmf]adjA

 και όχι τιμές των παραγώγων τους. Οι συνθήκες θα είναι της μορφής 
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Για κάθε πολυώνυμο παρεμβολής προκύπτει ένα σύστημα 15 εξισώσεων του οποίου η λύση δίνει τους συντελεστές 
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Βήμα 3ο: Υπολογισμός του αντίστροφου
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3.1 Σχόλια-Συμπεράσματα

Η παρεμβολή Hermite-Lagrange με πολυώνυμα δύο μεταβλητών χρησιμοποιεί δεδομένα από τιμές συνάρτησης και τιμές παραγώγων αυτής. Μπορεί να διαχωριστεί σε παρεμβολή Lagrange όταν τα δεδομένα είναι αποκλειστικά τιμές συνάρτησης και σε παρεμβολή Hermite, όταν εμπλέκονται και τιμές παραγώγων. Όπως είδαμε, ενώ στην μονομεταβλητή υπάρχει συγκεκριμένη παράσταση του πολυωνύμου παρεμβολής σε κάθε μέθοδο, δεν ισχύει το ίδιο και για την παρεμβολή με πολυώνυμα δύο μεταβλητών και γενικότερα στην πολυμεταβλητή περίπτωση. Υπάρχουν όμως διάφορες μέθοδοι-στρατηγικές μέσα από τις οποίες πετυχαίνεται η παρεμβολή. Επίσης, ενώ στην παρεμβολή με πολυώνυμα μιας μεταβλητής μπορούμε να πάρουμε ευσταθείς λύσεις για όλες τις επιλογές διαφορετικών σημείων, στην πολυμεταβλητή Hermite-Lagrange παρεμβολή η ευστάθεια προκύπτει από την επιλογή ισαπέχοντων, διακεκριμένων σημείων σε ίδιους ή διαφορετικούς κύκλους. 

Είναι προφανές από τον προηγούμενο αλγόριθμο-παράδειγμα, όπως και από το παράδειγμα 2.21 του 2ου Κεφαλαίου για τον υπολογισμό της ορίζουσας πολυωνυμικού πίνακα δύο μεταβλητών, ότι η παρεμβολή Hermite-Lagrange με πολυώνυμα δύο μεταβλητών είναι αρκετά ευσταθής μέθοδος. Δηλαδή οδηγεί σε αρκετά καλές προσεγγίσεις τόσο στον υπολογισμό της ορίζουσας όσο και στον υπολογισμό του αντίστροφου πολυωνυμικού πίνακα δύο μεταβλητών. Παρόλα αυτά είναι αρκετά χρονοβόρα και καταναλώνει σημαντικό υπολογιστικό έργο. Όπως είδαμε στο 2ο Κεφάλαιο μπορούμε να επιταχύνουμε τέτοιες διαδικασίες και να πάρουμε το ίδιο ευσταθείς λύσεις  χρησιμοποιώντας Διακριτό Μετασχηματισμό Fourier (DFT). Φυσικά για τέτοιους υπολογισμούς και εφαρμογές στην Θεωρία Συστημάτων υπάρχουν πληθώρα λογισμικών πακέτων που συνδυάζουν αριθμητικούς και συμβολικούς υπολογισμούς όπως το  Mathematica.
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