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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

  Στην παρούσα εργασία παρουσιάζονται οι πιο γνωστές μέθοδοι με τις οποίες μπορούμε να μετατρέψουμε τα συστήματα αυτόματου ελέγχου συνεχούς  χρόνου σε ισοδύναμα συστήματα διακριτού χρόνου. Αρχικά στο Κεφάλαιο 1 αναφέρονται οι έννοιες των σημάτων και συστημάτων συνεχούς και διακριτού χρόνου. Επίσης εμπεριέχονται περιγραφές των  αναλογικών και ψηφιακών ελεγκτών αλλά και οι διαδικασίες μετατροπής των αναλογικών σημάτων σε ψηφιακά και το αντίστροφο.  

  Στο Κεφάλαιο 2 περιέχονται οι μέθοδοι με τις οποίες μπορούμε να μετατρέψουμε την συνάρτηση μεταφοράς GC(s) ενός αναλογικού συστήματος στο πεδίο του s σε μία ισοδύναμη  συνάρτηση μεταφοράς GD(z) ενός  διακριτού συστήματος στο πεδίο του z. Στο πρώτο μέρος του κεφαλαίου παρουσιάζονται οι μέθοδοι διακριτοποίησης της συνάρτησης μεταφοράς με χρήση αριθμητικών μεθόδων, στο δεύτερο μέρος η μέθοδος ταύτισης πόλων και μηδενικών, στο τρίτο οι μέθοδοι ταύτισης των κρουστικών και βηματικών  αποκρίσεων των δύο συστημάτων και στο τέταρτο μέρος αναλύονται οι μέθοδοι συγκράτησης. 

  Στο Κεφάλαιο 3 καταγράφονται οι μέθοδοι με τις οποίες διακριτοποιούμε  συστήματα στο χώρο των καταστάσεων. Στο πρώτο μέρος αυτού του κεφαλαίου αναλύεται η διακριτοποίηση των συστημάτων συνεχούς χρόνου στο χώρο των καταστάσεων με χρήση  αριθμητικών μεθόδων ολοκλήρωσης και παραγώγισης. Στο δεύτερο μέρος περιέχονται οι μέθοδοι συγκράτησης μηδενικής και πρώτης τάξης.

  Στο Κεφαλαίο 4 μελετήθηκαν τα ιδιόμορφα συστήματα και οι σύγχρονες μέθοδοι διακριτοποίησης τους. Αναλυτικότερα παρουσιάζονται η μέθοδος διακριτοποίησης των ομογενών ιδιόμορφων συστημάτων, η μέθοδος διακριτοποίησης των μη-ομογενών ιδιόμορφων συστημάτων με συγκράτηση μηδενικής τάξης του διανύσματος εισόδου και η μέθοδος διακριτοποίησης των μη-ομογενών ιδιόμορφων συστημάτων με συγκράτηση πρώτης τάξης του διανύσματος εισόδου.
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ABSTRACT

  In the present assignment, the most familiar methods with whom we can convert the continuous time systems into equivalent discrete time systems are presented. In chapter 1, the meanings of signals and systems are reported. Also, there are descriptions of the analog and digital controllers along with the analog-to-digital converter and the digital-to-analog converter. 

  Chapter 2 contains the methods with whom we can alter the transfer function GC(s) of the continuous system in the s-plane to an equivalent transfer function GD(z) of a discrete system in the z-plane. In the first part of the chapter the methods of discretization with the use of numerical methods are presented. In the second part the pole- zero matching method is presented. In the third part, the impulse-invariance method and the step-invariance method are presented. Finally, in the fourth part, the zero-order hold and the first-order hold methods are analyzed. 

  In Chapter 3, the discretization methods of the state space systems are transcribed. In the first part there is an analysis of the discretization methods with the use of numerical methods of integration and differentation. In the second part the zero-order hold and the first –order hold methods are concluded.

  In chapter 4, singular systems and modern methods of  their discretization  are studied. More over, the state space discretization of homogeneous singular systems, the  state space discretization of  non-homogeneous singular systems with zero order hold and the  state space discretization of  non-homogeneous singular systems with first order are presented.

KEY WORDS

Discretization, singular systems, descriptor systems, zero-order hold, first-order hold.

ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Για την εκπόνηση της παρούσας εργασίας ήταν ιδιαίτερα σημαντική η συμβολή του επιβλέποντα επίκουρου καθηγητή κ. Καραμπετάκη Νικόλαο, τον οποίο ευχαριστώ θερμά τόσο για τις διαφωτιστικές και καίριες υποδείξεις του όσο και για την συνολική επίβλεψη της εργασίας.

   Θερμές ευχαριστίες οφείλω στα μέλη της τριμελούς επιτροπής,  τον καθηγητή        κ. Βαρδουλάκη Αντώνιο-Ιωάννη και την επίκουρη καθηγήτρια κα. Γουσίδου-Κουτίτα Μαρία για τον χρόνο που αφιέρωσαν στη μελέτη καθώς και την αξιολόγηση της εργασίας.

Τέλος, από καρδιάς ευχαριστώ τους γονείς μου για την αμέριστη συμπαράσταση τους κατά την διάρκεια της συγγραφής της εργασίας.

Στην μνήμη του θείου μου,

Βασίλη

ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ

ΠΕΡΙΛΗΨΗ…………………………………………………………………...5
ABSTRACT…………………………………………………………………...6
ΠΡΟΛΟΓΟΣ……………………………………………………………..........7
ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ……………………………………………………….........11
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΑΝΑΛΟΓΙΚΑ-ΨΗΦΙΑΚΑ ΣΗΜΑΤΑ

                          ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ                              

1.1 Εισαγωγή ……………………………………………………………………….15
1.2 Σήματα και συστήματα  ……………………………………………………….16
1.3 Περιγραφή αναλογικού και ψηφιακού ελεγκτή  …………………………….18
  1.3.1  Μετατροπή Αναλογικών Σημάτων σε Ψηφιακά …………………………20
  1.3.2  Κυκλική συχνότητα Nyquist ………………………………………………24
  1.3.3  Το  Θεώρημα Δειγματοληψίας του Shannon ……………………………..27
1.3.4  Μετατροπή Ψηφιακών Σημάτων σε Αναλογικά ………….……………...31
ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2  ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ   


               ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ ΕΝΟΣ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ

2.1  Εισαγωγή ……………………………………………………………………….35
2.2 Διακριτοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς ενός συστήματος με χρήση αριθμητικών μεθόδων …………………………………………………………37
   2.2.1  Μέθοδος Διαφοράς προς τα πίσω …………………………………………38
   2.2.2  Μέθοδος Διαφοράς προς τα εμπρός ………………………………………43
   2.2.3  Μέθοδος Διγραμμικού Μετασχηματισμού ……………………………….47
   2.2.4  Μέθοδος Διγραμμικού Μετασχηματισμού με  αλλαγή συχνότητας ……51
2.3  Μέθοδος ταύτισης Πόλων και Μηδενικών …………………………………..55
2.4  Μέθοδοι ταύτισης των  αποκρίσεων των συστημάτων ………………………..
   2.4.1 Μέθοδος του αναλλοίωτου της κρουστικής απόκρισης ………………….64
   2.4.2 Μέθοδος του αναλλοίωτου της βηματικής  απόκρισης ………………….67
2.5  Διακριτοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς ενός συστήματος με   

       συγκράτηση n- τάξης …………………………………………………………70
      2.5.1 Διακριτοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς ενός συστήματος με    

              συγκράτηση μηδενικής τάξης ……………………………………………71
      2.5.2 Διακριτοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς ενός συστήματος με        

              συγκράτηση   πρώτης τάξης ……………………………………………..75
ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3  ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ  ΣΤΟ ΧΩΡΟ 


                 ΤΩΝ  ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΝ

3.1  Εισαγωγή ………………………………………………………………………79
3.2  Διακριτοποίηση Συστημάτων στο χώρο των καταστάσεων με χρήση              

      αριθμητικών μεθόδων ολοκλήρωσης. …………………………………………
3.2.1 Μέθοδος Διαφοράς προς τα εμπρός ……………………………………80
3.2.2 Μέθοδος Διαφοράς προς τα πίσω……………………………………….83
3.2.3  Μέθοδος του τραπεζίου …………………………………………………86
3.3  Διακριτοποίηση Συστημάτων στο χώρο των καταστάσεων με χρήση                     

       αριθμητικών μεθόδων παραγώγισης  …………………………………………...
3.3.1 Μέθοδος Διαφοράς προς τα εμπρός  ……………………………………92
3.3.2 Μέθοδος Διαφοράς προς τα πίσω.... …………………………………….93
    3.3.3    Μέθοδος του τραπεζίου ………………………………………………….94
3.4 Διακριτοποίηση Συστημάτων στο χώρο των καταστάσεων με συγκράτηση μηδενικής τάξης. ……………………………………………………………...96
3.5 Διακριτοποίηση Συστημάτων στο χώρο των καταστάσεων με συγκράτηση πρώτης τάξης. ……………………………………………………………….100
ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4  ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗ  ΙΔΙΟΜΟΡΦΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ

4.1  Εισαγωγή .……………………………………………………………………105
4.2  Επίλυση Ιδιόμορφων Συστημάτων…………………………………………106
4.3  Διακριτοποίηση Ομογενών Ιδιόμορφων Συστημάτων ……………………109
4.4  Διακριτοποίηση Μη-Ομογενών Ιδιόμορφων Συστημάτων με συγκράτηση 

       μηδενικής τάξης ……………………………………………………………...112
4.5  Διακριτοποίηση Μη-Ομογενών Ιδιόμορφων Συστημάτων με συγκράτηση 

       πρώτης τάξης …………………………………………………………………119
ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ …………………………………………………………..127
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ……………………………………………………………..129
ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1

ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΑΝΑΛΟΓΙΚΑ-ΨΗΦΙΑΚΑ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

1.1 Εισαγωγή

   Μια από τις πλέον σημαντικές ιδέες της θεωρίας και πρακτικής του αυτόματου ελέγχου είναι η διασύνδεση συστημάτων μέσω ανατροφοδότησης (feedback) και γενικά η έννοια της ανατροφοδότησης της εξόδου ενός συστήματος έτσι ώστε η είσοδος σε αυτό να εξαρτάται από την έξοδο του. Η πιο σημαντική αλλαγή στην τεχνολογία των συστημάτων αυτών είναι ο ‘μετασχηματισμός’ τους κατά τέτοιο τρόπο ώστε να μπορούν να συνδέονται με υπολογιστές (computerization). Ολοένα και περισσότερο τα συστήματα ελέγχου βασίζονται στην ισχύ των υπολογιστών (ολοκληρωμένων κυκλωμάτων υπολογιστών (chips)) που τα καθιστούν ικανά να λειτουργούν ταχύτερα, αποδοτικότερα και με μεγαλύτερη αξιοπιστία. 

   Σήμερα  ο αυτόματος έλεγχος της συμπεριφοράς ενός συστήματος πραγματοποιείται κυρίως με την χρήση μικροελεγκτών ή μικροεπεξεργαστών. Διαδικασίες οι οποίες περιγράφονται μέσω αναλογικών συστημάτων μπορούν να ελεγχθούν χρησιμοποιώντας ψηφιακά συστήματα. Στην επεξεργασία σημάτων είναι ευρέως διαδεδομένη η χρήση φίλτρων, τα οποία είναι συσκευές οι οποίες είτε επιτρέπουν στις επιθυμητές συνιστώσες ενός σήματος να περάσουν, απορρίπτοντας τις ανεπιθύμητες, (band pass filter) είτε διορθώνουν τις  παραποιημένες συνιστώσες του σήματος (equalizers). Επίσης για να τροποποιήσουμε την δυναμική απόκριση των συστημάτων ελέγχου και να κάνουμε όσο το δυνατόν πιο ικανοποιητική την απόκριση του ολοκληρωμένου συστήματος χρησιμοποιούμε αντισταθμιστές (compensators). Η συνεχώς αυξανόμενη ευελιξία των ψηφιακών επεξεργαστών οδηγεί στο να πραγματοποιούμε τις παραπάνω διαδικασίες χρησιμοποιώντας κυρίως ψηφιακά  συστήματα ή ψηφιακά φίλτρα. Η σύνδεση όμως  των αναλογικών συστημάτων με ψηφιακά απαιτεί την κατάλληλη διαμόρφωση τους, έτσι ώστε να μπορούν να επεξεργάζονται συγχρόνως αναλογικά αλλά και ψηφιακά σήματα. Η εναλλαγή μεταξύ αναλογικών και ψηφιακών σημάτων  επιτυγχάνεται με την δειγματοληψία των σημάτων και την συγκράτηση μηδενικής τάξης.

1.2 Σήματα και Συστήματα

   Τις έννοιες του ‘σήματος’ και του ‘συστήματος’ τις συναντάμε σε πολλούς τομείς των τεχνολογικών και εφαρμοσμένων επιστημών. Οι τηλεπικοινωνίες ,η ηλεκτρονική, η παραγωγή και κατανομή ηλεκτρικής ενέργειας, ο αυτοματισμός και η ρομποτική, η αεροναυτική και αστροναυτική, η οικονομία και οικονομετρία και ακόμη η βιολογία και η ιατρική είναι μερικά μόνο από τα παραδείγματα επιστημονικών περιοχών για τις οποίες οι έννοιες αυτές έπαιξαν κα παίζουν συνεχώς πολύ σημαντικό ρόλο στην διατύπωση, ανάλυση, διερεύνηση και λύση προβλημάτων τα οποία τις απασχολούν.

Αν και η φύση των σημάτων και των συστημάτων που εμφανίζονται στις παραπάνω επιστημονικές περιοχές διαφέρουν από περιοχή σε περιοχή, σε όλες τις περιπτώσεις οι δυο αυτές έννοιες ενός σήματος και ενός συστήματος έχουν βασικές κοινές ιδιότητες.

  Αυτό που ονομάζουμε σήμα αποτελεί πάντα μια μαθηματική συνάρτηση μίας ή περισσοτέρων ανεξάρτητων  μεταβλητών μία από τις οποίες είναι υποχρεωτικά ο χρόνος και τυπικά περιέχει πληροφορίες για τη χρονική εξέλιξη μιας ποσότητας η οποία περιγράφει ένα φαινόμενο ή μια διαδικασία.  

  Ένα σήμα συνεχούς χρόνου (continuous time signal) είναι μια πραγματική συνάρτηση x(t):(→ ( της ανεξάρτητης μεταβλητής t, η οποία εκφράζει τον συνεχή χρόνο.(Σχήμα 1.1)

  Ένα σήμα διακριτού χρόνου (discrete time signal ) είναι ένα σήμα x(KT) το οποίο είναι συνάρτηση της μεταβλητής διακριτού χρόνου t=kT όπου T>0 είναι η περίοδος δειγματοληψίας και k=…-2,-1,0,1,2,….(Σχήμα 1.2).Ένα σήμα διακριτού χρόνου ορίζεται μόνο για ένα διακριτό σύνολο σημείων.

 Ένα ψηφιακό σήμα (digital signal) είναι ένα σήμα διακριτού χρόνου x(kΤ) του οποίου οι τιμές ανήκουν σε κάποιο σύνολο {α1,α2,…αν}, δηλαδή για κάθε t=KT, χ(KT)=ai για κάποιο i  όπου 1<i<ν. Άρα ένα ψηφιακό σήμα μπορεί να έχει μόνο ένα πεπερασμένο αριθμό διαφορετικών τιμών. (Σχήμα  1.2)  
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                           Σχήμα 1.1
Σχήμα 1.2

 Με τον όρο σύστημα εννοούμε ένα μέρος του φυσικού κόσμου το οποίο θεωρούμε ότι αποτελείται από ένα σύνολο στοιχείων τα οποία λειτουργούν συγχρόνως κατά προδιαγεγραμμένο τρόπο έτσι ώστε να επιτυγχάνεται κάποιος στόχος. Ένα σύστημα επικοινωνεί με το περιβάλλον μέσω σημάτων. Τα συστήματα ελέγχου μπορούν να ταξινομηθούν σύμφωνα με τους τύπους των σημάτων που επεξεργάζονται σε συνεχούς χρόνου ή αναλογικά, σε διακριτού χρόνου ή ψηφιακά και σε μικτά ή υβριδικά.

 Τα συστήματα ελέγχου συνεχούς χρόνου αποκαλούμενα επίσης συστήματα συνεχούς ροής δεδομένων ή αναλογικά , περιλαμβάνουν στοιχεία που παράγουν ή επεξεργάζονται μόνον σήματα συνεχή στο χρόνο.

 Τα συστήματα ελέγχου διακριτού  χρόνου αποκαλούμενα επίσης και συστήματα ελέγχου διακριτής ροής δεδομένων ή ψηφιακά, περιλαμβάνουν στοιχεία που παράγουν ή επεξεργάζονται διακριτά σήματα σε ένα ή και περισσότερα σημεία του συστήματος.

Συστήματα τα οποία επεξεργάζονται ή παράγουν διακριτά σήματα σε κάποια μέρη τους και συνεχή σήματα σε κάποια άλλα ονομάζονται μικτά ή υβριδικά (sampled data systems).  

 Επειδή οι υπολογιστές είναι και οι ίδιοι ψηφιακά συστήματα πρέπει όλα τα δεδομένα τα οποία εισέρχονται σε αυτούς να είναι σε ψηφιακή μορφή, δηλαδή να είναι ψηφιακά σήματα. Τα σήματα όμως στον φυσικό κόσμο είναι συνεχούς χρόνου (π.χ. θέση, θερμοκρασία) επομένως για να τα επεξεργαστεί ο υπολογιστής πρέπει να μετατραπούν σε διακριτά. Η μετατροπή ενός αναλογικού σήματος σε διακριτό πραγματοποιείται με την θεμελιώδη λειτουργία της δειγματοληψίας.

1.3 Περιγραφή αναλογικού και ψηφιακού ελεγκτή

  Η βασική μορφή ενός λειτουργικού διαγράμματος (block diagram)  ενός απλού αναλογικού συστήματος  ελέγχου κλειστού βρόγχου με μία είσοδο και μία έξοδο απεικονίζεται στο σχήμα 1.3.
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                                                         Σχήμα 1.3

( Η διεργασία G(s) (ή διαδικασία ή ελεγχόμενο σύστημα, plant) είναι το σύστημα ή το υποσύστημα, αντικείμενο που ελέγχεται από το σύστημα κλειστού βρόγχου.

 (Η είσοδος αναφοράς r είναι ένα εξωτερικό σήμα που εφαρμόζεται στο σύστημα κλειστού βρόγχου και είναι εντολή για μια συγκεκριμένη συμπεριφορά του ελεγχόμενου συστήματος. Συνήθως αντιπροσωπεύει την ιδεώδη ή επιθυμητή έξοδο του συστήματος 

 (Ελεγκτής D(s) είναι το στοιχείο το οποίο παράγει το σήμα ελέγχου, το οποίο αποτελεί την είσοδο u(t) στο ελεγχόμενο σύστημα.

 (Το σήμα ανάδρασης y(t) είναι συνάρτηση της ελεγχόμενης εξόδου y(t).Προστίθεται αλγεβρικά στο σήμα εισόδου αναφοράς r(t) για να δώσει το σήμα σφάλματος e(t) ,το οποίο ενεργοποιεί το σύστημα ελέγχου, δηλαδή e=r±y.

 Οι αναλογικοί ελεγκτές και γενικότερα τα συστήματα συνεχούς χρόνου περιγράφονται μέσω του μετασχηματισμού Laplace ή μέσω διαφορικών εξισώσεων και επεξεργάζονται ή παράγουν σήματα συνεχούς χρόνου. Οι ψηφιακοί ελεγκτές και γενικότερα τα συστήματα διακριτού χρόνου περιγράφονται μέσω του μετασχηματισμού ( ή μέσω εξισώσεων διαφορών. Αν επιθυμούμε να χρησιμοποιήσουμε έναν ηλεκτρονικό  υπολογιστή για τον αυτόματο έλεγχο της διαδικασίας G(s) τότε αντικαθιστούμε τον αναλογικό ελεγκτή με έναν ψηφιακό και ο υπολογισμός του σήματος e και η δυναμική απόκριση D(s) του αναλογικού  μπορούν να πραγματοποιηθούν μέσω του ψηφιακού  όπως φαίνεται στο σχήμα 4. Το σύστημα που προκύπτει είναι ένα μικτό σύστημα (sampled data system) το οποίο περιέχει σήματα συνεχούς χρόνου αλλά και διακριτά. 

                      Ψηφιακός Ελεγκτής


r(t)     r(kT)(           e(kT)                         u(kT)                                 u(t)
y(t)

      T
(

y(kT)                                               T


y(t)



Σχήμα 1.4

 Υπάρχουν δύο θεμελιώδεις διαφορές μεταξύ των παραπάνω συστημάτων. Η πρώτη είναι ότι το ψηφιακό σύστημα επεξεργάζεται δείγματα y(kT)  της εξόδου y(t) και όχι το ίδιο το συνεχές σήμα y(t). Η δεύτερη είναι ότι ο ψηφιακός ελεγκτής περιγράφεται μέσω εξισώσεων διαφορών επομένως οι διαφορικές εξισώσεις που 

αντιπροσωπεύουν τον αναλογικό, πρέπει να μετατραπούν σε εξισώσεις διαφορών. Επομένως θα πρέπει τα σήματα που λαμβάνει ο ψηφιακός ελεγκτής να είναι διακριτής μορφής ενώ τα σήματα τα οποία εισέρχονται στο ελεγχόμενο σύστημα να είναι συνεχή. Θα πρέπει δηλαδή τα συνεχή σήματα της ελεγχόμενης εξόδου y(t) και της εισόδου αναφοράς r(t) να υποστούν  δειγματοληψία έτσι ώστε να αποτελέσουν την είσοδο για τον διακριτό ελεγκτή και στην συνέχεια το σήμα ελέγχου u(kT) που παράγεται από τον ελεγκτή θα πρέπει να μετατραπεί σε συνεχές έτσι ώστε να αποτελέσει είσοδο για το ελεγχόμενο σύστημα G(s). Για να εξασφαλίσουμε την συμβατότητα επικοινωνίας μεταξύ του ελεγχόμενου συστήματος συνεχούς  χρόνου και του διακριτού ελεγκτή είναι απαραίτητο η σύνδεση των δυο να γίνει μέσω οργάνων, τα οποία επιτυγχάνουν την μετατροπή ψηφιακών σημάτων σε αναλογικά και αντίστροφα. Τα όργανα αυτά αποτελούν την θύρα επικοινωνίας μεταξύ του συστήματος και του ηλεκτρονικού υπολογιστή και ονομάζονται αντίστοιχα Μετατροπέας Ψηφιακών Σημάτων σε Αναλογικά (Digital to Analog Converter,DAC) και Μετατροπέας Αναλογικών Σημάτων σε Ψηφιακά(Analog to Digital Converter,ADC). Η διαδικασία της δειγματοληψίας και της μετατροπής αναλογικών σημάτων σε διακριτά και αντίστροφα παίζει πολύ σημαντικό ρόλο στην απόδοση του ελεγκτή.

1.3.1 Μετατροπή αναλογικών σημάτων σε ψηφιακά

 Η μετατροπή ενός αναλογικού σήματος x(t) σε ψηφιακό προϋποθέτει την δειγματοληψία του σήματος και έπειτα την κωδικοποίηση των δειγμάτων x(kT) σε ψηφιακή μορφή (quantization). Ο μετασχηματισμός του σήματος πάντοτε λαμβάνει χώρα σε μη-μηδενικό χρόνο, ο οποίος σε πολλές περιπτώσεις είναι σημαντικός αναφορικά με την περίοδο δειγματοληψίας Τ ή σχετικά με το ρυθμό μεταβολής του σήματος. Επειδή στην πράξη η κατασκευή του δειγματολειπτημένου σήματος είναι σχεδόν αδύνατη αλλά και για να είναι όσο το δυνατόν πιο ακριβής η αναπαράσταση του σήματος x(t) από τα δείγματα του x(kT) στις χρονικές στιγμές kT, η  δειγματοληψία του σήματος πραγματοποιείται χρησιμοποιώντας ένα κύκλωμα δειγματοληψίας και συγκράτησης της τιμής της δειγματοληψίας για όλο το χρονικό διάστημα της περιόδου δειγματοληψίας Τ(sample-and-hold circuit(SHC))  (Σχήμα 5),το οποίο προηγείται του μετατροπέα Α/Ψ. 



Χ(t)                                               χ(κΤ)                                             …1010…

  Σήμα Συνεχούς                                      Σήμα Διακριτού                                      Ψηφιακό 

     Χρόνου                                                         Χρόνου                                           Σήμα                                               

                                                              Σχήμα 1.5

Το κύκλωμα Δειγματοληψίας και Συγκράτησης (Δ/Σ) ανιχνεύει ένα δείγμα του σήματος x(t) την χρονική στιγμή t=kT, δηλαδή  την τιμή x(kT) και την συγκρατεί για κάποιο χρονικό διάστημα. Η σταθερή τιμή x(kT) αποτελεί την είσοδο για τον μετατροπέα Αναλογικών σημάτων σε Ψηφιακά(Α/Ψ) , ο οποίος την κωδικοποιεί σε ψηφία(bits). Το κύκλωμα Δ/Σ πρέπει να συγκρατήσει την σταθερή τιμή x(kT) για μικρό χρονικό διάστημα, της τάξεως των μικροδευτερολέπτων, έτσι ώστε η μετατροπή να συμβεί πριν ξεκινήσει η ανίχνευση της καινούργιας τιμής.     Όταν ο μετατροπέας Α/Ψ ολοκληρώσει την μετατροπή, το κύκλωμα ανιχνεύει την καινούργια τιμή x(kT+T),την οποία και θα συγκρατήσει μέχρι να πραγματοποιηθεί η μετατροπή της σε ψηφίο.

  Για να περιγράψουμε μαθηματικά την διαδικασία της λήψης περιοδικών δειγμάτων x(kT) από το σήμα συνεχούς χρόνου x(t) χρησιμοποιούμε την συνάρτηση δειγματοληψίας  
[image: image2.wmf]T
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  Αν Τ>0 είναι η περίοδος δειγματοληψίας του σήματος και δ(t) είναι η κρουστική συνάρτηση την χρονική στιγμή t=0 τότε για κάθε ακέραιο αριθμό k και αναλόγως του αν ο k είναι θετικός ή αρνητικός, η δ(t-kT) είναι η προς τα δεξιά ή τα αριστερά του άξονα του χρόνου t, χρονική μετάθεση κατά kT χρονικές μονάδες της κρουστικής συνάρτησης δ(t).

  Θεωρούμε την συνάρτηση δειγματοληψίας
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η οποία  είναι ένας συρμός κρουστικών συναρτήσεων δ(t) οι οποίες είναι τοποθετημένες κατά τις χρονικές στιγμές kT, k=…-2,-1,0,1,2….(Σχήμα  1.6)
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                               Σχήμα 1.6
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 είναι περιοδική με περίοδο Τ,
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Έστω τώρα το σήμα συνεχούς χρόνου x(t) (σχ.1.7α) το οποίο αποτελεί την είσοδο για την συνάρτηση δειγματοληψίας pT (t) (σχ.1.7δ). Η έξοδος θα είναι το σήμα x *(t)  όπου

                   x*(t)=x(t)pT(t)=x(t)
[image: image6.wmf]()
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Θεωρούμε τον αμφίπλευρο μετασχηματισμό Laplace Χ*(s)  του σήματος  x*(t)   
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Βλέπουμε τελικά ότι το σήμα x*(t) εξαρτάται μόνο από τα δείγματα x(kT) του αρχικού σήματος x(t)(σχ.1.7β).     
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                      σχήμα 1.7α                                                      σχήμα 1.7β
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                      σχήμα 1.7γ                                                     σχήμα 1.7δ        

 Για να περιγράψουμε μαθηματικά την διαδικασία της συγκράτησης της τιμής x(kT)  για χρονικό διάστημα μιας περιόδου Τ χρησιμοποιούμε την συνάρτηση συγκράτησης μηδενικής τάξης ZOH(s) (zero order hold).

 Έστω το σύστημα Σ με συνάρτηση μεταφοράς ZOH(s), τέτοιο ώστε αν η είσοδος του κατά την χρονική στιγμή t=kT,k=…-2,-1,0,1,2,… είναι η δειγματοληψία x*(t) του x(t), η έξοδος του να είναι το σταθερό κατά διαστήματα σήμα xh(t) (σχ.7γ) το οποίο ορίζεται ως  

             xh(t)=x(kT) για kT(t((k+1)T. 

Ένα τέτοιο σύστημα ονομάζεται συγκρατητής μηδενικής τάξης. 

Από τον παραπάνω ορισμό του συγκρατητή μηδενικής τάξης προκύπτει ότι η κρουστική του απόκριση   ho(t) θα πρέπει να ισούται με τον μοναδιαίο τετραγωνικό παλμό χρονικής διάρκειας μιας περιόδου Τ:

                                     ho(t)=u(t)-u(t-T)

όπου u(t) είναι η μοναδιαία βηματική συνάρτηση  με u(t)=1 όταν 
[image: image15.wmf]t0
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και u(t)=0 όταν t(0. 

Άρα η συνάρτηση μεταφοράς ZOH(s) θα είναι 

       ZOH(s)=({ho(t)}=
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[image: image17.wmf] 

1.3.2  Κυκλική Συχνότητα Nyquist
Κατά την θεώρηση μιας δειγματοληψίας x(kΤ) ενός σήματος συνεχούς χρόνου x(t) προκύπτει ένα σημαντικό πρόβλημα. Στο σχήμα 8 βλέπουμε τρία διαφορετικά σήματα συνεχούς χρόνου των οποίων οι δειγματοληψίες σε ακέραια πολλαπλάσια του T ταυτίζονται, είναι δηλαδή x1(kT)=x2(kT)=x3(kT).Είναι προφανές ότι γενικά υπάρχει ένας άπειρος αριθμός σημάτων από τα οποία μπορεί να παραχθεί ένα δεδομένο σύνολο δειγμάτων x(kT),k=…-2,-1,0,1,2,….(aliasing).



x1 (t)
           x2(t)


x3(t)




                         -T
                     0
        T         
2T
                                                    Σχήμα 1.8

Αυτό συμβαίνει γιατί όταν η δειγματοληψία του σήματος x(t) πραγματοποιείται με κυκλική συχνότητα ωs=
[image: image18.wmf]2
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,όπου Τ η περίοδος δειγματοληψίας, τότε οι συνιστώσες του σήματος που εμφανίζονται σε μία συγκεκριμένη συχνότητα ω1,μπορεί να εμφανιστούν και σε άλλες συχνότητες ’ψευδώνυμα’  ω1+n
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 =ω1+nωs. Αυτό γίνεται φανερό αν υπολογίσουμε τον μετασχηματισμό Fourier της συνάρτησης δειγματοληψίας pΤ(t) και στην συνέχεια τον μετασχηματισμό Laplace του δειγματοληπτημένου σήματος x*(t). Για τον υπολογισμό αυτό και εφόσον η 
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 είναι περιοδική συνάρτηση του συνεχούς χρόνου ,ξεκινάμε με την αναπαράσταση της από σειρά Fourier  η οποία δίνεται από την σχέση
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όπου Cn είναι οι συντελεστές της σειράς Fourier και δίνονται από την σχέση
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Επειδή ο μοναδικός παλμός που είναι διαφορετικός από το μηδέν, στο χρονικό διάστημα από –
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  έως 
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 , είναι το δ(t) ο συντελεστής Fourier Cn μετατρέπεται σε  
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Άρα η συνάρτηση δειγματοληψίας γίνεται 
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όπου ωs   είναι η κυκλική συχνότητα δειγματοληψίας.

Λόγω του ότι ο μετασχηματισμός του περιοδικού σήματος 
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, ο μετασχηματισμός Fourier  της pT(t)  είναι 
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Άρα ο μετασχηματισμός Fourier 
[image: image30.wmf]()
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 της συνάρτησης δειγματοληψίας pT(t)  είναι ένας συρμός κρουστικών συναρτήσεων 
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Θεωρώντας τον μετασχηματισμό Laplace του σήματος x*(t)=x(t)pT(t) έχουμε
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Επειδή ο μετασχηματισμός Laplace του σήματος x(t) είναι
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έχουμε ότι το ολοκλήρωμα 
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 θα είναι ο μετασχηματισμός Laplace του σήματος x(t) με μια αλλαγή στην μεταβλητή της συχνότητας δηλαδή  
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Εάν το σήμα που υφίσταται δειγματοληψία έχει συνιστώσες με υψηλές συχνότητες τότε τα σφάλματα που προκύπτουν κατά τον επαναπροσδιορισμό του από τα δείγματα x(kT) είναι αρκετά σημαντικά. Για να ελαχιστοποιήσουμε το μέγεθος των σφαλμάτων συνήθως τοποθετούμε ένα φίλτρο χαμηλών συχνοτήτων (low-pass antialias filter) πριν το σύστημα Δειγματοληψίας/Συγκράτησης, το οποίο αφαιρεί όλες εκείνες τις συνιστώσες του σήματος που έχουν  κυκλική συχνότητα μεγαλύτερη από το μισό της κυκλικής συχνότητας δειγματοληψίας ωs , δηλαδή μεγαλύτερη  του ωΝ= π/Τ. Επομένως η μέγιστη επιτρεπτή κυκλική συχνότητα του σήματος είναι η ωmax=ωN . Η κρίσιμη κυκλική συχνότητα ωΝ παρουσιάσθηκε από τον H.Nyquist και ονομάζεται ‘συχνότητα Nyquist’ ή κυκλική συχνότητα μηδενισμού του φάσματος 
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   του x(t).

1.3.3 Το  Θεώρημα Δειγματοληψίας του Shannon
Ένα ερώτημα το οποίο δημιουργείται κατά την πραγματοποίηση μιας δειγματοληψίας x(kT) ενός σήματος συνεχούς χρόνου x(t) είναι το εξής:"κάτω από ποιες  συνθήκες, γνώση της ακολουθίας ή ισοδύναμα του σήματος διακριτού χρόνου x(kT), k=…-2,-1,0,1,2,…επιτρέπει τον επαναπροσδιορισμό του σήματος x(t) κατά μοναδικό τρόπο;" Στην παράγραφο 1.3.2 είδαμε  τρία διαφορετικά σήματα συνεχούς χρόνου x1(t), x2(t), x3(t) με ίδιες τιμές δειγματοληψίας x(kT)(σχήμα 8).Το πρόβλημα που προκύπτει είναι δεδομένων των τιμών x(kT) με ποιο τρόπο μπορούμε να ανακατασκευάσουμε το γνήσιο αρχικό σήμα x(t), κατά μοναδικό τρόπο. Η απάντηση στο παραπάνω πρόβλημα δόθηκε από τον Shannon με την διατύπωση του Θεωρήματος Δειγματοληψίας (sampling theorem).Λέμε ότι ένα σήμα x(t) είναι σήμα πεπερασμένης ενέργειας αν το μέτρο 
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 του x(t) ικανοποιεί την σχέση 
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Θεώρημα Δειγματοληψίας(Αν ένα  σήμα x(t) είναι σήμα πεπερασμένης ενέργειας και υποθέσουμε ότι υπάρχει κυκλική συχνότητα ωmax τέτοια ώστε το μέτρο 
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(σχήμα9)τότε η ανακατασκευή του σήματος συνεχούς χρόνου x(t) απο το σήμα διακριτού χρόνου x(kT) είναι δυνατή κατά μοναδικό τρόπο αν και μόνο αν η περίοδος δειγματοληψίας T του x(t) ικανοποιεί την σχέση 
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ή ισοδύναμα αν η κυκλική συχνότητα δειγματοληψίας 
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  είναι τουλάχιστον διπλάσια της κυκλικής συχνότητας μηδενισμού ωmax του φάσματος 
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                                    Σχήμα 1.9

Απόδειξη(
Για την απόδειξη του θεωρήματος Shannon θεωρούμε τον μετασχηματισμό Fourier X*(jω) του σήματος συνεχούς χρόνου x*(t):=
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Εάν Χ*(s) είναι ο αμφίπλευρος μετασχηματισμός Laplace του σήματος x*(t) τότε έχουμε  
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Θέτοντας s=jω προκύπτει ότι   
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Μια άλλη έκφραση του μετασχηματισμού Fourier X*(jω) του x*(t)  μπορεί να υπολογιστεί ως εξής 
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Και άρα έχουμε ότι 
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 για κάθε ω και ωs =2π/T  (1.1)
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Αν στην σχέση (1.1) αντικαταστήσουμε  όπου ω(ω+mωs και m ακέραιος έχουμε
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 όπου 
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 Η σχέση (1.2) δείχνει ότι ο μετασχηματισμός Fourier X*(jω) του σήματος συνεχούς χρόνου x*(t) είναι περιοδική συνάρτηση με περίοδο ίση με την κυκλική συχνότητα δειγματοληψίας ωs.

 Από την σχέση (1.2) προκύπτει ότι η γραφική παράσταση του φάσματος 
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  σαν συνάρτηση της κυκλικής συχνότητας ω αποτελείται από επαναλήψεις και μεταθέσεις της γραφικής παράστασης 
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  και με περίοδο ίση με την κυκλική συχνότητα δειγματοληψίας ωs.Αναλόγως του αν ωs<2ωmax ή ωs>2ωmax η γραφική παράσταση 
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  αποτελείται αντίστοιχα από μεταθέσεις της γραφικής παράστασης 
[image: image62.wmf]1

()

Xj

T

w

 οι οποίες υπερκαλύπτονται ή δεν υπερκαλύπτονται(σχήμα 11) και απέχουν κατά ωs-2ωmax.Αν η κυκλική συχνότητα δειγματοληψίας ωs είναι διπλάσια της κυκλικής συχνότητας μηδενισμού ωmax δηλαδή ωs=2ωmax ,τότε η γραφική παράσταση
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  αποτελείται από μεταθέσεις της γραφικής παράστασης 
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  οι οποίες απλώς ‘εφάπτονται’  στο σημείο μηδενισμού ω=ωmax=ωs/2.

Έτσι λοιπόν προκύπτει ότι εάν ωs(2ωmax ή ισοδύναμα εάν ωmax(ωs/2 , το συνεχές σήμα x(t) μπορεί να αναπαραχθεί από το x*(t) ,δηλαδή από την δειγματοληψία x(kT) του x(t) ,μέσω ενός φίλτρου συχνοτήτων H(jω) πλάτους T και εύρους συχνοτήτων ωN
                              ωmax (ωN (ωs-ωmax


Χ*(jω)

                                                                                             ωs

                                                                                      ωmax=ωs/2


                                                                            Χ*(jω)
 ωs  

ωmax
                                                                                            ωmax> ωs/2


                                                                            Χ*(jω)   
ωs  



ωmax

                           ωmax< ωs/2


Σχήμα 1.10
                                                                                                        

1.3.4  Μετατροπή Ψηφιακών Σημάτων σε Αναλογικά

  Ένας μετατροπέας διακριτών σημάτων σε αναλογικά μπορεί να περιγραφεί από το λειτουργικό διάγραμμα του σχήματος 10.


Ψηφιακό σήμα

…100011110…
     x(kT)
x(t)


Σχήμα 1.11

Ο αποκωδικοποιητής παριστάνει τον μηχανισμό παραγωγής του σήματος συνεχούς χρόνου x*(t)=
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 από το σήμα διακριτού χρόνου x(kΤ). H    συγκράτηση και παραγωγή του αναλογικού σήματος x(t) πραγματοποιείται μέσω ενός γραμμικού, αιτιατού και χρονικά αναλλοίωτου συστήματος Σ συνεχούς χρόνου το οποίο είναι τέτοιο ώστε αν η είσοδος του είναι το δειγματοληπτημένο σήμα συνεχούς χρόνου x*(t) τότε η έξοδος του y(t) να ταυτίζεται με το σήμα συνεχούς χρόνου x(t) να είναι δηλαδή y(t)=x(t). Λέμε τότε ότι το σύστημα Σ (φίλτρο) αναπαράγει το σήμα x(t) από το δειγματοληπτημένο x*(t).

  Έστω H(s) η συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος Σ. Ο μετασχηματισμός Laplace  της εξόδου y(t) του Σ είναι

                                             Y(s)=H(s)X*(s)

Επιθυμούμε να προσδιορίσουμε τις ιδιότητες της συνάρτησης μεταφοράς H(s) του συστήματος Σ έτσι ώστε αυτό να αναπαράγει το σήμα  x(t).

Για s=jω η συνάρτηση μεταφοράς του H(s) συστήματος Σ δίνει τον μετασχηματισμό Fourier H(jω) της κρουστικής απόκρισης h(t) του Σ ο οποίος σε πολική μορφή γράφεται  
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Έστω ότι διαλέγουμε το σύστημα Σ έτσι ώστε η H(jω) είναι τέτοια  ώστε για κάποια κυκλική συχνότητα ωΝ να είναι 

                           
[image: image67.wmf]()

j

w

H=T

   για   
[image: image68.wmf]ww

N

<


                           
[image: image69.wmf]()0

j

w

H=

   για   
[image: image70.wmf]ww

N

>


και  
[image: image71.wmf](())

argHj

ww

=-T

   ή  ισοδύναμα έστω ότι 

                             
[image: image72.wmf][

]

()()()

juu

wwwww

NN

H=T+--

 

όπου u(ω) η βηματική συνάρτηση στο πεδίο των συχνοτήτων δηλαδή

u(ω)=1 για ω(0 και  u(ω)=0 για ω<0 και άρα η
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Επομένως η κρουστική απόκριση του Σ θα είναι
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Αν ισχύει η ανισότητα
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  και η κυκλική συχνότητα μηδενισμού του φάσματος
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  του Σ επιλεγεί ίση με το ήμισυ της κυκλικής συχνότητας δειγματοληψίας  
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και η έξοδος y(t) του Σ είναι
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Θέτοντας  λ(=τ-kT(τ=λ+kT  έχουμε
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Κάνοντας χρήση της ιδιότητας 
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όπου η τελευταία σχέση είναι ο τύπος παρεμβολής της x(t) στα σημεία δειγματοληψίας x(kT)  μέσω των συναρτήσεων 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2

ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ ΕΝΟΣ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ

2.1 Εισαγωγή

Υπάρχουν δύο βασικές τεχνικές για τον σχεδιασμό ενός ψηφιακού φίλτρου για τον αυτόματο έλεγχο ενός συστήματος .

  Η πρώτη ονομάζεται διακριτός σχεδιασμός ή άμεσος διακριτός σχεδιασμός (Direct Digital Design) και πραγματοποιείται σε δύο στάδια(
1) Διακριτοποίηση του συστήματος που επιθυμούμε να ελέγξουμε (plant)

2) Κατασκευή του κατάλληλου  ψηφιακού  ελεγκτή χρησιμοποιώντας μεθόδους ανάλυσης συστημάτων διακριτού χρόνου.

  Η δεύτερη τεχνική ονομάζεται εξομοίωση (emulation) και πραγματοποιείται σύμφωνα με τα ακόλουθα στάδια(
      1)   Κατασκευή του αναλογικού ελεγκτή χρησιμοποιώντας μεθόδους ανάλυσης          

            συστημάτων συνεχούς χρόνου.

      2)   Διακριτοποίηση του αναλογικού ελεγκτή 

3) Επαλήθευση της σωστής λειτουργίας του ψηφιακού ελεγκτή                                           χρησιμοποιώντας μεθόδους ανάλυσης συστημάτων διακριτού χρόνου.     

  Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με το πώς μπορούμε να μετατρέψουμε την συνάρτηση μεταφοράς GC(s) ενός αναλογικού ελεγκτή στο πεδίο του s σε μία ισοδύναμή συνάρτηση μεταφοράς GD(z) ενός διακριτού ελεγκτή  στο πεδίο του z. O μετασχηματισμός της GC(s) στην ισοδύναμη της GD(z) μπορεί να πραγματοποιηθεί με τρείς διαφορετικές μεθόδους.

  Η πρώτη βασίζεται στην χρήση αριθμητικών μεθόδων για την επίλυση των διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν το δοσμένο σύστημα και την μετατροπή τους σε εξισώσεις διαφορών. 

  Η δεύτερη βασίζεται στο ότι η απόκριση ενός αναλογικού φίλτρου με πόλο στο σημείο s=s0, όταν υποστεί δειγματοληψία με περίοδο T, αναπαριστάται με την απόκριση ενός διακριτού φίλτρου με πόλο στο σημείο z=
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χρησιμοποιείται για να ταυτίσουμε τους πόλους και τα μηδενικά της GC(s) στο πεδίο του s  με τους πόλους και τα μηδενικά της  GD(z) στο πεδίο του z. 

  Η τρίτη  μέθοδος βασίζεται στην ταύτιση των αποκρίσεων  των συστημάτων συνεχούς  χρόνου σε συγκεκριμένες εισόδους (βηματική συνάρτηση, κρουστική συνάρτηση,ramp), με αυτές των συστημάτων διακριτού χρόνου για τις ίδιες εισόδους.  

Το ισοδύναμο φίλτρο διακριτού χρόνου πρέπει να έχει περίπου τα ίδια δυναμικά χαρακτηριστικά με το αρχικό φίλτρο συνεχούς χρόνου. Αυτό σημαίνει ότι το διακριτό φίλτρο είναι επιθυμητό να έχει  χαρακτηριστικά μετάδοσης και απόκρισης συχνότητας όσο το δυνατόν πιο κοντά σε αυτά του αρχικού αναλογικού φίλτρου. Στην πραγματικότητα κάτι τέτοιο δεν είναι δυνατόν  να επιτευχθεί. Χρησιμοποιώντας μια συγκεκριμένη μέθοδο διακριτοποίησης είναι πιθανό να αποκτήσουμε  όμοια ή σχεδόν όμοια χαρακτηριστικά της κρουστικής απόκρισης ενώ ταυτόχρονα να έχουμε σημαντικές διαφορές στα χαρακτηριστικά της απόκρισης συχνότητας ή ακριβώς το αντίθετο. Ο στόχος είναι να διατηρηθούν αυτά τα σημαντικά χαρακτηριστικά με την επιλογή κατάλληλης μεθόδου διακριτοποίησης. Γενικά τα χαρακτηριστικά του ψηφιακού φίλτρου εξαρτώνται από την μέθοδο διακριτοποίησης που θα χρησιμοποιήσουμε αλλά και από την συχνότητα δειγματοληψίας που θα επιλέξουμε. Αναφορικά με τα χαρακτηριστικά της απόκρισης συχνότητας είναι σημαντικό να σημειώσουμε ότι κατά την διακριτοποίηση του αναλογικού φίλτρου εμφανίζεται ένα ανεπιθύμητο φαινόμενο, το οποίο ονομάζεται αναδίπλωση συχνότητας και συμβαίνει όταν η συχνότητα δειγματοληψίας είναι πολύ χαμηλή για να ικανοποιήσει το θεώρημα δειγματοληψίας. Η επιλογή χαμηλής συχνότητας δειγματοληψίας έχει ως αποτέλεσμα μία φτωχή προσέγγιση του αναλογικού φίλτρου. Επομένως η ικανοποιητική απόδοση του διακριτού φίλτρου εξαρτάται από την επιλογή κατάλληλης μεθόδου διακριτοποίησης αλλά και από την επιλογή κατάλληλης συχνότητας δειγματοληψίας. 

2.2 Διακριτοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς ενός συστήματος με       χρήση αριθμητικών μεθόδων

  Μετατρέπουμε την συνάρτηση μεταφοράς στην ισοδύναμη διαφορική εξίσωση από την οποία προήλθε. Για να επιλύσουμε την διαφορική εξίσωση χρησιμοποιούμε μεθόδους αριθμητικής ολοκλήρωσης ή μεθόδους αριθμητικής διαφόρισης. 
Εάν χρησιμοποιήσουμε αριθμητικές μεθόδους ολοκλήρωσης τότε η διαδικασία της διακριτοποίησης έχει ως εξής. Δοθέντος της συνάρτησης μεταφοράς βρίσκουμε την ισοδύναμη διαφορική εξίσωση από την οποία προήλθε. Στην συνέχεια ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της δ.ε. και προσεγγίζουμε τις περιοχές των ολοκληρωμάτων αριθμητικά. Διαιρούμε το διάστημα ολοκλήρωσης σε υποδιαστήματα μήκους Τ, όπου Τ είναι η περίοδος δειγματοληψίας. Εάν χρησιμοποιήσουμε αριθμητικές μεθόδους παραγώγισης τότε η διαδικασία της διακριτοποίησης έχει ως εξής. Υπολογίζουμε την ισοδύναμη διαφορική εξίσωση της συνάρτησης μεταφοράς και στην συνέχεια προσεγγίζουμε την παράγωγο της συνάρτησης εξόδου αριθμητικά.

Έστω το φίλτρο συνεχούς χρόνου (αναλογικό φίλτρο) με συνάρτηση μεταφοράς  
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H ισοδύναμη δ.ε. είναι  
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Έστω ότι προσδιορίζουμε την τιμή του y(t) σε κάθε χρονική στιγμή kΤ, k=1,2,3…

Τότε αντικαθιστώντας το t με kΤ έχουμε 
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           y(kT)-y(0) = 
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 (2.1)

Ομοίως αν αντικαταστήσουμε το kΤ με (k-1) Τ 

έχουμε 
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αφαιρώντας κατά μέλη τις (1) και (2) έχουμε
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Aνάλογα με τον τρόπο που θα προσεγγίσουμε αριθμητικά τα εμβαδά που ορίζονται από τα ολοκληρώματα 
[image: image97.wmf]kkT
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 προκύπτουν  διαφορετικές μέθοδοι διακριτοποίησης.

2.2.1 Μέθοδος διαφοράς προς τα πίσω

            (Εuler’s backward method)

Ολοκλήρωση με τη μέθοδο διαφοράς προς τα πίσω σημαίνει ότι προσεγγίζουμε τις περιοχές των ολοκληρωμάτων ως εξής: 
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Σχήμα 2.1

 Αντικαθιστώντας στην (3) έχουμε: 

                 y(kT)-y((k-1)T) = -ay(kT)T+au(kT)T (
                 y(kT)=y((k-1)T)-aT[y(kT)-u(kT)] (2.4)

Θεωρώντας τον μετασχηματισμό ( της παραπάνω εξίσωσης έχουμε 

                 ({y(kT)}=({y((k-1)T)}-({aT[y(kT)-u(kT)]}(
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Συγκρίνοντας τις Gc(s)=
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Προκύπτει ότι Gc(s)=GD(z) όταν 
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 GD(z)=Gc(s)
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Εάν στην διαφορική  εξίσωση 
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  κάνουμε την αντικατάσταση  
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 (μέθοδος αριθμητικής παραγώγισης) και θέσουμε 
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 η οποία είναι ίδια με την (2.4).

Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο όπως παραπάνω προκύπτουν τα ίδια αποτελέσματα.

  Ένα από τα βασικά χαρακτηριστικά του συστήματος συνεχούς χρόνου το οποίο θέλουμε να διατηρείται μετά την διακριτοποίηση είναι η ευστάθεια. 

 Θεώρημα( Ένα συνεχές σύστημα Σ είναι ευσταθές αν και μόνο αν όλες οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης D(s)=0 της δ.ε. βρίσκονται στο ανοικτό αριστερό μιγαδικό ημιεπίπεδο 
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Επομένως για να ελέγξουμε αν διατηρείται η ευστάθεια θα πρέπει να ελέγξουμε εάν Re (s) ( 0.
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Άρα η περιοχή ευστάθειας στο πεδίο του s απεικονίζεται σε κύκλο με κέντρο σ =
[image: image123.wmf],
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w=0 και ακτίνα ίση με 
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                                             Σχήμα 2.2

Συνεπώς με τη μέθοδο διαφοράς προς τα πίσω διατηρείται η ευστάθεια.

Παράδειγμα 2.1( Έστω η συνάρτηση μεταφοράς  Gc (s)=
[image: image125.wmf])
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  η οποία έχει πόλους στα σημεία  s=-1 και  s=-4, άρα είναι ευσταθής.

Για να υπολογίσουμε την ισοδύναμη συνάρτηση μεταφοράς διακριτού χρόνου  GD(z), εφαρμόζοντας την μέθοδο διαφοράς προς τα πίσω θέτουμε  s=
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GD(z)=Gc(s)
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Οι πόλοι της GD(z) είναι z1= 
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Επειδή T(0 έχουμε 
[image: image131.wmf]1

1

z

1T

=

+

(1 και
[image: image132.wmf]T

z

4

1

1

2

+

=

(1

Άρα το σύστημα που προκύπτει είναι και αυτό ευσταθές .

Για T=1  έχουμε GD(z)=
[image: image133.wmf]2
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Επομένως οι πόλοι είναι στα σημεία  
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 είναι και αυτό ευσταθές. Ορίζουμε τις παραπάνω συναρτήσεις μεταφοράς στο Matlab χρησιμοποιώντας την εντολή  zpk και στην συνέχεια υπολογίζουμε την βηματική απόκριση χρησιμοποιώντας την εντολή step. 

>> zero1=[];

>> pole1=[-1 -4];

>> k1=[1];

>> sysc=zpk(zero1,pole1,k1)

Zero/pole/gain:

     1

-----------

(s+1) (s+4)

>> zero2=[0 0];

>> pole2=[0.5 0.2];

>> k2=[1/10];

>> T=1;

>> sysd=zpk(zero2,pole2,k2,T)

Zero/pole/gain:

  0.1 z^2

---------------

(z-0.5) (z-0.2)

Sampling time: 1

>> step(sysc,'b',sysd,'r')

[image: image139.png]



Σχήμα 2.3

2.2.2  Μέθοδος διαφοράς προς τα εμπρός. 

          (Euler’s forward method)

Σε αυτή την μέθοδο προσεγγίζουμε τα ολοκληρώματα
[image: image140.wmf]kT
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 με τους όρους  y((k-1)T) 
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Σχήμα 2.4

Αντικαθιστώντας στην (3) έχουμε:

                y(kT)-y((k-1)T)= -a T[y((k-1)T)-u((k-1)T)](
                y(kT)=(1-aT)y((k-1)T))+aTu((k-1)T)

Θεωρώντας τον  μετασχηματισμό ( της παραπάνω εξίσωσης έχουμε

                Y(z)= (1-aT)z-1 Y(z)+aTz-1 U(z) (
                Y(z)- (1-aT)z-1 Y(z)=aTz-1 U(z) (
               
[image: image144.wmf]1

11

1

Y(z)aTza

U(z)

1(1aT)z1z

a

Tz

-

--

-

==

---

+


Επομένως  έχουμε  
[image: image145.wmf]D

1

1

a

G(z)

1z

a

Tz

-

-

=

-

+


Συγκρίνοντας την GD(z) με την Gc(s)= 
[image: image146.wmf]a
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Για να έχουμε ευστάθεια στο πεδίο του s πρέπει Re(s)(0 (
                 Re(
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Παρατηρούμε ότι οι πόλοι που βρίσκονται στο αρνητικό ημιεπίπεδο του πεδίου του s μπορεί να απεικονιστούν μέσω του s=
[image: image149.wmf]1
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σε σημεία εκτός του μοναδιαίου κύκλου στο πεδίο του z
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                                                   Σχήμα 2.5

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η διακριτοποίηση με τη μέθοδο διαφοράς προς τα εμπρός δεν διατηρεί  την ευστάθεια, γι’ αυτό και η συγκεκριμένη μέθοδος δεν είναι αποδεκτή και δεν χρησιμοποιείται στην πράξη.

Παράδειγμα 2.2( Έστω η συνάρτηση μεταφοράς Gc(s)=
[image: image150.wmf]3
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   η οποία έχει έναν  πόλο στο  σημείο   s=-3 , άρα είναι ευσταθής.

Για να υπολογίσουμε την ισοδύναμη συνάρτηση μεταφοράς διακριτού χρόνου  GD(z), εφαρμόζοντας την μέθοδο διαφοράς προς τα εμπρός  θέτουμε  s= 
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 Επομένως

GD(z)= Gc(s) 
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Ο πόλος της  GD(z) είναι  στο σημείο  z1=1-3T. Το σύστημα είναι ευσταθές μόνο για τις τιμές του Τ  για τις οποίες ισχύει 
[image: image153.wmf]1
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Για T=
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(1 άρα το σύστημα που προκύπτει με την αντικατάσταση  s=
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 Για T=5/6 έχουμε   
[image: image157.wmf]1
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(1 άρα το σύστημα που προκύπτει με την αντικατάσταση   s=
[image: image158.wmf]1
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είναι  ασταθές. Υπολογίζοντας τις συναρτήσεις και τις αντίστοιχες βηματικές αποκρίσεις  με χρήση του Μatlab έχουμε

>> zero1=[];

>> pole1=[-3];

>> k1=[3];

>> sysc=zpk(zero1,pole1,k1) 

Zero/pole/gain:

  3

-----

(s+3)

 >> T=1/6;

>> zero2=[];

>> pole2=[0.5];

>> k2=[1/2];
>> sysd1=zpk(zero2,pole2,k2,T)
Zero/pole/gain:

  0.5

-------

(z-0.5)

Sampling time: 0.16667

>> T1=5/6;

>> zero3=[];

>> pole3=[-3/2];

>> k3=[2.5];

>> sysd2=zpk(zero3,pole3,k3,T1)

Zero/pole/gain:

  2.5

-------

(z+1.5)
Sampling time: 0.83333
>> step(sysc,'b',sysd1,'r',sysd2,'g')
[image: image159.png]sysd2 T=5/6





Σχήμα 2.6

2.2.3 Μέθοδος διγραμμικού μετασχηματισμού 

      (Μέθοδος τραπεζίου ή Μέθοδος μετασχηματισμού Tustin)

Σε αυτήν την μέθοδο προσεγγίζουμε τα ολοκληρώματα
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 με τους όρους 
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Σχήμα 2.7

Αντικαθιστώντας στην (3) προκύπτει 

                       y(kT)-y((k-1)T)=-
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 Θεωρώντας τον μετασχηματισμό ( της παραπάνω εξίσωσης  έχουμε
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[image: image174.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image175.wmf]
Συγκρίνοντας την GD(z)με την Gc(s)= 
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Για να έχουμε ευστάθεια στο πεδίο του s πρέπει

Re(s)(0 ( Re(
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Άρα η περιοχή ευστάθειας του πεδίου του s απεικονίζεται στο μοναδιαίο κύκλο με κέντρο (0,0) που είναι η περιοχή ευστάθειας στο πεδίο του z.
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Σχήμα 2.8

Επομένως η διακριτοποίηση ενός συστήματος με τη μέθοδο μετασχηματισμού Tustin διατηρεί την ευστάθεια.

O υπολογισμός της ισοδύναμης συνάρτησης 
[image: image184.wmf]D

G(z)

με χρήση του MATLAB πραγματοποιείται με την εντολή 

                                SYSD=c2d(SYS,Ts,΄tustin΄)

όπου SYS είναι το σύστημα συνεχούς χρόνου και Τs η περίοδος δειγματοληψίας.

Παραδειγμα 2.3( Έστω η συνάρτηση μεταφοράς Gc(s)=10
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  η οποία έχει έναν  πόλο στο σημείο  s=-10 , άρα είναι ευσταθής.

Για να υπολογίσουμε την ισοδύναμη συνάρτηση μεταφοράς διακριτού χρόνου  GD(z), εφαρμόζοντας την μέθοδο διγραμμικού μετασχηματισμού θέτουμε  s= 
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Επομένως

GD(z)=Gc(s)
[image: image187.wmf]1

1

1

1

21z

1

s

T

1z

1

21z

0,51

T

1z

10

21z

0,11

T

1z

-

-

-

-

-

-

=

+

-

-

+

+

==

-

+

+

10
[image: image188.wmf])

1

(

)

1

(

)

1

(

2

,

0

)

1

(

)

1

(

1

1

1

1

1

1

1

-

-

-

-

-

-

+

+

+

-

+

+

+

-

z

T

z

T

z

z

T

z

T

z

=
=
[image: image189.wmf]11

11

10(1zTTz)

0,20,2zTTz

--

--

-++

-++

=10
[image: image190.wmf]=

+

-

+

+

+

-

+

+

-

-

1

1

)

2

,

0

(

2

,

0

)

1

(

1

z

T

T

z

T

T

10
[image: image191.wmf](1T)z(T1)

(0,2T)z(T0,2)

++-

++-


Εάν T=0,025sec τότε GD(z)=
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Η GD(z) έχει έναν πόλο στο σημείο z =0.7778 με 
[image: image193.wmf]z0.77781
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  άρα η ευστάθεια διατηρείται.

Ο ψηφιακός ελεγκτής GD(z) έχει την μέγιστη καλύτερη απόδοση όταν η κυκλική συχνότητα δειγματοληψίας ωs είναι 20 φορές τουλάχιστον μεγαλύτερη από την κυκλική συχνότητα ωb του bandwidth. Στο συγκεκριμένο παράδειγμα ωb=10rad/sec και για αυτό επιλέγουμε ωs>20ωb, ωs=25ωb=250rad/sec οπότε T=
[image: image194.wmf]s
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Πραγματοποιώντας το παράδειγμα στο Μatlab έχουμε 

>> sysc=tf(10*[0.5 1],[0.1 1])
Transfer function:

5 s + 10

---------

0.1 s + 1
>> sysd=c2d(sysc,0.025,'tustin')
Transfer function:

45.56 z - 43.33

---------------

  z - 0.7778
Sampling time: 0.025

>> step(sysc,'r+',sysd,'b-')

[image: image195.png]Swveyéc +++
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Σχήμα 2.9

Επομένως για  T=0,025sec οι βηματικές αποκρίσεις των δυο συστημάτων σχεδόν ταυτίζονται.

2.2.4  Μέθοδος διγραμμικού μετασχηματισμού με αλλαγή συχνότητας.    

           (  frequency prewarping) 

Παρόλο που η μέθοδος διγραμμικού μετασχηματισμού απεικονίζει το αριστερό ημιεπίπεδο του πεδίου του s στο μοναδιαίο κύκλο στο πεδίο του z, διατηρώντας έτσι την ευστάθεια, προκαλεί συγχρόνως παραμορφώσεις (distortion) στην απόκριση συχνότητας του αρχικού συστήματος.

Σε πολλές εφαρμογές ψηφιακού ελέγχου και ψηφιακής επεξεργασίας σήματος είναι επιθυμητή η κατασκευή ενός ψηφιακού φίλτρου GD(z) το οποίο θα προσεγγίζει όσο το δυνατόν καλύτερα την απόκριση συχνότητας του συνεχούς φίλτρου Gc(s) με τον περιορισμό 0(ω(
[image: image196.wmf](Nyquistfrequency)
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Η απόκριση συχνότητας του συνεχούς φίλτρου Gc(s) δίνεται από την σχέση Gc(s)(s=jω=Gc(jω)

ενώ η απόκριση συχνότητας του ψηφιακού φίλτρου GD(z) δίνεται από την σχέση GD(z)(z=ejωT= GD(ejωT)

Για να συγκρίνουμε τις αποκρίσεις συχνοτήτων Gc(jω) και GD(ejωT) μέσω του διγραμμικού μετασχηματισμού αντικαθιστούμε τα s=jωc και z= ejωT στην εξίσωση s=
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                     s=
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                         jωc= 
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Επομένως αν ισχύει ωc=
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   θα έχουμε Gc(jωc)=GD(
[image: image204.wmf]D

jT

e)

w

.

Για μικρές τιμές της ωD σε σχέση με την συχνότητα 
[image: image205.wmf]p
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 έχουμε  

                                jωc
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οπότε η συμπεριφορά του ψηφιακού φίλτρου προσεγγίζει ικανοποιητικά την απόκριση συχνότητας του αναλογικού φίλτρου.

Εάν η ωD πλησιάζει την τιμή 
[image: image207.wmf]p
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                               jωc=j
[image: image208.wmf]D

2T

tan

T2

w

 
[image: image209.wmf]2

jtanj

T2

p

=®¥


δηλαδή η συχνότητα ωc τείνει στο άπειρο και οι παραποιήσεις στην απόκριση συχνότητας γίνονται ισχυρότερες.

   Επομένως αν η μέθοδος του διγραμμικού μετασχηματισμού εφαρμοστεί με τον περιορισμό ωc=
[image: image210.wmf]D
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, οι παραποιήσεις στην απόκριση συχνότητας μπορούν να μειωθούν ικανοποιητικά.

Η διαδικασία που ακολουθούμε αν εφαρμόσουμε την μέθοδο μετασχηματισμού Tustin με αλλαγή συχνότητας (frequency prewarping) έχει ως εξής:

  1.Δεδομένης της συνάρτησης μεταφοράς Gc(s) παίρνουμε μια καινούργια             Gc¨(s) μεταβάλλοντας τους πόλους και τα μηδενικά της αρχικής με τον εξής τρόπο

(s+α) ( (s+α΄)(α΄=
[image: image211.wmf]2
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  για  τις μιγαδικές ρίζες.

2. Εφαρμόζουμε την μέθοδο Tustin στην Gc’(s) αντικαθιστώντας κάθε s στην G’C(s) με  s=
[image: image214.wmf]1
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3. Προσαρμόζουμε τον σταθερό όρο k της GD(z) χρησιμοποιώντας την σχέση GD(1)=GC(s).

O υπολογισμός της ισοδύναμης συνάρτησης 
[image: image215.wmf]D
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με χρήση του MATLAB πραγματοποιείται με την εντολή 

                                SYSD=c2d(SYS,Ts,΄prewarp΄)

όπου SYS είναι το σύστημα συνεχούς χρόνου και Τs η περίοδος δειγματοληψίας.

Παράδειγμα 2.4( Έστω η συνάρτηση μεταφοράς  Gc(s)=
[image: image216.wmf]2
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την οποία θα διακριτοποιήσουμε με περίοδο Τ=0.002 sec χρησιμοποιώντας τη μέθοδο διγραμμικού μετασχηματισμού με αλλαγή συχνότητας.

Οι πόλοι της Gc(s) είναι στα σημεία  s=–100π(j100π(3 με  σ=100π και ωc=100π(3

Έχουμε 2
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Επίσης έχουμε ω
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Επομένως ω
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Επειδή στις μιγαδικές ρίζες η αντιστοίχιση γίνεται ως εξής 

              s2+2jωns+ω
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G
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Εφαρμόζουμε στην G
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 τη μέθοδο μετασχηματισμού Tustin δηλαδή θέτουμε      s=
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Η GD(z) θα δίνεται από την σχέση

G
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Για τον υπολογισμό της σταθεράς k εφαρμόζουμε το τρίτο βήμα της μεθόδου θέτοντας 
[image: image230.wmf]DC
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Άρα 
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Ένα θεωρήσουμε την περίοδο δειγματοληψίας T=0.001sec τότε ω’n =649.839  και G
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Πραγματοποιώντας το παράδειγμα στο Μatlab έχουμε
>> num=[(200*pi)^2];

>> den=[1 200*pi  (200*pi)^2];

>> sys=tf(num,den);

>> [numd,dend]=c2dm(num,den,0.002,'prewarp',726.54)

numd =

    0.2504    0.5007    0.2504

dend =

    1.0000   -0.3470    0.3485

>> sysd=tf(numd,dend,0.002);

>> [numd1,dend1]=c2dm(num,den,0.001,'prewarp',649.8394)

numd1 =

    0.0741    0.1482    0.0741

dend1 =

    1.0000   -1.2487    0.5450

>> sys=tf(num,den);

>> sysd=tf(numd,dend,0.002);

>> sysd1=tf(numd1,dend1,0.001);

>> bode(sys,'r',sysd,'b',sysd1,'g')

[image: image234.png]



Σχήμα 2.10

2.3  Μέθοδος Ταύτισης Πόλων-Μηδενικών (Τ.Π.Μ.)

       (Matched Pole-Zero Method)

και Tροποποιημένη Μέθοδος Ταύτισης πόλων μηδενικών

        (Modified M.P.Z.M.)
Ένας πολύ απλός αλλά συγχρόνως πολύ αποτελεσματικός τρόπος για να βρούμε την ισοδύναμη διακριτή μορφή μιας συνάρτησης μεταφοράς συνεχούς χρόνου είναι η μέθοδος ταύτισης πόλων-μηδενικών. Εάν υπολογίσουμε τον μετασχηματισμό ( των δειγμάτων e(kT) ενός συνεχούς σήματος e(t), τότε οι πόλοι του διακριτού σήματος e(z) συνδέονται με τους πόλους του E(s) σύμφωνα με τη σχέση z=esT. Η μέθοδος ταύτισης πόλων-μηδενικών στηρίζεται στο γεγονός ότι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον μετασχηματισμό ( και την σχέση z= esT για να εντοπίσουμε και τα μηδενικά του Ε(z).

Σύμφωνα λοιπόν με αυτή τη μέθοδο θεωρούμε ξεχωριστά τον αριθμητή και τον παρονομαστή της συνάρτησης μεταφοράς Gc(s) του συνεχούς φίλτρου και απεικονίζουμε του πόλους της Gc(s) στους πόλους της συνάρτησης μεταφοράς διακριτού χρόνου GD(z) και τα μηδενικά της Gc(s) στα μηδενικά της GD(z).

Σημαντικό σημείο σε αυτή την μέθοδο είναι ο τρόπος με τον οποίο απεικονίζονται στο πεδίο του z τα μηδενικά και οι πόλοι στο άπειρο στο πεδίο του s (s=
[image: image235.wmf]¥

). Ο άξονας jω από ω=0 μέχρι ω=
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 στο πεδίο του s, απεικονίζεται μέσω της σχέσης z=esT στο μοναδιαίο κύκλο από z=ej0 =1 μέχρι 
[image: image237.wmf]j
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 στο πεδίο του z. Έτσι αν επιλέξουμε ωs την κυκλική συχνότητα που ικανοποιεί το θεώρημα δειγματοληψίας τότε μπορούμε να θεωρήσουμε μέγιστη δυνατή συχνότητα την ω=
[image: image238.wmf]s
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 και όχι την ω=
[image: image239.wmf]¥

.

   Έτσι μπορούμε να υποθέσουμε ότι η απόκριση συχνότητας G(jω) τείνει στο μηδέν καθώς η ω πλησιάζει την τιμή 
[image: image240.wmf]p
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    Ισοδύναμα μπορούμε να πούμε ότι η GD(z) (η διακριτή μορφή της Gc(s)) τείνει στο μηδέν καθώς το z πλησιάζει την τιμή –1. Επομένως το σημείο z=-1 στο πεδίο του z απεικονίζει την υψηλότερη δυνατή συχνότητα ω=
[image: image241.wmf]p
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Η ταύτιση πόλων-μηδενικών πραγματοποιείται ως εξής:

1/ Όλοι οι πεπερασμένοι πόλοι της Gc(s) απεικονίζονται στο πεδίο του z σύμφωνα με τη σχέση z=esT.

Έτσι αν η Gc(s) έχει έναν πόλο στο s= -α τότε η GD(z) θα έχει έναν πόλο στο   z=e-aT.Εάν η Gc(s) έχει έναν πόλο στο s= -α+jb τότε η GD(z) θα έχει έναν πόλο στο z=reiθ όπου r=e-aT και θ=bT.

2/ Όλα τα πεπερασμένα μηδενικά της Gc(s)  απεικονίζονται στο πεδίο του z σύμφωνα με τη σχέση z=esT.

 Έτσι εάν η Gc(s) έχει ένα μηδενικό στο s=-a , τότε η GD(z) θα έχει μηδενικό στο  z=e-aT. Εάν η Gc(s) έχει μηδενικό στο s=-a+jb τότε η GD(z) θα έχει μηδενικό στο z=reiθ  όπου r=e-aT και θ=bT.

3/ i) Τα άπειρα μηδενικά της Gc(s) δηλαδή τα μηδενικά στο s=
[image: image242.wmf]¥

 απεικονίζονται στην GD(z) στο σημείο z=-1. Επομένως για κάθε άπειρο μηδενικό στην Gc(s) θα έχουμε έναν παράγοντα z+1 στον αριθμητή της GD(z). 

      Ομοίως οι πόλοι στο άπειρο της Gc(s), εάν υπάρχουν, απεικονίζονται στο σημείο z=-1 .Επομένως για κάθε πόλο στο s=
[image: image243.wmf]¥

 έχουμε έναν παράγοντα z+1 στον παρανομαστή της GD(z).

  ii) Εάν ο αριθμητής της GD(z) είναι μικρότερου βαθμού από τον παρονομαστή τότε προσθέτουμε στον αριθμητή δυνάμεις του z+1 μέχρι ο αριθμητής και ο παρονομαστής να έχουν τον ίδιο βαθμό.

4/ Προσαρμόζουμε το gain της GD(z)

Για φίλτρα  χαμηλής συχνότητας πρέπει GD(z)| z=1
[image: image244.wmf]º

 Gc(s)| s=0
Για φίλτρα  υψηλής συχνότητας πρέπει GD(z)| z= -1
[image: image245.wmf]º

  Gc(s) |s=
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   Αν υπολογίσουμε την GD(z) με τη μέθοδο της ταύτισης πόλων-μηδενικών, προκύπτουν εξισώσεις διαφορών στις οποίες ο υπολογισμός της τιμής y(kΤ+T) εξαρτάται από την τιμή u(kΤ+T) δηλαδή η έξοδος την χρονική στιγμή kΤ+T εξαρτάται από την τιμή της εισόδου την ίδια χρονική στιγμή. Εάν όμως είναι επιθυμητή/ επιτρεπτή η καθυστέρηση μιας χρονικής περιόδου (είτε επειδή ο H/Y δεν επιτρέπει τέτοιους υπολογισμούς είτε επειδή οι υπολογισμοί αυτού του είδους είναι χρονοβόροι) δηλαδή εάν ο υπολογισμός της τιμής της εξόδου y(kΤ+T) χρειάζεται την τιμή της εισόδου u(kΤ), τότε θα πρέπει ο αριθμητής της Gc(z) (=
[image: image247.wmf]Y(z)

U(z)

) να είναι ένα βαθμό μικρότερος από τον παρονομαστή της. Σε αυτή την περίπτωση χρησιμοποιούμε την τροποποιημένη μέθοδο ταύτισης πόλων-μηδενικών. Η τροποποιημένη μέθοδος ταύτισης πόλων μηδενικών προκύπτει από την μέθοδο ταύτισης πόλων-μηδενικών αφαιρώντας το βήμα 3 ii.

  Και οι δύο μέθοδοι διατηρούν την ευστάθεια του αρχικού συστήματος γιατί μέσω της απεικόνισης z=esT  όλα τα σημεία  με s<0 απεικονίζονται στα σημεία z με z<1  αφού 0< esT < e0T<1.

 O υπολογισμός της ισοδύναμης συνάρτησης 
[image: image248.wmf]D
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με χρήση του MATLAB πραγματοποιείται με την εντολή 

                                SYSD=c2d(SYS,Ts,΄matched΄)

όπου SYS είναι το σύστημα συνεχούς χρόνου και Τs η περίοδος δειγματοληψίας.

Παράδειγμα 2.5: Έστω η συνάρτηση μεταφοράς  Gc(s)=kc
[image: image249.wmf]b
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Η Gc(s) έχει ένα μηδενικό στο s=-a και έναν  πόλο στο s=-b.

Σύμφωνα με τα βήματα 1 και 2 το μηδενικό στο σημείο s=-a θα απεικονιστεί στο σημείο z=e-aT στο πεδίο του z ενώ ο πόλος στο σημείο s=-b  θα απεικονιστεί στον πόλο z=e-bT στο πεδίο του z.

Επομένως GD(z)=k
[image: image250.wmf]bT
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Σύμφωνα με το βήμα 4 για να υπολογίσουμε το KD λύνουμε την εξίσωση Gc(0)=GD(1).

Gc(0)=GD(1) 
[image: image251.wmf]Û
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Επομένως GD(z)= 
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Έστω a=1 , b=2 και kc=1. Tότε η συνάρτηση μεταφοράς γίνεται Gc(s)= 
[image: image254.wmf]s1
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. Εάν διακριτοποιήσουμε την  Gc(s) με περίοδο δειγματοληψίας Τ=0.1 τότε 
[image: image255.wmf]0.2
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. Η απόκλιση μεταξύ των βηματικών αποκρίσεων είναι σημαντική. Χρησιμοποιώντας τις αντίστοιχες εντολές του Matlab υπολογίζουμε τις συναρτήσεις  Gc(s) και GD(z).

>> sysc=tf([1 1],[1 2])
Transfer function:

s + 1

-----

s + 2

 >> sysd=c2d(sysc,0.1,'matched') 

Transfer function:

0.9524 z - 0.8618

-----------------

   z - 0.8187

Sampling time: 0.1

>> step(sysc,'b',sysd,'r')

[image: image257.png]arZovenéc syac





Σχήμα 2.11

Εάν όμως διακριτοποιήσουμε την Gc(s) χρησιμοποιώντας μικρότερη περίοδο δειγματοληψίας Τ=0.001 τότε η απόκλιση μεταξύ των βηματικών αποκρίσεων μειώνεται σημαντικά.

>> sysc=tf([1 1],[1 2]) 

Transfer function:

s + 1

-----

s + 2

>> sysd=c2d(sysc,0.001,'matched')

Transfer function:

z - 0.9985

----------

z - 0.998
Sampling time: 0.001

>> step(sysc,'bο',sysd,'r-')

[image: image258.png]Biapiro sysd -




Σχήμα 2.12

Παράδειγμα 2.6: Εάν ο παρονομαστής της Gc(s) ήταν μεγαλύτερου βαθμού από τον αριθμητή τότε θα έπρεπε να θέσουμε στον αριθμητή της GD(z) τον παράγοντα z+1. Εάν Gc(s)=
[image: image259.wmf]a
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 τότε η  ισοδύναμη συνάρτηση GD(z) θα δίνεται από την σχέση                     GD(z) =
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Θέτοντας  Α=e-aT  και 
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                          GD(z)=
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Θέτοντας  
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Θεωρώντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό έχουμε 
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Παρατηρούμε ότι η έξοδος y(k)  την χρονική στιγμή k εξαρτάται από την τιμή της εισόδου u(k) την χρονική στιγμή k.

Εάν a=5  η συνάρτηση μεταφοράς του συνεχούς συστήματος θα είναι  Gc(s)=
[image: image276.wmf]5
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+

 και η συνάρτηση μεταφοράς  GD(z) του ισοδύναμου διακριτού συστήματος  θα δίνεται από την σχέση    GD(z)=
[image: image277.wmf](
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Εάν η περίοδος δειγματοληψίας είναι  Τ=1/15 θα  έχουμε 
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Χρησιμοποιώντας το Matlab υπολογίζουμε τις αντίστοιχες βηματικές αποκρίσεις.

>> sysc=zpk([],[-5],5)

Zero/pole/gain:

  5

-----

(s+5)

>> sysd=zpk([-1],[0.7165],0.1417,1/15)

Zero/pole/gain:

0.1417 (z+1)

------------

 (z-0.7165)
Sampling time: 0.066667
[image: image280.png]



Σχήμα 2.13
Εάν όμως για την ίδια συνάρτηση μεταφοράς Gc(s)=
[image: image281.wmf]a
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χρησιμοποιήσουμε την τροποποιημένη μέθοδο θα έχουμε:

                     GD(z)=
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Εάν a=5 τότε  η συνάρτηση μεταφοράς του συνεχούς συστήματος θα είναι  Gc(s)=
[image: image284.wmf]5
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 και η ισοδύναμη συνάρτηση μεταφοράς GD(z) του διακριτού συστήματος θα δίνεται από την σχέση     

                  GD(z)= 
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Εάν η περίοδος δειγματοληψίας είναι Τ=1/15 τότε 


GD(z)= 
[image: image286.wmf]1
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Χρησιμοποιώντας το Matlab υπολογίζουμε τις αντίστοιχες βηματικές αποκρίσεις.

>> sysc=zpk([],[-5],5)

Zero/pole/gain:

  5

-----

(s+5)

>> sysd=zpk([],[0.7165],0.2835,1/15)

Zero/pole/gain:

  0.2835

----------

(z-0.7165)
Sampling time: 0.066667

>> step(sysc,'r',sysd,'b')
[image: image287.png]



Σχήμα 2.14

Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε την αντίστοιχη εξίσωση διαφορών
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Θέτοντας 
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Θεωρώντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό της τελευταίας εξίσωσης έχουμε 


[image: image292.wmf]y(k)Ay(k1)(1A)u(k1)
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Παρατηρούμε ότι η τιμή της εξόδου  y(k) την χρονική στιγμή k εξαρτάται από την τιμή της εισόδου u(k-1) την χρονική στιγμή k-1.

2.4   Μέθοδοι ταύτισης των αποκρίσεων των συστημάτων

Ένα άλλος τρόπος για να προσεγγίσουμε την συμπεριφορά ενός αναλογικού ελεγκτή μέσω ενός ψηφιακού είναι να συγκρίνουμε τις αποκρίσεις τους για συγκεκριμένες εισόδους, όπως την  κρουστική και βηματική στις χρονικές στιγμές kΤ, k=0,1,2,3,…, T (T περίοδος δειγματοληψίας).

2.4.1 Μέθοδος του αναλλοίωτου της κρουστικής απόκρισης

   (Impulse-Invariance Method ή Z-transform Method) 

  Το ισοδύναμο φίλτρο διακριτού χρόνου της μεθόδους του αναλλοίωτου της κρουστικής απόκρισης είναι αυτό του οποίου η κρουστική απόκριση ταυτίζεται με την κρουστική απόκριση του φίλτρου συνεχούς χρόνου Gc(s), στις χρονικές στιγμές kΤ, k=0,1,2,3…, T όπου Τ η περίοδος δειγματοληψίας.

  Η κρουστική απόκριση στο πεδίο του z είναι ο αντίστροφος μετασχηματισμός ( της συνάρτησης μεταφοράς GD(z). Ενώ στο πεδίο του s η κρουστική απόκριση είναι ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης μεταφοράς Gc(s).

  Οπότε εάν 
[image: image293.wmf]1
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είναι η κρουστική απόκριση του ψηφιακού ελεγκτή θέλουμε 
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  Εφαρμόζοντας μετασχηματισμό Z στην παραπάνω εξίσωση έχουμε
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[image: image302.wmf] 
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Παράδειγμα 2.7 ( Έστω η συνάρτηση μεταφοράς   Gc(s)=
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Θεωρώντας τον μετασχηματισμό (  της  Gc(s)    έχουμε  

 Gc(z)= ( 
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Επομένως η  GD(z) θα είναι 

GD(z)=
[image: image309.wmf]T2T
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 EMBED Equation.3  [image: image310.wmf]T2T1
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Εάν Τ=0.1 τότε GD(z)=0.1722
[image: image311.wmf]z

(z-0.9048) (z-0.8187)


Χρησιμοποιώντας το Matlab υπολογίζουμε τις αντίστοιχες κρουστικές  αποκρίσεις.

>> sysc=zpk([ ],[-1 -2],2) 

Zero/pole/gain:

     2

-----------

(s+1) (s+2)

>> sysd=zpk([0],[0.9048 0.8187],0.1722,0.1)

Zero/pole/gain:

      0.1722 z

---------------------

 (z-0.9048) (z-0.8187)

Sampling time: 0.1

>> impulse(sysc,'r',sysd,'b')

[image: image312.png]



Σχήμα 2.15

2.4.2 Μέθοδος του αναλλοίωτου της βηματικής απόκρισης 

   (Step-Invariance Method ή Ζ-transform method with sample and hold)

  Ο στόχος αυτής μεθόδου είναι να κατασκευάσουμε ένα διακριτό φίλτρο GD(z) του οποίου η βηματική απόκριση θα αποτελείται από δείγματα της βηματικής απόκρισης του συνεχούς φίλτρου Gc(s) στις χρονικές στιγμές kΤ, k=0,1,2,3…όπου T η περίοδος δειγματοληψίας.

  Οι βηματικές συναρτήσεις εισόδου είναι 
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   Η βηματική απόκριση για το συνεχές φίλτρο είναι 
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Οπότε έχουμε 
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 Επειδή η συνάρτηση 
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είναι η συνάρτηση μεταφοράς του συγκρατητή μηδενικής τάξης ( ZOH(s)=
[image: image332.wmf])
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, το δεύτερο μέλος της εξίσωσης μπορεί να θεωρηθεί ως ο μετασχηματισμός ( του αναλογικού φίλτρου Gc(s) του οποίου προηγείται ένα κύκλωμα δειγματοληψίας και μια συσκευή συγκράτησης μηδενικής τάξης.

   Έτσι έχουμε ένα σύστημα της μορφής

Φανταστικός sample and hold
  Μπορούμε να υποθέσουμε ότι αφού κάνουμε δειγματοληψία στο σήμα εισόδου συνεχούς χρόνου x(t), οδηγούμε το δειγματοληπτημένο σήμα x*(t) σε ένα φανταστικό συγκρατητή μηδενικής τάξης. Η έξοδος του συγκρατητή οδηγείται στο φίλτρο συνεχούς χρόνου Gc(s). Μέσω του μετασχηματισμού (  της εξόδου y(t) και της εισόδου x(t)  υπολογίζουμε την συνάρτηση μεταφοράς GD(z) (zero order hold equivalent).
Αν το αρχικό αναλογικό φίλτρο Gc(s) είναι ευσταθές τότε και το ισοδύναμο διακριτό GD(z) που προκύπτει με τη μέθοδο του αναλλοίωτου της βηματικής απόκρισης θα είναι ευσταθές.

Παράδειγμα 2.8(  Έστω η συνάρτηση μεταφοράς 
[image: image333.wmf]c
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Εφαρμόζοντας την μέθοδο του αναλλοίωτου της βηματικής απόκρισης έχουμε

GD(z)=(    
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Για T=0,2, a=0,1 έχουμε 
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Χρησιμοποιώντας το Matlab υπολογίζουμε τις αντίστοιχες βηματικές αποκρίσεις.

>> sysc=zpk([ ],[0  -0.1],0.1)
Zero/pole/gain:

    0.1

-----------

s (s+0.1)

>> sysd=zpk([-0.98],[1 0.9802],0.002,0.2)

Zero/pole/gain:

0.002 (z+0.98)

------------------

 (z-1) (z-0.9802)
Sampling time: 0.2

>> step(sysc,'r',sysd,'b')

[image: image344.png]



Σχήμα 2.16

2.5 Διακριτοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς ενός συστήματος με συγκράτηση  n-τάξης

 Όπως αναφέρθηκε και στο κεφάλαιο 1 η διακριτοποίηση ενός σήματος πραγματοποιείται με την χρήση ενός κυκλώματος δειγματοληψίας και συγκράτησης τιμών. Σε έναν συμβατικό  συλλογέα δειγμάτων (sampler) υπάρχει ένας διακόπτης  ο οποίος  μετατρέπει το σήμα εισόδου συνεχούς χρόνου u(t) σε ένα συρμό κρουστικών  u(kT) όπου k=0,1,2,… και T η περίοδος δειγματοληψίας. Μεταξύ δύο συνεχόμενων τιμών u(kT) και u(kT+Τ) δεν μεταδίδεται κανένα δεδομένο του σήματος. Το κύκλωμα συγκράτησης τιμών μετασχηματίζει τις τιμές δειγματοληψίας u(kT) σε ένα σήμα συνεχούς χρόνου.

  Συγκράτηση τιμών ενός σήματος (data hold) είναι μία διαδικασία κατά την οποία παράγεται ένα σήμα συνεχούς χρόνου h(t) χρησιμοποιώντας την ακολουθία διακριτών τιμών x(kT). H τιμή του σήματος h(t) για το χρονικό διάστημα  kT(t(kT+T  προσεγγίζεται με ένα πολυώνυμο της μεταβλητής  τ δηλαδή      
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 όπου 
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Το σήμα h(kT) θα πρέπει να είναι ίσο με το σήμα x(kT) δηλαδή h(kT)=x(kT). Επομένως το σήμα  
[image: image347.wmf]h(kT)
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θα δίνεται από την σχέση
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  Εάν το πολυώνυμο προσέγγισης είναι n-βαθμού τότε η συγκράτηση ονομάζεται συγκράτηση n-τάξης. Η συγκράτηση n-τάξης χρησιμοποιεί τις n+1 προηγούμενες τιμές του x(kT), δηλαδή τις τιμές  x((k-n)T), x((k-n+1)T), …,x(kT)  για να παράγει το σήμα  h(kT+τ).Είναι φανερό ότι αυξάνοντας τον βαθμό του πολυωνύμου , αυξάνεται και ο αριθμός των προηγούμενων τιμών x((k-n)T)  που συμμετέχουν στον υπολογισμό της τιμής h(kT+τ), οπότε βελτιώνεται η αξιοπιστία της προσέγγισης. Το μειονέκτημα της αύξησης του βαθμού του πολυωνύμου(n(2) είναι η ταυτόχρονη αύξηση του  χρόνου καθυστέρησης (delay time), η οποία μπορεί να οδηγήσει σε αστάθεια του συστήματος. Η συγκράτηση μηδενικής τάξης και η συγκράτηση πρώτης τάξης είναι οι πιο εύχρηστες και οι πιο συχνά χρησιμοποιούμενες μέθοδοι.

2.5.1 Διακριτοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς ενός συστήματος με

συγκράτηση μηδενικής τάξης  

Η απλούστερη συγκράτηση είναι η συγκράτηση μηδενικής τάξης όπου η τιμή h(kT+τ)  προσεγγίζεται από ένα πολυώνυμο 0 βαθμού, δηλαδή    

                        h(kT+τ)=x(kT)   όπου  
[image: image349.wmf]0
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 και  k=0,1,2,…

Η παραπάνω εξίσωση δηλώνει ότι το κύκλωμα συγκράτησης θα συγκρατεί σταθερή την  τιμή δειγματοληψίας  x(kT) για χρονικό διάστημα μίας περιόδου Τ.

Εάν υποθέσουμε ότι x(t)=0 για t<0 τότε το σήμα  h(t) υπολογίζεται με την χρήση των τιμών x(kT) k=0,1,2,… ως εξής     
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Θεωρώντας τον  μετασχηματισμό Laplace της παραπάνω εξίσωσης προκύπτει ότι                   
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Επειδή   ( 
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 Θέτοντας 
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 η παραπάνω εξίσωση γράφεται ως εξής 
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Η συνάρτηση μεταφοράς 
[image: image364.wmf]*
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 είναι συνάρτηση του σήματος εισόδου x(t). 

Η συνάρτηση 
[image: image365.wmf]h0
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 μπορεί να θεωρηθεί ως η συνάρτηση μεταφοράς μεταξύ της εξόδου H(s) και της εισόδου 
[image: image366.wmf]*
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 Επομένως μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η συνάρτηση μεταφοράς της συγκράτησης μηδενικής τάξης είναι η
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Υπολογίζοντας τον μετασχηματισμό ( της παραπάνω εξίσωσης προκύπτει ότι 

                           
[image: image368.wmf]h0
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 Δοθέντος της συνάρτησης μεταφοράς συνεχούς χρόνου 
[image: image376.wmf]G(s)

η ισοδύναμη συνάρτηση μεταφοράς διακριτού χρόνου  
[image: image377.wmf]G(z)

 που προκύπτει με εφαρμογή της μεθόδου συγκράτησης 0-τάξης  δίνεται από την σχέση 
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Επειδή η δειγματοληψία και συγκράτηση μηδενικής τάξης είναι ένα μοντέλο  ακριβώς ίδιο με αυτό της  δειγματοληψίας και συγκράτησης με τη χρήση μετατροπέα αναλογικών σημάτων σε διακριτά, το οποίο χρησιμοποιείται ως επί το πλείστον στη μελέτη των διακριτών συστημάτων, ο υπολογισμός της ισοδύναμης συνάρτησης 
[image: image382.wmf]h0
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με χρήση του MATLAB πραγματοποιείται με τις  εντολές  

              SYSD=c2d(SYS,Ts)    ή        SYSD=c2d(SYS,Ts,΄zoh΄)

όπου SYS είναι το σύστημα συνεχούς χρόνου και Τs η περίοδος δειγματοληψίας.

Παράδειγμα 2.9: Έστω η συνάρτηση μεταφοράς 
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.Για να υπολογίσουμε την ισοδύναμη συνάρτηση μεταφοράς διακριτού χρόνου 
[image: image384.wmf]G(z)

 μετατρέπουμε την 
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 σε άθροισμα κλασμάτων 
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Θεωρώντας τον μετασχηματισμό ( της παραπάνω εξίσωσης έχουμε 

              ( 
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Η συνάρτηση μεταφοράς διακριτού χρόνου 
[image: image395.wmf]G(z)

δίνεται από την εξίσωση 



[image: image396.wmf](

)

1

G(z)1z

-

=-

( 
[image: image397.wmf]G(s)

s

éù

êú

ëû


επομένως θα έχουμε ότι 
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 Για τη συγκεκριμένη συνάρτηση 
[image: image401.wmf]a
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 η ισοδύναμη συνάρτηση διακριτού χρόνου 
[image: image402.wmf](
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 που προκύπτει με τη μέθοδο συγκράτησης μηδενικής τάξης είναι ίδια με αυτή που προκύπτει εφαρμόζοντας τη μέθοδο ταύτισης μηδενικών και πόλων. Κάτι τέτοιο όμως δεν ισχύει γενικότερα παρά μόνο για την παραπάνω συνάρτηση μεταφοράς.

Εάν θέσουμε a=2 τότε η 
[image: image403.wmf]G(s)

γίνεται 
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 .Υπολογίζουμε τις αντίστοιχες βηματικές αποκρίσεις χρησιμοποιώντας  το Matlab.

>> sysc=tf(2*[1],[1 2])
Transfer function:

  2

-----

s + 2

>> Ts=0.01;

>> sysd=c2d(sysc,Ts,'zoh')
Transfer function:

  0.0198

----------

z - 0.9802

Sampling time: 0.01

>> step(sysc,'bo',sysd,'r')
[image: image405.png]Do





Σχήμα 2.17

2.5.2 Διακριτοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς ενός συστήματος με

συγκράτηση πρώτης τάξης  

Στη μέθοδο διακριτοποίησης της συνάρτησης μεταφοράς ενός συστήματος με συγκράτηση πρώτης τάξης  η τιμή h(kT+τ)  προσεγγίζεται από ένα πολυώνυμο πρώτου  βαθμού, δηλαδή    

                        h(kT+τ)=a1 τ+x (kT)   

όπου  
[image: image406.wmf]0
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 και  k=0,1,2,…

Με την προϋπόθεση ότι  
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 προκύπτει ότι 
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Άρα ο συντελεστής 
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  δίνεται από την  παρακάτω σχέση
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οπότε 

                        h(kT+τ)=x(kT)+ 
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  όπου 
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και  k=0,1,2,…

Για να υπολογίσουμε την συνάρτηση μεταφοράς του κυκλώματος συγκράτησης πρώτης τάξης επιλέγουμε  μία απλή συνάρτηση εισόδου x(t). Η συνάρτηση αυτή μπορεί να είναι η μοναδιαία βηματική συνάρτηση, η μοναδιαία κρουστική συνάρτηση ή η μοναδιαία συνάρτηση ανωφέρειας.  

Έστω ότι το σήμα εισόδου x(t) είναι η μοναδιαία βηματική συνάρτηση 1(t).

Τότε                
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Επειδή  1(t)=0 για t<0  το σήμα  h(t) δίνεται από την εξίσωση 
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Θεωρούμε  τον μετασχηματισμό Laplace της παραπάνω εξίσωσης οπότε

                        ( 
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οπότε 
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Όμως          
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  οπότε η παραπάνω εξίσωση γίνεται 
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Άρα η συνάρτηση μεταφοράς πρώτης τάξης δίνεται από την σχέση
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Υπολογίζοντας τον μετασχηματισμό ( της παραπάνω εξίσωσης προκύπτει ότι 
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οπότε
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Δοθέντος της συνάρτησης μεταφοράς συνεχούς χρόνου 
[image: image438.wmf]G(s)

η ισοδύναμη συνάρτηση μεταφοράς διακριτού χρόνου  
[image: image439.wmf]G(z)

 που προκύπτει με εφαρμογή της μεθόδου συγκράτησης 1-τάξης  δίνεται από την σχέση 
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O υπολογισμός της ισοδύναμης συνάρτησης 
[image: image444.wmf]G(z)

με χρήση του MATLAB πραγματοποιείται με την εντολή 

                                SYSD=c2d(SYS,Ts,΄foh΄)

όπου SYS είναι το σύστημα συνεχούς χρόνου και Τs η περίοδος δειγματοληψίας.

Παράδειγμα 2.10: Έστω η συνάρτηση μεταφοράς 
[image: image445.wmf]1
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.Θα υπολογίσουμε την ισοδύναμη συνάρτηση μεταφοράς διακριτού χρόνου χρησιμοποιώντας τη μέθοδο συγκράτησης πρώτης τάξης.

Επειδή   
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  αρχικά υπολογίζουμε 

τον όρο                                                             
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οπότε 
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Υπολογίζουμε τις αντίστοιχες βηματικές αποκρίσεις χρησιμοποιώντας  το Matlab.

>> sysc=tf([1],[1 1]) 

Transfer function:

  1

-----

s + 1

>> Ts=0.1;

>> sysd=c2d(sysc,Ts,'foh')

Transfer function:

0.04837 z + 0.04679

-------------------

    z - 0.9048
>> step(sysc,'b',sysd,'r-')

Sampling time: 0.1
[image: image460.png]



Σχήμα 2.18

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3

ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΣΤΟ ΧΩΡΟ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΝ

3.1 Εισαγωγή

 Ο μετασχηματισμός ενός συστήματος συνεχούς χρόνου στο χώρο των καταστάσεων σε ένα ισοδύναμο διακριτό επιτυγχάνεται με δύο μεθόδους.  Η πρώτη βασίζεται στην χρήση αριθμητικών μεθόδων ολοκλήρωσης ή διαφόρισης για την επίλυση της διαφορικής εξίσωσης 
[image: image461.wmf]x(t)Ax(t)Bu(t)
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 . Η δεύτερη μέθοδος βασίζεται στην δειγματοληψία του σήματος εισόδου u(t) και στην συγκράτηση των τιμών των δειγμάτων u(kT) για χρονικό διάστημα ίσο με την περίοδο δειγματοληψίας T ( Hold Equivalence).

3.2 Διακριτοποίηση Συστημάτων Συνεχούς Χρόνου στο Χώρο των      καταστάσεων με χρήση αριθμητικών μεθόδων ολοκλήρωσης.

Έστω το σύστημα συνεχούς χρόνου 
[image: image462.wmf]x
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(t)=Ax(t)+Bu(t) 






        y(t)=Cx(t)+Du(t)

   Μια μέθοδος για να υπολογίσουμε το ισοδύναμο διακριτό σύστημα ενός συνεχούς, είναι να ολοκληρώσουμε την διαφορική εξίσωση του χώρου των καταστάσεων και στη συνέχεια να προσεγγίσουμε τους παράγοντες που περιέχουν ολοκληρώματα χρησιμοποιώντας μεθόδους αριθμητικής ολοκλήρωσης .

Επομένως έχουμε 

                      
[image: image463.wmf]x

g

 (t)=Ax(t)+Bu(t)(
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                       x(t)=x(t0)+
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Θέτοντας t=kT, t0=0 και  k=0,1,2,…,όπου  T η περίοδος δειγματοληψίας προκύπτει

                       x(kT)=x(0)+
[image: image466.wmf]kT
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Ομοίως x(kT+T)=x(0)+ 
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Αφαιρώντας κατά μέλη τις δύο παραπάνω εξισώσεις προκύπτει ότι 

                         x(kT+T)=x(kT)+ 
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Για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 
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χρησιμοποιούμε διάφορες μεθόδους αριθμητικής ολοκλήρωσης.

3.2.1   Μέθοδος διαφοράς προς τα εμπρός

           (Euler’s forward method)

Θεώρημα 3.1(  Έστω το σύστημα συνεχούς χρόνου 
[image: image470.wmf]x

g

 (t)=Ax(t)+Bu(t) 






                          y(t)=Cx(t)+Du(t)

Το σύστημα που προκύπτει εφαρμόζοντας διακριτοποίηση με την μέθοδο διαφοράς προς τα εμπρός δίνεται από τις σχέσεις

       
[image: image471.wmf]             
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Απόδειξη(
Εφαρμόζοντας τη μέθοδο διαφοράς προς τα εμπρός στην σχέση (3.1) έχουμε
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Επομένως η (1) γίνεται

                      Χ(kΤ+T)
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Αν θέσουμε 
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Θέτοντας t=kT, k =0,1,…, στην εξίσωση εξόδου έχουμε 
                      y(kT)=Cx(kT)+Du(kT)

  Επομένως το διακριτό σύστημα που προκύπτει από το σύστημα συνεχούς χρόνου εφαρμόζοντας τη μέθοδο διαφοράς προς τα εμπρός δίνεται από τις εξισώσεις  

                      x(kT+T)=
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Χρησιμοποιώντας τις εντολές του Matlab μπορούμε να δημιουργήσουμε την συνάρτηση eulerforw η οποία δέχεται σαν είσοδο τους πίνακες a,b,c,d του συνεχούς συστήματος και την επιθυμητή περίοδο δειγματοληψίας Τ και υπολογίζει τους αντίστοιχους πίνακες ad,bd,cd,dd  του ισοδύναμου διακριτού συστήματος σύμφωνα με τη μέθοδο διαφοράς προς τα εμπρός. 

function [ad,bd,cd,dd]=eulerforw(a,b,c,d,T)

[s1 s2]=size(a);

I=eye(s1);

ad=I+a*T;

bd=b*T;

cd=c;

dd=d;

Παράδειγμα 3.1(  Έστω το σύστημα  
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Εφαρμόζοντας τη μέθοδο διαφοράς προς τα εμπρός και  χρησιμοποιώντας το Μatlab  υπολογίζουμε τους αντίστοιχους πίνακες  

>> a=[0 1;0 0];

>> b=[0;1];

>> c=[1 0];

>> d=[0];

>> T=0.1;

>> [ad,bd,cd,dd]=eulerforw(a,b,c,d,T)

ad =

    1.0000    0.1000

         0    1.0000

bd =

         0

    0.1000

cd =

     1     0

dd =

     0

>> sys=ss(a,b,c,d);

>> sysd=ss(ad,bd,cd,dd,T);

>> step(sys,'b',sysd,'r')

[image: image489.png]



Σχήμα 3.1

3.2.2  Μέθοδος διαφοράς προς τα πίσω

          (Euler’s backward method)

Θεώρημα 3.2(  Έστω το σύστημα συνεχούς χρόνου 
[image: image490.wmf]x
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 (t)=Ax(t)+Bu(t) 






                          y(t)=Cx(t)+Du(t)

Το σύστημα που προκύπτει εφαρμόζοντας διακριτοποίηση με την μέθοδο διαφοράς προς τα πίσω δίνεται από τις σχέσεις
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Απόδειξη(
Εφαρμόζοντας την μέθοδο διαφοράς προς τα πίσω στην σχέση (1) έχουμε
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Επομένως η (1) γίνεται:

x(kT+T)=x(kT)+[Ax(kT+T)+Bu(kT+T)]T

(I-AT)x(KT+T)=x(kT)+BΤ u(kT+T)

Έστω 
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Η εξίσωση εξόδου y(kT)=Cx(kT)+Du(kT) γίνεται

                       y(kT)=C
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 Επομένως το διακριτό σύστημα που προκύπτει από το σύστημα συνεχούς χρόνου εφαρμόζοντας την μέθοδο διαφοράς προς τα πίσω δίνεται από τις εξισώσεις 
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Χρησιμοποιώντας τις εντολές του Matlab μπορούμε να δημιουργήσουμε την συνάρτηση eulerback η οποία δέχεται σαν είσοδο τους πίνακες a,b,c,d του συνεχούς συστήματος και την επιθυμητή περίοδο δειγματοληψίας Τ και υπολογίζει τους αντίστοιχους πίνακες ad,bd,cd,dd  του ισοδύναμου διακριτού συστήματος σύμφωνα με τη μέθοδο διαφοράς προς τα πίσω. 

function [ad,bd,cd,dd]=eulerback(a,b,c,d,T);

[s1 s2]=size(a);

I=eye(s1);

ad=inv(I-a*T);

bd=inv(I-a*T)*b*T;

cd=c*inv(I-a*T);

dd=c*inv(I-a*T)*b*T+d;

Παράδειγμα 3.2(  Έστω το σύστημα  
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Εφαρμόζοντας τη μέθοδο διαφοράς προς τα πίσω και  χρησιμοποιώντας το Μatlab  υπολογίζουμε τους αντίστοιχους πίνακες  

>> a=[0 1;0 0];

>> b=[0;1];

>> c=[1 0];

>> d=[0];

>> T=0.1;

>> [ad,bd,cd,dd]=eulerback(a,b,c,d,T)

ad =
    1.0000    0.1000

         0    1.0000
bd =
    0.0100

    0.1000
cd =
    1.0000    0.1000
dd =
    0.0100
>> sys=ss(a,b,c,d);

>> sysd=ss(ad,bd,cd,dd,T);

>> step(sys,'b',sysd,'r')
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Σχήμα 3.2

3.2.3   Μέθοδος του τραπεζίου ( Trapezoidal Method)

Θεώρημα 3.3(  Έστω το σύστημα συνεχούς χρόνου 
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                         y(t)=Cx(t)+Du(t)

Το σύστημα που προκύπτει εφαρμόζοντας  την μέθοδο του τραπεζίου δίνεται από τις σχέσεις
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Απόδειξη(
Εφαρμόζοντας τη μέθοδο του τραπεζίου θεωρούμε ότι 
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οπότε                                      
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Επομένως η (3.1) γίνεται:

                    x(kT+T)=x(kT)+
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Έστω 
[image: image532.wmf]x

(kT+T)=x(kT)

                  [I-
[image: image533.wmf]ATATBTBT

]x(kTT)[I]x(kTT)u(kT)u(kTT)

ή

2222

+=+++++


                    [I-
[image: image534.wmf]ATATBTBT

]x(kT)[I]x(kT)u(kTT)u(kT)

2222

=++-+

(
        x(kT)=[I-
[image: image535.wmf]111

ATATATBTATBT

][I]x(kT)[I]u(kTT)[I]u(kT)

222222

---

++--+-


Άρα 

     
[image: image536.wmf]x

(kT+Τ)=              

               
[image: image537.wmf][

111

ATATATBTATBT

I][I]x(kT)[I]u(kTT)[I]u(kT)

222222

---

=-++--+-


Η εξίσωση εξόδου  y(kT)=Cx(kT)+Du(kT)  γίνεται

                      y(kT)=C
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image541.wmf]
Επομένως το διακριτό σύστημα που προκύπτει από το σύστημα συνεχούς χρόνου εφαρμόζοντας τη μέθοδο του τραπεζίου  δίνεται από τις εξισώσεις
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Χρησιμοποιώντας τις εντολές του Matlab μπορούμε να δημιουργήσουμε την συνάρτηση trap1 η οποία δέχεται σαν είσοδο τους πίνακες a,b,c,d του συνεχούς συστήματος και την επιθυμητή περίοδο δειγματοληψίας Τ και υπολογίζει τους αντίστοιχους πίνακες ad,bd1,bd2,cd,dd1,dd2  του ισοδύναμου διακριτού συστήματος σύμφωνα με την τραπεζοειδή μέθοδο. 

function [ad,bd1,bd2,cd,dd1,dd2]=trap1(a,b,c,d,T)

[s1 s2]=size(a);

I=eye(s1);

ad=inv(I-a*T/2)*(I+a*T/2);

bd1=inv(I-a*T/2)*b*T/2;

bd2=inv(I-a*T/2)*b*T/2;

cd=c*inv(I-a*T/2)*(I+a*T/2);

dd1=c*(inv(I-a*T/2)*b*T/2)+d;

dd2=c*inv(I-a*T/2)*b*T/2;

Εάν στην εξίσωση 3.2 κάνουμε την εξής αντικατάσταση 
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τότε μπορούμε να υπολογίσουμε τα διανύσματα κατάστασης x(kT+T) και εξόδου y(kT) χρησιμοποιώντας μόνο την τιμή της εισόδου u(kT).

Επομένως έχουμε
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Επομένως 
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και η εξίσωση εξόδου γίνεται

               y(kT)= 
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u(kT)

Χρησιμοποιώντας τις εντολές του Matlab μπορούμε να δημιουργήσουμε την συνάρτηση trap2 η οποία δέχεται σαν είσοδο τους πίνακες a,b,c,d του συνεχούς συστήματος και την επιθυμητή περίοδο δειγματοληψίας Τ και υπολογίζει τους αντίστοιχους πίνακες ad,bd,cd,dd,  του ισοδύναμου διακριτού συστήματος σύμφωνα με την μέθοδο του τραπεζίου. 

function [ad,bd,cd,dd]=trap2(a,b,c,d,T)

[s1 s2]=size(a);

I=eye(s1);

ad=(I+a*T/2)*inv(I-a*T/2);

bd=inv(I-a*T/2)*b*sqrt(T);

cd=sqrt(T)*c*inv(I-a*T/2);

dd=d+c*(inv(I-a*T/2)*b*T/2;

Παράδειγμα 3.3(  Έστω το σύστημα  
[image: image582.wmf]01

0

x(t)x(t)u(t)

1

00

·

éù

éù

=+

êú

êú

ëû

êú

ëû

                           


[image: image583.wmf][

]

y(t)10x(t)0u(t)

éù

=+

ëû


όπου 
[image: image584.wmf]01

A

00

éù

=

êú

êú

ëû

, 
[image: image585.wmf]0

B

1

éù

=

êú

ëû

, 
[image: image586.wmf][

]

C10,D0

éù

==

ëû

.

Εφαρμόζοντας την τραπεζοειδή μέθοδο και  χρησιμοποιώντας το Μatlab υπολογίζουμε τους αντίστοιχους πίνακες.  

>> a=[0 1;0 0];

>> b=[0;1];

>> c=[1 0];

>> d=[0];

>> T=0.1;

>> [ad,bd1,bd2,cd,dd1,dd2]=trap1(a,b,c,d,T)

ad =

    1.0000    0.1000

         0    1.0000
bd1 =

    0.0025

    0.0500
bd2 =
    0.0025

    0.0500
cd =
    1.0000    0.1000
dd1 =
    0.0025
dd2 =

    0.0025

Εάν χρησιμοποιήσουμε την δεύτερη μέθοδο τότε θα έχουμε

>> a=[0 1;0 0];

>> b=[0;1];

>> c=[1 0];

>> d=[0];

>> T=0.1;

>> [ad,bd,cd,dd]=trap2(a,b,c,d,T)

ad =
    1.0000    0.1000

         0    1.0000
bd =
    0.0158

    0.3162
cd =
    0.3162    0.0158
dd =
    0.0025
>> sys=ss(a,b,c,d);

>> sysd=ss(ad,bd,cd,dd,T);

>> step(sys,'b',sysd,'r')
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Σχήμα 3.3

3.3 Διακριτοποίηση Συστημάτων Συνεχούς Χρόνου στο Χώρο των        

      καταστάσεων με χρήση αριθμητικών μεθόδων παραγώγισης.

Έστω το σύστημα συνεχούς χρόνου 
[image: image588.wmf]x
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        y(t)=Cx(t)+Du(t)

   Μια μέθοδος για να υπολογίσουμε το ισοδύναμο διακριτό σύστημα ενός συνεχούς είναι να προσεγγίσουμε την παράγωγο του διανύσματος κατάστασης 
[image: image589.wmf]x
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3.3.1   Μέθοδος διαφοράς προς τα εμπρός

           (Euler’s forward method)

Θεώρημα 3.4(  Έστω το σύστημα συνεχούς χρόνου 
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                          y(t)=Cx(t)+Du(t)

Το σύστημα που προκύπτει εφαρμόζοντας διακριτοποίηση με την μέθοδο διαφοράς προς τα εμπρός δίνεται από τις σχέσεις
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image594.wmf]
Απόδειξη(
Εφαρμόζοντας τη μέθοδο διαφοράς προς τα εμπρός έχουμε
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οπότε η διαφορική εξίσωση 
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Αντίστοιχα η εξίσωση εξόδου δίνεται από την σχέση
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3.3.2  Μέθοδος διαφοράς προς τα πίσω

          (Euler’s backward method)

Θεώρημα 3.5(  Έστω το σύστημα συνεχούς χρόνου 
[image: image604.wmf]x
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 (t)=Ax(t)+Bu(t) 






                    y(t)=Cx(t)+Du(t)

Το σύστημα που προκύπτει εφαρμόζοντας διακριτοποίηση με την μέθοδο διαφοράς προς τα πίσω δίνεται από τις σχέσεις
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Απόδειξη(
Εφαρμόζοντας τη μέθοδο διαφοράς προς τα πίσω έχουμε
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οπότε η διαφορική εξίσωση 
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Αντίστοιχα η εξίσωση εξόδου γίνεται
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3.3.3  Μέθοδος του τραπεζίου ( Trapezoidal Method)

Θεώρημα 3.6(  Έστω το σύστημα συνεχούς χρόνου 
[image: image624.wmf]x
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                          y(t)=Cx(t)+Du(t)

Το σύστημα που προκύπτει εφαρμόζοντας  τη μέθοδο του τραπεζίου δίνεται από τις σχέσεις
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Απόδειξη(
Εφαρμόζοντας την τραπεζοειδή μέθοδο θεωρούμε ότι 
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οπότε η διαφορική εξίσωση 
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Έστω 
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Η εξίσωση εξόδου  y(kT)=Cx(kT)+Du(kT)  γίνεται
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3.4  Διακριτοποίηση με τη μέθοδο συγκράτησης μηδενικής τάξης

Θεώρημα 3.7:   Έστω το σύστημα συνεχούς χρόνου 
[image: image653.wmf]x
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Το σύστημα που προκύπτει εφαρμόζοντας διακριτοποίηση με συγκράτηση μηδενικής τάξης δίνεται  από τις σχέσεις        
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 αν ο Α είναι αντιστρέψιμος.

Απόδειξη(
Γνωρίζουμε ότι η λύση της διαφορικής εξίσωσης  x΄(t)=Ax(t)+Bu(t) του διανύσματος κατάστασης για t>0 δίνεται από την σχέση 
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Θέτοντας  t=kT  όπου k=0,1,2,3,….και T η περίοδος δειγματοληψίας προκύπτει
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Το διάνυσμα κατάστασης στο βήμα δίνεται από την σχέση

    
[image: image662.wmf]kTT

A(kTT)A(kTT)

0

x(kTT)ex(0)eBu()d

t

tt

+

++-

+=+

ò


                     
[image: image663.wmf]kTkTT

ATAkTA(kTT)A(kTT)

0kT

eex(0)eBu()deBu()d

tt

tttt

+

+-+-

=++

òò


                      
[image: image664.wmf]kTkTT

ATAkTATA(kT)A(kTT)

0kT

eex(0)eeBu()deBu()d

tt

tttt

+

-+-

=++

òò


                      
[image: image665.wmf][

]

kTkTT

ATAkTA(kT)A(kTT)

0kT

eex(0)eBu()deBu()d

tt

tttt

+

-+-

=++

òò

       

                       
[image: image666.wmf]kTT

ATA(kTT)

kT

ex(kT)eu()d

t

tt

+

+-

=+B

ò


Αν θεωρήσουμε ότι η είσοδος του συστήματος διατηρείται σταθερή για χρονικό διάστημα ίσο με την περίοδο δειγματοληψίας δηλαδή

                    u(t)=u(kT)   για   kT(t(kT+T

θα έχουμε ότι    
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Έστω ότι     
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και αν ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιμος προκύπτει ότι 
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Θέτοντας t=kT, k =0,1,…, στην εξίσωση εξόδου έχουμε 

                      y(kT)=Cx(kT)+Du(kT)

Επομένως το ισοδύναμο σύστημα διακριτού χρόνου είναι 
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 αν ο Α είναι αντιστρέψιμος.                                           (
O υπολογισμός του ισοδύναμου διακριτού συστήματος με χρήση του MATLAB πραγματοποιείται με την εντολή 

                          [ad,bd,cd,dd]=c2dm(a,b,c,d,Ts,΄zoh΄)

όπου  Τs είναι η περίοδος δειγματοληψίας.

Παράδειγμα 3.4( Έστω το σύστημα  
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.Εφαρμόζοντας τη μέθοδο συγκράτησης μηδενικής τάξης και κάνοντας χρήση του Matlab έχουμε

>> A=[0 1;-6 5];

>> B=[0;1];

>> C=[1 0;0 1];

>> D=[0;0];

>> [AD,BD,CD,DD]=c2dm(A,B,C,D,T,'zoh')
AD =

    0.9645    0.1285

   -0.7707    1.6068
BD =

    0.0059

    0.1285
CD =

     1     0

0 1

DD =

     0

     0

>> sys=ss(A,B,C,D);

>> sysd=ss(AD,BD,CD,DD,T);

>> step(sys,'b',sysd,'r')
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Σχήμα 3.4

3.5  Διακριτοποίηση με τη μέθοδο συγκράτησης πρώτης  τάξης

Θεώρημα 3.8(  Έστω το σύστημα συνεχούς χρόνου 
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                           y(t)=Cx(t)

Το σύστημα που προκύπτει εφαρμόζοντας διακριτοποίηση με συγκράτηση πρώτης τάξης δίνεται από τις σχέσεις
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Απόδειξη(
Γνωρίζουμε ότι η λύση της εξίσωσης  
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Θέτοντας  t=kT  k=0,1,2…  έχουμε
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Αντικαθιστώντας την  u(τ)  με 
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όπου    kT(τ<(k+1)T
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Έστω    
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Θέτoντας  w=kT+T-τ  έχουμε  dw=-dτ  και τ-kT=T-w  έχουμε
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Επομένως 
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Θέτοντας t=kT, k =0,1,…, στην εξίσωση εξόδου έχουμε 

                      y(kT)=Cx(kT)

Επομένως το ισοδύναμο σύστημα διακριτού χρόνου είναι 
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  O υπολογισμός του ισοδύναμου διακριτού συστήματος με χρήση του MATLAB πραγματοποιείται με την εντολή 

                          [ad,bd,cd,dd]=c2dm(a,b,c,d,Ts,΄foh΄)

όπου  Τs είναι η περίοδος δειγματοληψίας.
Παράδειγμα 3.5( Έστω το σύστημα  
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.Εφαρμόζοντας τη μέθοδο συγκράτησης πρώτης τάξης και κάνοντας χρήση του Matlab  έχουμε

>> A=[0 1;-6 5];

>> B=[0;1];

>> C=[1 0;0 1];

>> D=[0;0];

>> [AD,BD,CD,DD]=c2dm(A,B,C,D,T,'foh')

AD =

    0.9645    0.1285

   -0.7707    1.6068

BD =

    0.0135

    0.1629

CD =

     1     0

     0     1

DD =

    0.0019

    0.0592

> sys=ss(A,B,C,D);

>> sysd=ss(AD,BD,CD,DD,T);

>> step(sys,'b',sysd,'r')

[image: image747.png]



Σχήμα 3.5

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗ  ΙΔΙΟΜΟΡΦΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ

4.1  Εισαγωγή
    Η έρευνα των δυναμικών συστημάτων στις επιστήμες των μηχανολόγων, ηλεκτρολόγων και χημικών μηχανικών συνήθως απαιτεί την δημιουργία ενός μαθηματικού μοντέλου το οποίο θα αναπαριστά πλήρως την δυναμική συμπεριφορά του συστήματος. Η συνεχώς αυξανόμενη πολυπλοκότητα τέτοιων διαδικασιών οδηγεί στην ανάπτυξη προγραμμάτων υπολογιστών τα οποία παράγουν αυτόματα τις εξισώσεις του συστήματος αλλά και στην ανάπτυξη του μοντέλου το οποίο αποτελείται από υποσυστήματα τα οποία συνθέτουν το ολοκληρωμένο σύστημα. Η αλληλοσύνδεση  μεταξύ των υποσυστημάτων και του ολοκληρωμένου συστήματος πραγματοποιείται ως εξής: Η δυναμική συμπεριφορά των μεμονωμένων υποσυστημάτων  περιγράφεται μέσω διαφορικών εξισώσεων  και η ενοποίηση αυτών των συμπεριφορών πραγματοποιείται μέσω αλγεβρικών εξισώσεων. Συνολικά το μαθηματικό μοντέλο που περιγράφει πλήρως το ολοκληρωμένο σύστημα είναι ένας συνδυασμός διαφορικών-αλγεβρικών εξισώσεων( E
[image: image748.wmf]x

g

(t)=Ax(t)+Bu(t)). Στην θεωρία ελέγχου αυτού του είδους τα συστήματα ονομάζονται ιδιόμορφα (singular,       descriptor, generalized  κτλ).

     Μέχρι τις αρχές του 1970 η επίλυση των διαφορικών-αλγεβρικών εξισώσεων δεν ήταν δυνατή οπότε η προσομοίωση των ιδιόμορφων συστημάτων δεν ήταν αποτελεσματική και ακριβής σε αντίθεση με τα συστήματα στο χώρο των καταστάσεων για τα οποία είχαν αναπτυχθεί αρκετές αποδοτικές μέθοδοι αριθμητικής  ολοκλήρωσης των διαφορικών εξισώσεων. Η αριθμητική επίλυση των διαφορικών-αλγεβρικών εξισώσεων μελετήθηκε αρχικά από τον  C.W.Gear (‘The simultaneous numerical solution of differential-algebraic equations’ 1971) και στην συνέχεια παρουσιάσθηκαν πιο αποτελεσματικές και εύστοχες μέθοδοι. Η διακριτοποίηση των ιδιόμορφων συστημάτων επιτυγχάνονταν με τη χρήση μεθόδων όπως η μέθοδος διαφοράς προς εμπρός ή προς τα πίσω (forward or backward Euler method) ή με τη μέθοδο του Gear. (Sincovec R.F., Erisman A.M., Yip E.L., Epton M.A.,(1981)).

    Τα ιδιόμορφα συστήματα αποτελούν μία γενικότερη κλάση των γραμμικών συστημάτων σε σχέση με τα συστήματα στο χώρο των καταστάσεων. Εμφανίζονται στην μοντελοποίηση πολλών φυσικών φαινομένων όπως στα μηχανικά συστήματα (ηλεκτρολογικά δίκτυα, αεροναυπηγική, χημικές διαδικασίες),οικονομικά συστήματα, βιολογικά συστήματα κτλ. Η μοντελοποίηση ενός συστήματος μέσω ενός ιδιόμορφου συστήματος είναι μία απλή μέθοδος για να αναπαράγουμε την δυναμική εξέλιξη  του συστήματος και αποδίδει ακριβέστερα την φυσική συμπεριφορά του. 

4.2 Επίλυση των ιδιόμορφων συστημάτων

  Έστω το γραμμικό χρονικά αμετάβλητο ιδιόμορφο σύστημα 
                          E
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(t)=Ax(t)+Bu(t)    (4.1)
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. Υποθέτουμε ότι το σύστημα είναι κανονικό, δηλαδή 
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 Εάν ο πίνακας Ε είναι μη-ιδιόμορφος τότε η εξίσωση (4.1) μπορεί να γραφεί στο χώρο των καταστάσεων  ως εξής
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οπότε η λύση του δίνεται από την εξίσωση
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Εάν ο πίνακας Ε είναι  ιδιόμορφος τότε ο resolvent πίνακας του συστήματος  (4.1)  μπορεί να αναπτυχθεί σε μία σειρά δυνάμεων του s ως εξής   
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όπου μ είναι the index of nilpotency of the pencil sE-A , δηλαδή μ-1=rankE-deg(det[sE-A]) είναι ο βαθμός του πολυωνυμικού μέρους του πίνακα (sE-A)-1. Οι πίνακες 
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             (4.2)

όπου  
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 είναι η απόλυτη τιμή των ορισμάτων .

Η λύση του συστήματος (4.1) για μηδενική είσοδο (zero input) (B.G.Mertzios ‘Direct solution of continuous time singular systems based on the fundamental matrix’)

 δίνεται από την σχέση 

            x z i (t)= e
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ενώ η λύση του για μηδενική αρχική κατάσταση (zero state) (B.G.Mertzios ‘Direct solution of continuous time singular systems based on the fundamental matrix’)  δίνεται από την σχέση
            x z s(t)= 
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Επομένως η  λύση του συστήματος (4.1) είναι

x(t)=xz i(t)+xz s(t)=e
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4.3 Διακριτοποίηση Ομογενών Ιδιόμορφων Συστημάτων

Έστω το ομογενές ιδιόμορφο σύστημα


E
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 (t)=Ax(t)   
(4.3)

Η λύση του παραπάνω συστήματος δίνεται από την σχέση
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Θεώρημα 4.1: (N.P.Karampetakis ‘On the discretization of singular systems’):               Η απόκριση του συστήματος (4.3) κατά τις χρονικές στιγμές kT, k=0,1…. είναι η απόκριση του συστήματος διακριτού χρόνου
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[image: image788.wmf]A

%

x(kT), 
x(0)=ΦοEx(0-)
[image: image789.wmf]


όπου 
[image: image790.wmf]A

%

=
[image: image791.wmf]AT

F

o

e


Απόδειξη:
Η λύση του συστήματος (4.3) την χρονική στιγμή kT, k=0,1…. δίνεται από την σχέση
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Η λύση του συστήματος (4.2) την χρονική στιγμή (k+1)T είναι


x((k+1)T)=
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Την χρονική στιγμή k=0 έχουμε
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Χρησιμοποιώντας τις εντολές του Mathematica μπορούμε να δημιουργήσουμε την συνάρτηση OmogenesDiscretization η οποία δέχεται σαν είσοδο τους πίνακες E, A του ιδιόμορφου ομογενούς συνεχούς συστήματος και υπολογίζει τον αντίστοιχο πίνακα 
[image: image798.wmf]A
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 και τον πίνακα Φ0Ε του ισοδύναμου διακριτού  συστήματος.
[image: image799.wmf]OmogenesDiscretization

@

pe_

,

pa_

D

:

=

Module

@

8

ps

,

psi

,

se

,

fis

,

ah

,

x0d

<

,

ps

=

s

*

pe

-

pa

;

psi

=

Inverse

@

ps

D

;

se

=

Series

@

psi

,

8

s

,

Infinity

,

2

<

D

;

fis

=

Coefficient

@

se

,

s

^

H

-

1

L

D

;

ah

=

Simplify

@

MatrixExp

@

fis

.

pa

*

T

D

D

;

x0d

=

Simplify

@

fis

.

pe

D

;

Return

@

8

ah

,

x0d

<

D

;

D

;


Παράδειγμα 4.1:      Έστω το ομογενές ιδιόμορφο σύστημα     
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Χρησιμοποιώντας την συνάρτηση
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[image: image804.wmf]A

%

 και τον πίνακα Φ0Ε
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Όποτε προκύπτουν 
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4.4 Διακριτοποίηση Μη-Ομογενών Ιδιόμορφων Συστημάτων με

        συγκράτηση μηδενικής τάξης

Έστω το μη-ομογενές ιδιόμορφο σύστημα 
E
[image: image807.wmf]x

g

 (t)=Ax(t)+Bu(t)


Η λύση του παραπάνω συστήματος δίνεται από την σχέση
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Θεώρημα 4.2: (N.P.Karampetakis ‘On the discretization of singular systems’): Χρησιμοποιώντας συγκράτηση μηδενικής τάξης για την είσοδο u(t) και προσέγγιση πρώτης τάξης για τις παραγώγους της εισόδου u(t) το μη-ομογενές ιδιόμορφο σύστημα  μετασχηματίζεται στο σύστημα διακριτού χρόνου
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Απόδειξη:
Η λύση του ιδιόμορφου συστήματος  κατά τις χρονικές στιγμές kΤ, k=0,1…. δίνεται από τη σχέση
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Η απόκριση του συστήματος  κατά το (k+1)  βήμα δίνεται από την σχέση
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Η εφαρμογή συγκράτησης μηδενικής τάξης  στην είσοδο u(τ) σημαίνει ότι για το χρονικό διάστημα  
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Αντικαθιστώντας την παραπάνω σχέση στην εξίσωση (4.4) έχουμε

 x((k+1)T) =
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 (4.5)

Θέτοντας
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Επομένως η εξίσωση  (4.5)  γίνεται
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Επειδή
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χρησιμοποιώντας τις  ιδιότητες  (4.2) προκύπτει  ότι 
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και η εξίσωση (4.6) γίνεται
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Χρησιμοποιούμε  προσέγγιση πρώτης τάξης για τις παραγώγους της εισόδου u δηλαδή θεωρούμε ότι
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      (4.7)

Η χρήση της προσέγγισης των παραγώγων του διανύσματος κατάστασης
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μετασχηματίζει την  (4.7) ως εξής
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Χρησιμοποιώντας την συνάρτηση StateSpaceDiscretization του Mathematica (N.P.Karampetakis ‘On the discretization of singular systems’)   η οποία δέχεται σαν είσοδο τους πίνακες E, A και Β του ιδιόμορφου  συνεχούς συστήματος, μπορούμε να υπολογίσουμε τους αντίστοιχους πίνακες 
[image: image874.wmf]A

%

 και 
[image: image875.wmf]ˆ

B

 του ισοδύναμου διακριτού  συστήματος, που προκύπτει εφαρμόζοντας συγκράτηση μηδενικής τάξης στο διάνυσμα εισόδου.

StateSpaceDiscretization[pe_, pa_, pb_] :=

    Module[{ps, psi, se, mi, fis, ah, bis, i, j},

      ps = s*pe - pa;

      psi = Inverse[ps];

      se = Series[psi, {s, Infinity, 2}];

      mi = Max[Exponent[se, s]];

      fis = {Coefficient[se, s^(-1)]};

      For[i = 0, i <= mi,

        fis = Append[fis, Coefficient[se*s, s^(i + 1)]];

        i++];

      (*fis = {f[0], f[-1], ...}*)

      ah = Simplify[MatrixExp[fis[[1]].pa*T]];

      bis = {Simplify[

              Integrate[MatrixExp[fis[[1]].pa*w], {w, 0, T}].fis[[1]].pb +

                Sum[(-1)^i*fis[[i + 1]].pb*T^(1 - i), {i, 1, mi + 1}]] // 

            Expand};

      For[j = 1, j <= mi + 1,

        bis = 

          Append[bis, 

            Sum[(-1)^(i - j)*fis[[i + 1]].pb*T^(1 - i)*Binomial[i, i - j], {i,

                 j, mi + 1}]];

        j++;

        ];

      Return[{ah, Sum[bis[[i + 1]]*s^i, {i, 0, Dimensions[bis][[1]] - 1}]}];

      ];

Παράδειγμα 4.2:      Έστω το ιδιόμορφο σύστημα     
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Εφαρμόζοντας την συνάρτηση StateSpaceDiscretization θα έχουμε 

pe = {{-1, 12, 37}, {2, 6, 13}, {-1, 2, 8}};

pa = {{-38, -54, -47}, {3, -11, -32}, {-3, -9, -13}};

pb = {{0}, {0}, {1}};

res = StateSpaceDiscretization[pe, pa, pb];

A = res[[1]] // Expand // MatrixForm

B = res[[2]] // Expand // MatrixForm

Επομένως
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όπου   s=σ και σu(kT)=u((k+1)T).

4.5 Διακριτοποίηση Μη-Ομογενών Ιδιόμορφων Συστημάτων με

        συγκράτηση πρώτης τάξης

Θεώρημα 4.3: Χρησιμοποιώντας συγκράτηση πρώτης τάξης για την είσοδο u(t) και συγκράτηση πρώτης τάξης για τις παραγώγους της εισόδου u(t) το μη-ομογενές ιδιόμορφο σύστημα  μετασχηματίζεται στο σύστημα διακριτού χρόνου
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Απόδειξη:
Η λύση του συστήματος (4.1) κατά τις χρονικές στιγμές kΤ, k=0,1…. δίνεται από τη σχέση

             
[image: image888.wmf]KT

k(k)

x(kT)eEx(0)eBu()d

oo

t

oo

o

tt

FATFAT-

=F-+F+

ò


                          
[image: image889.wmf]1

i(i)

11

i0

(E)Bu(kT)k1,2,....

m

gia

-

--

=

+-FF=

å


και

              
[image: image890.wmf]1

i(i)

11

i0

x(0)Ex(0)(E)Bu(0)k0

m

o

gia

-

--

=

=F-+-FF-=

å


Η απόκριση του συστήματος  κατά το (k+1) στο βήμα δίνεται από την σχέση:
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Εάν εφαρμόσουμε συγκράτηση πρώτης τάξης στην είσοδο τότε έχουμε ότι 
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Η εξίσωση (4.9) γίνεται
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Επειδή
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Χρησιμοποιούμε  προσέγγιση πρώτης τάξης για τις παραγώγους της εισόδου u 
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Με τη  χρήση της προσέγγισης των παραγώγων του διανύσματος κατάστασης
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Οπότε το διάνυσμα κατάστασης δίνεται από την σχέση    
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Πίνακας 1
Διακριτοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς με χρήση
                                    αριθμητικών μεθόδων ολοκλήρωσης
	Αριθμητική  Προσέγγιση του ολοκληρώματος
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	Απεικόνιση από το πεδίο του s στο πεδίο του z

	One-Sample
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	Two-Sample (Tustin Method)
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	Three-Sample
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Πίνακας 2

Διακριτοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς με χρήση
αριθμητικών μεθόδων διαφόρισης
	
	Αριθμητική Προσέγγιση της παραγώγου 
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	Απεικόνιση από το πεδίο του s στο πεδίο του z

	Μέθοδος διαφοράς προς τα εμπρός

Forward difference
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	Μέθοδος διαφοράς προς τα πίσω
Backward difference
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	Μέθοδος κεντρικής διαφοράς
Central difference
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Πίνακας 3

Διακριτοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς με συγκράτηση

	
	Συνάρτηση μεταφοράς της

        συγκράτησης
	Συνάρτηση μεταφοράς του ισοδύναμου διακριτού συστήματος

	Μηδενικής Τάξης

(ΖΟΗ)
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	Πρώτης Τάξης

(FOH)
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Πίνακας 4

Διακριτοποίηση συστημάτων στο χώρο των καταστάσεων με χρήση αριθμητικών μεθόδων ολοκλήρωσης
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	Ισοδύναμο διακριτό σύστημα
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	Μέθοδος διαφοράς προς τα εμπρός
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	Μέθοδος διαφοράς προς

τα πίσω
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	Μέθοδος του τραπεζίου
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Πίνακας 5

Διακριτοποίηση συστημάτων στο χώρο των καταστάσεων με συγκράτηση

	Συγκράτηση


	Σήμα εισόδου u(t)
	Ισοδύναμο διακριτό σύστημα
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	Μηδενικής Τάξης

(ΖΟΗ)
	u(t)=u(kT)   για   kT(t<kT+T
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	Πρώτης Τάξης

(FOH)
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