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ΠΔΡΗΛΖΦΖ  

Ζ θχξηα ζπκβνιή απηήο ηεο εξγαζίαο είλαη ε ιχζε ησλ πνιπσλπκηθψλ -

εθζεηηθψλ ρξνληθψλ ζεηξψλ ησλ πξνβιεκάησλ κνληεινπνίεζεο. Θα 

επεμεξγαζηνχκε απνθιεηζηηθά ηε κνληεινπνίεζε αθξηβείαο.  Σα 

δεδνκέλα καο είλαη εθζεηηθέο -πνιπσλπκηθέο ρξνληθέο ζεηξέο θαη ην 

κνληέιν απνηειείηαη απφ γξακκηθά ρξνληθά αλαιινίσηα θαη 

πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο ζπζηήκαηα. ην θεθάιαην ηξία κειεηάηαη ην 

εμήο πξφβιεκα: Γλσξίδνληαο ηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ δπλακηθνχ 

ζπζηήκαηνο, δειαδή ηνλ ρψξν ιχζεσλ απηνχ, λα βξεζεί ην ζχζ ηεκα 

ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ (ή εμηζψζεσλ δηαθνξψλ) ην νπνίν παξάγεη 

ην ρψξν ιχζεσλ. Πην ζπγθεθξηκέλα λα βξεζνχλ νη αιγφξηζκνη 

κνληεινπνίεζεο.    
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ABSTRACT 
 

 

 

 

The main contribution of this project is the solution of the polynomial-exponential 

time series modeling problem. We will exclusively treat exact modeling. The data are 

polynomial-exponential time series, and the model class consists of linear, 

continuous-time, time invariant, finite dimensional systems. Chapter three is about 

knowing the behavior of the dynamical system meaning the system’s solution space, 

trying to find out the system of differential equations (or difference equations) which 

generates the specific solution space. More particularly to find out the modeling 

algorithms.    
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ΠΡΟΛΟΓΟ 

 

 

 

 

 

Απφ ηελ ζέζε απηή ζα ήζεια λα  επραξηζηήζσ  ηνλ θ. Καξακπεηάθε γηα 

ηελ θαζνδήγεζε, ππνκνλή θαη εκπηζηνζχλε πνπ κνπ έδεημε θαηά ην 

δηάζηεκα εθπφλεζεο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο. 

 

 

Οθείισ αθφκε λα επραξηζηήζσ ηα κέιε ηεο ηξηκεινχο επηηξνπήο, ηνλ 

Καζεγεηή θ. Αληψλην Βαξδνπιάθε θαη ηνλ Δπίθνπξν Καζεγεηή θ. 

Δπζηάζην Αλησλίνπ γηα ην ρξφλν πνπ αθηέξσζαλ ζηελ κειέηε θαη 

αμηνιφγεζε ηεο εξγαζίαο κνπ. 

 

 

Σέινο, ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνπο γνλείο κνπ γηα ηελ νηθνλνκηθή θαη 

ςπρνινγηθή θπξίσο ππνζηήξημε πνπ κνπ πξνζθέξνπλ φια ηα ρξφληα ησλ 

ζπνπδψλ κνπ.  
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Κεθάλαιο 1 

Διζαγωγή ζηη Θεωπία ςζηημάηων 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.1 Διζαγωγή 

 

θνπφο απηνχ ηνπ θεθαιαίνπ είλαη λα θαηαλνήζνπκε ηα δπλακηθά ζπζηήκαηα, θαζψο 

επίζεο θαη ηη έλλνηεο ηεο επζηάζεηαο, αζηάζεηαο θαη αζπκπησηηθήο ζπκπεξηθνξάο 

κέζα απφ κία πνηθηιία παξαδεηγκάησλ. Αθφκε παξνπζηάδνπκε βαζηθέο έλλνηεο 

γξακκηθήο άιγεβξαο πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ επφκελσλ 

παξαγξάθσλ. 

 

Θεσξνχκε έλαλ αλαδξνκηθφ ηχπν ηεο κνξθήο       (  ) κε     φπνπ ε 

κεηαβιεηή    θαζνξίδεη ηελ θαηάζηαζε ελφο ζπζηήκαηνο κέζσ ηνπ θαλφλα  . Χο 

ζεκεία ηζνξξνπίαο [1] κίαο ζπλάξηεζεο       νξίδνπκε εθείλα ηα ζεκεία      

γηα ηα νπνία  (  )    . Οη αθνινπζίεο (  ) κε     πνπ παξάγνληαη απφ 

απεηθνλίζεηο   νλνκάδνληαη ηξνρηέο. Δπηπιένλ, έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο 

ραξαθηεξίδεηαη σο επζηαζέο ή αζηαζέο αλάινγα κε ην αλ ε παξαγφκελε ηξνρηά είλαη 

ζπγθιίλνπζα ή απνθιίλνπζα αληίζηνηρα. Γηα λα απνθαλζψ γηα ην είδνο ηεο 

ηζνξξνπίαο ελφο ζεκείνπ ηζνξξνπίαο ειέγρσ ηε ρξνληθή εμέιημε κηθξψλ δηαηαξαρψλ 

γχξσ απφ απηφ. Θεσξνχκε ην ζεκείν ηζνξξνπίαο    θαη κία δηαηαξαρή απηνχ 

    
    . Απφ ην αλάπηπγκα Taylor παίξλνπκε 

 

 (     )   ( 
 )     

 (  )   (  
 ) 
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Τπνζέηνπκε φηη νη δηαηαξαρέο είλαη αξθνχλησο κηθξέο ψζηε λα αγλνήζνπκε φξνπο 

δεχηεξεο ηάμεο, δειαδή  (  
 )   . Τπφ απηή ηελ πξνυπφζεζε παίξλνπκε ηε 

γξακκηθή πξνζέγγηζε 

 (     )   ( 
 )     

 (  ) 

 

Παξαηεξνχκε φηη  (  )    ,       
       θαη φηη       ( 

    ), δειαδή 

 

         
     

 (  )        
 (  )   

 

Σνλ αξηζκφ   (  ) ηνλ νλνκάδνπκε πνιιαπιαζηαζηή. Ζ γξακκηθή αλαδξνκηθή 

εμίζσζε πνπ θαζνξίδεη ηε ρξνληθή εμέιημε ησλ δηαηαξαρψλ έρεη ιχζε 

 

   , 
 ( )-    

 

Απφ ηε ιχζε απηή ζπκπεξαίλνπκε φηη 

 αλ |  ( )|   , ηφηε      θαζψο     θα ην ζεκείν ηζνξξνπίαο 

νλνκάδεηαη επζηαζέο (linearly stable), 

 αλ |  ( )|   , ηφηε      θαζψο     θαη ην ζεκείν ηζνξξνπίαο 

νλνκάδεηαη αζηαζέο (unstable), 

 αλ |  ( )|   , ηφηε δελ κπνξνχκε λα απνθαλζνχκε γηα ην είδνο ηεο 

ηζνξξνπίαο 

 

ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ |  ( )|    παξαηεξνχκε φηη νη δηαηαξαρέο ζβήλνπλ ζε 

κία επαλάιεςε θαη ην ζεκείν ηζνξξνπίαο νλνκάδεηαη ππεξεπζηαζέο (superstable). 

 

 

1.2 Δθαπμογή ζηη Λογιζηική Απεικόνιζη 

 

Τπνζέηνπκε φηη ζέινπκε λα κειεηήζνπκε ηηο επνρηαθέο κεηαβνιέο ελφο πιεζπζκνχ. 

[1] Θεσξνχκε φηη ην πιήζνο ησλ αηφκσλ ην έηνο   είλαη    θαη φηη ην έηνο     ν 

πιεζπζκφο απμάλεηαη θαηά έλαλ παξάγνληα  , ηνλ νπνίν νλνκάδνπκε ξπζκφ 

αλάπηπμεο, δειαδή έρνπκε 
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                *       + 

 

Γηα λα θάλνπκε ην κνληέιν πην ξεαιηζηηθφ, ζεσξνχκε φηη ν ξπζκφο αλάπηπμεο 

εμαξηάηαη απφ ηνλ αξηζκφ ησλ αηφκσλ ηνπ  -νζηνχ έηνπο, δειαδή  (  ). 

Τπνζέηνπκε φηη ππάξρεη έλαο κέγηζηνο αξηζκφο αηφκσλ      ηα νπνία κπνξεί λα 

ζπληεξεζνχλ απφ ην πεξηβάιινλ. Δπίζεο, αλακέλνπκε φηη ν ξπζκφο αλάπηπμεο ηείλεη 

ζην κεδέλ φηαλ ν πιεζπζκφο πιεζηάδεη ηελ κέγηζηε ρσξεηηθφηεηα ηνπ 

πεξηβάιινληνο, δειαδή  (  )    θαζψο        . Οη ηηκέο κίαο ζπλάξηεζεο   

πνπ ηθαλνπνηεί ηα παξαπάλσ θξηηήξηα κπνξεί λα είλαη 

 

 (  )   (  
  
    

* 

 

φπνπ   κία ζηαζεξά. Με ρξήζε ηεο παξαπάλσ ή αλαδξνκηθή ζρέζε ηεο ρξνληθήο 

εμέιημεο ηνπ πιήζνπο ησλ αηφκσλ γξάθεηαη 

 

      (  
  
    

*   

 

ε νπνία κπνξεί λα  γξαθεί ζηελ απινχζηεξε κνξθή 

 

      (    ) 

 

κε    
  

    
 ,   -. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε   , ζρήκα 1, ηεο ζπλάξηεζεο   κε ηηκέο 

 ( )    (   ), ε νπνία νλνκάδεηαη ινγηζηηθή απεηθφληζε, είλαη παξαβνιή κε 

κέγηζηε ηηκή ην 
 

 
 φηαλ   

 

 
. Δπηιέγνληαο   ,   - ε ζπλάξηεζε   απεηθνλίδεη ην 

δηάζηεκα ,   - ζηνλ εαπηφ ηνπ, δειαδή  (,   -)  ,   -. 

 

Σν είδνο ησλ ηξνρηψλ πνπ παξάγνληαη απφ ηελ ινγηζηηθή απεηθφληζε εμαξηψληαη απφ 

ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ  . Ζ ινγηζηηθή απεηθφληζε είλαη έλα παξάδεηγκα 

ζπζηήκαηνο πνπ κπνξεί δχλαηαη λα παξάγεη απεξηνδηθέο ηξνρηέο νη νπνίεο εμαξηψληαη 

επαίζζεηα απφ ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο, δειαδή κηθξέο κεηαβνιέο ζηνλ αξρηθφ 
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πιεζπζκφ ζπλεπάγνληαη δξακαηηθέο δηαθνξέο ζηελ εμέιημε ησλ εηδψλ. πζηήκαηα 

πνπ εκθαλίδνπλ ηέηνηνπ είδνπο ζπκπεξηθνξά νλνκάδνληαη ρανηηθά. 

 

σήμα 1. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε    ηεο ζπλάξηεζεο   ,   -  ,   - κε ηηκέο 

 ( )    (   ) γηα      .  

 

Σα ζεκεία ηζνξξνπίαο ηεο ινγηζηηθήο απεηθφληζεο είλαη   
    ή   

    
 

 
, φπνπ 

  
  ,   - φηαλ   ,   -. Δπηπιένλ, εμεηάδνληαο ηελ παξάγσγν    ( )        

ζηα ζεκεία ηζνξξνπίαο παξαηεξνχκε φηη   (  
 )    θαη φηη    (  

 )     , δειαδή 

έρνπκε φηη ην   
  είλαη επζηαζέο γηα     θαη φηη ην   

  είλαη επζηαζέο γηα   (   ). 

 

ηα ζρήκαηα 2, 3, 4 θαη 5 παξνπζηάδνπκε ηε ρξνληθή εμέιημε ηεο θαηάζηαζεο    ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξφλνπ   γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ  . Γηα 

     , ζρήκα 2, βιέπνπκε φηη κεηά απφ θάπνηεο αξρηθέο κεηαβνιέο ην ζχζηεκα 

θαηαιήγεη ζηελ θαηάζηαζε κε     
        . Γηα      , ζρήκα 3, o πιεζπζκφο 

θαη πάιη ηαιαληψλεηαη κεηαμχ δχν δηαθνξεηηθψλ θαηαζηάζεσλ. Γηα αθφκα 

κεγαιχηεξν  , έζησ      , ζρήκα 4, ε θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο ηαιαληψλεηαη 

κεηαμχ ηεζζάξσλ ηηκψλ. Σέινο, γηα       βιέπνπκε φηη νη κεηαβνιέο ηεο 

θαηαζηαηηθήο κεηαβιεηήο είλαη απεξηνδηθέο. 
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σήμα 2. Ζ ρξνληθή εμέιημε ηεο θαηάζηαζεο    ηνπ ζπζηήκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ 

ρξφλνπ   γηα      . 

 

 

σήμα 3. Ζ ρξνληθή εμέιημε ηεο θαηάζηαζεο    ηνπ ζπζηήκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ 

ρξφλνπ   γηα      . 
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σήμα 4. Ζ ρξνληθή εμέιημε ηεο θαηάζηαζεο    ηνπ ζπζηήκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ 

ρξφλνπ   γηα      . 

 

 

σήμα 5. Ζ ρξνληθή εμέιημε ηεο θαηάζηαζεο    ηνπ ζπζηήκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ 

ρξφλνπ   γηα      .  
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1.3 Παπάδειγμα Γςναμικού ςζηήμαηορ ςνεσούρ Υπόνος 

 

Όια ηα παξαπάλσ κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ θαη εάλ ην ππφ κειέηε ζχζηεκα είλαη 

ζπλερνχο ρξφλνπ. [2] εκεία ηζνξξνπίαο ζπλερψλ ζπζηεκάησλ  ̇   (   ) 

νλνκάδνπκε ηα ζεκεία πνπ κεδελίδεη ε πξψηε ρξνληθή παξάγσγνο. Έλα ζχζηεκα 

είλαη επζηαζέο φηαλ κηθξέο δηαηαξαρέο ζβήλνπλ κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ. Όηαλ 

δειαδή ε παξάγσγνο είλαη κηθξφηεξε ηεο κνλάδαο ζηελ πεξηνρή θνληά ζην ππφ 

δηεξεχλεζε ζεκείν ηζνξξνπίαο.  

Έζησ ην ειεθηξηθφ θχθισκα ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο φπνπ κηα πεγή ζπλερνχο ηάζεο 

ζπλδέεηαη ζε ζεηξά κε κηα σκηθή αληίζηαζε θαη έλαλ ππθλσηή. Θεσξνχκε φηη 

αλάκεζα ζηελ πεγή θαη ζηα ππφινηπα ζηνηρεία ηνπ θπθιψκαηνο παξεκβάιιεηαη 

δηαθφπηεο, αξρηθά αλνηθηφο, πνπ κεηαβαίλεη ηε ρξνληθή ζηηγκή      θαη ε πεγή 

θνξηίδεη, κεηαθέξεη δειαδή ειεθηξηθφ θνξηίν  , ζηνλ αξρηθά αθφξηηζην ππθλσηή. 

 Κάλνληαο κηα αξρηθή ζεψξεζε ηνπ θπθιψκαηνο απφ θπζηθήο ζθνπηάο κπνξνχκε λα 

πνχκε φηη ην θνξηίν ζηνλ ππθλσηή ζα απμεζεί θαη ζα ηζνξξνπήζεη ζε κηα ηηκή αθνχ 

ε πεγή ηάζεο είλαη ζπλερνχο ξεχκαηνο θαη δελ έρνπκε αιιαγέο ζηελ πνιηθφηεηα ηεο 

ηάζεο πνπ ηξνθνδνηεί ην θχθισκα. Μπνξνχκε λα ππνςηαζηνχκε φηη θαηά ηε 

θφξηηζε, ζην κεηαβαηηθφ ζηάδην ιεηηνπξγίαο, ζα έρνπκε κηα ζεηηθή παξάγσγν ηνπ 

θνξηίνπ   σο πξνο ην ρξφλν ελψ κε ην πέξαο ηνπ κεηαβαηηθνχ θαηλνκέλνπ, ζηελ 

θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο ηνπ θπθιψκαηνο, ε παξάγσγνο απηή ζα είλαη κεδέλ. Σν 

δηάζηεκα απφ φπνπ μεθηλά ε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο ζα είλαη δειαδή ππεξεπζηαζέο. 

 

Γηα λα επηβεβαηψζνπκε ηα παξαπάλσ θαη καζεκαηηθά ζα ζρεκαηίζνπκε ηε δηαθνξηθή 

εμίζσζε πνπ δηέπεη ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ θπθιψκαηνο γηα κηα ζπγθεθξηκέλε 

αξηζκεηηθή εθαξκνγή φπνπ       ,     θαη     . 
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χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ηνπ ειεθηξηθνχ ξεχκαηνο ζα έρνπκε φηη  ̇   , ελψ 

ζχκθσλα κε ηνπο λφκνπο ηνπ Kirchhoff ζα ηζρχεη φηη       ̇        ή 

 ̇   ( )           . Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο    θαίλεηαη ζην ζρήκα 6. 

 

 

σήμα 6. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε    ηεο ζπλάξηεζεο   κε ηηκέο  ( )           . 

 

Δπηπιένλ κπνξνχκε απφ ηελ ίδηα εμίζσζε λα δνχκε πψο κεηαβάιιεηαη ην θνξηίν ζηνλ 

ππθλσηή κε ην ρξφλν. Ζ δηαθνξηθή εμίζσζε είλαη ε                 θαη ε 

ιχζε ηεο είλαη  ( )          
 .

 

  
/ 

. Με ηα αξηζκεηηθά δεδνκέλα πνπ έρνπκε 

κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε γξαθηθά ηελ απφθξηζε ηνπ θπθιψκαηνο, δειαδή ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο   .  
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 σήμα 7. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε    ηεο ζπλάξηεζεο   κε ηηκέο  ( )      

    
 (

 

  
) 

.  

 

Απφ ηα παξαπάλσ δηαγξάκκαηα κπνξνχκε λα βγάινπκε θάπνηα ζπκπεξάζκαηα γηα 

ηελ επζηάζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο. Απφ ην ζρήκα 6 παξαηεξνχκε φηη ην ξεχκα, ν ξπζκφο 

κεηαβνιήο ηνπ θνξηίνπ δειαδή, έρεη βαίλεη ζπλερψο κεηνχκελν κε ηελ αχμεζε ηνπ 

απνζεθεπκέλνπ ζηνλ ππθλσηή θνξηίν. Γηα      κεδελίδεηαη ψζηε λα 

ζπκπεξάλνπκε φηη ζην δηάζηεκα γηα      ην ζχζηεκα είλαη επζηαζέο. 

Αθφκε θαιχηεξα απηφ θαίλεηαη ζηo ζρήκα 7 φπνπ ην απνζεθεπκέλν θνξηίν απνθηά 

κηα ζρεδφλ ζηαζεξή ηηκή γηα       ελψ ην ξεχκα ηνπ θπθιψκαηνο, ε ρξνληθή ηνπ 

παξάγσγνο, κεδελίδεηαη ηελ ίδηα αθξηβψο ρξνληθή ζηηγκή. Αλ δειαδή    ( ) ηφηε 

|     |  0 γηα       . Σν ζχζηεκα δειαδή γίλεηαη ππεξεπζηαζέο. 

 

1.4 Οπιζμόρ Γςναμικού ςζηήμαηορ 

Ξεθηλάκε κε ηνπο βαζηθνχο νξηζκνχο ηεο δπλακηθήο ζπζηεκάησλ ζεσξψληαο ην ρψξν 

ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία είλαη νη πηζαλέο θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο. Ο ρψξνο απηφο 

ζπκβνιίδεηαη κε ην γξάκκα   θαη νλνκάδεηαη θαζηθφο ρψξνο. Δπηπξφζζεηα, ν ρξφλνο 

    κπνξεί λα είλαη δηαθξηηφο ή ζπλερήο, δειαδή     ή      αληίζηνηρα, φπνπ 

νη αξλεηηθνί ρξφλνη παξηζηάλνπλ ηελ ρξνληθή αληηζηξνθή ηνπ ζπζηήκαηνο. Σέινο γηα 
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λα θαζνξίζνπκε ηελ θαηάζηαζε ελφο ζπζηήκαηνο νξίδνπκε έλαλ ληεηεξκηληζηηθφ 

θαλφλα        . Δάλ ην ζχζηεκά καο είλαη αξρηθά ζηελ θαηάζηαζε    , ηφηε 

κεηά απφ παξέιεπζε ρξφλνπ   ζα βξεζεί ζε κία λέα θαηάζηαζε  (   ). Οξίδνπκε ηελ 

απεηθφληζε        ηνπ θαζηθνχ ρψξνπ ζηνλ εαπηφ ηνπ. Ζ θαηάζηαζεο   ηε 

ρξνληθή ζηηγκή     κπνξεί λα ππνινγηζηεί εθαξκφδνληαο δηαδνρηθά ηηο 

απεηθνλίζεηο    θαη   , δειαδή 

 (     )   (  ( )  ) ή     ( )    (  ( )) 

 

    νλνκάδνπκε ην δηάζηεκα φισλ ησλ ηξνρηψλ ηνπ ρξφλνπ δειαδή ηελ 

απεηθφληζε       απφ ηνλ άμνλα ηνπ ρξφλνπ ζην ρψξν ησλ ζεκάησλ. Ζ ζπιινγή 

ησλ ηξνρηψλ ηνπ   νλνκάδεηαη ζπκπεξηθνξά ηνπ δπλακηθνχ ζπζηήκαηνο. 

 

Έηζη θαηαιήγνπκε ζηνλ αθφινπζν νξηζκφ 

 

Οπιζμόρ 1.1 [1] Ολνκάδνπκε δπλακηθφ ζχζηεκα (dynamical system)    θάζε ηξηάδα 

ηεο κνξθήο   (     )  φπνπ   είλαη ην ζχλνιν ησλ δεηθηψλ,   ν ρψξνο ησλ 

θαηαζηάζεσλ θαη   ε απεηθφληζε πνπ θαζνξίδεη ηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο.  

■ 

Αμίδεη λα αλαθέξνπκε  ηηο έλλνηεο ηεο γξακκηθφηεηαο θαη ηνπ ρξνληθά αλαιινίσηνπ 

ζπζηήκαηνο. Έλα ζχζηεκα είλαη γξακκηθφ (linear) αλ   είλαη γξακκηθφο ππνρψξνο 

ηνπ   , θαη Υξνληθά αλαιινίσην (time-invariant) αλ:(   )  (    ), φπνπ ην ζ 

δειψλεη ηνλ ηειεζηή κεηαηφπηζεο:(  )( )   (   ). 

 

 

1.5 Γπαμμικέρ Απεικονίζειρ και Αζςμπηωηική ςμπεπιθοπά 

θνπφο απηήο ηεο παξαγξάθνπ είλαη λα θαηαλνήζνπκε ηα δπλακηθά ζπζηήκαηα θαη 

ηελ έλλνηα ηεο αζπκπησηηθήο ζπκπεξηθνξάο κέζα απφ κηα πνηθηιία παξαδεηγκάησλ.  

 

Α) Απεηθνλίζεηο ζπζηνιήο. Σν πην απιφ είδνο αζπκπησηηθήο ζπκπεξηθνξάο 

παξνπζηάδεηαη κε ηελ ζχγθιηζε νπνηαζδήπνηε θαηάζηαζεο ζε κηα ζπγθεθξηκέλε 

θαηάζηαζε. 
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Οπιζμόρ 1.2 [2] Έζησ (   ) είλαη έλαο κεηξηθφο ρψξνο. Ζ       νλνκάδεηαη 

απεηθφληζε ζπζηνιήο (contracting map) αλ ππάξρεη     ηέηνην ψζηε γηα θάζε 

      λα ηζρχεη: 

 

 ( ( )  ( ))    (   )  

                  

■ 

Ζ παξαπάλσ αληζφηεηα ζπλεπάγεηαη φηη ε απεηθφληζε f είλαη ζπλερήο θαη επνκέλσο 

νη ζεηηθέο επαλαιήςεηο ηεο θηηάρλνπλ έλα δπλακηθφ ζχζηεκα δηαθξηηνχ ρξφλνπ. 

Δπαλαιακβάλνληαο ηελ παξαπάλσ αληζφηεηα γηα θάζε ζεηηθφ αθέξαην n  έρνπκε: 

 (  ( )   ( ))     (   ) 

Έηζη 

 (  ( )   ( ))             

Απηφ ζεκαίλεη φηη ε αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά φισλ ησλ ζεκείσλ είλαη ε ίδηα. Απφ 

ηελ άιιε κεξηά γηα θάζε     ε αθνινπζία *  ( )+    είλαη αθνινπζία Cauchy 

δηφηη  

γηα     

 (  ( )   ( ))  ∑  .      ( )     ( )/  ∑     
     

   

     

   

 ( ( )  )

 
  

   
 ( ( )  )

   
→     

 

Οπφηε γηα θάζε     ην φξην ηεο   ( ) φηαλ     ππάξρεη αλ ν ρψξνο είλαη 

πιήξεο, θαη απφ ηελ αληζφηεηα  (  ( )   ( ))     (   ) βιέπνπκε φηη απηφ ην 

φξην είλαη ίδην γηα φια ηα  . Θα νξίζνπκε απηφ ην φξην κε   θαη ζα δείμνπκε φηη ην   

είλαη ζεκείν ηζνξξνπίαο ηεο   . Γηα θάζε     θαη γηα θάζε αθέξαην   έρνπκε 
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 (   ( ))   (    ( ))   (  ( )     ( ))   (    ( )  ( ))

 (   ) (    ( ))     (   ( ))  

 

Αθνχ  (    ( ))    φηαλ     έρνπκε  ( )   . Παίξλνληαο ην φξην ηεο 

 (  ( )   ( )) φηαλ      έρνπκε  (  ( )  )  
  

   
 ( ( )  )  Οη 

αθνινπζίεο *  +    θαη *  +    ησλ ζεκείσλ ζε έλαλ κεηξηθφ ρψξν ζπγθιίλνπλ 

εθζεηηθά ε κία κε ηελ άιιε αλ  (     )    
  γηα          πγθεθξηκέλα αλ 

κία απφ ηηο δχν αθνινπζίεο είλαη ζηαζεξή, δειαδή,      ηφηε ε    ζπγθιίλεη 

εθζεηηθά κε ην    

Σα παξαπάλσ είλαη ε απφδεημε βαζηθψλ απνηειεζκάησλ θαη καο δίλνπλ κηα πιήξε 

εηθφλα ηεο αζπκπησηηθήο ζπκπεξηθνξάο. 

 

Ππόηαζη 1.1 [2] (Απεηθφληζε ζπζηνιήο) Έζησ   είλαη έλαο πιήξεο κεηξηθφο ρψξνο. 

Μεηά απφ επαλαιήςεηο ηεο ζπζηειιφκελεο απεηθφληζεο       φια ηα ζεκεία 

ζπγθιίλνπλ κε εθζεηηθή ηαρχηεηα ζε έλα κνλαδηθφ ζεκείν ηζνξξνπίαο ηεο  .  

 

Οπιζμόρ 1.3 [2] Αλ   είλαη έλαο ηνπνινγηθφο ρψξνο,      ,  ( )    θαη 

  ( )    φηαλ     ηφηε ιέκε φηη ην   είλαη ζεηηθά αζπκπησηηθφ (positively as-

ymptotic) κε ην  . Αλ ε   είλαη αληηζηξέςηκε θαη     ( )     φηαλ      ηφηε 

ιέκε φηη ην   είλαη αξλεηηθά αζπκπησηηθφ (negatively asymptotic ) κε ηo  .  

■ 

Οξίδνπκε ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ ηζνξξνπίαο νπνηαζδήπνηε απεηθφληζεο   κε 

   ( ). Οπφηε γηα κία ζπζηειιφκελε απεηθφληζε φια ηα ζεκεία είλαη αζπκπησηηθά 

ζε έλα κνλαδηθφ ζεκείν ηζνξξνπίαο. 

 

Ππόηαζη 1.2 [2] Αλ ην    είλαη πεξηνδηθφ ζεκείν πεξηφδνπ   γηα ηελ απεηθφληζε   

θαη ε δηαθνξηθή ηεο    
   δελ  έρεη έλα σο ηδηνηηκή ηφηε γηα θάζε απεηθφληζε 

  επαξθψο θιεηζηή κε ηελ   ζηελ 1C ηνπνινγία ππάξρεη έλα κνλαδηθφ πεξηνδηθφ 

ζεκείν πεξηφδνπ   θιεηζηφ  ζηo  .       
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Απόδειξη Αο εηζάγνπκε ηνπηθέο ζπληεηαγκέλεο θνληά ζην   κε ην   λα είλαη ην 

αξρηθφ. ε απηέο ηηο ζπληεηαγκέλεο    
  γίλεηαη πίλαθαο. Αθνχ ην 1 δελ είλαη 

αλάκεζα ζηηο ηδηνηηκέο ε απεηθφληζε         πνπ νξίδεηαη ηνπηθά ζε απηέο ηηο 

ζπληεηαγκέλεο είλαη ηνπηθά αληηζηξέςηκε απφ ην ζεψξεκα αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο. 

Έζησ ηψξα   λα είλαη απεηθφληζε   -θιεηζηή ζηελ  . Κνληά ζην 0 κπνξνχκε λα 

γξάςνπκε         φπνπ   έρεη κηθξέο αξρηθέο ζπληεηαγκέλεο. Έλα ζεκείν 

ηζνξξνπίαο γηα ηελ    κπνξεί λα βξεζεί ιχλνληαο ηελ εμίζσζε : 

    ( )  (    )( )  (      )( ) ή (   )( )    ή       ( )  

 

Αθνχ     έρεη θξαγκέλεο παξαγψγνπο θαη   έρεη πνιχ κηθξέο πξψηεο παξαγψγνπο 

κπνξνχκε λα δείμνπκε φηη      είλαη ζπζηειιφκελε απεηθφληζε. Πην ζπγθεθξηκέλα, 

έζησ ‖ ‖  δειψλεη ηελ   -λφξκα, ‖    ‖   ,θαη    (‖ ‖  ‖  ‖ )      

Σφηε αθνχ  ( )   , έρνπκε ‖    ( )      ( )‖    ‖   ‖ γηα θάζε     

θιεηζηφ ζην 0 θαη ‖    ( )‖   ‖ ( )‖     θαη νπφηε ‖    ( )‖  

‖    ( )      ( )‖  ‖    ( )‖    ‖ ‖      Οπφηε αλ,   
 

 (   )
 ν δίζθνο 

  * |‖ ‖   + απεηθνλίδεηαη απφ ηελ      ζηνλ εαπηφ ηνπ θαη ε απεηθφληζε  

           είλαη ζπζηειιφκελε. Απφ ηελ αξρή ηεο ζπζηειιφκελεο απεηθφληζεο 

ππάξρεη έλα κνλαδηθφ ζεκείν ηζνξξνπίαο ζην   ην νπνίν είλαη θαη ην κνλαδηθφ 

ζεκείν ηζνξξνπίαο γηα ηελ    θνληά ζην 0.  

    ■ 

Παπάδειγμα 1.3 Θεσξνχκε φηη ε πξαγκαηηθή επζεία κε ηελ κεηξηθή εηζάγνληαη κε 

ηελ απφιπηε ηηκή. Τπνζέηνπκε φηη       είλαη ζπζηειιφκελε δηαθνξηθή 

ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο νη παξάγσγνη είλαη θξαγκέλνη απφ θάπνην      Αλ     

  ηφηε απφ ην ζεψξεκα κέζεο ηηκήο ππάξρεη θάπνην   αλάκεζα ζηo    θαη   ηέηνην 

ψζηε  ( )   ( )    ( )(   )  Οπφηε | ( )   ( )|  |  ( )||   |  

 |   | θαη ε f είλαη ζπζηειιφκελε απεηθφληζε ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ 1.2. Οπφηε 

νπνηαδήπνηε απεηθφληζε έρεη έλα κνλαδηθφ ζεκείν ηζνξξνπίαο.  

■ 

Β) Ζ ζηαζεξφηεηα ηεο ζπζηνιήο. Θα εμεηάζνπκε θαηά πφζν αιιάδεη ε ζπζηειιφκελε 

απεηθφληζε φηαλ δελ αιιάμνπκε ην ζεκείν ηζνξξνπίαο πάξα πνιχ. 
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Ππόηαζη 1.3 Αλ       είλαη κία ζπζηνιή ελφο πιήξνπο κεηξηθνχ ρψξνπ   κε    

ζεκείν ηζνξξνπίαο θαη ζηαζεξά ζπζηνιήο   φπσο ζηνλ νξηζκφ 1.2, ηφηε γηα θάζε   

  ππάξρεη   (     ) ηέηνην ψζηε γηα θάζε απεηθφληζε       κε 

   ( ( )  ( ))    γηα φια ηα     θαη 

          ( ( )  ( ))  (   ) (   ) γηα φια ηα       

  ην ζεκείν ηζνξξνπίαο   ηεο   ηθαλνπνηεί ηελ  (     )   . 

 

Απόδειξη  Παίξλνπκε   
 (   )

   
  Αθνχ   ( )     είλαη 

 (     )  ∑  (  (  )  
   (  ))   (    (  ))∑ (   )  

 

     
  

   
  
   

 (   )

(   ).    
 (   )

   
/
     

■ 

 

Γ) Γηάζηεκα αχμνπζαο απεηθφληζεο. Ζ επφκελε απιή αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά 

είλαη ζπγθιίλνπζα γηα θάζε ηξνρηά ζε έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο παξνπζία φκσο  

πεξηζζφηεξσλ απφ έλα ζεκείσλ ηζνξξνπίαο. Απηφ ζπκβαίλεη ζηελ πεξίπησζε ηεο 

αχμνπζαο ζπλάξηεζεο κηαο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο. Απηφ ην παξάδεηγκα είλαη 

πιεξνθνξηαθφ επεηδή καο επηδεηθλχεη κία ζεκαληηθή κέζνδν ζηα νιηγνδηάζηαηα 

δπλακηθά, ηελ ζπζηεκαηηθή ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ελδηακέζσλ ηηκψλ.    

 

Ππόηαζη 1.4 Αλ     είλαη έλα θιεηζηφ δηάζηεκα θαη       είλαη κία κε 

θζίλνπζα ζπλερήο απεηθφληζε ηφηε φια ηα     είλαη αζπκπησηηθά κε ην ζεκείν 

ηζνξξνπίαο ηεο  . Αλ ε   είλαη αχμνπζα (νπφηε θαη αληηζηξέςηκε) ηφηε φια ηα     

είλαη ηφζν ηζνξξνπίαο φζν ζεηηθά θαη αξλεηηθά αζπκπησηηθά κε ηα γεηηνληθά ζεκεία 

ηζνξξνπίαο. 

 

Απόδειξη Να ζεκεηψζνπκε φηη ην ζχλνιν    ( ) είλαη θιεηζηφ ιφγσ ζπλέρεηαο θαη 

κε θελφ απφ ην ζεψξεκα ελδηακέζσλ ηηκψλ. Αλ    ( )    ε απφδεημε ζηακαηάεη 

εδψ. Γηαθνξεηηθά ζεσξνχκε        ( ) θαη έζησ (   )  είλαη ην κέγηζην αλνηρηφ 

δηάζηεκα πνπ πεξηέρεη ην  . Αθνχ ε   είλαη κε θζίλνπζα έρνπκε  (   )  ,   - θαη 

απφ ην ζεψξεκα ελδηακέζσλ ηηκψλ      δελ αιιάδεη ζην (   ). Γηα λα γίλνπκε πην 
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ζπγθεθξηκέλνη ππνζέηνπκε φηη  ( )    γηα   (   ) (ε άιιε πεξίπησζε είλαη 

απιή). Σφηε      ( ) νξίδνπκε κηα κε θζίλνπζα αθνινπζία θξαγκέλε απφ ην 

b,πνπ ζπγθιίλεη ζε θάπνηo     (   -. Αιιά  (  )   (        )     
   

 (  )  

   
   

         έηζη       ( ) θαη ηειηθά       Να ζεκεηψζνπκε φηη ζηελ 

πεξίπησζε πνπ  ( )    ζην (   ) ζα κπνξνχζακε επίζεο λα έρνπκε   ( )    γηα 

φια ηα   (   ) φηαλ    .  

ηελ πεξίπησζε πνπ ε   είλαη αχμνπζα λα ζεκεηψζνπκε φηη ην ζήκα ηεο        ζε 

θάζε δηάζηεκα (   ) είλαη αληίζεην απφ απηφ ηεο      έηζη θάζε   (   ) είλαη 

ζεηηθά θαη αξλεηηθά αζπκπησηηθφ κε ηα αληίζεηα άθξα ηνπ ,   -. 

■ 

 

Θεσξνχκε έλα δπλακηθφ ζχζηεκα ην νπνίν νξίζηεθε απφ ηηο επαλαιήςεηο ηεο 

γξακκηθήο απεηθφληζεο   ζηνλ επθιείδεην ρψξν   . Αλ   είλαη αληηζηξέςηκε, ην 

ζχζηεκα είλαη αληηζηξέςηκν.  

 

Οπιζμόρ 1.4 [2] Έζησ         είλαη κία γξακκηθή απεηθφληζε. Ολνκάδνπκε ην 

ζχλνιν ησλ ηδηνηηκψλ θάζκα (spectrum) ηεο   θαη ζπκβνιίδνπκε κε    . 

πκβνιίδνπκε ηελ κεγαιχηεξε θαηά απφιπηε ηηκή ηδηνηηκή ηεο   κε  ( ) θαη ηελ 

νλνκάδνπκε θαζκαηηθή αθηίλα (spectral radious) ηεο     

■ 

Θεσξψληαο κηα λφξκα ζηνλ    νξίδνπκε ηελ λφξκα ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο   κε 

‖ ‖     ‖ ‖  ‖  ‖  Γειαδή ‖ ‖   ( ) θαη φζνλ αθνξά ηελ επθιείδεηα λφξκα 

έρνπκε ‖ ‖   ( ) φηαλ   είλαη δηαγψληνο. Σν επφκελν γεγνλφο απφ ηελ γξακκηθή 

άιγεβξα είλαη ρξήζηκν γηα λα θαηαιάβνπκε ηα δπλακηθά ησλ γξακκηθψλ 

απεηθνλίζεσλ αθφκα θαη αλ δελ κπνξνχλ λα δηαγσλνπνηεζνχλ. 

 

Ππόηαζη 1.5 [2] Γηα θάζε     ππάξρεη κία λφξκα ζηνλ    ηέηνηα ψζηε ‖ ‖  

 ( )   . 

 

Απόδειξη Υξεζηκνπνηψληαο ηελ κνξθή Jordan κπνξνχκε λα βξνχκε κηα βάζε ηνπ 

   ηέηνηα ψζηε ν πίλαθαο ηεο απεηθφληζεο καο λα έρεη κπινθ δηαγψληα κνξθή 
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(
    
   
    

+ 

 

φπνπ είλαη είηε Jordan κπινθ πνπ ε αληηζηνηρία ηνπ είλαη ε πξαγκαηηθή ηδηνηηκή   

 

(

 
 

     
     
     
     
     )

 
 

 (1) 

 

είηε ζπλδπαζκφο απφ δχν κπινθ πνπ ε αληηζηνηρία είλαη έλα δεπγάξη απφ κηγαδηθέο  

ζπδπγείο ηδηνηηκέο         θαη  ̅        

 

(

 
 

       

       

     
      )

 
 
 ( ) 

 

 Όπνπ    είλαη έλαο     κνλαδηαίνο πίλαθαο .
  
  

/ θαη    (
        
         

* 

είλαη έλαο     πίλαθαο πνπ αληηζηνηρεί ζε ζηξνθή επηπέδνπ ππφ γσλία θ. Κάλνληαο 

κία επηπιένλ αιιαγή ζπληεηαγκέλσλ ζηελ δηαγψλην ηεο κνξθήο 

 

(

    
      
    
        

, 
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γηα  -κπινθ ηεο κνξθήο (1) θαη ηεο κνξθήο  

 

(

     
        
    
          

, 

 

γηα 2m-κπινθ ηεο κνξθήο (2) κπνξνχκε λα θηηάμνπκε ηηο εηζφδνπο ζηελ (1) θαη ζηελ 

(2) εθηφο απφ ηηο δηαγψληνπο ίζεο κε δ. Έρνληαο ππφςε ινηπφλ ηα παξαπάλσ έρνπκε 

γηα ηελ επθιείδεηα λφξκα 

‖ ‖     ‖ ‖  ‖  ‖   ( )             ■ 

 

Θα μεθηλήζνπκε ηελ κειέηε ηεο αζπκπησηηθήο ζπκπεξηθνξάο ησλ γξακκηθψλ 

απεηθνλίζεσλ κε κηα ζεκαληηθή εηδηθή πεξίπησζε. 

 

Πόπιζμα 1.1 [2] Τπνζέηνπκε φηη φιεο νη ηδηνηηκέο ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο 

  έρνπλ απφιπηε ηηκή κηθξφηεξε ηεο κνλάδνο. Σφηε ππάξρεη κία λφξκα ζηνλ     

ηέηνηα ψζηε ε   λα είλαη ζπζηειιφκελε απεηθφληζε ζε ζρέζε κε ηελ κεηξηθή πνπ 

παξάγεηαη απφ απηήλ. 

 

Απόδειξη Αλ πάξνπκε έλα αξθεηά κηθξφ   κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε απφ ηελ 

πξφηαζε 1.5 φηη ‖ ‖    θαη αθνχ  (   )  ‖   ‖, ε   είλαη ζπζηειιφκελε 

απεηθφληζε.  

■ 

Ζ έλλνηα ηεο εθζεηηθήο ζχγθιηζεο δελ βαζίδεηαη ζε κηα ζπγθεθξηκέλε επηινγή 

λφξκαο. Οπφηε απφ ηελ πξφηαζε 1.1 θαη ην πφξηζκα 1.1 ζπλεπάγεηαη ην αθφινπζν 

πφξηζκα. 

 

Πόπιζμα 1.2 [2] Αλ φιεο νη ηδηνηηκέο ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο   έρνπλε απφιπηε 

ηηκή κηθξφηεξε ηεο κνλάδνο, ηφηε νη ζεηηθέο επαλαιήςεηο θάζε ζεκείνπ ζπγθιίλνπλ 

ζην αξρηθφ κε εθζεηηθή ηαρχηεηα. Αλ παξάιιεια ε   είλαη αληηζηξέςηκε δειαδή αλ 
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ην κεδέλ δελ είλαη ηδηνηηκή ηεο   ,ηφηε νη αξλεηηθέο επαλαιήςεηο θάζε ζεκείνπ 

πεγαίλνπλ εθζεηηθά ζην άπεηξν.  

 

Αο δνχκε θάπνηα παξαδείγκαηα γξακκηθψλ απεηθνλίζεσλ απηνχ ηνπ είδνπο. Σν 

πξψην παξάδεηγκα είλαη κηα απεηθφληζε πνπ δίλεηαη απφ ηνλ πίλαθα .
  
  

/ φηαλ 

  (   )  Κάζε δηάλπζκα   ζπζηέιιεηαη ζχκθσλα κε ηνλ παξάγνληα  , έηζη νη 

επαλαιήςεηο θάζε δηαλχζκαηνο θηλνχληαη πξνο ην αξρηθφ θαηά κήθνο κηαο γξακκήο 

κέζσ ηνπ κεδέλ. Αθνχ θάζε γξακκή κέζσ ηνπ κεδέλ απεηθνλίδεηαη ζηνλ εαπηφ ηεο, 

κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε ηελ εηθφλα ηεο ηξνρηάο φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 8. 

 

 

σήμα 8. Σξνρηέο ζπζηνιήο. 

 

Σν επφκελν παξάδεηγκα είλαη ε απεηθφληζε (
  
  

* φηαλ     (   ). Αο 

ππνζέζνπκε φηη    . Σφηε θάζε ζεκείν θηλείηαη πξνο ην αξρηθφ, αιιά φρη ζε 

δεδνκέλε επζεία γξακκή. Παξφιν απηά, νη ηξνρηέο θηλνχληαη θαηά κήθνο θακππιψλ 

πνπ είλαη αλαιινίσηεο θάησ απφ (
  
  

*. Μπνξνχκε εχθνια λα απνδείμνπκε φηη 

απηνί νη άμνλεο θαη νη θακπχιεο δίλνληαη απφ ηελ ζρέζε                    ην 

ζρήκα 9 έρνπκε ηελ εηθφλα ησλ ηξνρηψλ. Έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο ηεο απεηθφληζεο 

απηνχ ηνπ είδνπο αλαθέξεηαη σο θφκβνο (node). 
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σήμα 7. Κφκβνο 

 

Σν επφκελν παξάδεηγκα είλαη απηφ ηεο απεηθφληζεο κε δχν κηγαδηθέο ξίδεο κε 

απφιπηε ηηκή κηθξφηεξε ηεο κνλάδνο. Γηα λα γίλνπκε πην ζπγθεθξηκέλνη ζεσξνχκε 

ηελ απεηθφληζε  .
        
         

/. Παξαηεξνχκε φηη είλαη κία ζχλζεζε ηεο ηξνρηάο 

ηνπ   θαη ηεο ζπζηνιήο ηνπ   θαη ε   επαλάιεςε  δίλεηαη απφ   .
          
           

/. 

Οπφηε, ελψ ηα ζεκεία πιεζηάδνπλ ην αξρηθφ κε εθζεηηθή ηαρχηεηα ηελ ίδηα αθξηβψο 

ζηηγκή πεξηζηξέθνληαη γχξσ απφ ην κεδέλ. Σειηθά έρνπκε αλαιινίσηνπο θφκβνπο 

πνπ ηνπο νλνκάδνπκε έιηθεο, ηηο νπνίεο γηα λα ηηο πεξηγξάςνπκε είλαη πην βνιηθφ λα 

ρξεζηκνπνηνχκε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο (   ). Δίλαη εχθνιν λα ειέγμνπκε φηη νη 

θφκβνη           ( 
      )   είλαη αλαιινίσηνη θάησ απφ απηήλ ηελ απεηθφληζε. 

ην ζρήκα 10 έρνπκε ηελ εηθφλα ηεο ηξνρηάο πνπ αλαθέξεηαη σο εζηία (focus). 

 

 

σήμα 10. Δζηία 
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Οη αλαιινίσηνη θφκβνη ζηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα δελ είλαη ηπραίνη. Οη γξακκηθέο 

απεηθνλίζεηο πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ πξνθχπηνπλ απφ ηηο ιχζεηο ζπλήζεο  

δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. Θεσξνχκε αξρηθά ηελ ζπλήζεο δηαθνξηθή εμίζσζε 

 

(
 ̇
 ̇
*  (

     
     

* .
 
 / 

 

νη ιχζεηο ηεο νπνίαο δίλνληαη απφ 

 

(
 ( )

 ( )
*  4

 ( )      

 ( )      
5  (

 ( )  

 ( )  
* 

 

Οπφηε γηα      έρνπκε ηελ πξψηε ζπζηειιφκελε απεηθφληζε. Ζ δεχηεξε πξνθχπηεη 

απφ ηελ ζπλήζεο δηαθνξηθή εμίζσζε κε πίλαθα ζπληειεζηψλ (
     
     

*. Οπφηε 

ηα δχν πξψηα δηαγξάκκαηα πνπ είδακε πξνεγνπκέλσο δείρλνπλ ηελ δνκή ηξνρηάο ησλ 

δχν γξακκηθψλ ξνψλ. Σν δεχηεξν απφ απηά νλνκάδεηαη θαη θφκβνο ζην επξχηεξν 

πιαίζην ησλ ζχλεζεο δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. 

Σέινο  ε εζηία πξνθχπηεη απφ ηελ ζπλήζεο γξακκηθή δηαθνξηθή εμίζσζε κε πίλαθα 

ζπληειεζηψλ (
     
      

*. Παίξλνληαο μαλά     έρνπκε ηελ παξαπάλσ 

απεηθφληζε κε ηελ εζηία. 

 

 

1.6 ηοισεία Άλγεβπαρ 

 

Ζ παξάγξαθνο απηή πεξηέρεη κηα ζεηξά απφ νξηζκνχο θαη παξαδείγκαηα πνπ ζα 

απνηειέζνπλ ην ζεκέιην γηα απηά πνπ ζα ζπδεηήζνπκε παξαθάησ. θνπφο καο δελ 

είλαη λα εκβαζχλνπκε ζηηο έλλνηεο πνπ εηζάγνπκε αιιά λα ηηο ρξεζηκνπνηήζνπκε ζαλ 

εξγαιεία ζην ππφινηπν ηεο εξγαζίαο καο. 

 

Οπιζμόρ 1.5 [3] Γαθηχιηνο (ring) είλαη έλα κε θελφ ζχλνιν   κε δχν πξάμεηο ηελ 

πξφζζεζε (       ) θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ(       ),νη νπνίεο 

ηθαλνπνηνχλ ηα αμηψκαηα: 
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1)           (   )      (   ) θαη (   )      (   ) 

(Πξνζεηαηξηζηηθή)  

2)                θαη         (Αληηκεηαζεηηθή) 

3)            (   )          (Δπηκεξηζηηθή) 

4)       ηέηνην ψζηε            (Ύπαξμε νπδέηεξνπ ζηνηρείνπ γηα ηελ 

πξφζζεζε) 

5)        ηέηνην ψζηε            (Ύπαξμε νπδέηεξνπ ζηνηρείνπ γηα ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ) 

6)            ηέηνην ψζηε   (  )    (Ύπαξμε πξνζζεηηθά 

αληίζηξνθνπ)                                                                                                                                 

 

■ 

Απφ δσ θαη ζην εμήο ζα νξίζνπκε δηαθνξεηηθφ ζπκβνιηζκφ γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ. 

Θα παξαιείςνπκε ην ( ). Γειαδή ζα γξάθνπκε    αληί γηα      

Να ζεκεηψζνπκε φηη αλ ηζρχεη  ε αληηκεηαζεηηθή ηδηφηεηα γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ 

ηφηε ν δαθηχιηνο   ιέγεηαη αληηκεηαζεηηθφο. Δπίζεο αλ ν δαθηχιηνο πεξηέρεη 

κνλαδηαίν ζηνηρείν γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ ιέγεηαη δαθηχιηνο κε κνλαδηαίν 

ζηνηρείν. 

 

Οπιζμόρ 1.6 [3] Έλα ζηνηρείν   ελφο δαθηπιίνπ   κε κνλαδηαίν ζηνηρείν ιέγεηαη 

αληηζηξέςηκν ή κνλάδα, αλ ππάξρεη ζηνηρείν   ηνπ   ηέηνην ψζηε λα ηζρχεη    

      Σν ζηνηρείν    ιέγεηαη αληίζηξνθν ηνπ    θαη ζπκβνιίδεηαη κε       

■ 

Οπιζμόρ 1.7 [3] Έλαο δαθηχιηνο κε κνλαδηαίν ζηνηρείν ιέγεηαη δαθηχιηνο κε 

δηαίξεζε, αλ θάζε κε κεδεληθφ ζηνηρείν ηνπ είλαη αληηζηξέςηκν. Δηδηθφηεξα, έλαο 

αληηκεηαζεηηθφο δαθηχιηνο κε δηαίξεζε ιέγεηαη ζψκα(field) 

 ■ 

Παπάδειγμα 1.4 Ο δαθηχιηνο   ησλ αθεξαίσλ δελ είλαη δαθηχιηνο κε δηαίξεζε, γηαηί 

ηα κφλα ζηνηρεία ηνπ πνπ είλαη αληηζηξέςηκα είλαη ηα 1 θαη -1. Αληίζεηα νη δαθηχιηνη 

      είλαη δαθηχιηνη κε δηαίξεζε, θαη εηδηθφηεξα ζψκαηα. Σέινο είλαη γλσζηφ φηη ν 

δαθηχιηνο    ησλ αθεξαίσλ      ζα είλαη ζψκα ηφηε θαη κφλν ηφηε φηαλ   είλαη 

πξψηνο αξηζκφο. 

Θα νξίζνπκε ηψξα ην δεχηεξν ζεκαληηθφ εξγαιείν καο ην ηδεψδεο. ■ 



 

32 

 

Οπιζμόρ 1.8 [3] Έλα κε θελφ ππνζχλνιν   ελφο δαθηπιίνπ   ιέγεηαη ηδεψδεο (ideal) 

ηνπ  ,αλ ηζρχνπλ  

1)      θαη θάζε     έρνπκε      

2)        έρνπκε                                                                    

 ■ 

Θεσξνχκε έλα ππνζχλνιν   ηνπ δαθηπιίνπ   θαη ζπκβνιίδνπκε κε 〈 〉 ην κηθξφηεξν 

ηδεψδεο ηνπ   πνπ πεξηέρεη ην  , θαη ιέκε φηη ην   είλαη γελλήηνξαο ηνπ 〈 〉 ή 

ηζνδχλακα, φηη 〈 〉 παξάγεη ηo  . Μπνξνχκε λα δείμνπκε φηη 〈 〉  {∑             

      }  φηαλ     είλαη έλα πεπεξαζκέλν ζχλνιν ζπληειεζηψλ. Με άιια ιφγηα, ην 

ηδεψδεο παξάγεηαη απφ έλα (κε πεπεξαζκέλν) ζχλνιν    . Αλ   *       +  

   είλαη έλα πεπεξαζκέλν ππνζχλνιν ηνπ   ιέκε φηη    〈      〉  *∑         
 
   

 + είλαη έλα πεπεξαζκέλα παξαγφκελν ηδεψδεο. ηελ πεξίπησζε πνπ     είλαη έλα 

κνλνζχλνιν ιέκε φηη   〈 〉 είλαη πξψην ηδεψδεο. 

 

Παπάδειγμα 1.5      Σo αξρηθφ ηδεψδεο   〈 〉  *   , -                  

 , -+  πεξηέρεη φια ηα πνιπψλπκα κηαο κεηαβιεηήο πνπ έρνπλ ην   ζαλ παξάγνληα. 

Γεληθά αλ    ,       - θαη   *      +   ,      -  ηφηε 〈      〉  

*∑          ,       -
 
   +  

■ 

Οπιζμόρ 1.9 [3] Έζησ R έλαο δαθηχιηνο. Έλα πνιπψλπκν f(x) κε ζπληειεζηέο απφ 

ηνλ   είλαη έλα άπεηξν ηππηθφ άζξνηζκα ∑   
 
                    

      φπνπ 

     θαη      εθηφο απφ πεπεξαζκέλν πιήζνο ηηκψλ ηνπ  . Σα    είλαη νη 

ζπληειεζηέο ηνπ  ( ). Αλ γηα θάπνηα     ηζρχεη      ε κεγαιχηεξε ηέηνηα ηηκή 

ηνπ   ιέγεηαη βαζκφο ηνπ  ( ). Αλ δελ ππάξρεη ηέηνην     ηφηε ιέκε φηη ην  ( ) 

είλαη βαζκνχ κεδέλ. 

■ 

Γηα λα απινπνηήζνπκε ηα πξάγκαηα, ζπκθσλνχκε φηη αλ  ( )            

    
      θαη      αλ     , ηφηε ζα γξάθνπκε ην  ( ) ζηε κνξθή           

    
   Δπίζεο αλ ν   έρεη κνλαδηαίν ζηνηρείν, ζα γξάθνπκε θάζε φξν     ελφο 

ηέηνηνπ αζξνίζκαηνο σο   . Γηα παξάδεηγκα ζηνλ  , -, ζα γξάθνπκε ην πνιπψλπκν 

     σο    . Σέινο ζπκθσλνχκε λα παξαιείπνπκε απφ ην ηππηθφ άζξνηζκα θάζε 

φξν     ή    , αλ      θαη γηα φια ηα   δελ ηζρχεη     . Έηζη ηα       θαη      
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είλαη φια πνιπψλπκα κε ζπληειεζηέο απφ ην . Κάζε ζηνηρείν ηνπ   ιέγεηαη ζηαζεξφ 

πνιπψλπκν. 

Ζ πξφζζεζε θαη ν πνιιαπιαζηαζκφο πνιπσλχκσλ κε ζπληειεζηέο απφ έλαλ δαθηχιην 

  νξίδνληαη κε έλαλ ηξφπν πνπ ζαο είλαη ηππηθά νηθείνο. Αλ 

 ( )                
      

θαη 

 ( )               
      

 

Σφηε γηα ηελ πξφζζεζε ησλ πνιπσλχκσλ , έρνπκε  

 

 ( )   ( )                
     , 

 

φπνπ         , θαη γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ πνιπσλχκσλ, έρνπκε 

 

 ( ) ( )                
       

 

φπνπ    ∑       
 
   . Δίλαη θαλεξφ φηη ηφζν ηα    φζν θαη ηα    είλαη πάιη ίζα κε 

κεδέλ γηα φιεο εθηφο απφ πεπεξαζκέλεο ηηκέο ηνπ  , επνκέλσο νη παξαπάλσ νξηζκνί 

έρνπλ λφεκα. εκεηψζηε φηη ην ∑       
 
    κπνξεί λα κελ είλαη ίζν κε ην ∑       

 
    

αλ ν   δελ είλαη αληηκεηαζεηηθφο. Με απηνχο ηνπο νξηζκνχο ηεο πξφζζεζεο θαη ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνχ έρνπκε ην αθφινπζν ζεψξεκα. 

 

Θεώπημα 1.1 [3] Σν ζχλνιν  , - φισλ ησλ πνιπσλχκσλ κηαο απξνζδηφξηζηεο   κε 

ζπληειεζηέο απφ έλαλ δαθηχιην   είλαη δαθηχιηνο κε ηελ πξφζζεζε θαη ησλ 

πνιιαπιαζηαζκφ πνιπσλχκσλ. Αλ ν   είλαη αληηκεηαζεηηθφο, ηφηε ην ίδην ηζρχεη θαη 

γηα ηνλ  , - θαη αλ ην   έρεη κνλαδηαίν ζηνηρείν ην 1, ηφηε ην 1 είλαη θαη κνλαδηαίν 

ζηνηρείν ηνπ  , -. 

 

Απόδειξη Σν φηη ε   , -    είλαη αβειηαλή νκάδα, είλαη πξνθαλέο. Ζ 

πξνζεηαηξηζηηθή ηδηφηεηα ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ θαη νη επηκεξηζηηθνί λφκνη 

πξνθχπηνπλ απφ γξήγνξνπο, αιιά θάπσο βαξεηνχο ππνινγηζκνχο. Γηα λα ζαο 
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δψζνπκε κηα ηδέα, απνδεηθλχνπκε ηελ πξνζεηαηξηζηηθή ηδηφηεηα. Δθαξκφδνληαο ηα 

αμηψκαηα ηνπ δαθηπιίνπ ζηα           ,  παίξλνπκε 

*(∑   
 

 

   

+(∑   
 

 

   

)+(∑   
 

 

 

+ 

 [∑(∑      

 

   

+  
 

   

] (∑   
 

 

   

+ 

 ∑[∑(∑      

 

   

+     

 

   

]   

 

 

   

 

 ∑( ∑       
     

)  
 

   

 

 ∑*∑     (∑      

 

   

)

 

   

+   

 

 

   

 

 (∑   
 

 

   

+ *∑ (∑      

 

   

)  
 

   

+ 

 (∑   
 

 

   

+ *(∑   
 

 

   

)(∑   

 

   

++  

▲ 

Οπιζμόρ 1.10 [3] Έζησ   έλαο δαθηχιηνο. Έλα (αξηζηεξφ)   πξφηππν (  module) 

είλαη έλα ζχλνιν   κε δχν πξάμεηο ηελ πξφζζεζε (       ) θαη ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ (       ) νη νπνίεο ηθαλνπνηνχλ ηα αμηψκαηα: 

1)              (   )      (   ) (Πξνζεηαηξηζηηθή ηδηφηεηα ηεο 

πξφζζεζεο) 

2)                  (Αληηκεηαζεηηθή) 

3)      ηέηνην ψζηε             (Ύπαξμε νπδέηεξνπ ζηνηρείνπ γηα ηελ 

πξφζζεζε) 
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4)               ηέηνην ψζηε   (  )    (Ύπαξμε πξνζζεηηθά 

αληίζηξνθνπ) 

5)                 (   )        (   )        

(Δπηκεξηζηηθή) 

6)             (  )   (  ) (Πξνζεηαηξηζηηθή) 

7) Αλ 1 είλαη αληηζηξέςηκν ζηνηρείν ηνπ   γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ ηφηε      

     (Οπδέηεξν ζηνηρείν γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ) 

■ 

Έλα    πξφηππν κνηάδεη πάξα πνιχ κε δηαλπζκαηηθφ ρψξν, κφλν πνπ εδψ δεηάκε 

απφ ηα βαζκσηά λα είλαη ζηνηρεία ελφο δαθηπιίνπ. Αλ ν   είλαη δαθηχιηνο κε 

κνλαδηαίν ζηνηρείν θαη      γηα θάζε    ,ηφηε ην Μ ιέγεηαη κνλνεηδέο  

  πξφηππν. 

 

Παπάδειγμα 1.6 Γηα θάζε ηδεψδεο   ηνπ   πξφηππν, κπνξνχκε λα δνχκε ηελ 〈   〉 

σο έλα,   πξφηππν φπνπ αλ     θαη    ,λα είλαη ην ζπλεζηζκέλν γηλφκελν ησλ 

   θαη  ,αλ ηα δνχκε θαη ηα δχν σο ζηνηρεία ηνπ δαθηπιίνπ  . 

■ 

Μπνξνχκε λα νξίζνπκε έλα ππνπξφηππν    ελφο     πξφηππν   ην νπνίν είλαη 

ππνζχλνιν       Θεσξνχκε έλα ππνζχλνιν   ηνπ    πξφηππν   θαη 

ζπκβνιίδνπκε κε 〈 〉  ην κηθξφηεξν ππνπξφηππν ηνπ   πνπ πεξηέρεη ην  , θαη ιέκε 

φηη ην   είλαη γελλήηνξαο ηνπ 〈 〉 ή, ηζνδχλακα, φηη 〈 〉 παξάγεη ην  . Μπνξνχκε λα 

δείμνπκε φηη 〈 〉  {∑                  } φηαλ   είλαη έλα πεπεξαζκέλν ζχλνιν 

ζπληειεζηψλ. Με άιια ιφγηα, ην ππνπξφηππν ηνπ   παξάγεηαη απφ έλα (κε 

πεπεξαζκέλν) ζχλνιν      Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε κε ηα ηδεψδε, έλα 

  πξφηππν ηνπ   είλαη πεπεξαζκέλα παξαγφκελν αλ ππάξρεη έλα πεπεξαζκέλν 

ζχλνιν   *       + ηέηνην ψζηε   〈       〉  *∑          
 
   +. 

 

Κάζε ππνπξφηππν   ελφο  -πξνηχπνπ   πξνθαιεί κε έλαλ θπζηνινγηθφ ηξφπν κία 

ηζνδχλακε ζρέζε κε ην  .Αλ       ιέκε φηη είλαη ηζνδχλακα πξφηππν   θαη 

γξάθνπκε    (    ) αλ      .Γηα θάζε     ε ηζνδχλακε θιάζε ηνπ 

   πξφηππν    ζπκβνιίδεηαη κε , -  Σν ζχλνιν ησλ ηζνδχλακσλ θιάζεσλ   

ζπκβνιίδεηαη κε    . Γειαδή 
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  ⁄  *, -    +  

 

πλήζσο ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ζπκβνιηζκφ πηλάθσλ 〈 〉  γηα λα δειψζνπκε ην 

ππνπξφηππν ηνπ   ,      - πνπ παξάγεηαη απφ ηηο ζηήιεο ηνπ πνιπσλπκηθνχ 

πίλαθα       ,      -  

 

Χο ζπλέπεηα ησλ ππνπξνηχπσλ ηνπ   ,      -έρνπκε φηη απφ θάζε ππνπξφηππν   

κπνξνχκε λα βξνχκε έλαλ πίλαθα       ,      - ηέηνηνλ ψζηε   〈 〉  Απηφο 

ν πίλαθαο θπζηθά δελ είλαη κνλαδηθφο. Πην ζπγθεθξηκέλα γηα δχν πνιπσλπκηθνχο 

πίλαθεο    θαη    έρνπκε 〈  〉  〈  〉 αλ θαη κφλν αλ ππάξρνπλ άιινη πνιπσλπκηθνί 

πίλαθεο   θαη    ηέηνηνη ψζηε          θαη          ηελ ζπλέρεηα νη 

πνιπσλπκηθνί πίλαθεο    θαη     κε ηελ ηδηφηεηα φηη〈  〉  〈  〉 ζα νλνκάδνληαη 

ηζνδχλακνη. 

 

Ζ ηάμε ηνπ       ,      -νξίδεηαη σο ν κέγηζηνο αξηζκφο ησλ αλεμάξηεησλ 

ζηειψλ ηνπ  .Αλ     ( )    ηφηε ν   πεξηέρεη έλαλ     ππνπίλαθα ηνπ νπνίνπ ε 

νξίδνπζα δελ είλαη ην κεδεληθφ πνιπψλπκν. Αληίζεηα νη ηεηξαγσληθνί ππνπίλαθεο 

κεγέζνπο κεγαιχηεξνπ ηνπ   έρνπλ φινη κεδεληθή νξίδνπζα. Χο ζπλέπεηα ησλ 

ππνπξνηχπσλ  ηνπ   , - έρνπκε φηη απφ θάζε              κπνξνχκε λα βξνχκε 

έλαλ πίλαθα       , - κε πιήξε ηάμε ζηήιεο (δειαδή     ( )   ) ηέηνηνλ 

ψζηε   〈 〉. Δίλαη θαλεξφ φηη    ( )  είλαη ν ειάρηζηνο αξηζκφο ησλ 

γελλεηφξσλ ηνπ              . πκπεξαίλνπκε ινηπφλ φηη απφ θάζε πνιπσλπκηθφ 

πίλαθα     κπνξνχκε λα βξνχκε πνιπσλπκηθνχο πίλαθεο        θαη     κε     λα έρεη 

πιήξε ηάμε ζηήιεο έηζη ψζηε           θαη          πγθεθξηκέλα αλ ν    έρεη 

πιήξε ηάμε ζηήιεο, ηφηε             φπνπ   είλαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο 

θαηάιιειεο δηάζηαζεο. Απηφ είλαη ηζνδχλακν κε ην λα πνχκε φηη    θαη    είλαη 

αληηζηξέςηκνη πνιπσλπκηθνί πίλαθεο, δειαδή πίλαθεο πνπ ε νξίδνπζα ηνπο είλαη κία 

πξαγκαηηθή ζηαζεξά δηάθνξε ηνπ κεδελφο.   
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Θεώπημα 1.2 [3] Έζησ         
   ,      -  Σφηε 

 

     (  (
 

   
 
 

   
   

 

   
*+     (  (

 

   
 
 

   
   

 

   
*+  〈  

 〉

 〈  
 〉 

▲ 

Απφ ην παξαπάλσ ζεψξεκα ζπκπεξαίλνπκε φηη δηαθνξεηηθέο παξαζηάζεηο ππξήλα 

έρνπλ ηελ ίδηα ζπκπεξηθνξά. Απηέο νη παξαζηάζεηο ππξήλα έρνπλ ηελ εμήο  ηδηφηεηα: 

νη αλαζηξνθέο ησλ ζεηξψλ ησλ αληίζηνηρσλ πνιπσλπκηθψλ πηλάθσλ παξάγνπλ ην ίδην 

      . Γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε ζηελ    κπνξνχκε λα βξνχκε έλαλ πνιπσλπκηθφ 

πίλαθα   έηζη ψζηε      ( .
 

  
/*     

 

 

 

1.7 ηοισεία Γπαμμικήρ Άλγεβπαρ 

 

Οπιζμόρ1.11 [3] Έζησ      ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ     πηλάθσλ θαη 

      . Ο αξηζκφο     ιέγεηαη ηδηνηηκή ή ραξαθηεξηζηηθή ηηκή ελφο      

πίλαθα  , εάλ ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα δηάλπζκα        κε     ηέηνην ψζηε  

 

      

 

Ζ πξνεγνχκελε ζρέζε είλαη ηζνδχλακε κε ηελ  

 

(    )    

 

Σα δηαλχζκαηα   πνπ ηθαλνπνηνχλ ην νκνγελέο ζχζηεκα ιέγνληαη ηδηνδηαλχζκαηα ή 

ραξαθηεξηζηηθά δηαλχζκαηα. 

Σν νκνγελέο ζχζηεκα έρεη ιχζε εθηφο ηεο κεδεληθήο (    ), φηαλ ε νξίδνπζα ηνπ 

είλαη ίζε κε κεδέλ, δειαδή  

 

   (    )    
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Σν πνιπψλπκν     νζηνχ βαζκνχ  

 

 ( )     (    ) 

ιέγεηαη ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν ηνπ πίλαθα  . 

■ 

 

Οπιζμόρ 1.12 [3] Θεσξνχκε ηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν   θαη νξίδνπκε σο εζσηεξηθφ 

γηλφκελν ηελ απεηθφληζε (   )       γηα ηελ νπνία  

 

1.(   )    κε ηελ ηζφηεηα λα ηζρχεη αλ-λ      

2. (   )  (   ) γηα θάζε        

3. (       )   (   )   (   ) γηα θάζε         θαη θάζε      . 

 

Έλαο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο   εθνδηαζκέλνο κε εζσηεξηθφ γηλφκελν νλνκάδεηαη 

ρψξνο εζσηεξηθνχ γηλνκέλνπ.   

■ 

 

Οπιζμόρ 1.13 [3] Χο κεδελνρψξν (null space)  ( ) ελφο πίλαθα        νξίδνπκε 

ην ζχλνιν ησλ δηαλπζκάησλ        ηα νπνία επαιεζεχνπλ ηελ εμίζσζε    

 ,δειαδή ην ζχλνιν  

 ( )  *      |    + 

 

Ζ δηάζηαζε ηνπ κεδελνρψξνπ  ( ) νξίδεηαη σο κεδεληθφηεηα ηνπ πίλαθα   θαη 

γξάθνπκε        ( )  δειαδή ηζρχεη 

 

       ( )     ( ( )) 

 

Χο αξηζηεξφ κεδελνρψξν  ( ) ελφο πίλαθα        νξίδνπκε ην ζχλνιν ησλ 

δηαλπζκάησλ        ηα νπνία επαιεζεχνπλ ηελ εμίζσζε         δειαδή ην 

ζχλνιν  

 ( )  *      |      + 
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Δθφζνλ (   )     , ν αξηζηεξφο κεδελνρψξνο ελφο πίλαθα   ηαπηίδεηαη κε ην 

κεδελνρψξν ηνπ αλαζηξφθνπ ηνπ, δειαδή 

 ( )   (  ) 

■ 

Οπιζμόρ 1.14 [3] Κάζε απεηθφληζε          ηεο νπνίαο νη ηηκέο δίλνληαη απφ 

κηα ζρέζε ηεο κνξθήο  ( )  ∑    
  

    φπνπ     
    είλαη ζηαζεξνί πίλαθεο θαη 

    ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, νλνκάδεηαη πνιπσλπκηθφο πίλαθαο βαζκνχ  . 

■ 

To πνιπσλπκηθφ πξφβιεκα ηδηνηηκψλ (ΠΠΗ) είλαη λα βξνχκε κηα ηδηνηηκή ι θαη ην 

αληίζηνηρν κε κεδεληθφ ηδηνδηάλπζκα   πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ  

 

 ( )     

 

ηελ πεξίπησζε πνπ     έρνπκε ην γεληθεπκέλν πξφβιεκα ηδηνηηκψλ (ΓΠΗ) 

 

       

 

θαη αλ      έρνπκε ην γλσζηφ πξφβιεκα ηδηνηηκψλ (ΓΠΗ) 

 

       

 

Μία αθφκε ζεκαληηθή πεξίπησζε είλαη ην ηεηξαγσληθφ πξφβιεκα ηδηνηηκψλ (ΣΠΗ) κε 

     

 

Έζησ  ( ) έλαο     πνιπσλπκηθφο πίλαθαο βαζκνχ  . 

 

Οπιζμόρ 1.15 [3] Ο  ( ) είλαη θαλνληθφο (proper) αλ  

 

   ( ( ))   . 

■ 

Σν ΠΠΗ είλαη λα βξνχκε βαζκσηά   θαη κε κεδεληθά   θαη   πνπ λα ηθαλνπνηνχλ ηελ  

 

 ( )       ( )    
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Σν   είλαη ηδηνηηκή θαη,  θαη   είλαη ηα αληίζηνηρα αξηζηεξά θαη δεμηά 

ηδηνδηαλχζκαηα. Ηζνδχλακα, ηα ηδηνδηαλχζκαηα είλαη νη ιχζεηο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 

πνιπσλχκνπ  

 

   ( ( ))    

 

Έζησ   είλαη ν βαζκφο ηνπ βαζκσηνχ πνιπσλχκνπ    ( ( ))  Οη   ξίδεο ηνπ 

   ( ( )) νλνκάδνληαη κε πεπεξαζκέλεο ηδηνηηκέο. Αλ       ηφηε ιέκε φηη  ( ) 

έρεη      πεπεξαζκέλεο ηδηνηηκέο. Έζησ    ηδηάδσλ κε    (  )     Θεσξνχκε 

ην ΠΠΗ πνπ ζπλδέεηαη κε ηελ  ( ), φπνπ   
 

 
   Βιέπνπκε φηη ε ηηκή     είλαη κηα 

ηδηνηηκή ηνπ ΠΠΗ θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα είλαη δηαλχζκαηα πνπ παξάγνληαη απφ ηνλ 

κεδελνρψξν  ( )  Ζ ηδηνηηκή κεδέλ ηνπ ΠΠΗ πνπ ζπλδέεηαη κε ην δπτθφ    .
 

 
/ 

αληηζηνηρεί ζηηο κε πεπεξαζκέλεο ηδηνηηκέο ηνπ ΠΠΗ πνπ ζπλδέεηαη κε ην  ( )  

 

Οπιζμόρ 1.16 [3] Έζησ   ε ηδηνηηκή ηνπ  ( )  

Ζ αιγεβξηθή πνιιαπιφηεηα ηνπ   πνπ ζπκβνιίδεηαη κε   ηεο ξίδαο   ηνπ 

ραξαθηεξηζηηθνχ πνιπσλχκνπ    ( ( ))  

Ζ γεσκεηξηθή πνιιαπιφηεηα ηνπ   πνπ ζπκβνιίδεηαη κε   είλαη ν αξηζκφο ησλ 

γξακκηθά αλεμάξηεησλ ηδηνδηαλπζκάησλ πνπ παξάγνπλ ηνλ κεδελνρψξν  ( ( ))  

Έζησ   ε αιγεβξηθή πνιιαπιφηεηα ηνπ   θαη έζησ   ε γεσκεηξηθή πνιιαπιφηεηα 

ηνπ  . Ζ ηδηνηηκή   είλαη απιή αλ    . Όηαλ    ,   είλαη κηα πνιιαπιή ηδηνηηκή. 

ηελ πεξίπησζε πνπ     θαη    ,   είλαη ζρεδφλ απιή .Γηαθνξεηηθά    είλαη κηα 

ειιηπήο ηδηνηηκή. 

■ 

Οπιζμόρ 1.17 [3] Χο κεδεληθά(zeros) ελφο     πνιπσλπκηθνχ πίλαθα  ( ) βαζκνχ 

  νξίδνπκε ηνπο κηγαδηθνχο αξηζκνχο   ,            γηα ηνπο νπνίνπο  

 

    ( (  ))      ( ( ))    

 

ή ηζνδχλακα ηηο ξίδεο ηνπ βαζκσηνχ πνιπσλχκνπ  ( )     ( ( ))  

■ 
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Σα κεδεληθά ηνπ πνιπσλπκηθνχ πίλαθα  ( ) είλαη νη ηδηνηηκέο   ηνπ ζπλνδεχνλ 

πίλαθα    κε κεγηζηνβάζκην ζπληειεζηή ίζν κε  . 

 

φπνπ     

(

 
 

     
     
     
     
               )

 
 

 

 

 

Οπιζμόρ 1.18 [3] Θεσξνχκε ηνπο πνιπσλπκηθνχο πίλαθεο    ̃:       βαζκνχ   

κε ηηκέο  

 ( )     
             ̃( )   

  .  ⁄ /     
             

 

Καη νλνκάδνπκε ηνλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα  ̃  δπτθφ (dual) ηνπ επζέσο πνιπσλπκηθνχ 

πίλαθα  .  

■ 

 

Οπιζμόρ 1.19 [3] Ο βαζκφο (degree) ελφο πνιπσλπκηθνχ πίλαθα  ( )      , 

ζπκβνιίδεηαη     ( ) θαη νξίδεηαη σο ν κέγηζηνο βαζκφο αλάκεζα ζε φινπο ηνπο 

βαζκνχο ησλ κέγηζησλ ηάμεσλ (κε κεδεληθψλ) ππννξηδνπζψλ ηνπ  ( ). 

■ 

Οπιζμόρ 1.20 [3] Οξίδνπκε σο πνιππινθφηεηα ησλ γξακκψλ (row complexity)   ( ) 

(ησλ ζηειψλ   ( )) ηνπ πνιπσλπκηθνχ πίλαθα  ( )      , ην άζξνηζκα ησλ 

βαζκψλ ησλ γξακκψλ (ησλ ζηειψλ) ησλ κε κεδεληθψλ πνιπσλπκηθψλ δηαλπζκάησλ 

δειαδή 

  ( )  ∑     ( ) 

 

   

   ( )  ∑     ( ) 

 

   

 

■ 

Θεώπημα 1.3 [3] (Smith κνξθή) Έζησ  ( )       κε      ( ) ( )   ,   

   (   ). Σφηε ν  ( ) είλαη αληηζηξέςηκνο ηζνδχλακνο κε έλαλ δηαγψλην πίλαθα  

  ( )
         πνπ έρεη ηε κνξθή 

  ( )
 ( )      [  ( )   ( )           ] 
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Ο πνιπσλπκηθφο πίλαθαο   ( )
 ( ) νλνκάδεηαη Smith κνξθή ζην   ηνπ  ( )  φπνπ 

  ( )     έρνπλ σο κεγηζηνβάζκην ζπληειεζηή ηε κνλάδα, είλαη πξψηα κεηαμχ ηνπο 

θαη ηθαλνπνηνχλ ηηο ζρέζεηο        . 

Απόδειξη Μεηαμχ φισλ ησλ ζηνηρείσλ     ηνπ  ( ) πνπ δελ είλαη ίζα κε ην κεδέλ 

δηαιέγνπκε έλα ειαρίζηνπ βαζκνχ ζην   θαη κε θαηάιιειεο κεηαζέζεηο ησλ γξακκψλ 

θαη ζηειψλ πεγαίλνπκε απηφ ην ζηνηρείν ζηε ζέζε    ( )  Μεηά βξίζθνπκε ηα 

πειίθα θαη ηα ππφινηπα ησλ πνιπσλχκσλ    ( ) θαη    ( )κε ην    ( ) 

 

   ( )     ( )   ( )     ( ) 

   ( )     ( )   ( )     ( ) 

 

γηα                      

Αλ έζησ θαη έλα απφ ηα ππφινηπα    ( ),    ( )( γηα                     ) γηα 

παξάδεηγκα ην    ( ) δελ είλαη ίζν κε ην κεδέλ, ηφηε κε αθαίξεζε απφ ηελ   νζηή 

ζηήιε ηεο πξψηεο ζηήιεο πνιιαπιαζηαζκέλε κε    ( ) αληηθαζηζηνχκε ην    ( ) κε 

ην ππφινηπν     ( ) πνπ είλαη κηθξφηεξνπ βαζκνχ απφ ην    ( ). 

Μεηά αθνινπζψληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ κπνξνχκε λα 

κεηψζνπκε ην βαζκφ ηνπ ζηνηρείνπ ζηελ πάλσ αξηζηεξή γσλία ηνπ πίλαθα βάδνληαο 

ζηελ ζέζε ηνπ έλα ζηνηρείν κηθξφηεξνπ βαζκνχ σο πξνο  . 

Αιιά εάλ φια ηα ππφινηπα    ( )      ( )    ( )      ( )  είλαη ίζα κε ην κεδέλ 

ηφηε αθαηξψληαο  ηελ   νζηή γξακκή απφ ηελ πξψηε πνιιαπιαζηαζκέλε κε    ( ) 

γηα          θαη ηελ   νζηή ζηήιε απφ ηελ πξψηε πνιιαπιαζηαζκέλε κε    ( ) 

γηα         αλάγνπκε ηνλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα ζηε κνξθή 

 

(

   ( )    

    ( )     ( )
    
    ( )     ( )

, 
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Δάλ έζησ θαη έλα απφ ηα ζηνηρεία    ( ) γηα        ;         δελ είλαη δηαηξεηφ 

ρσξίο ππφινηπν απφ ην    ( )  ηφηε πξνζζέηνπκε ζηελ πξψηε ζηήιε, απηή ηε ζηήιε ε 

νπνία πεξηέρεη ηέηνηα ζηνηρεία ζηα νπνία θαηαιήμακε ζηελ πξνεγνχκελε δηαδηθαζία 

θαη κπνξνχκε λα αληηθαηαζηήζνπκε μαλά ην ζηνηρείν    ( ) κε έλα πνιπψλπκν 

κηθξφηεξνπ βαζκνχ. 

Δθφζνλ ην αξρηθφ ζηνηρείν    ( ) είρε έλα θαζνξηζκέλν βαζκφ θαη εθφζνλ ε 

δηαδηθαζία κείσζεο απηνχ ηνπ βαζκνχ δελ κπνξεί λα ζπλερηζηεί απεξηφξηζηα, πξέπεη 

κεηά απφ έλαλ πεπεξαζκέλν αξηζκφ ζηνηρεησδψλ πξάμεσλ λα πάξνπκε έλαλ πίλαθα 

ηεο κνξθήο 

 

(

  ( )    

    ( )     ( )
    
    ( )     ( )

, 

 

ζηνλ νπνίν φια ηα ζηνηρεία    ( )  είλαη δηαηξεηά, ρσξίο ππφινηπν, κε ην   ( ). Αλ 

κεηαμχ απηψλ ησλ ζηνηρείσλ ππάξρεη έλα πνπ δελ είλαη ίζν κε ην κεδέλ, ηφηε 

ζπλερίδνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία ζηνλ ππνπίλαθα πνπ πξνθχπηεη απφ ηηο γξακκέο 

      θαη ηηο ζηήιεο       , θαη αλάγνπκε ηνλ παξαπάλσ πίλαθα ζηε κνξθή 

 

(

 
 

  ( )     

   ( )    

     ( )     ( )
     
     ( )     ( ))

 
 

 

 

φπνπ   ( ) είλαη δηαηξεηφ ρσξίο ππφινηπν κε ην   ( ) θαη φια ηα πνιπψλπκα    ( ) 

φπνπ        ,         είλαη δηαηξεηά ρσξίο ππφινηπν κε ην   ( )  

πλερίδνληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία, ηειηθά θαηαιήγνπκε ζε έλαλ πίλαθα ηεο κνξθήο 
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(

 
 
 
 

  ( )       

   ( )      
       
     ( )    
       
       
       )

 
 
 
 

 

 

φπνπ  ηα πνιπψλπκα   ( )   ( )     ( ) κε (     (   )) δελ είλαη ίζα κε κεδέλ 

θαη ην θαζέλα είλαη δηαηξεηφ κε ην πξνεγνχκελν. 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο πξψηεο   γξακκέο κε ηνπο θαηάιιεινπο κε κεδεληθνχο 

παξάγνληεο, κπνξνχκε λα ζπκθσλήζνπκε φηη νη κεγαιχηεξνη ζπληειεζηέο ησλ 

πνιπσλχκσλ   ( )   ( )     ( ) είλαη ίζνη κε έλα. 

▲ 

Θεώπημα 1.4 [3] (Πεπεξαζκέλα δεχγε Jordan) Έζησ (     
         

   ) έλα 

δεχγνο πηλάθσλ φπνπ     είλαη έλαο πίλαθαο Jordan κε κνλαδηθή ηδηνηηκή    δειαδή 

 

    (

      
      
      
      

,       

 

Σφηε νη αθφινπζεο ζπλζήθεο είλαη ηθαλέο θαη αλαγθαίεο ψζηε ην δεχγνο (       ) λα 

είλαη έλα δεχγνο Jordan ηνπ πνιπσλπκηθνχ πίλαθα  ( )            
    

   
  πνπ αληηζηνηρεί ζην    

α) ε νξίδνπζα  ( ) λα έρεη κία ξίδα    πνιιαπιφηεηαο   

β)    

(

 

   
      
 

      
   
)

    

γ)         
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Παίξλνληαο έλα δεχγνο Jordan      
          

      γηα θάζε κεδεληθφ   , φπνπ 

          ηνπ  ( ), νξίδνπκε έλα λέν πεπεξαζκέλν δεχγνο Jordan (   

         
   ) ηνπ  ( ) φπνπ   (          ); 

J=blockdiag(          )  

εκεηψλνπκε φηη ην δεχγνο (       ) δελ είλαη νξηζκέλν κνλαδηθά απφ ηνλ 

πνιπσλπκηθφ πίλαθα  ( )  

▲ 

  

  

  

 

 

 

 

 

 

  

 

     

 

 

 

 

 

 

  

 



 

46 
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Κεθάλαιο 2 

Ζ Πποζέγγιζη ηηρ ςμπεπιθοπάρ ζηα Γςναμικά ςζηήμαηα 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.1 Διζαγωγή 

 

ε απηφ ην θεθάιαην ζα εηζάγνπκε κηα πξσηφηππε πξνζέγγηζε ησλ ζπζηεκάησλ θαη 

ηεο ζεσξίαο ειέγρνπ, ηε ιεγφκελε πξνζέγγηζε ζπκπεξηθνξάο. (behavioral approach) 

Γηα αξρή, ζα πξέπεη λα αθήζνπκε ηελ ηάζε λα βιέπνπκε ην ζχζηεκα σο έλαλ 

επεμεξγαζηή ζήκαηνο, φπνπ νη είζνδνη ηξνθνδνηνχληαη ζε θάπνην “καχξν θνπηί”, 

θάηη κπζηεξηψδεο (ή φρη θαη ηφζν κπζηεξηψδεο) ζπκβαίλεη ζην εζσηεξηθφ ηνπ 

θνπηηνχ, θαη νη έμνδνη γηα λα κεηξεζεί θαη λα ξπζκηζηεί εμέξρνληαη απφ ην ζχζηεκα. 

Απηήλ είλαη κηα πνιχ πξαθηηθή θαη ρξήζηκε άπνςε, γηα κεγάιν πιήζνο εθαξκνγψλ. 

Χζηφζν, ζθεπηφκελνη ιίγν πην γεληθά γηα ζπζηήκαηα πνπ πξνθχπηνπλ ζηε θπζηθή, 

ζηε βηνινγία, ζηελ νηθνλνκία θαη γηα καζεκαηηθά κνληέια πνπ έρνπλ κειεηεζεί θαηά 

ηελ δηάξθεηα ησλ αηψλσλ, θαίλεηαη πην θπζηθφ λα δνχκε έλα δπλακηθφ ζχζηεκα σο 

κηα ζρέζε πνζνηήησλ γηα ηηο νπνίεο είλαη δχζθνιν λα πνχκε πνην είλαη ην αίηην θαη 

πνην ην απνηέιεζκα (θαη νη δχν εξκελείεο κπνξνχλ ππνζηεξηρηνχλ). 

Έηζη έρνπκε ηνλ αθφινπζν πην γεληθφ θαη πιήξε νξηζκφ ηνπ δπλακηθνχ ζπζηήκαηνο. 

Σα δπλακηθά ζπζηήκαηα, πνπ εμειίζζνληαη ζην ρξφλν θαη αιιειεπηδξνχλ κε ην 

πεξηβάιινλ κέζσ θάπνηαο ζπλάξηεζεο ηνπ ρξφλνπ νλνκάδνληαη ζήκαηα ή ηξνρηέο. 

χκθσλα κε ηνλ Willems [4] ν νξηζκφο ησλ δπλακηθψλ ζπζηεκάησλ πεξηιακβάλεη 

ηξείο πνζφηεηεο. Πξψηνλ έλα ζχλνιν   πνπ είλαη ν άμνλαο ηνπ ρξφλνπ, δεχηεξνλ, έλα 

ζχλνιν  , απφ φπνπ ηα ζήκαηα παίξλνπλ ηηο ηηκέο ηνπο. Οπφηε ηξνρηά είλαη ε 

ζπλάξηεζε 

 

         ( ) 
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Με   , ζπκβνιίδνπκε ην ζχλνιν φισλ ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ νξίδνληαη ζην   θαη 

παίξλνπλ ηηο ηηκέο ηνπο ζην  . Σν ηξίην θαη πην ζεκαληηθφ κέξνο ηνπ νξηζκνχ είλαη 

ην ζχλνιν     , δειαδή ην ζχλνιν φισλ ησλ ηξνρηψλ ηνπ ρξφλνπ. Ζ ζπιινγή 

ησλ ηξνρηψλ ηνπ   νλνκάδεηαη ζπκπεξηθνξά ηνπ  . 

 

Οπιζμόρ 2.1 [4] Ολνκάδνπκε δπλακηθφ ζχζηεκα (dynamical system)   θάζε ηξηάδα 

ηεο κνξθήο 

 

  (     ) 

 

φπνπ ζηηο πεξηπηψζεηο πνπ ζα κειεηήζνπκε ην ζχλνιν    είλαη ν άμνλαο ηνπ ρξφλνπ 

θαη ηζρχεη    ,   είλαη έλαο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο, 

δειαδή      κε   *   + θαη     . 

■ 

 

ηελ ζπλέρεηα ζα αλαθέξνπκε ηξία παξαδείγκαηα ζηα νπνία βξίζθεη εθαξκνγή ν 

παξαπάλσ νξηζκφο. 

 

Παπάδειγμα 1.1  
 

χκθσλα κε ηνλ Kepler, ε θίλεζε ησλ πιαλεηψλ ζην ειηαθφ ζχζηεκα αθνινπζεί 

ηνπο εμήο ηξείο θαλφλεο:
 

(Κ.1):Κηλνχληαη ζε ειιεηπηηθή ηξνρηά κε ηνλ ήιην λα είλαη ζεκείν εζηηάζεσο. 

(K.2):Ζ επηβαηηθή αθηίλα Ζιίνπ-Πιαλήηε γξάθεη ίζα εκβαδά ζε ίζνπο ρξφλνπο ή 

εκβαδά αλάινγα ησλ ρξφλσλ. 

(Κ.3):Σα ηεηξάγσλα ησλ ρξφλσλ ησλ αζηξηθψλ πεξηθνξψλ ησλ πιαλεηψλ είλαη 

αλάινγα ησλ θχβσλ ηεο κέζεο απφζηαζεο απηψλ απφ ηνλ ήιην. 

Ζ νηθνγέλεηα φισλ ησλ ηξνρηψλ πνπ ηθαλνπνηνχλ ηνπο λφκνπο ηνπ Kepler είλαη 

θαλεξφ φηη νξίδνπλ έλα δπλακηθφ ζχζηεκα φπσο απηφ πνπ νξίζακε ζηνλ νξηζκφ 2.1 

κε       

 

              *      |(  ) (  ) (  )        +   ■ 
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Παπάδειγμα 1.2 Ο θψδηθαο   είλαη ππνζχλνιν ηνπ    κε   είλαη θψδηθαο 

αιθαβήηνπ (δειαδή      φπνπ   πεπεξαζκέλνο ρψξνο ) θαη   είλαη ζχλνιν 

δεηθηψλ (δειαδή   *     + γηα ηκήκαηα θσδίθσλ θαη     ή     γηα ζπείξεο 

θσδίθσλ). χκθσλα ινηπφλ κε ηνλ νξηζκφ 2.1 νη θψδηθεο είλαη δπλακηθά ζπζηήκαηα. 

■ 

 

Παπάδειγμα 1.3 Σν παξάδεηγκα απηφ πεξηγξάθεη ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ην 

ειεθηξηθφ θχθισκα ηνπ ζρήκαηνο 11 αιιειεπηδξά κε ην πεξηβάιινλ ηνπ. 

 

σήμα 11 

 

Ζ αιιειεπίδξαζε απηή γίλεηαη κέζσ ησλ ηειηθψλ αθξνδεθηψλ φπσο απηνί θαίλνληαη 

ζην ζρήκα 12. 

 

σήμα 12 
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Οη κεηαβιεηέο πνπ ηελ πεξηγξάθνπλ είλαη ην ξεχκα   αιιά θαη ε ηάζε   φπσο απηέο 

ζεκεηψλνλπαη ζην ζρήκα 10. Έηζη     . αλ άμνλα ρξφλνπ παίξλνπκε ην ζχλνιν 

   . Γηα λα κειεηήζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ θπθιψκαηνο ζα ζεσξήζνπκε ηα 

ξεχκαηα θαη ηηο ηάζεηο ζηνπο εζσηεξηθνχο θιάδνπο ηνπ θπθιψκαηνο. ην ζχζηεκα 

πξέπεη λα ηθαλνπνηνχληαη νη παξαθάησ εμηζψζεηο ζπκπεξηθνξάο. 

Καηαζηαηηθέο εμηζψζεηο  

 

                       ̇              

 

Νφκνη ηνπ Kirchhoff 

                        

                

 

Γειαδή πξνθχπηεη ε ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο, πνπ νξίδεηαη σο εμήο 

 

  {(   )       (                           )    
  } 

 

Απαινίθνληαο ηηο κεηαβιεηέο                          πξνθχπηεη ε δηαθνξηθή 

εμίζσζε 

     ̈+(       ) ̇         ̈  (     )  ̈    (2.1) 

 

ε νπνία είλαη εμίζσζε πνπ πεξηγξάθεη ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Έηζη πξνθχπηεη ε ηειηθή πεξηγξαθή ηεο ζπκπεξηθνξάο πνπ είλαη  

   

  *(   )       (   )       + 

 

Αξγφηεξα είρακε κηα κηθξή ηξνπνπνίεζε ηνπ παξαπάλσ νξηζκνχ.[5] Έζησ   ην 

ζχλνιν ησλ βαζκσηψλ ζεκάησλ, κε   ζπκβνιίδνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ ζεκάησλ πνπ 

εκθαλίδνληαη ζην ζχζηεκα θαη έζησ     ζπκβνιίδνπκε ην ζχλνιν ησλ  -άδα 

απηψλ ησλ ζεκάησλ πνπ ηθαλνπνηνχλ ηνλ θαλφλα ηνπ ζπζηήκαηνο. Σφηε ην ζχζηεκα 

  νξίδεηαη απφ ηελ εμήο ηξηάδα   (     )  Φπζηθά, γηα     , ν νξηζκφο 2.1 

κπνξεί λα ελζσκαησζεί ζηελ ηξνπνπνηεκέλε εθδνρή ζέηνληαο     . 
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2.2 Απσικά Βήμαηα 

 

Οπιζμόρ 2.2 [7] Έλα ζχζηεκα    (     ) νλνκάδεηαη γξακκηθφ (linear) αλ   

είλαη έλαο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο θαη   είλαη έλαο ππνρψξνο ηνπ   , δειαδή 

 

       
                     

  

 

απηφο ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ ζεκάησλ είλαη επίζεο ζήκα, κε άιια ιφγηα 

 

                            

 

έηζη θάζε γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ απνδεθηψλ ζεκάησλ είλαη επίζεο απνδεθηφο. 

 ■ 

Αο ππνζέζνπκε φηη     , φπνπ   *   +. Γηα ηνλ νξηζκφ ηνπ ρξνληθά 

αλαιινίσηνπ, πξέπεη λα πεξηνξίζνπκε ζε πξνζζεηηθά θιεηζηά ρξνληθά ζχλνια   

 , δειαδή 

 

        

 

Φπζηθά απηή ε ζρέζε ηθαλνπνηείηαη απφ φια ηα βαζηθά ζχλνια ρξφλνπ, δειαδή γηα  

    ή γηα    . ηε ζπλέρεηα ζεσξνχκε     γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ζπλερνχο 

ρξφλνπ θαη     γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ δηαθξηηνχ ρξφλνπ. Έηζη κπνξνχκε λα 

νξίζνπκε, γηα θάζε    , ηνλ ηειεζηή κεηαηφπηζεο  

 

                 

 

φπνπ 

 

(   )( )   (   ) γηα φια ηα    . 
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Οπιζμόρ 2.3 [7] Έλα ζχζηεκα   (     ) νλνκάδεηαη ρξνληθά αλαιινίσην (time-

invariant) αλ 

 

               

■ 

Μία ζεκαληηθή εξψηεζε ζηε ζεσξία ησλ ζπζηεκάησλ ζπκπεξηθνξάο είλαη απηή γηα 

ηελ χπαξμε ηνπ ππξήλα ηεο απεηθφληζεο. Έζησ έλα γξακκηθφ, αλαιινίσην ππφ 

κεηαηνπίζεηο ππνζχλνιν     , ην πξφβιεκα πνπ ζέινπκε λα ιχζνπκε είλαη πφηε 

ππάξρεη έλα γξακκηθφ ζχζηεκα δηαθνξψλ ή δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ κε ζπληειεζηέο 

ζην ζψκα   ηνπ νπνίνπ ην ζχλνιν ιχζεσλ είλαη αθξηβψο ίζν κε ην  ; 

Γηα δηαθξηηφ ρξφλν [8],ε ηδηφηεηα πνπ καο ιείπεη (εθηφο απφ ηελ ηδηφηεηα ηεο 

γξακκηθφηεηαο θαη ηεο αλαιινίσηεο κεηαηφπηζεο) νλνκάδεηαη πιεξφηεηα, θαη απηέο 

νη ηξείο ηδηφηεηεο καδί είλαη ηθαλέο θαη αλαγθαίεο ψζηε ην ζχζηεκα λα επηδέρεηαη ηελ 

αλαπαξάζηαζε 

  *  (  ) |    + 

 

γηα έλαλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα    ,     -     ν νπνίνο δξα ζην   (  )  κε ηνπο 

κνλαδηαίνπο ηειεζηέο κεηαηφπηζεο           θαη            

Δπίζεο γηα ζπλερή ρξφλν ηζρχεη κηα αλάινγε εξψηεζε. Πφηε έλαο γξακκηθφο, 

ρξνληθά αλαιινίσηνο ππνρψξνο      (    ) κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή 

 

  *    (    ) |    + 

 

γηα έλαλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα    , -     ν νπνίνο δξα ζην     (    ) κε ηνλ 

ηειεζηή παξαγψγηζεο    
 

  
; 

Μπνξνχκε λα πξνζεγγίζνπκε ηηο πεξηπηψζεηο ζπλερνχο θαη δηαθξηηνχ ρξφλνπ ππφ 

θνηλφ πιαίζην εξγαζίαο ζέηνληαο      (   ) θαη    , - γηα ζπλερή ρξφλν θαη 

     θαη     ,     - γηα δηαθξηηφ ρξφλν, φπνπ ε δξάζε ηνπ     ζην     

νξίζηεθε παξαπάλσ. Έρνπκε 

  *     |    +  

 

φπνπ        είλαη ε αλαπαξάζηαζε κήηξαο ηεο ζπκπεξηθνξάο   θαη νλνκάδεηαη 

ζπκπεξηθνξά ζε αλαπαξάζηαζε ππξήλα. 
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2.3 Ηζοδςναμίερ Πποηάζεων 

 

Έζησ   έλα ζχλνιν ζεκάησλ κε δνκή  - πξνηχπνπ φπνπ   είλαη έλαο 

αληηκεηαζεηηθφο δαθηχιηνο. Έλα ζχλεζεο παξάδεηγκα είλαη    , - θαη    

  (   ), κε    
  

  
 φπσο πεξηγξάςακε παξαπάλσ. (Ζ δνκή  - πξνηχπνπ 

αληαλαθιά ην γεγνλφο φηη αλ εθαξκφζνπκε θάζε γξακκηθφ δηαθνξηθφ ηειεζηή κε 

πξαγκαηηθνχο ζπληειεζηέο ζε θάζε ιεία ζπλάξηεζε     ζα καο δψζεη ην   , ην 

νπνίν είλαη ζηνηρείν ηνπ  . Δπηπιένλ, ηζρχνπλ νη ζπλήζεηο πξάμεηο δηαλπζκαηηθψλ 

ρψξσλ. Οκνίσο γηα      θαη     ,     - κπνξνχκε λα έρνπκε αθφκε έλα 

παξάδεηγκα. Οη αιγεβξηθέο ηδηφηεηεο ηνπ   ζαλ έλα πξφηππν ηνπ   έρνπλε πνιχ 

κεγάιε ζεσξεηηθή ζεκαζία ζηα ζπζηήκαηα θαη πνιιέο απφ ηηο δπάδεο     νη νπνίεο 

πξνθχπηνπλ θαηά ηε κειέηε ησλ ζπζηεκάησλ θαη ζηε ζεσξία ειέγρνπ ηθαλνπνηνχλ 

κηα ζρεηηθά ηζρπξή ζπζρέηηζε πνπ ελεξγνπνηεί ηε δπλαηφηεηα ηεο αληηζηνίρεζεο 

αιγεβξηθψλ ηδηνηήησλ ζηηο ηδηφηεηεο ζπζηεκάησλ θαη αληίζηξνθα [5]. Ζ ππφ κειέηε 

ηδηφηεηα είλαη φηη ην   ζαλ έλα  - πξφηππν είλαη ην απνθαινχκελν 

ακθηκνλνζήκαλην ζπκπαξάγσγν [6]. πγθεθξηκέλα, απηφ ηζρχεη γηα ηα     πνπ 

αλαθέξακε παξαπάλσ. Θα επηκείλνπκε ζε απηέο ηηο δχν πεξηπηψζεηο γηα ην ππφινηπν 

ηνπ θεθαιαίνπ θαη ζα παξνπζηάζνπκε δχν ζεσξήκαηα γηα ηελ ζεσξία ζπζηεκάησλ 

σο πξφηππα ησλ αθξνγσληαίσλ ιίζσλ ηεο ζεσξίαο ησλ ζπζηεκάησλ ζπκπεξηθνξάο. 

 

Οπιζμόρ 2.4 [7] Θεσξνχκε    *     |    +  φπνπ       . Ζ  -νζηή 

ζπληζηψζα    ηνπ   νλνκάδεηαη ειεχζεξε κεηαβιεηή ηνπ   αλ γηα θάζε     

ππάξρεη     κε       Ζ ζπκπεξηθνξά   νλνκάδεηαη απηφλνκε αλ δελ έρεη 

ειεχζεξεο κεηαβιεηέο. 

■ 

Θεώπημα 2.1 [7] Σα αθφινπζα είλαη ηζνδχλακα 

1)  Ζ ζπκπεξηθνξά    είλαη απηφλνκε. 

2) Κάζε πίλαθαο απεηθφληζεο ηνπ   είλαη πιήξνπο ηάμεο ζηειψλ. 

3) Αλ ε      έρεη θξαγκέλε ζηήξημε, ηφηε ην   πξέπεη λα είλαη κεδέλ. 

4) Αλ ε     ηθαλνπνηεί ηελ  ( )    γηα φια ηα    , ηφηε ην   πξέπεη λα 

είλαη κεδέλ εθ ηαπηφηεηαο. 
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5) Ζ ζπκπεξηθνξά    είλαη έλαο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο. 

▲ 

Να ζεκεηψζνπκε φηη ζπλήζσο ρξεζηκνπνηνχκε ηηο ζπλζήθεο (3) θαη (4) πνπ 

βαζίδνληαη ζε ηξνρηέο, ζαλ νξηζκνχο απηνλνκίαο θαη απνπζίαο ειεχζεξσλ 

κεηαβιεηψλ. Απφ αιγεβξηθήο ζθνπηάο φκσο ν νξηζκφο πνπ δψζακε παξαπάλσ είλαη 

επθνιφηεξν λα ρξεζηκνπνηεζεί. 

 

ε θάζε κε απηφλνκν ζχζηεκα   ην δηάλπζκα ζήκαηνο      κπνξεί λα 

δηακεξηζηεί (πηζαλφηαηα κεηά απφ κηα κεηάζεζε ησλ ζπληζησζψλ ηνπ  ) ζε δχν 

δηαλχζκαηα   ,     -   φπνπ      θαη      κε      ,έηζη ψζηε λα 

έρνπκε 

           0
 
 1    

 

θαη, επηπιένλ, ην ζχζηεκα *    |,    -   + πνπ πξνθχπηεη γηα     είλαη 

απηφλνκν. Σν   είλαη έλα δηάλπζκα ειεχζεξσλ κεηαβιεηψλ ζην   κε φζν ην δπλαηφ 

κεγαιχηεξν πιήζνο ζπληζησζψλ θαη γηα απηφ ην ιφγν νλνκάδεηαη είζνδνο. Όκνηα, ην 

δηάλπζκα   κπνξεί λα ζεσξεζεί ε έμνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο. Οη αξηζκνί   θαη     

  είλαη αλαιινίσηνη ζην ζχλνιν  . Μπνξνχκε λα δείμνπκε φηη       ( ) θαζψο 

θαη φηη δχν νπνηεζδήπνηε αλαπαξαζηάζεηο ηνπ   είλαη ίδηαο ηάμεο. Σν   είλαη 

πξσηαξρηθή ηδεψδεο πεξηνρή θαη σο απνηέιεζκα ηεο κνξθήο Smith κπνξνχκε λα 

πεξηνξηζηνχκε ζε αλαπαξαζηάζεηο πηλάθσλ πιήξνπο ηάμεο γξακκψλ. Βάζε ησλ 

παξαπάλσ έλα ζχζηεκα είλαη απηφλνκν αλ θαη κφλν αλ κπνξεί λα παξαζηαζεί απφ 

έλαλ ηεηξαγσληθφ θαη κε ηδηάδσλ πίλαθα, δειαδή    ( )   . Γηακεξίδνληαο ηνλ 

πίλαθα   σο   ,    - βάζε ηνπ δηακεξηζκνχ   ,     -  παίξλνπκε ηε κνξθή 

εηζφδνπ-εμφδνπ 

0
 
 1          

 

ε νπνία έρεη ιχζε      γηα θάζε επηινγή     . Δδψ ν   είλαη ηεηξαγσληθφο θαη 

κε ηδηάδσλ. Έηζη έρνπκε κία ζρέζε εηζφδνπ-εμφδνπ απφ ηελ θιαζζηθή ζεσξία 

ειέγρνπ, κε ηελ ζεκαληηθή δηαθνξά φηη ν δηακεξηζκφο ησλ ζπληζησζψλ ηνπ   ζε 

απηέο ηηο δχν θαηεγνξίεο δελ είλαη νξηζκέλνο ηερλεηά αιιά πξνέξρεηαη απφ ηνπο 

λφκνπο ηνπ ζπζηήκαηνο. Δίλαη ζεκαληηθφ λα ζεκεηψζνπκε φηη ππάξρνπλ δηάθνξεο 
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αλαπαξαζηάζεηο εηζφδνπ-εμφδνπ πνπ έρνπλ αθξηβψο ηελ ίδηα ζπκπεξηθνξά. Ο 

ινγηθφο πίλαθαο  

        ( )    

 

(φπνπ     γηα ζπλερή ρξφλν) νλνκάδεηαη πίλαθαο κεηαθνξάο ηνπ   γηα ηελ 

επηιεγκέλε είζνδν-έμνδν. Πάληα ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κία επηινγή ελφο δεχγνπο 

εηζφδνπ-εμφδνπ, ψζηε ν πίλαθαο κεηαθνξάο λα είλαη θαηάιιεινο.  

Μία απφ ηηο πην ζεκαληηθέο έλλνηεο ζηε ζεσξία ειέγρνπ είλαη ε δπλαηφηεηα ειέγρνπ. 

Απηή ε έλλνηα ζρεηίδεηαη κε ζπγθεθξηκέλεο ηδηφηεηεο ησλ ζπζηεκάησλ ηνπ ρψξνπ 

θαηαζηάζεσλ. ηα πιαίζηα ηεο ζεσξίαο ζπκπεξηθνξάο καο ελδηαθέξεη λα 

εμαλαγθάζνπκε ην ζχζηεκα λα κεηαβεί απφ κηα ηξνρηά ζε κία άιιε, ρσξίο θπζηθά λα 

παξαβηάζνπκε ηνπο λφκνπο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

Οπιζμόρ 2.5 [7] Σν   είλαη ειέγμηκν αλ έρεη κία απεηθφληζε ηεο κνξθήο  

  *     |          + 

γηα θάπνηνλ πίλαθα       .                                                                                     ■ 

 

Θεώπημα 2.2 [7] Σα αθφινπζα είλαη ηζνδχλακα 

1)  Ζ ζπκπεξηθνξά    είλαη ειέγμηκε. 

2) Κάζε πίλαθαο αλαπαξάζηαζεο   ηνπ   είλαη έλαο πίλαθαο κε αξηζηεξή 

ζπδπγία, δειαδή νη γξακκέο ηνπ καο δίλνπλ ηνλ αξηζηεξφ ππξήλα 

*      |    + γηα έλαλ       . 

3) Γηα θάζε          ππάξρεη     
  θαη     ηέηνην ψζηε  

 

 ( )  {
  ( )        

  ( )        
 

 

4) Κάζε πίλαθαο αλαπαξάζηαζεο πιήξνπο ηάμεο γξακκψλ        ηνπ   είλαη 

δεμηά αληηζηξέςηκνο, δειαδή, ππάξρεη        ηέηνηνο ψζηε         

5) Κάζε πίλαθαο αλαπαξάζηαζεο πιήξνπο ηάμεο γξακκψλ         ηνπ   

ηθαλνπνηεί ηελ ζρέζε  

    ( ( ))    γηα θάζε    ̅  

▲ 
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Όπνπ  ̅ είλαη ην αιγεβξηθφ θάιπκκα ηνπ   (Απηφ είλαη γηα ζπλερή ρξφλν. ηελ 

πεξίπησζε δηαθξηηνχ ρξφλνπ έρνπκε ηελ ίδηα πξνυπφζεζε γηα    ̅ * +, ην νπνίν 

νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη εξγαδφκαζηε ζην   θαη φρη ζην   φπσο ζηελ θιαζζηθή 

πεξίπησζε θαηάζηαζεο ρψξνπ θαη έηζη έρνπκε λα θάλνπκε κε πνιπσλπκηθνχο 

πίλαθεο Laurent.). Μφλν ε ηξίηε ζπλζήθε θαηαζθεπάδεηαη ζε φξνπο ηξνρηψλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο  θαη ζα πξέπεη λα ζεσξείηαη σο ε πξαγκαηηθή ζπλζήθε φζν αθνξά ηε 

δπλαηφηεηα ειέγρνπ. Αλ απηή ηθαλνπνηείηαη ζα κπνξνχζακε λα πνχκε φηη νη ηξνρηέο 

   θαη    κπνξνχλ λα ζπλελσζνχλ θαη λα νξηζηεί ε ζπλδεηηθή ηξνρηά  . Αλαινγηθά 

κε ηα ζπζηήκαηα θαηαζηαηηθνχ ρψξνπ, ην   κπνξεί λα επηιεγεί αλεμάξηεηα απφ ηηο 

  ,   γηα ηελ θιάζε ηνπ ππφ κειέηε ζπζηήκαηνο θαη επηπιένλ ην   κπνξεί λα γίλεη 

απζαίξεηα κηθξφ ζε ζπζηήκαηα ζπλερνχο ρξφλνπ αιιά φρη θαη ζε απηά πνπ ν ρξφλνο 

είλαη δηαθξηηφο. 

Γηα ζπζηήκαηα θαηαζηαηηθνχ ρψξνπ ηεο κνξθήο  ̇       , φπνπ        θαη 

      , ζέηνπκε   ,     -  θαη   ,       -   , -  (   )  Όζν αθνξά 

ηελ ζπλζήθε (5) θαη επηθαινχκελνη φηη  ̅   , ε έλλνηα ηνπ ειέγρνπ ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ηαπηίδεηαη κε ηελ θιαζζηθή έλλνηα ζηνλ θαηαζηαηηθφ ρψξν. 

 

 

2.4 Δπιπλέον Εηηήμαηα 

 

Ζ βαζηθή ζεσξία κπνξεί λα επεθηαζεί πξνο ακέηξεηεο θαηεπζχλζεηο. ηε ζπλέρεηα ζα 

αζρνιεζνχκε κφλν κε ηξείο απφ απηέο. 

 

Αξρηθά είρακε ηελ κειέηε δπζδηάζηαησλ ζπζηεκάησλ φζσλ αθνξά ηε ζπκπεξηθνξά 

ηνπο [9]. Απηφ ζεκαίλεη φηη έρνπκε δχν αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο αληί γηα κία θαη έηζη 

γηα παξάδεηγκα ζηελ πεξίπησζε δηαθξηηνχ ρξφλνπ έρνπκε     . 

ηελ πνξεία [5] εηζήρζεθε κηα απζηεξή πξνζέγγηζε γηα ηε ζπκπεξηθνξά  -

δηάζηαησλ ζπζηεκάησλ δηαθξηηνχ θαη ζπλερνχο ρξφλνπ κε αλαπαξαζηάζεηο ππξήλσλ  

 

  *     |    + 

 

φπνπ      (    ) θαη    ,       - γηα ζπλερή ρξφλν (φπνπ     
  

   
) θαη 

    
 
 θαη     ,          

       
  - γηα δηαθξηηφ ρξφλν (φπνπ         είλαη 
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ε κνλάδα κεηαηφπηζεο φζνλ αθνξά ηελ  -νζηή κεηαβιεηή.) Ζ θχξηα δπζθνιία απφ 

αιγεβξηθήο ζθνπηάο είλαη φηη ην   ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε δελ είλαη πξσηαξρηθφ 

ηδεψδεο θαη έηζη ηα απνηειέζκαηα πνπ ζα παίξλακε αλ ρξεζηκνπνηνχζακε ηελ κνξθή 

Smith γηα κνλνπαξαγνληηθνχο πνιπσλπκηθνχο πίλαθεο, δελ ηζρχνπλ ζε απηήλ ηελ 

πεξίπησζε. Καηαιήγνπκε ζην γεγνλφο φηη απηέο νη έλλνηεο κπνξνχλε λα 

πξνζαξκνζηνχλ ζε πην αδχλακεο ή θαη ηζρπξφηεξεο κνξθέο. Γηα παξάδεηγκα 

ζχκθσλα κε ην Θεψξεκα 2.1, έλα κνλνδηάζηαην ζχζηεκα είλαη απηφλνκν αλ θαη 

κφλν αλ είλαη πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ δηαλπζκαηηθφο ρψξνο θάπνηνπ ζψκαηνο. 

Γηα ζπζηήκαηα δηάζηαζεο      πεπεξαζκέλεο δηαζηάζεηο ζην ζψκα   

ζπλεπάγνληαη ηελ απνπζία αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ, αιιά φρη ην αληίζηξνθν, θαη 

έηζη δηαθξίλνληαη δχν κε ηζνδχλακεο ηδηφηεηεο πνπ αθνξνχλ ηελ απηνλνκία. Όκσο ε 

ηζνδπλακία ησλ ηξηψλ πξψησλ εθθξάζεσλ ηνπ Θεσξήκαηνο 2.1 ηζρχεη θαη ζηελ 

πεξίπησζε ησλ πνιιψλ δηαζηάζεσλ. 

 

Οπιζμόρ 2.3 [10] Σν   είλαη ειέγμηκν αλ θαη κφλν αλ γηα φια ηα   ,     θαη γηα 

φια ηα αλνηρηά ζχλνια        
  ππάξρεη     ηέηνην ψζηε  

 ( )  {
  ( )         

  ( )         
 

■ 

Έηζη κπνξνχκε λα δψζνπκε κηα γελίθεπζε ηνπ κνλνδηάζηαηνπ ειέγρνπ ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ζε πνιπδηάζηαην. Με απηήλ ηελ ινγηθή ε ηζνδπλακία ησλ ζπλζεθψλ 

(1)-(3) ηνπ Θεσξήκαηνο 2.2 δηαηεξείηαη θαη ζηα πνιπδηάζηαηα ζπζηήκαηα (φκνηα θαη 

ζηελ πεξίπησζε ηνπ δηαθξηηνχ ρξφλνπ κε ηε δηαθνξά φηη ηα    πξέπεη λα απέρνπλ 

αξθεηά). Χζηφζν, αθφκε θαη αλ ν πίλαθαο αλαπαξάζηαζεο   ελφο ειέγμηκνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη πιήξνπο ηάμεο γξακκψλ, δελ είλαη αλαγθαίν ν πίλαθαο απηφο λα 

είλαη κε ηδηάδσλ,    ( )   . 

 

Αλ αθαηξέζνπκε ηελ ππφζεζε ηνπ ρξνληθά αλαιινίσηνπ, ε πην απιή θιάζε ρξνληθά 

κεηαβιεηψλ ζπζηεκάησλ, πξνθχπηεη αλ επηιέμνπκε ζπληειεζηέο απφ έλα δηαθνξηθφ 

ζψκα  , έζησ    ( )  ην ζψκα ησλ ξεηψλ ζπλαξηήζεσλ. Σφηε έρνπκε ηνλ 

δαθηχιην ησλ γξακκηθψλ δηαθνξηθψλ ηειεζηψλ  

 

   , -   ( ), - 
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φπνπ ην   αλαπαξηζηά ην δηαθνξηθφ ηειεζηή. Έλα θαηάιιειν ζχλνιν ζεκάησλ   

είλαη ην ζχλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ       πνπ είλαη ιείεο παληνχ εθηφο απφ έλα 

πεπεξαζκέλν ζχλνιν εμαηξνχκελσλ ζεκείσλ  ( ), δειαδή      (   ( )  ). Ο 

  εδψ ζπκίδεη έλαλ ζπλεζηζκέλν πνιπσλπκηθφ δαθηχιην αιιά ε ζεκαληηθή δηαθνξά 

είλαη φηη ν ζπληειεζηήο     δελ ελαιιάζζεηαη κε ηνλ ηειεζηή 
 

  
 εθηφο αλ ν 

ζπληειεζηήο   είλαη ζηαζεξφο. Απηφ ζπκβαίλεη εμαηηίαο ηνπ θαλφλα ηεο παξαγψγηζεο  

 

  
(  )   ̇    ̇ γηα     θαη    ,ν νπνίνο ζπλεπάγεηαη φηη 

 

 

  
   

 

  
  ̇ 

 

Έηζη ε θχξηα δπζθνιία είλαη φηη ν δαθηχιηνο   ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε δελ είλαη 

αληηκεηαζεηηθφο. Σν θχξην εξγαιείν είλαη κία κε αληηκεηαζεηηθή αλαινγία ηεο 

κνξθήο Smith πνπ είλαη γλσζηή σο κνξθή Jacobson. Απηφ καο δίλεη ηελ δπλαηφηεηα 

λα κεηαθέξνπκε ηα πεξηζζφηεξα απνηειέζκαηα θιαζζηθψλ κνλνδηάζηαησλ 

ζπζηήκαησλ ζε απηφ ην πιαίζην (εθηφο απφ ηηο ηδηάδνπζεο πεξηπηψζεηο ζπληειεζηψλ 

θαη ηξνρηψλ.). 

 

Γηα εθαξκνγέο ζεσξηψλ θσδηθνπνίεζεο [11], [12] καο ελδηαθέξεη λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ην ζψκα   ελφο δηαθξηηνχ ζπζηήκαηνο κε έλαλ πεπεξαζκέλν 

δαθηχιην ηεο κνξθήο        , φπνπ     είλαη αθέξαηνο. Έηζη ζέηνπκε 

    ,   
  -  θαη ν κνλαδηαίνο ηειεζηήο κεηαηφπηζεο ηειεζηήο   δξά ζηελ 

    (  )
  , δειαδή      . H θχξηα δπζθνιία είλαη φηη ν δαθηχιηνο   δελ 

είλαη ζψκα, δειαδή, δελ έρεη κεδεληθνχο δηαηξέηεο. Όκνηα φπσο θαη ζηα 

πνιπδηάζηαηα ζπζηήκαηα δελ κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ κνξθή Smith, θαη 

πην ζπγθεθξηκέλα, δελ κπνξνχκε λα πεξηνξηζηνχκε ζε πίλαθεο αλαπαξάζηαζεο 

πιήξνπο ηάμεο γξακκψλ. Ζ έλλνηα ηεο ηάμεο ηνπ πίλαθα γίλεηαη αζαθήο αθνχ 

ππάξρνπλ δηάθνξεο δηαθξηηέο ζεκαζίεο γηα ηελ ηάμε πηλάθσλ φζνλ αθνξά δαθηπιίνπο 

κε κεδεληθνχο δηαηξέηεο. Δπίζεο έρνπκε δχν κε ηζνδχλακεο έλλνηεο απηνλνκίαο κε 

ηελ ηζρπξφηεξε λα αληηζηνηρεί ζηελ απνπζία ηξνρηψλ θξαγκέλεο ζηήξημεο εθηφο απφ 

ην κεδέλ θαη ηελ πην αδχλακε λα αθνξά ηελ απνπζία αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ [11] 

[13]. Όζν αθνξά έλαλ πίλαθα αλαπαξάζηαζεο       , ε ηζρπξφηεξε έλλνηα 

ραξαθηεξίδεηαη απφ ηελ χπαξμε ηνπ        θαη ελφο κε κεδεληθνχ δηαηξέηε     
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ηέηνηνπ ψζηε       ελψ ε πην αδχλακε έλλνηα ραξαθηεξίδεηαη απφ ηελ χπαξμε 

ελφο        θαη ησλ κε κεδεληθψλ ζηνηρείσλ           κε    

    (       ). Πξνθαλψο θαη νη δχν ζπλζήθεο νπζηαζηηθά καο ιέλε φηη ν   είλαη 

πιήξνπο ηάμεο ζηειψλ αλ ην   είλαη έλα ζψκα (γηα     ,   
  - φκσο αιεζεχεη 

αλ θαη κφλν αλ   είλαη πξψηνο θαη ηφηε ην    είλαη ήδε ζψκα νπφηε θαη 

επηζηξέθνπκε ζηελ θιαζζηθή πεξίπησζε). 

 

 

2.5 Γπαμμικά Υπονικά Αναλλοίωηα ςζηήμαηα 

 

Ο άμνλαο ηνπ ρξφλνπ κπνξεί λα είλαη είηε     είηε    . Θα νξίζνπκε ηα 

γξακκηθά ρξνληθά αλαιινίσηα ζπζηήκαηα (ΓΥΑ) θαη ηελ έλλνηα ηνπ πιήξνπο 

ζπζηήκαηνο. Ζ ζπλάξηεζε      ιέγεηαη ρξνληθή ζεηξά. 

 

Οπιζμόρ 2.4 [14] Έλα ζχζηεκα   (     ) είλαη ρξνληθά αλαιινίσην αλ   

  , φπνπ ζ είλαη ηειεζηήο κεηαηφπηζεο (  )( )   (   ) θαη    *  |   +  

ηελ πεξίπησζε πνπ     , έλα ζχζηεκα   (     ) είλαη ρξνληθά αλαιινίσην 

αλ     . 

■ 

Ζ έλλνηα ρξνληθά αλαιινίσην ζεκαίλεη φηη αλ κία ρξνληθή ζεηξά   είλαη ηξνρηά ελφο 

ρξνληθά αλαιινίσηνπ ζπζηήκαηνο, ηφηε θαη φιεο νη ρξνληθά αληίζηξνθεο 

κεηαηνπίζεηο   ( )     είλαη επίζεο ηξνρηέο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Ζ ζπκπεξηθνξά   (  )  ζην δηάζηεκα ηνπ ρξφλνπ   ,     -    ζπκβνιίδεηαη 

κε  

 |  *  (  )       |                              (       )   + 

 

Οπιζμόρ 2.5 [14] Έλα ζχζηεκα   (     ) είλαη πιήξεο (complete) αλ φηαλ 

 |,     -   |,     - γηα φια ηα                   

■ 

Γηα ηα ΓΥΑ αλαιινίσηα ζπζηήκαηα, ε ηδηφηεηα ηεο πιεξφηεηαο νλνκάδεηαη θαη 

πεπεξαζκέλε δηαζηαηηθφηεηα. Θα νξίζνπκε ηελ ηάμε ησλ  πιήξεο ΓΥΑ ζπζηεκάησλ. 

Ο ζπκβνιηζκφο ησλ ζεκάησλ ηνπ ρψξνπ είλαη     . Ζ θιάζε ησλ πιήξσλ ΓΥΑ 

ζπζηεκάησλ κε κεηαβιεηέο   ζπκβνιίδεηαη κε   . 
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2.6 Πςπήναρ Απεικόνιζηρ 

 

Θεσξνχκε ηελ εμίζσζε δηαθνξψλ  

 

     ( )     (   )       (   )    φπνπ     
   . 

 

Βιέπνπκε ηελ εμάξηεζε πνπ ππάξρεη αλάκεζα ζηηο ρξνληθέο ζεηξέο  . Τπνζέηνπκε 

φηη     , ηφηε ν κέγηζηνο αξηζκφο ησλ κεηαηνπίζεσλ είλαη  . Ο αθέξαηνο   

νλνκάδεηαη πζηέξεζε ηεο εμίζσζεο. Αθνχ γεληθά ε δηαθνξηθή εμίζσζε είλαη κία 

δηαλπζκαηηθή εμίζσζε,   είλαη ε κεγαιχηεξε πζηέξεζε αλάκεζα ζηηο        φισλ 

ησλ βαζκσηψλ εμηζψζεσλ. χκθσλα κε ηα παξαπάλσ ε εμίζσζε δηαθνξψλ επάγεη 

έλα δπλακηθφ ζχζηεκα κέζσ ηεο αλαπαξάζηαζεο 

  *  (  ) |   + 

Μπνξνχκε λα κειεηήζνπκε ην   ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εμίζσζε δηαθνξψλ αιιά είλαη 

πην βνιηθφ λα ρξεζηκνπνηνχκε πνιπσλπκηθνχο πίλαθεο. Με ρξήζε ηνπ ηειεζηή 

κεηαηφπηζεο    θάζε φξνο ηεο εμίζσζεο δηαθνξψλ γξάθεηαη 

 

 (   )    ( )  (   )     ( )    (   )     ( ) 

 

δειαδή 

 

(            
 ) ( )    

 

Θέηνληαο 

 

 ( )        
     

       
      , - 

 

ε παξαπάλσ ζρέζε γξάθεηαη  

 

 ( )    
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Γειαδή ην πξνθχπηνλ ζχζηεκα είλαη ζηνηρείν ηνπ ππξήλα (ή κεδελνρψξνπ) 

 

 ( ( ))     ( ( ))  *  (  ) | ( )   + 

 

Ζ παξαπάλσ αλαπαξάζηαζε νλνκάδεηαη αλαπαξάζηαζε ππξήλα ηνπ      ( ( ))  

 

Θεώπημα 2.3 [13] Τπάξρεη έλαο πνιπσλπκηθφο πίλαθαο       , - έηζη ψζηε 

     ( ( ))  

▲ 

 

 

2.7 Σο ιζσςπόηεπο ακπιβέρ μονηέλο (MPUM) 

 

Οπιζμόρ 2.6 [4] Σν ζχζηεκα   (  )   νλνκάδεηαη ην ηζρπξφηεξν αθξηβέο 

κνληέιν (MPUM) ησλ ρξνληθψλ ζεηξψλ    ( 
 )  εληφο ηεο θιάζεο    αλ 

ηζρχνπλ νη αθφινπζεο πξνηάζεηο. 

1) Δίλαη ΓΥΑ ζχζηεκα πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο, δειαδή     .  

2) Δίλαη αθξηβέο, δειαδή,     |,   -. 

3) Δίλαη ην πην ηζρπξφ αλάκεζα ζε φια ηα πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο ΓΥΑ θαη 

αθξηβή ζπζηήκαηα, δειαδή 

Αλ       θαη      |,   - ηφηε  |,   -    |,   - 

Σν MPUM ησλ    ζπκβνιίδεηαη κε ,   
 (  )    

■ 
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Κεθάλαιο 3 

Οι Βαζικοί Μέθοδοι Yπολογιζμού ηος MPUM  

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1 Τπολογιζμόρ MPUM ζημάηων διακπιηού σπόνος 

 

Έζησ κία βάζε πεπεξαζκέλσλ ρξνληθψλ ζεηξψλ ηνπ  . 

 

  2  
( )     

( )3 

 

Με  ( )       εηζάγνπκε δηα κέζσ ηνπ ππξήλα ηνπ MPUM ηηο πξψηεο   ρξνληθέο 

ζεηξέο 2  
( )     

( )3. ηελ   νζηή θαηάζηαζε ηεο δνκήο ηνπ MPUM ηνπ   

ππνινγίδνπκε ην ζθάικα  (   )   ( )( )  
(   )

 φηαλ γηα ηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ 

  νζηνχ κνληέινπ έρνπκε  ( )     . ( )( )/. Αθφκα κε  (   ) εηζάγνπκε ηελ 

ζπκπεξηθνξά   ( ( )), θαη ηέινο έρνπκε  (   )   (   ) ( ). 

Αξρηθά κε  ( )   , έρνπκε ηελ   νζηή θαηάζηαζε ηνπ MPUM ηνπ  . Σν βήκα 

έλα είλαη ε κνληεινπνίεζε θαη ην βήκα ηξία είλαη ε ζπλέιημε ησλ ζπληειεζηψλ ηνπ 

 (   ) θαη  ( ). Σέινο ην βήκα δχν είλαη ην πην θξίζηκν. 

 

 

3.1.1 Χρονικά-Αναδρομικ ς Υπολογιζμ ς ηοσ MPUM 

 

Έζησ κία βάζε πεπεξαζκέλσλ ρξνληθψλ ζεηξψλ 

 

   (  ( )     ( )) 
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Γηα έλαλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα  

 

              
   κε      

 

νξίδνπκε ηνλ δπτθφ πνιπσλπκηθφ πίλαθα  

 

                 
  

 

Ο αιγφξηζκνο πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ ιεηηνπξγεί κε ηνλ  ( ) λα είλαη έλαο     

πνιπσλπκηθφο πίλαθαο [14]. ηελ θαηάζηαζε    ην ζηνηρείν (   ) ηνπ δπτθνχ ηνπ 

 ( ) καο δίλεη ην MPUM ησλ ρξνληθψλ ζεηξψλ θαη ζπκβνιίδεηαη κε .   
( )/

 
 

 

Αλγόπιθμορ 3.1 

Ο αθφινπζνο αλαδξνκηθφο αιγφξηζκνο ππνινγίδεη κηα αλαπαξάζηαζε ηνπ MPUM 

δνζέληνο κηα βάζεο πεπεξαζκέλσλ ρξνληθψλ ζεηξψλ ηνπ  . ην   βήκα γηα     σο 

  εθαξκφδνπκε ηα αθφινπζα βήκαηα  

 

Βήκα 1 

 Οξίδνπκε   ( )    θαη   ( )    

 

Βήκα 2 

 Τπνινγίδνπκε ην ζθάικα ηεο ηξνρηάο 

  ( )  .   
(   )( )/

 
 ( ) 

 

Βήκα 3 

  ( )( )  (   ( )

  
* 

     (   ) 

αλ  ( )    ή  (   )      δηαθνξεηηθά  

  ( )( )  (
   ( )

   ( )  
* 

       (   ) 
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Βήκα 4 

 ( )   ( ) (   ) 

 

Μεηά απφ     βήκαηα ν αιγφξηζκνο απηφο  παξάγεη ηνλ πίλαθα  ( ). Σν δπτθφ 

πνιπψλπκν ηνπ ζηνηρείνπ (   ) ηνπ  ( ) είλαη ην MPUM ησλ ρξνλνζεηξψλ, δειαδή 

 

   .   
( )/

 
 

 

Αλγόπιθμορ 3.1 ρξνληθά _ αλαδξνκηθφο _ ππνινγηζκφο _ MPUM 

 ( )    

 ( )    

Για   από 1 έωρ   

   ( )  .   
(   )( )/

 
   ( ) 

 Αν  ( )    ή  (   )      ηόηε 

   ( )( )  (   ( )

  
* 

   ( )   (   ) 

 Αλλιώρ 

   ( )( )  (
   ( )

   ( )  
* 

   ( )     (   ) 

 Σέλορ _ αν 

   ( )   ( ) (   ) 

Σέλορ _ για 

   .   
( )/

 
 

Σέλορ ρξνληθά _ αλαδξνκηθφο _ ππνινγηζκφο _ MPUM 

 

Παπάδειγμα 3.1 Οη αξηζκνί Fibonacci (ή αθνινπζία Fibonacci) είλαη νη αξηζκνί ηεο 

επφκελεο αθεξαίαο αθνινπζίαο 
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Δμ’ νξηζκνχ, νη δχν πξψηνη αξηζκνί ηεο αθνινπζίαο Fibonacci είλαη 0 θαη 1, θαη ν 

θάζε επφκελνο αξηζκφο είλαη ην άζξνηζκα ησλ δχν πξνεγνχκελσλ. Γειαδή ε 

αθνινπζία    ησλ Fibonacci νξίδεηαη απφ ηελ ζρέζε             . Θεσξνχκε 

ηελ ηξνρηά πνπ παξάγεη ν παξαπάλσ αλαδξνκηθφο ηχπνο γηα κε εθαξκνγή     

επαλαιήςεσλ, δειαδή 

 

  (                )  (           )
  

 

To MPUM ηεο   είλαη ην απηφλνκν ζχζηεκα  

 

   *    |            + 

 

θαη παξαηεξνχκε φηη κε ρξήζε ηνπ ηειεζηή   ηεο ρξνληθήο κεηαηφπηζεο,         , 

παίξλνπκε 

 

            ( 
     )      

 ( )     

 

γηα    , δειαδή 

 

      (  ( ))   κε  ( )         

 

Βάζε ηνπ αιγφξηζκνπ 1 έρνπκε ηνλ αθφινπζν ππνινγηζκφ ηνπ MPUM. Θέηνπκε 

 ( )     θαη  ( )    θαη γηα     ππνινγίδνπκε ην ζθάικα  ( )  .   
( )( )/

 
  , 

δειαδή  ( )    θαη σο εθ ηνχηνπ εθηεινχκε ην πξψην ηκήκα ηεο δνκήο επηινγήο, 

δειαδή ζέηνπκε  ( )   ( )    θαη 

 

 ( )( )  (   ( )

  
*  .

  
  

/ 

 

Έρνληαο ππνινγίδεη ηνλ πίλαθα  ( ) ππνινγίδνπκε ηνλ πίλαθα  ( )   ( ) ( ) θαη 

παίξλνπκε 
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 ( )( )   ( )( )    
( )( )  .

  
  

/ 

 

Δπαλαιακβάλνπκε ηε δηαδηθαζία απηή γηα    . Γηα ην ζθάικα ζην βήκα απηφ 

παίξλνπκε 

 

 ( )  .   
( )( )/

 
           

 

θαη επεηδή  ( )    θαη  ( )    
 

 
   εθηεινχκε ην δεχηεξν ηκήκα ηεο δνκήο 

επηινγήο, δειαδή ζέηνπκε  ( )        θαη 

 

 ( )( )  .
   
     

/ 

 

Σειηθά ν πνιπσλπκηθφο πίλαθαο  ( )( ) είλαη 

 

 ( )( )   ( )( ) ( )( )  .
   
     

/ .
  
  

/  .
   
     

/ 

 

Όκνηα πξνθχπηνπλ γηα     ηα αθφινπζα 

 

 ( )     ( )( )  .
   
     

/   ( )         ( )( )  .
     
    

/ 

 

Γηα     ην ζθάικα είλαη  ( )  .   
( )( )/

 
  , δειαδή 

 

 ( )  (   )                        
( )        

 

 ( )( )  .
   
     

/   ( )( )  .         

       
/ 

 

Όκνηα γηα     πξνθχπηνπλ ηα αθφινπζα 

 

 ( )  (    )                                
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 ( )        

 ( )( )  .
  
      

/   ( )( )  (     
   

           
* 

 

Γηα     ππνινγίδνπκε ην ζθάικα  ( )  .   
( )( )/

 
  , δειαδή  ( )  

(      )     
                    θαη σο εθ ηνχηνπ εθηεινχκε 

ην πξψην ηκήκα ηεο δνκήο επηινγήο, δειαδή ζέηνπκε  ( )   ( )    θαη 

 

 ( )( )  (   ( )

  
*  .

  
  

/ 

 

Έρνληαο ππνινγίδεη ηνλ πίλαθα  ( ) ππνινγίδνπκε ηνλ πίλαθα  ( )   ( ) ( ) θαη 

παίξλνπκε 

 

 ( )( )  (     
   

            
* 

 

Όκνηα πξνθχπηνπλ γηα     ηα αθφινπζα 

 

 ( )     ( )( )  .
  
  

/    

 ( )   ( )     ( )( )  (     
   

            
* 

 

Σέινο γηα     έρνπκε 

 

 ( )     ( )( )  .
  
  

/  

 ( )   ( )               ( )( )  (     
   

            
* 

 

ηελ θαηάζηαζε πέληε ν αιγφξηζκνο ππνινγίδεη ην   
 (  ) θαη  

 

0.   
( )/

 
1
  
 (      )   

      γηα         

■ 
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3.1.2 Αναδρομικ ς Υπολογιζμ ς ηοσ MPUM με Υζηέρηζη 

 

Θεσξνχκε ηνλ κε πεπεξαζκέλν αξηζηεξφ ππξήλα ηνπ πίλαθα Hankel 

 

    (  )  

     

     

     

     

1 2

2 3 1

3 4 2

1 1

d d d

d d d

d d d

d d d

w w w T

w w w T

w w w T

w w w

 
 

  
  
 
 
     

 

 

πνπ πεξηέρεη λφκνπο ηνπ   (  ). Δπεηδή ην   (  ) είλαη ειέγμηκν, φινη νη λφκνη ηνπ 

  (  ) πεξηέρνληαη ζε κία βάζε ηνπ ππνρψξνπ 

 

    (  )         (    (  ))  

γηα    (  (  ))  

 

Έζησ νη γξακκέο ηνπ   κηαο βάζεο ηνπ     (  ) δειαδή, 

 

     (  )        ( )     (    (  ))  

 

Οξίδνπκε ηνλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα  ( )  

 

 ( )  ∑   
      , - 

 

   

 

 

φπνπ   (          ),     
   . Σφηε  

 

   ( ( ))    (  ) 

 

Ζ πζηέξεζε   (  (  )), πξαθηηθά δελ ρξεζηκνπνηείηαη, έηζη επηιέγνπκε έλα αξθεηά 

κεγάιν   (δειαδή έλα άλσ θξάγκα ηνπ   (  (  ))). Ο ππνινγηζκφο ηεο βάζεο   

ηνπ ππνρψξνπ     (  ) γίλεηαη γηα κεγάιν  .Τπνζέηνπκε φηη γηα    ,     (  ) 

είλαη ειιηπήο ηάμεο θαη έζησ 
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(          )    (  )    

 

Δμαηηίαο ηεο δνκήο ηνπ Hankel 

 

0 1

0 1

0 1

0

0

r r r

r r r

r r r

 
 
 
 
 
 

    (  )    

 

ηελ ζπλέρεηα ζα πξέπεη λα εμάγνπκε απφ έλαλ κε δνκεκέλν ππξήλα   έλαλ ζχληνκν 

λφκν  . Γειαδή ζηε γιψζζα ηνλ πνιπσλχκσλ,   ( ) δελ είλαη κεησκέλεο ζεηξάο θαη 

ρξεηάδεηαη λα γίλεη απαινηθή ζεηξάο. 

Έηζη ππνζέηνπκε φηη ην ζχζηεκα πνπ εηζάγεηαη απφ ηνλ πίλαθα  

 

   (
 ( )

 
 ( )

+ κε  ( )( )      γηα         

 

είλαη ειέγμηκν. Τπνινγίδνπκε ηνλ  , έηζη ψζηε .  
 
/ λα έρεη ζηαζεξή νξίδνπζα.  

Δηζάγνπκε ην ζθάικα    ( )  . Τπνινγίδνπκε ην   έηζη ψζηε   ( )  

   ( ( )).Σέινο νξίδνπκε   .   
  
/  Θα δνχκε φηη   (  )      ( ( )).  

 

Λήμμα 3.1 [16] Τπνζέηνπκε φηη  ( )    νξίδεη έλα ειέγμηκν ζχζηεκα  . Έζησ 

φηη κε    νξίδνπκε έλα ζχλνιν εθκεδεληζηψλ  ηνπ  , έηζη ψζηε   ( )    νξίδεη 

επίζεο έλα ειέγμηκν ζχζηεκα   . Έζησ   ηέηνηνο ψζηε .  
 
/ λα έρεη ζηαζεξή 

νξίδνπζα. Σφηε ππάξρεη έλαο  πίλαθαο   κε ζηαζεξή νξίδνπζα θαη έλαο πίλαθαο  , 

έηζη ψζηε    .   
  
/  

■ 

 

Ππόηαζη 3.1 [16] Έζησ    ( 
 )  θαη ππνζέηνπκε φηη   (  ) είλαη ειέγμηκν. 

Έζησ φηη    νξίδνπκε έλα ζχλνιν εθκεδεληζηψλ  ηνπ   , έηζη ψζηε   ( )    
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νξίδεη έλα ειέγμηκν ζχζηεκα. Έζησ    
.        (  )/  

, -  ηέηνηνο ψζηε .  
 
/ 

είλαη αληηζηξέςηκνο. Θεσξνχκε    ( )   θαη ππνζέηνπκε  ( )    νξίδεη ην 

  ( )  Σφηε .   
  
/ ( )    πξνζδηνξίδεη ην   (  ). 

■ 

 

Τπνινγίδνληαο ην   ( ) δελ βξίζθνπκε πίζσ ηνπο   ζχληνκνπο λφκνπο  ( )    ( ) 

θαη ηηο κεηαηνπίζεηο ηνπο. Δθαξκφδνληαο ινηπφλ αλαδξνκηθά απηήλ ηελ ηδέα 

θαηαιήγνπκε ζηνλ αιγφξηζκν δχν.  

Αλ     (  ) έρεη ζεηξά πιήξεο ηάμεο γηα          , ηφηε    είλαη κία είζνδνο, 

δειαδή   (  )  ( 
 )  . ε απηήλ ηελ πεξίπησζε νξίδνπκε ν   λα είλαη έλαο 

άδεηνο πίλαθαο (
 
 ).   

Τπνινγίδνληαο ηνλ πίλαθα  , έηζη ψζηε .
 
 
/ λα είλαη αληηζηξέςηκνο έρνπκε έλα 

πξφβιεκα ηχπνπ Bezout. Αλ ππνζέζνπκε φηη ηα δχν πξψηα ζηνηρεία    θαη     ηνπ   

είλαη πξψηα κεηαμχ ηνπο, έρνπκε λα ιχζνπκε ηελ εμίζσζε Bezout 

 

            

 

γηα πνιπψλπκα   θαη  .Σφηε επηιέγνπκε ηνλ 

 

  (
   
      

*  

 

φπνπ       είλαη (   )  (   ) κνλαδηαίνο πίλαθαο. Ο πίλαθαο   ππάξρεη αλ θαη 

κφλν αλ   δελ έρεη θνηλνχο παξάγνληεο ζε φια ηα ζηνηρεία. Ηζνδχλακα,   ππάξρεη αλ 

θαη κφλν αλ ην ζχζηεκα    ( ( ))  είλαη ειέγμηκν [15]. Μπνξνχκε λα δείμνπκε φηη 

αλ   (  ) είλαη ειέγμηκν, ηφηε ην κνληέιν    ( ( )) ζε απηήλ ηελ θαηάζηαζε είλαη 

ειέγμηκν. 
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Αλγόπιθμορ 3.2 αλαδξνκηθφο _ κε πζηέξεζε _ ππνινγηζκφο _ MPUM 

Αν      ηόηε 

   (
 
 )(δειαδή έλαο άδεηνο πίλαθαο) 

Αλλιώρ 

 Βξεο ην κηθξφηεξν   *       +  γηα ην νπνίν     (  ) είλαη ειιηπήο ηάμεο  

 ή      

 Αλ      ηόηε 

    (
 
 )(δειαδή έλαο άδεηνο πίλαθαο) 

 Αλλιώρ 

Τπνιφγηζε έλα δηάλπζκα      (   )  ζηνλ αξηζηεξφ κεδελνρψξν 

ηνπ     (  ) 

 ( )  ∑   
 

 

   

 

  (          ),  

    
   .  

     (   )  , -,έηζη ψζηε .
 
 
/ λα έρεη ζηαζεξή νξίδνπζα 

     ( )   

      αλαδξνκηθφ_ κε πζηέξεζε_ MPUM(e) 

  Αλ    (
 
 ) ηφηε 

       

  Αλλιώρ 

     .
 
   
/ 

  Σέλορ αν 

 Σέλορ αν 

Σέλορ αν 

Σέλορ αλαδξνκηθφο _ κε πζηέξεζε _ ππνινγηζκφο _  MPUM. 
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3.2 Τπολογιζμόρ MPUM ζημάηων διακπιηού σπόνος 

 

Οξίδνπκε κε   ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ   ή απηφλ ησλ κηγαδηθψλ 

αξηζκψλ  . Ζ αθφινπζε πεπεξαζκέλε ζπιινγή δηαλπζκάησλ ζπλερνχο ρξφλνπ 

πνιπσλπκηθήο-εθζεηηθήο ρξνληθήο ζεηξάο κε εχξνο     θαη δηαθχκαλζε   , 

ζπληζηά ην ζχλνιν ησλ δεδνκέλσλ καο 

 

  {             *       +} 

 

φπνπ       
   κε ηηκέο   ( )  ∑        

    

(   ) 
  

                    
  

θαη          κε ηηκέο     ( )   
   κε      

 

Ζ ζηαζεξά    νλνκάδεηαη ζπρλφηεηα ηεο ρξνληθήο ζεηξάο   . Αθφκε νξίδνπκε ηνπο 

αθεξαίνπο   ∑   
 
    φπνπ            

 

Γνζέληνο ηνπ ζπλφινπ  , κπνξνχκε λα βξνχκε φια ηα γξακκηθά, ζπλερνχο ρξφλνπ, 

ρξνληθά αλαιινίσηα, πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο ζπζηήκαηα, ηα νπνία ζα κπνξνχζαλ 

λα παξαρζνχλ απφ ηελ βάζε      ,   *       + 

 

ηελ ζπλέρεηα ζα αζρνιεζνχκε κε ηηο αλαπαξαζηάζεηο εμηζψζεσλ ηνπ MPUM   . 

ην θεθάιαην απηφ, θαηαγξάθνληαη ζηαζεξνί πίλαθεο     πνπ παξακεηξνπνηνχλ ην 

    Ζ αλαπαξάζηαζε ηεο εμίζσζεο θαηαζηαηηθήο κεηαβιεηήο (ΚΜ) ππνζηεξίδεη φηη 

      αλ, θαη κφλν αλ, ππάξρεη κηα ηξνρηά θαηάζηαζεο θαηάιιειεο δηάζηαζεο  , 

ηέηνηα ψζηε (    )          . Ζ απαινηθή ηνπ παξάγνληα   απφ απηέο ηηο δχν 

εμηζψζεηο καο δίλεη ηε ιεγφκελε αλαπαξάζηαζε ηεο εμίζσζεο απηφκαηεο 

νπηζζνδξφκεζεο (ΑΟ) φπνπ       αλ, θαη κφλν αλ,    (    )    δειαδή 

             είλαη ην ιεγφκελν παξάγσλ ζχζηεκα. 

 

Αξθεηέο θνξέο είλαη βνιηθφ λα παξνπζηάδνληαη νη ηξνρηέο πνπ θαζνξίδνπλ ηε 

ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο σο ιχζεηο θάπνησλ ζρεηηθψλ εμηζψζεσλ. Οη εμηζψζεηο 

ζπκπεξηθνξάο πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηελ ζπλέρεηα είλαη  
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1) Δμηζψζεηο θαηαζηαηηθήο κεηαβιεηήο (ΚΜ) 

2)  Δμηζψζεηο απηφκαηεο νπηζζνδξφκεζεο (ΑΟ) 

 

Γηα απηφλνκα ζπζηήκαηα θιάζεο      ε ζεσξία πνπ αλαπηχρζεθε απφ ηνλ Willems 

[18] ζπλεπάγεηαη ηελ χπαξμε κηαο παξάζηαζεο ηνπ     

 

 

  
( )            (  )    (  )  

 

γηα έλα θαηάιιειν παξαηεξήζηκν δεπγάξη (   )           . Ζ ζπκπεξηθνξά 

ινηπφλ κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί κε φξνπο φισλ ησλ πηζαλψλ ηξνρηψλ πνπ 

γεληθεχνληαη απφ ηηο παξαπάλσ ηζφηεηεο. 

 

    (   )  {  
 

  
( )                             (  ) } 

 

Απαιείθνληαο ηελ θαηαζηαηηθή κεηαβιεηή   απφ ηελ ζρέζε  
 

  
( )       

     (  )    (  )  έρνπκε ηελ εμίζσζε απηφκαηεο νπηζζνδξφκεζεο (ΑΟ) 

πνπ παξνπζηάδεηαη σο    . Έζησ  , - νξίδνπκε ην δαθηχιην ηνπ πνιπσλχκνπ ζην 

απξνζδηφξηζην   κε ζπληειεζηέο ζην   θαη       , - νξίδνπκε ηνπο       

πνιπσλπκηθνχο πίλαθεο. Ζ εμίζσζε απηφκαηεο νπηζζνδξφκεζεο πνπ πξνθχπηεη έρεη 

ηελ εμήο κνξθή 

 

  (
 

  
*            , -         

 

πλδπάδεη ηελ ρξνληθή ζεηξά        πνπ αλήθεη ζην   κε ηα παξάγσγα ηνπ. Οη 

εμηζψζεηο κπνξνχλ λα γξαθνχλ ζαθψο κε φξνπο ησλ ζπληειεζηψλ ησλ πηλάθσλ ηνπ 

  . Έζησ 

 

  ( )     
       

        
        

    

ή 
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 ( )      

    

     
 ( )      

  

   
 ( )     ( )        

 

Σν MPUM     ηνπ   ζηελ θιάζε    ησλ γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ, φπσο έρεη 

αλαθεξζεί ζην θεθάιαην δχν έρεη ζπκπεξηθνξά πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο, ην νπνίν 

ζπλεπάγεηαη φηη ην    είλαη  απηφλνκν. Σν MPUM  κπνξεί λα παξαζηαζεί κε φξνπο 

ηεο εμίζσζεο ΚΜ. Ξεθηλάκε γξάθνληαο ηηο εμηζψζεηο ζπκπεξηθνξάο ΚΜ γηα ην   
  

βαζηζκέλνη ζηηο ζρέζεηο   {             *       +}   ( )  

∑        
    

(   ) 
  

        ( )   
  . 

 

Θεσξνχκε ηηο εμηζψζεηο  

 

 

  
               

 

φπνπ             (              ) 

  είλαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο κεγέζνπο   ,   είλαη ν κεδελνδχλακνο πίλαθαο ίδηνπ 

κεγέζνπο κε κνλάδεο ζηελ άλσ δεπηεξεχνπζα δηαγψλην θαη κεδεληθά νπνπδήπνηε 

αιινχ, θαη    ( 
  ) . To ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν    (    )

   ηνπ   
  είλαη 

ίζν κε ην ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν    

 

      (     ) 

 

Δπηπιένλ       είλαη έλα παξαηεξήζηκν δεπγάξη επεηδή         

Απφ ηελ γξακκηθφηεηα θάζε ηξνρηά πνπ πεξηέρεηαη ζην   
  γεληθεχεηαη απφ ηηο 

ζρέζεηο  
 

  
               θαη αληίζηνηρα θάζε ηξνρηά πνπ γεληθεχεηαη απφ ηηο 

ζρέζεηο  
 

  
               αλήθεη ζην   

 . 

 

Ζ αλαπαξάζηαζε ηεο θαηαζηαηηθήο κεηαβιεηήο ηνπ MPUM    γηα    κπνξεί λα 

ζπλαξκνινγεζεί σο επζχ άζξνηζκα ηεο αλαπαξάζηαζεο ησλ MPUMs ηεο ρξνληθήο 

ζεηξάο πνπ ππνινγίζακε παξαπάλσ. Έζησ 
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  (        )    
    

      (           )    
    

Οη ΑΟ εμηζψζεηο ζπκπεξηθνξάο πνπ αλαθέξζεθαλ πξνεγνπκέλσο κπνξνχλ λα 

μαλαγξαθνχλ κε ηελ κνξθή 

 

 (
 

  
* .
 
 
/    

 

φπνπ   .
     
   

/    (   ) (   ), - θαη   (  )    (  )  

 

ε απηέο ηηο ζρέζεηο ην   πξέπεη λα εξκελεπηεί σο ηειεζηήο παξαγψγνπ. 

Έζησ νη πνιπσλπκηθνί πίλαθεο  

 

       , -        , -  

 

πνπ είλαη αξηζηεξά πξψηνη πξψηνη κεηαμχ ηνπο (δειαδή έρνπλ ηνλ ίδην αξηζκφ 

ζεηξψλ) θαη ηθαλνπνηνχλ ηελ ζρέζε 

 (    )      

 

Θεώπημα 3.1 [17]    είλαη κηα αλαπαξάζηαζε ηεο εμίζσζεο απηφκαηεο 

νπηζζνδξφκεζεο ηνπ MPUM    ηνπ  . Με άιια ιφγηα     (  ), δειαδή 

 

   .
 

  
/    γηα φια ηα      

 

Απόδειξη Πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ ΑΟ εμίζσζε ζπκπεξηθνξάο απφ αξηζηεξά κε 

ηνλ πίλαθα (    ) θαη έρνπκε  

(    ) .
 
 
/    (    ) .

     
   

/ .
 
 
/    

( (    )       ) .
 
 
/    (         ) .

 
 
/    

(   ) .
 
 
/          

▲ 

 



 

77 

 

Αο αλαλεψζνπκε ην ζχλνιν δεδνκέλσλ  ,  νξίδνληαο έλα λέν πείξακα: 

 ̂         κε      {                } 

Τπάξρνπλ δπν βαζηθέο πεξηπηψζεηο πνπ πξέπεη λα ιεθζνχλ ππ’ φςηλ. Αξρηθά,      

είλαη ζηαζεξφ, δειαδή 

              
            

 

Γεχηεξνλ,          γηα   *       + θαη       είλαη έλα πνιπψλπκν ηέηνην ψζηε 

 

     
  

    

 Απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο έρνπκε 

           ∑       
  

  

   

   

 

Έηζη, ζηελ πξνεγνχκελε πεξίπησζε, κηα θαζαξά εθζεηηθή ρξνληθή ζεηξά παξέρεηαη 

ζηε ζπρλφηεηα ε νπνία κπνξεί λα δηαθέξεη ή λα κελ δηαθέξεη απφ ηηο πξνεγνχκελεο. 

ηελ ηειεπηαία πεξίπησζε, ην λέν δεδνκέλν αληαπνθξίλεηαη ζηελ πξφζζεζε ελφο 

λένπ φξνπ ζε κηα ήδε ππάξρνπζα ρξνληθή ζεηξά. Γηα λα γίλνπκε πην ζπγθεθξηκέλνη, ε 

ππάξρνπζα h-oζηε ρξνληθή ζεηξά πνπ έρεη ζπρλφηεηα    αλαλεψλεηαη απφ ηελ 

δηακέιηζε ηνπ πνιπψλπκνπ     H λέα ζηαζεξά πνπ εηζάγνπκε είλαη           

Έζησ,  ̂  (      ̂ ), πνπ νξίδεη ην MPUΜ ηνπ  ̂ ζην    .Πξνθχπηεη απφ ην    

πνπ νξίζακε ζην θεθάιαην δχν,αλαλεψλνληαο ην   σο εμήο 

 

 ̂           φπνπ            *    + 

 

 Δπίζεο ην ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν ηνπ  ̂ , είλαη    ̂  (      ) 
 ,φπνπ π είλαη 

ην ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν ηνπ     Πξνθχπηεη φηη ζηηο δπν παξαπάλσ 

πεξηπηψζεηο, ην MPUM αλαλεψλεηαη κε ηελ πξφζζεζε ελφο ππνρψξνπ κίαο 

δηάζηαζεο ηνπ(  )     Άιιεο πεξηπηψζεηο κπνξεί λα αληηζηνηρνχλ ζε κηα απφ ηηο 

δπν.  
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Σν πξφβιεκα ηψξα είλαη ε ελεκέξσζε ηεο αλαπαξάζηαζεο ησλ  εμηζψζεσλ  ΚΜ θαη 

ΑΟ  ηνπ    ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα 3.1, γηα λα απνθηήζνπκε ηελ αλαπαξάζηαζε 

ηνπ  ̂ .  

Ζ αλαλέσζε ηεο αλαπαξάζηαζεο ηεο εμίζσζεο ΚΜ νξίδεηαη φπσο θαίλεηαη 

παξαθάησ. Έζησ 

 ̂     (   ),  ̂   (   ) (   ) 

 

Δάλ ε               
  ίζρχεη, νη ηχπνη   (           )    

    θαη   

    (           )    
    αλαλεψλνληαη κε ηελ πξνζζήθε ελφο λένπ ηκήκαηνο  

 

 ̂  (         )  ̂      (      ) 

 

Αλ ε             ∑        
  

  

 
  
    ηζρχεη, ην h-νζην ηκήκα ηνπ     αλαλεψλεηαη   

 

 ̂  (    ̂    ) 

φπνπ  ̂  (        )   
  (    ) 

 ̂      (      ̂      )  

φπνπ  ̂         
(    ) (    )    

 

 χκθσλα ινηπφλ κε ην ζεψξεκα 3.1 είλαη εχθνιν λα  απνδείμνπκε  φηη νη εμηζψζεηο 

 

  
( )          κε ηα     φπσο νξίδνληαη παξαπάλσ, απνηεινχλ φλησο κηα 

KM αλαπαξάζηαζε εμίζσζεο ηνπ    

Σν επφκελν βήκα είλαη ε αλαλέσζε ηεο αλαπαξάζηαζεο ηεο εμίζσζεο ΑΟ  ηνπ     

Ολνκάδνπκε      πνπ νξίδεηαη απφ 

      
 (
 

  
*     
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ην ζθάικα ρξνληθήο ζεηξάο πνπ ζρεηίδεηαη κε ην     .Γνζκέλεο ηεο ζπλάξηεζεο 

 ( ) ζα νξίζνπκε κε   ( ) ηελ   νζηή παξάγσγν ζπλαξηήζεη ηνπ  x, εθηηκψκελν 

σο x=α.   

Ππόηαζη 3.2 [17]  Σν ζθάικα ηεο ρξνληθήο ζεηξάο είλαη θαζαξά εθζεηηθφ 

                 

Δάλ ε             ηζρχεη, έρνπκε 

      
 (    )        

  

Αλ ε             ∑        
  

  

 
  
    ηζρχεη, έρνπκε 

      
 (  )      ∑

  ( )(  )

  
       

   

   

    

■ 

Αλγόπιθμορ 3.3  

Ο αθφινπζνο επαλαιεπηηθφο αιγφξηζκνο ππνινγίδεη κηα αλαπαξάζηαζε ππξήλα ηνπ 

MPUM  δνζέληνο ζπλφινπ                   . ην   βήκα γηα     σο   

εθαξκφδνπκε ηα αθφινπζα βήκαηα. 

Βήκα 1  

Οξίδνπκε       

Βήκα 2  

Τπνινγίδνπκε ην ζθάικα ηεο ηξνρηάο        (  )              

 

Βήκα 3   

Τπνινγίδνπκε ηνλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ αλαπαξάζηαζε 

ππξήλα    ηνπ MPUM γηα    (δειαδή   ( )    ). Μηα πηζαλή επηινγή 

είλαη ν πίλαθαο 
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  ( )  
    

 

  
   

(    )       

Βήκα 4  

Οξίδνπκε           

Μεηά απφ     βήκαηα ν αιγφξηζκνο απηφο παξάγεη έλαλ     πνιπσλπκηθφ 

πίλαθα    ηέηνηνλ ψζηε    (    )  =0 θαη ν ππξήλαο είλαη ην MPUM,δειαδή 

        (    ) 

 

Αιγφξηζκνο 3.3 

Γηάβαζε           

      

Για   από 1 ωρ    

        (  )   

            

              ( )  
    

 

  
   
(    )       

           

Σέλορ _ γηα 

        (    ) 

 

 

Παπάδειγμα 3.2 Θεσξνχκε ηελ βάζε   *  ( )   ( )+. Οη ρξνληθέο ζεηξέο είλαη  

 

  ( )  .
 
  
/

⏟  
  

      ( )  .
 
 
/

⏟
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Βήκα 1 

 Οξίδνπκε    .
  
  

/ 

Βήκα 2 

Τπνινγίδνπκε ην ζθάικα ηεο ηξνρηάο      (  )  =.
  
  

/ .
 
  
/  

             .
 
  
/ 

Βήκα 3 

Τπνινγίδνπκε ηνλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ αλαπαξάζηαζε 

ππξήλα    ηνπ MPUM ζχκθσλα κε ηνλ ηχπν  

  ( )  
    

 

  
   

(    )       

Έηζη έρνπκε 

  ( )  
    

 

  
   
       

 

(   ) .
 
  
/
.
 
  
/ (   )   .

  
  

/

 
 

 
.
   
   

/   .
  
  

/  (

 

 
    

 

 
 

 
 

 
 

 

 
   

, 

Βήκα  4  

        (

 

 
    

 

 
 

 
 

 
 

 

 
   

,.
  
  

/  (

 

 
    

 

 
 

 
 

 
 

 

 
   

, 

 

Δπαλαιακβάλνληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία γηα     έρνπκε 

     (  )  =(
 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

 

).
 
 
/  (

 
 

 

 
 

 

) 
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  ( )  
    

 

  
   

       
 

. 
 
  

 
 
/(
 
 
 

 
 
 

)

(
 
 

 

 
 

 

,( 
 

 
 
 

 
*    .

  
  

/

 
 

  
(

 

 

 

 
 

 

 

 

,   .
  
  

/  (

 

  

 

  
 

  

 

  

,  .
  
  

/

 (

 

  
   

 

  
 

 

  
 

 

  
   

, 

 

        (

 

  
   

 

  
 

 

  
 

 

  
   

,(

 

 
    

 

 
 

 
 

 
 

 

 
   

,

 (
 
 

  
   

  

  
   

 

  
   

 

  
 

 
 

  
   

 

  
 

 

  
   

  

  
   

,

   (
 
 

  

 

  

 
 

  

 

  

,   (
 
  

  

 

  
 

  
 
 

  

,  .
  
  

/ 

■ 

Εκηέλεζη παραδείγμαηος 3.2 ζηο Maxima 

 

(%i1) kill(all)$ 

(%i2) v1 : matrix([1], [-1])$ 

 v2 : matrix([1], [0])$ 

 l1 : 2$ 

 l2 : 3$ 

 R0 : ident(2)$ 

(%i7) e1 : R0 . v1; 
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(%o7) .
 
  
/ 

(%i8) e1T: transpose(e1)$ 

 E1 : (e1.e1T/(e1T.e1))*s-l1*ident(2); 

(%o9) (
         
         

* 

(%i10) R1 : E1.R0; 

(%o10) (
         
         

* 

(%i11) e2 : ev(R1,s=l2).v2; 

(%o11) (
 
 

 

 
 

 

) 

(%i12) e2T: transpose(e2)$ 

  E2 : (e2.e2T/(e2T.e2))*s-l2*ident(2); 

(%o13) (

 

  
  

  

  
  

  

  

  
  
) 

(%i14) R2 : expand(E2.R1); 

(%o14) (
 
  

  
 
   

  
  

  

  
 
  

  

  

  
 
   

  

   

  
 
   

  
  
) 

 

 

Παπάδειγμα 3.3 Θεσξνχκε ηελ βάζε   *  ( )   ( )   ( )+. Οη ρξνληθέο ζεηξέο 

είλαη  

 

  ( )  .
 
  
/

⏟  
  

      ( )  .
 
 
/

⏟
  

    .
 
  
/

⏟  
  

       ( )  .
 
 
/

⏟
  

    

 

Βήκα 1 

 Οξίδνπκε    .
  
  

/ 

Βήκα 2 
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 Τπνινγίδνπκε ην ζθάικα ηεο ηξνρηάο      (  )  =.
  
  

/ .
 
  
/  

             .
 
  
/ 

Βήκα 3 

Τπνινγίδνπκε ηνλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ αλαπαξάζηαζε 

ππξήλα    ηνπ MPUM ζχκθσλα κε ηνλ ηχπν  

  ( )  
    

 

  
   

(    )       

Έηζη έρνπκε 

  ( )  
    

 

  
   
       

 

(   ) .
 
  
/
.
 
  
/ (   )   .

  
  

/

 
 

 
.
   
   

/   .
  
  

/  (

 

 
    

 

 
 

 
 

 
 

 

 
   

, 

Βήκα  4  

        (

 

 
    

 

 
 

 
 

 
 

 

 
   

,.
  
  

/  (

 

 
    

 

 
 

 
 

 
 

 

 
   

, 

 

Δπαλαιακβάλνληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία γηα     έρνπκε 

 

     (  )     
 (  )  =.

    
    

/ .
 
 
/  (

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

).
 
  
/  .

  
  
/  

.
 
  
/  .

 
  
/ 
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  ( )  
    

 

  
   

       
 

(   ) .
 
  
/
.
 
  
/ (   )   .

  
  

/

 
 

 
.
  
  

/   .
  
  

/  .
  
  

/   .
  
  

/  .
   
    

/ 

 

        .
   
    

/(

 

 
    

 

 
 

 
 

 
 

 

 
   

,

 (
    

 
 

 
 (   ) (

 

 
   * (   )

+ 

  

Σέινο γηα       έρνπκε 

 

     (  )   (
  

 
 

 
 
 

 

+ .
 
 
/  (

 

 
 

 

+ 

 

  ( )  
    

 

  
   

       
 

.  
 
 
/ 4

 

 
 
 
5

   .
  
  

/   

 
 

  
(
  

 

 

 
 

 

 

 

,   .
  
  

/  (

 

  
    

 

  
 

 
 

  
 

 

  
   

, 

 

        (

 

  
    

 

  
 

 
 

  
 

 

  
   

,(
    

 
 

 
 (   ) (

 

 
   * (   )

+ 
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(

 
 
(
 

  
   * (   )  ( 

 

  
 * 4 

 

 
 (   )5 (

 

  
   *   

 

  
 (
 

 
   * (   )

 
 

  
 (   )  (

 

  
   * 4 

 

 
 (   )5  

 

  
   (

 

  
   * (

 

 
   * (   )

)

 
 

 

 

 (

 

  
   

  

  
   

  

  
     

 

  
 (          )

 
 

  
 (          )

 

  
   

   

  
   

   

  
    

,

   (

 

  
 
 

  

 
 

  

 

  

,    (
 
  

  

  

  
  

  
 
   

  

,   (

  

  
 
  

  

 
   

  

   

  

,

 .
    
    

/ 

■ 

 

Εκηέλεζη παραδείγμαηος 3.3 ζηο Maxima 

 

(%i1) kill(all)$ 

(%i2) v1 : matrix([1], [-1])$ 

 v2 : matrix([1], [0])$ 

 v3 : matrix([1], [0])$ 

l1 : 2$ 

 l2 : 2$ 

 l3 : 3$ 

 R0 : ident(2)$ 

(%i9) e1 : R0 . v1; 

(%o9) .
 
  
/ 

(%i10) e1T: transpose(e1)$ 

  E1 : (e1.e1T/(e1T.e1))*s-l1*ident(2); 

(%o11) (
         
         

* 
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(%i12) R1 : E1.R0; 

(%o12) (
         
         

* 

(%i13) R1d: diff(R1,s)$ 

  e2 : ev(R1,s=l2).v2+ev(R1d,s=l2).v1; 

(%o14) .
 
  
/ 

(%i15) e2T: transpose(e2)$ 

  E2 : (e2.e2T/(e2T.e2))*s-l2*ident(2); 

(%o16) .
   
    

/ 

(%i17) R2 : expand(E2.R1); 

(%o17) (
  .

 

 
  /  

 
(   ) 

 
.
 

 
  / (   )

) 

(%i18) e3 : ev(R2,s=l3).v3; 

(%o18) 4
 

 
 

 

5 

(%i19) e3T: transpose(e3)$ 

       E3 : (e3.e3T/(e3T.e3))*s-l3*ident(2); 

(%o19) (

  

  
   

  

  

 
  

  

  

  
  
) 

(%i20) R3 : E3.R2; 

(%o20) (

 (   )  

  
  .

  

  
  / .

 

 
  / .

  

  
  /   

 .
 

 
  /(   ) 

  

  .
 

 
  /

  
 
.
  

  
  /(   ) 

 
.
 

 
  / .

  

  
  / (   )  

   

  

, 

 

 

Παπάδειγμα 3.4 Θεσξνχκε ηελ βάζε   *  ( )   ( )   ( )+. Οη ρξνληθέο ζεηξέο 

είλαη  

 

  ( )  .
 
 
/

⏟
  

        ( )  .
  
 
/

⏟  
  

    .
 
 
/

⏟
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  ( )  .
 
 
/

⏟
  

    .
  
 
/  

⏟  
  

    .
 
 
/

⏟
  

  

 
    

 

Βήκα 1 

 Οξίδνπκε    .
  
  

/ 

Βήκα 2 

 Τπνινγίδνπκε ην ζθάικα ηεο ηξνρηάο      (  )  =.
  
  

/ .
 
 
/  

             .
 
 
/ 

Βήκα 3 

Τπνινγίδνπκε ηνλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ αλαπαξάζηαζε 

ππξήλα    ηνπ MPUM ζχκθσλα κε ηνλ ηχπν  

  ( )  
    

 

  
   

(    )       

Έηζη έρνπκε 

  ( )  
    

 

  
   
       

 

(  ) .
 
 
/
.
 
 
/ (  )   .

  
  

/

 
 

 
.
  
  

/   .
  
  

/  (

 

 
   

 

 
 

 

 
 

 

 
   

, 

Βήκα  4  

         (

 

 
   

 

 
 

 

 
 

 

 
   

,.
  
  

/  (

 

 
   

 

 
 

 

 
 

 

 
   

, 

 

Δπαλαιακβάλνληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία γηα     έρνπκε 
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     (  )     
 (  )  =.

   
   

/ .
  
 
/  (

 

 

 

 
 

 

 

 

).
 
 
/  .

 
  
/  .

 
 
/  

.
 
  
/ 

 

  ( )  
    

 

  
   

       
 

(   ) .
 
  
/
.
 
  
/ (   )   .

  
  

/

 
 

  
.
   
   

/   .
  
  

/  
 

  
.
     
     

/  .
  
  

/

 (

 

  
    

 

  
 

 
 

  
 

 

  
   

, 

 

        (

 

  
    

 

  
 

 
 

  
 

 

  
   

,(

 

 
   

 

 
 

 

 
 

 

 
   

,

 (

 

  
   

  

  
   

 

  
   

 

  
 

 
 

  
   

 

  
  

 

  
   

  

  
   

, 

 

Σέινο γηα       έρνπκε 

     (  )      (  )       (  )  

 (
 
 

  

 

  

 
  

  

  

  

,.
 
 
/  (

 
  

  

 

  

 
 

  
 
  

  

,.
  
 
/  (

 

  

 

  

 
 

  
 
 

  

,.
 
 
/

 (

 

  
  

  

,  (

  

  

 
 

  

,  (

  

  

 
 

  

,  .
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  ( )  
    

 

  
   

       
 

(  ) .
 
 
/
.
 
 
/ (  )   .

  
  

/   

 
 

  
.
   
  

/   .
  
  

/  .
    
   

/ 

 

        .
    
   

/(

 

  
   

  

  
   

 

  
   

 

  
 

 
 

  
   

 

  
  

 

  
   

  

  
   

, 

                         

 (

 

  
   

  

  
   

  

  
   

 

  
      

 

  
 

 

  
   

 

  
 

 

  
   

  

  
   

, 

   (
 

  

 

  
  

+    (
 
  

  
  

 

  

 

  

,   (

  

  

 

  
 

  

  

  

,  .
   
   

/ 

■ 

Εκηέλεζη παραδείγμαηος 3.4 ζηο Maxima 

 

(%i1) kill(all)$ 

(%i2) v1 : matrix([1], [1])$ 

 v2 : matrix([-1], [1])$ 

 v3 : matrix([0], [1])$ 

l1 : 2$ 

 l2 : 2$ 

 l3 : 2$ 

 R0 : ident(2)$ 

(%i9) e1 : R0 . v1; 
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(%o9) .
 
 
/ 

(%i10) e1T: transpose(e1)$ 

  E1 : (e1.e1T/(e1T.e1))*s-l1*ident(2); 

(%o11) (
        
        

* 

(%i12) R1 : E1.R0; 

(%o12) (
        
        

* 

(%i13) R1d: diff(R1,s)$ 

  e2 : ev(R1,s=l2).v2+ev(R1d,s=l2).v1; 

(%o14) .
 
  
/ 

(%i15) e2T: transpose(e2)$ 

  E2 : (e2.e2T/(e2T.e2))*s-l2*ident(2); 

(%o16) (

 

  
    

 

  
 

 
 

  
 

 

  
   

) 

(%i17) R2 : expand(E2.R1); 

(%o17) (
.
 

 
  / .

  

  
  /  

   

  

.
  

  
  / 

 
 
 .
 

 
  / 

  

.
 

  
  / 

 
 
 .
 

 
  / 

  
.
 

  
  / .

 

 
  /  

   

  

, 

(%i18) R2d: diff(R2,s)$ 

      R2d2: diff(R2,s,2)$ 

   e3 : ev(R2,s=l3).v3+ev(R2d,s=l3).v2+ev(R2d2,s=l3).v1; 

(%o20) .
 
 
/ 

(%i21) e3T: transpose(e3)$ 

       E3 : (e3.e3T/(e3T.e3))*s-l3*ident(2); 

(%o22) .
    
   

/ 

(%i23) R3 : E3.R2; 

(%o23) 

(

 
 
(   ) 4.

 

 
  / .

  

  
  /  

   

  
5 (   ) 4

.
  

  
  / 

 
 
 .
 

 
  / 

  
5

  4
.
 

  
  /

 
 
 .
 

 
  / 

  
5   4.

 

  
  / .

 

 
  /  

   

  
5
)
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3.3 Σπίηη Μέθοδορ Τπολογιζμού 

 

Όπσο θαη πξνεγνχκελα γλσξίδνληαο ηελ νκαιή (smooth) ζπκπεξηθνξά ελφο 

ζπζηήκαηνο κπνξνχκε λα βξνχκε ην ζχζηεκα ησλ αιγεβξηθψλ θαη γξακκηθψλ 

δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ηεο κνξθήο  ( ) ( )   , ην νπνίν παξάγεη ην ρψξν 

ιχζεσλ. 

Θεσξνχκε ηηο    δηαλπζκαηηθέο ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο   ̃( )    ( ) 
    φπνπ 

  ( ) πνιπψλπκα σο πξνο   ησλ νπνίσλ νη ζπληειεζηέο είλαη δηαλχζκαηα ζην   . 

ηελ παξάγξαθν απηή ζα δείμνπκε πσο κπνξνχκε λα βξνχκε έλαλ     πίλαθα  ( ) 

κε πεπεξαζκέλν πιήζνο κεδεληθψλ ηέηνην ψζηε νη ζπλαξηήζεηο   ( )     ( ) λα 

απνηεινχλ ιχζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο  ( ) ( )    φπνπ   
 

  
.  

 

Θεώπημα 3.2 [15] 

Έζησ 

  ( )  (∑     

    

   

  )     

 

φπνπ θάζε        
  κε                . Οξίδνπκε  

 

   (     (    )        (    )        )   
    

 

θαη    λα είλαη ην Jordan block  ηάμεο    κε ηδηνηηκή    δειαδή  
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(

 

     

     

    
     )

         

φπνπ           θαη έζησ , 

  (          )   
      (

     
     
    
     

,         

 

θαη   ∑   
 
     Έζησ   θάπνηνο κηγαδηθφο αξηζκφο δηαθνξεηηθφο ησλ            

νξίδνπκε σο  

 

 ( )      (     )
  {(   )   (   )

        (   )
   } 

 

φπνπ      (   ) ν δείθηεο ζηαζεξνπνηεζηκφηεηαο θαη (       ) είλαη ν 

γεληθεπκέλνο αληίζηξνθνο ηνπ  

 

     (

 
 (     )

  

 (     )
   
) 

 

Οη δηαλπζκαηηθέο ζπλαξηήζεηο   ( )          είλαη νη ιχζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο 

αιγεβξηθψλ θαη δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ  ( ) ( )   . 

Δπηπιένλ,   είλαη ν ειάρηζηνο δπλαηφο βαζκφο θάζε     πνιπσλπκηθνχ πίλαθα κε 

απηήλ ηελ ηδηφηεηα. 

▲ 
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Αιγφξηζκνο 3.4 

 

Γεδνκέλα 

  ( )  (∑     

    

   

  )     

Βήκα 1 

Οξίδνπκε    (     (    )        (    )        )   
    θαη  

   

(

 

     

     

    
     )

         

φπνπ           θαη , 

  (          )   
      (

     
     
    
     

,     

 Βήκα 2 

 Τπνινγίδνπκε ην      (   ) φπνπ    (   ) είλαη ν δείθηεο 

ζηαζεξνπνηεζηκφηεηαο  ηνπ δεχγνπο (   )  θαη (       ) είλαη ν γεληθεπκέλνο 

αληίζηξνθνο ηνπ  

 

     (

 
 (     )

  

 (     )
   
) 

 

ελψ   είλαη έλαο απζαίξεηνο κηγαδηθφο αξηζκφο δηαθνξεηηθφο ησλ κεδεληθψλ 

         . 

 

Βήκα 3 

 Τπνινγίδνπκε ηνλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα 

 

 ( )      (     )
  {(   )   (   )

        (   )
   } 
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Παπάδειγμα 3.5 Θεσξνχκε ην ρψξν ιχζεσλ    〈.
  
 
/     .

  
 
/     .

 
 
/     〉 

 

  ( )  .
  
 
/

⏟  
    

    .
 
 
/

⏟
    

     

 

Σφηε          έηζη 

 

Βήκα 1 

  (        )  .
   
  

/          .
  
  

/ 

Βήκα 2 

 Τπνινγίδνπκε ην δείθηε ζηαζεξνπνηεζηκφηεηαο ηνπ δεχγνπο (   )  Δίλαη 

   ( )       άξα    . 

πλεπψο  

          .
   
  

/ 

θαη 

    
   (

 

 

 

 

 
 

 

 

 

, 

Βήκα 3 

 Τπνινγίδνπκε ηνλ πνιπσλπκηθφ πίλαθα 

 

 ( )      (     )
  {(   )   (   )

        (   )
   } 

 

 ( )      (     )
  (   )  

 .
  
  

/  .
   
  

/ 0.
  
  

/   .
  
  

/1
  

(   )(

 

 

 

 

 
 

 

 

 

, 

      νπφηε 
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/ 0.
  
  

/  .
  
  

/1
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Παπάπηημα 

ην παξάξηεκα απηφ παξαζέηνπκε φιεο ηηο εληνιέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζην 

Μatlab γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ ζρεκάησλ. 

 

Για ηην λογιζηική απεικόνιζη 

r = 2.8; 

 x0 = 0.1;                                                                            

 N = 100;                                                                             

 nestfun (r, x0, N) 

 
function [ x ] = nestfun (r, x0, N) 

  f = @(x) r .* x .* (1 - x); 

  x = zeros (1, N); 

  x(1) = x0;   

 

  for n = 1 : (N - 1) 

    x(n+1) = f (x(n)); 

  end 

   

  v = [x; x]; 

  v = v(:); 

  w = [0; v(3:end)]; 

  v = v(1:end-1); 

   

  figure 

  xx = 0:0.01:1; 

  yy = f (xx); 

  plot (xx, yy, 'k', 'linewidth', 5) 

  hold on; 

  plot (v, w, 'k'); 

  plot (xx, xx, 'k'); 

  hold off; 

  axis ([0,1,0,1], 'square'); 

  xlabel 'x'; 

  ylabel 'f(x)'; 

  title (['f(x) = ', num2str(r), ' x (1 - x)']); 

 

  figure 

  plot (1:length(x), x, 'k'); 

  hold on; 

  plot (1:length(x), x, '*k', 'markersize', 5); 

  axis ([0,N,0,1]); 

  xlabel 'n'; 

  ylabel 'x_n'; 

  title (['r = ', num2str(r)]); 
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Για ηην ζςνάπηηζη f 
 

E = 10.0; 

R = 2.0; 

C = 1.0; 

 

Q = 0:0.01:(E * C); 

f = E / R - Q / (R * C); 

plot (Q, f, 'k', 'linewidth', 5); 

hold on 

Q = (E * C):0.01:(E * C + 2); 

f = zeros(size(Q)); 

plot (Q, f, 'k', 'linewidth', 5); 

hold off 

 

 

axis ([0,E * C + 2,-1, E / R + 1]); 

grid on; 

xlabel 'Q'; 

ylabel 'I'; 

title (['I(Q) = ', num2str(E/R), ' - Q / ', num2str(R*C)]); 

 

Για ηην ζςνάπηηζη Q 

E = 10.0; 

R = 2.0; 

C = 1.0; 

 

t = 0:0.01:(E * C + 2); 

Q = C * E - C * E * exp (-t / (R * C)); 

 

plot (t, Q, 'k', 'linewidth', 5); 

 

axis ([0, E * C + 2, 0, 10]); 

grid on; 

xlabel 't'; 

ylabel 'Q'; 

title (['Q(t) = ', num2str(C*E), ' - ', num2str(C*E), ' exp ( 

- t / ', num2str(R*C), ' )']); 
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Για ηο παπάδειγμα 3.2 

 

 

 

 

 


