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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται µια νέα µέθοδος για την αντιστροφή όχι 

κατ’ανάγκη τετράγωνων πινάκων µέσα σε ένα πολυµεταβλητό πολυωνυµικό 

δακτύλιο µε συντελεστές από ένα πεπερασµένο σύνολο. Αυτή η µέθοδος απαιτεί ο 

πολυωνυµικός πίνακας να ικανοποιεί τα κριτήρια της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης όπως 

αυτά ορίζονται στο άρθρο [ 1 ]. Αναπτύσουµε µια προσέγγιση χώρου ακολουθιών σε 

πολυµεταβλητoύς µετασχηµατισµούς. Εισάγουµε µια νέα έννοια της διάταξης χώρου 

ακολουθιών και δείχνουµε ότι ορισµένοι πολυωνυµικοί πίνακες, όταν 

αντιµετωπιστούν σαν γραµµικοί µετασχηµατισµοί, είναι τοπικά αντιστρέψιµοι όπου 

υπάρχει µια <΄΄1 – 1΄΄> αντιστοιχία µεταξύ των υποακολουθιών των εισόδων τους 

και των ακολουθιών των εξόδων τους. Χρησιµοποιώντας τοπική αντιστρεψιµότητα, 

δείχνουµε ότι µπορούµε να αποφύγουµε πολυωνυµικές διαδικασίες υπολογισµού 

αντιστρόφων πολυµεταβλητών πολυωνυµικών πινάκων χρησιµοποιώντας 

στοιχειώδεις διαδικασίες σειρών. 

 

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙ∆ΙΑ 

 

Αντιστροφή ορθογώνιων πινάκων, <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνιση, χώρος ακολουθιών, 

πολυµεταβλητoί µετασχηµατισµοί, τοπική αντιστρεψιµότητα, στοιχειώδεις 

διαδικασίες σειρών. 
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ABSTRACT 

 

A new method for inversion of rectangular matrices in a multivariate polynomial ring 

with coefficients in a field is explained in this paper. This method requires that the 

polynomial matrix satisfies the one – to – one mapping criteria defined in [ 1 ]. We 

develop a sequence space approach to multidimensional transformations. We 

introduce a new notion of sequence space ordering and show that certain polynomial 

matrices, when viewed as linear transformations, are locally invertible wherein there 

exists a one – to – one correspondence between subsequences of their input and their 

output sequences. Using local invertibility property, we show that one can avoid 

polynomial operations to compute inverses of multivariate polynomial matrices by 

using elementary row operations in the ground field. 

 

ΚEY WORDS 

 

Inversion of rectangular matrices, one – to – one mapping, sequence space, 

multidimensional transformations, local invertibility, elementary row operations.  
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1 . ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Οι λύσεις σε πολυµεταβλητά πολυωνυµικά συστήµατα εξισώσεων είναι θέµα 

εντατικής έρευνας και έχει σηµαντικές εφαρµογές σε περιοχές συστηµάτων και 

θεωρίας ελέγχου και πιο πρόσφατα στη µελέτη πολυδιάστατων ( m – D ) κωδίκων 

συνέλιξης. Το πρόβληµα της εύρεσης αντιστρόφων πολυωνυµικών πινάκων, παίζει 

σηµαντικό ρόλο στη γενική θεωρία των γραµµικών πολυδιάστατων συστηµάτων. Για 

πολυωνυµικούς πίνακες µιας µεταβλητής το πρόβληµα αυτό έχει µελετηθεί διεξοδικά 

( βλέπε άρθρο [ 2 ] και τις αναφορές του ). Σηµαντικές διαφορές προκύπτουν στην 

πολυµεταβλητή περίπτωση αν συγκριθεί µε την αντίστοιχη της µιας µεταβλητής 

εξαιτίας του γεγονότος ότι ένας πολυωνυµικός δακτύλιος µε περισσότερες από µία 

µεταβλητές µε συντελεστές από ένα σύνολο δεν είναι µια κύρια ιδανική περιοχή. 

Κενρικό ρόλο στην ύπαρξη και εύρεση αντιστρόφων πολυµεταβλητών 

πολυωνυµικών πινάκων είναι η έννοια των πρώτων πολυωνυµικών πινάκων. Για      

m ≥ 2, νέο φαινόµενο προκύπτει στους ορισµούς των πρώτων πολυωνυµικών 

πινάκων και οι έννοιες του µηδενικά πρώτου ( ZP ), του ελάχιστου πρώτου ( MP ) και 

του αριστερά – πρώτου παράγοντα ( LFP ) είναι σχεδόν ισοδύναµες ( βλέπε για 

παράδειγµα άρθρο [ 3 ] ). Από την προοπτική των m – D κωδίκων συνέλιξης οι 

ιδιότητες των πρώτων πινάκων µεταφράζονται σε ύπαρξη ενός ελέγχου ισότητας 

πίνακα ή αναπαράστασης πυρήνα και αµφιµονοσήµαντης ( <΄΄1 – 1΄΄> και επί ) 

απεικόνισης ( άρθρα [ 4 ], [ 5 ] και [ 6 ] ). 

Ειδικότερα, MP <=> Αναπαράσταση πυρήνα και ZP <=> Αντιστρεψιµότητα. 

Εντούτοις, όταν ZP => MP => LFP, η λύση εύρεσης ενός αντιστρόφου εγγυάται την 

ύπαρξη της ιεραρχίας των πρώτων πολυωνυµικών πινάκων και θα επιτρέπει καλύτερη 

κατανόηση της δυναµικής συστηµάτων. Στην περίπτωση µη τετράγωνων πινάκων 

G(z) διάστασης κ x n, κ < n, χρησιµοποιώντας το θεώρηµα των Quillen-Suslin θα 

απαιτούνταν unimodular ολοκλήρωση του G(z), µε οριοθέτηση σειρών, τέτοια ώστε ο 

επακόλουθος τετραγωνικός πίνακας να είναι µη ιδιάζων. Η unimodular ολοκλήρωση 

του G(z) και η διαδικασία αντιστροφής του επακόλουθου τετραγωνικού πίνακα 

περιλαµβάνει πολυωνυµικές διαδικασίες. Αλγόριθµοι για αντιστροφή πινάκων 

χρησιµοποιώντας το θεώρηµα των Quillen-Suslin έχουν αναπτυχθεί χρησιµοποιώντας 

βάση Gröbner και συζυγείς βασισµένους αλγορίθµους. Άλλες προσσεγγίσεις  
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χρησιµοποιώντας παρεµβολή και µετασχηµατισµό Fourier έχουν επίσης προταθεί. 

Γίνεται αντιληπτό ότι σε m – D κωδικοποιητές µε µεγάλο m και πολύ περιορισµένα 

µήκη, η περιλαµβανόµενη πολυπλοκότητα σε τέτοιους αλγορίθµους ίσως αποδειχθεί 

ότι είναι υπολογιστικά µη ελκυστική. 

Η δυαδικότητα κωδίκων και συστηµάτων είναι καλά καθιερωµένη ( άρθρο [ 7 ] ). Οι 

Fornasini και Valcher ( άρθρο [ 5 ] ) περιγράφουν 2 – D κώδικες συνέλιξης µε 

πεπερασµένη υποστήριξη χρησιµοποιώντας το δακτύλιο R[ ,  ], όπου ο 

κώδικας είναι καθορισµένος σαν ένα submodule του Laurent πολυωνυµικού 

δακτυλίου  και µπορεί να αντιµετωπιστεί σαν ένα σύνολο εξισώσεων 

συντασσόµενες µέσα στο διακριτό πλάνο  x . 

Ο Weiner ( άρθρα [ 4 ] και [ 8 ] ) καθορίζει έναν m – D κώδικα συνέλιξης σαν ένα 

submodule του δακτυλίου R[ z , … , z  ] όπου ο κώδικας αντιµετωπίζεται σαν ένα 

σύνολο εξισώσεων συντασσόµενες µέσα στο δικτυωτό πλέγµα των µη αρνητικών 

ακεραίων    . Σε αυτή την εργασία επιδιώκουµε να εκµεταλλευτούµε την 

ισοδυναµία µεταξύ του πολλαπλασιασµού πολυωνύµων και της διακριτής συνέλιξης 

για να βρούµε τον αντίστροφο ορισµένων πολυµεταβλητών πολυωνυµικών πινάκων 

µε µεταβλητές από το δακτύλιο R[ , … ,  ] που ικανοποιεί τα κριτήρια της     

<΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης ( άρθρο [ 1 ] ). Στο κεφάλαιο 2 θα ασχοληθούµε µε την 

καθιέρωση σηµειώσεων και ορισµών έτσι ώστε να διευκρινήσουµε το πρόβληµα της 

διατύπωσης. Στο κεφάλαιο 3 επανερχόµαστε στην έννοια της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης 

για 1 – D κώδικες και χρησιµοποιούµε τοπική αντιστρεψιµότητα για να βρούµε τον 

αντίστροφο πολυωνυµικών πινάκων µιας µεταβλητής. Τέλος, στο κεφάλαιο 4, 

επεκτείνουµε αυτή την έννοια σε πολυµεταβλητούς πολυωνυµικούς πίνακες. Ένα 

µεγάλο πλήθος παραδειγµάτων συνοδεύουν την διπλωµατική εργασία για την 

παρουσίαση βασικών εννοιών, αλλά και την κατανόηση της θεωρίας. 

Στην προσπάθεια της εργασίας θα αναπτυχθεί µια προσέγγιση σε χώρο ακολουθιών 

βασισµένη στην τοπική αντιστρεψιµότητα για πολυδιάστατους µετασχηµατισµούς, 

εκµεταλλευόµενοι έµφυτες ιδιότητες που ορισµένοι πίνακες έχουν προκειµένου να 

βρούµε λύσεις για αντιστροφή αποφεύγοντας πολυωνυµικές διαδικασίες. 
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2 . ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ΟΡΙΣΜΟΙ 

 

Α. Ο G είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός 

 

Έστω  =  είναι ένα πεπερασµένο σύνολο µε q στοιχεία, R = [ , … ,  ] είναι 

ένας πολυωνυµικός δακτύλιος µε m µεταβλητές από το  και G( z ) Є    είναι 

ένας πίνακας µε κ γραµµές και n στήλες ( κ < n ) και έχει στοιχεία από το R. Όταν ο 

G( z ) αντιµετωπίζεται σαν ένας γραµµικός µετασχηµατισµός χρησιµοποιώντας 

πολλαπλασιασµό πινάκων, η παρακάτω απεικόνιση περιλαµβάνει έναν R – module 

οµοµορφισµό και είναι καθορισµένη ως εξής : 

 

Φ :       →  

u    u.G  

 

Η εικόνα C της απεικόνισης Φ ( C = im ( Φ ) ) είναι ένα R – submodule του                

R - module  και µπορεί να αντιµετωπιστεί σαν C = χώρος γραµµών του G = G. 

Είναι γνωστό, ( άρθρα [ 4 ] και [ 7 ] ), ότι υπάρχει ένας  – ισοµορφισµός µεταξύ του 

πολυµεταβλητού πολυωνυµικού δακτυλίου R και του m – D χώρου ακολουθιών S που 

δίνεται παρακάτω : 

 

S = {ω :   → }, 

 

όπου η απεικόνιση ω έχει πεπερασµένη υποστήριξη και τα στοιχεία του  είναι 

συνδεδεµένα µε τις συντεταγµένες ( , … ,  ) του δικτυωτού πλέγµατος των 

ακεραίων . Ο ισοµορφισµός δίνεται ως εξής : 

ψ : S → R 

     ω  ∑    , … , ,… ,   . .  ….   .  
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Οι συντεταγµένες του δικτυωτού πλέγµατος  είναι συνδεδεµένες µε µονώνυµα του 

R µέσω της παρακάτω αντιστοιχίας : 

( , … ,  ) ↔ .  ….   .  

Οι τιµές , … ,  διαµορφώνουν τους άξονες του m – D χώρου ακολουθιών S και το 

πιο αριστερό σηµείο στην κορυφή του δικτυωτού πλέγµατος θεωρείται η 

συντεταγµένη ( 0, … ,0 ). 

 

Παράδειγµα 2.1 : Θεωρούµε µια 1 – D πεπερασµένη ακολουθία u Є  µε στοιχεία 

από το πεπερασµένο σύνολο . Παρακάτω φαίνεται η αναπαράσταση του 

γραµµικού µετασχηµατισµού G( z ) µέσω της απεικόνισης  : 

                                                                                              

11   01   10                      ,  

όπου  =  +   +   

∆ηλαδή ισχύει ( u ) =   Є . 

Το στοιχείο 11 αντιστοιχεί στον σταθερό όρο, το στοιχείο 01 στον συντελεστή της 

µεταβλητής  και το στοιχείο 10 στον συντελεστή της µεταβλητής . 

Σε αυτή την περίπτωση βάζουµε τους αντίστοιχους συντελεστές ανά γραµµές, 

δηλαδή, βάζουµε τον συντελεστή του σταθερού όρου, του  και του  στην πρώτη 

γραµµή και αντίστοιχα τους δεύτερους συντελεστές στη δεύτερη γραµµή. 
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Παράδειγµα 2.2 : Θεωρούµε µια 2 – D πεπερασµένη ακολουθία u Є  µε στοιχεία 

από το πεπερασµένο σύνολο . Τότε το πιο αριστερό σηµείο στην κορυφή του 

δικτυωτού πλέγµατος  είναι η συντεταγµένη ( 0,0 ) και η αναπαράσταση του 

γραµµικού µετασχηµατισµού G( z ) µέσω της απεικόνισης  θα είναι η παρακάτω :  

                                                                                                  

 

  
  

     [ +    1+    1+    +   

 

Το στοιχείο 0110 αντιστοιχεί στον σταθερό όρο ( συντεταγµένη ( 0,0 ) ), το στοιχείο 

1001 στον συντελεστή της µεταβλητής  (συντεταγµένη ( 1,0 ) ), το στοιχείο 0000 

στον συντελεστή της µεταβλητής  ( συντεταγµένη ( 0,1 ) ), το στοιχείο 0101 στον 

συντελεστή του γινοµένου .  ( συντεταγµένη ( 1,1 ) ), το στοιχείο 0010 στον 

συντελεστή της δύναµης  ( συντεταγµένη ( 0,2 ) ) και το στοιχείο 1000 στον 

συντελεστή του γινοµένου .  ( συντεταγµένη ( 1,2 ) ). 

Κάθε συντεταγµένη δηλώνει τη δύναµη του  και του  αντίστοιχα. ∆ηλαδή η 

συντεταγµένη ( x,ψ ) δηλώνει το γινόµενο  . . 

Και σε αυτή την περίπτωση βάζουµε τους αντίστοιχους συντελεστές ανά γραµµές, 

δηλαδή, βάζουµε τον συντελεστή του σταθερού όρου, του  του  του .  του  

και του .  στην πρώτη γραµµή και αντίστοιχα τους δεύτερους συντελεστές στη 

δεύτερη γραµµή, τους τρίτους συντελεστές στην τρίτη γραµµή και τους τέταρτους 

συντελεστές στην τέταρτη γραµµή. 

∆ηλαδή τοποθετούµε τους συντελεστές του γινοµένου  στο ( i+1,j+1 ) στοιχείο 

του πίνακα. 

 

 

  

0110  1001  

0000   0101 

0010  1000 
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B. ∆ιαδικασίες στην περιοχή µετατροπής S 

 

Η διακριτή συνέλιξη στην περιοχή του χώρου ακολουθιών µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

για τον υπολογισµό των συντελεστών του αποτελέσµατος των δύο πολυωνύµων         

( πολλαπλασιάζοντας δύο πολυώνυµα µεταξύ τους, είναι το ίδιο µε το να 

πολλαπλασιάσουµε τους συντελεστές τους ). Έστω πίνακας G Є   , µε στοιχεία            
  ( z ) =     ( ,…,  ) Є R. Ο πίνακας G έχει την παρακάτω µορφή : 

 

G=      

 

Ο παραπάνω πίνακας, είναι πίνακας µεταβλητών. 

Η αναπαράσταση του χώρου ακολουθιών του πίνακα G που ορίζεται από την 

αντίστροφη απεικόνιση  είναι η παρακάτω : 

 

 

Αυτός ο πίνακας, είναι πίνακας συντελεστών ( των συντελεστών του σταθερού όρου 

και όλων των συνδυασµών δυνάµεων των ,…,  και µεταξύ τους γινοµένων ). 

Τα στοιχεία    Є S ονοµάζονται ακολουθίες γεννητριών ( άρθρο [ 9 ] ). 

Έστω  είναι ο µέγιστος βαθµός από τις δυνάµεις των πολυωνυµικών εισόδων του 

πίνακα G. Τότε το  δίνεται από τον παρακάτω τύπο : 

                              =  
1

1
 [ deg   (  ) ] 
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Ισοδύναµα, ορίζουµε ότι  =  – 1, όπου  είναι το µήκος της µεγαλύτερης 

ακολουθίας γεννητριών κατά µήκος του i-οστού άξονα του m – D χώρου 

ακολουθιών S. Τότε το  δίνεται από τον παρακάτω τύπο : 

    =  
1

1
 [ len     ] 

Για µια πεπερασµένη ακολουθία u Є , η διακριτή m – D συνέλιξη ( που 

συµβολίζεται µε * ) ορίζεται ως εξής : 

υ = u * g                                                                   ( 1 )  

µε   =   *  + … +  *   

               

   =   *  + … +  *   

Η λειτουργία της συνέλιξης  *  υπονοεί ότι για κάθε ( , … ,  ) ≥ 0, ισχύει 

ο παρακάτω τύπος :  

                       ,…,
   = ∑ …  ∑ ,…,  

 . ,…,     ( 2 ) 

όπου  ,…,    0 για κάθε   . Η πρόσθεση κι ο πολλαπλασιασµός 

πραγµατοποιούνται στο module – q ( δυαδικό σύστηµα ). 

Όταν χρησιµοποιείται διακριτή συνέλιξη η παρακάτω απεικόνιση φ περιλαµβάνει 

έναν οµοµορφισµό και είναι καθορισµένη ως εξής :  

φ:  →   

    u    u * g 

Για το ισοµορφισµό ψ : S → R, όταν έχουµε διακριτή συνέλιξη στην περιοχή S και 

πολλαπλασιασµό πολυωνύµων στον δακτύλιο R, τότε ο νόµος της σύνθεσης 

µεταφράζεται ως εξής :  

             ψ(  *  ) = ψ(  ) .ψ(  ) 
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Παράδειγµα 2.3 : ∆ιευκρινίζουµε την παραπάνω απεικόνιση µε ένα παράδειγµα. 

Έστω ότι R = [  ] και ένας πίνακας G Є     που δίνεται παρακάτω : 

 

   G =   1 z 1
1 1    

 

Για αυτόν τον πίνακα µιας µεταβλητής, έχουµε ότι = 1.  

Η αναπαράσταση του χώρου ακολουθιών του πίνακα G είναι η παρακάτω : 

 

         11 01 11
01 10 10   , όπου  = 2. 

Για την ακολουθία u = 11   01   10        1 1  , το αποτέλεσµα υ είναι : 

υ  u.G   1 1    

Αν κάνουµε τον πολυωνυµικό πολλαπλασιασµό : υ = u.G τότε έχουµε ότι : 

υ   1 1   .    1 z 1
1 1      =  1 1   , 

αφού, ( 1  ) . (1 z  ) + ( 1  ) .  = 1 + z  +  +  + z  +  = 1 + ,   

           ( 1  ) . z  + ( 1  ) .  1 = z  +  + 1 + z  = 1 +  και  

           ( 1  ) . (1 z  ) + 1  = 1      1  =    και οι 

πράξεις γίνονται στο δυαδικό σύστηµα όπου όπως είναι γνωστό ισχύει ότι : 1 + 1 = 0. 

Στην περιοχή µετατροπής οι εξισώσεις µπορούν να γραφτούν όπως η εξίσωση           

υ = u * g. Όταν m = 1, η εξίσωση ( 2 ) γράφεται ως εξής :  

    = ∑ .   
,  

όπου για 1    2 και για 1    3 έχουµε ότι : 
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            =   *  +  *  = ( [101] * [11] ) + ( [110] * [01] ) → [1001] 

            =   *  +  *  = ( [101] * [01] ) + ( [110] * [10] ) → [1001] 

            =   *  +  *  = ( [101] * [11] ) + ( [110] * [10] ) → [0011] 

όπου :      101  1.1 0.   1.  

     110  1.1  1.   0.  

     11  1.1  1.  

       01  0.1  1.  

         10  1.1  0.  

και            11  1.1  1.  

Η πράξη της προσθέσης ορίζεται στο δυαδικό σύστηµα, ενώ αυτή του 

πολλαπλασιασµού τον οποίο αναφέραµε παραπάνω, ορίζεται µόνο σε αυτή την 

περίπτωση ( 1 – D ) µε δύο τρόπους : 

 

Α΄ τρόπος : Ως καθαρά αλγεβρικός πολλαπλασιασµός . ∆ηλαδή καθένα από τα 

στοιχεία 1001, 1001 και 0011 προκύπτουν µετά από συνδυασµό πολλαπλασιασµού – 

πρόσθεσης στο δυαδικό σύστηµα ( θεωρούµε ότι κάθε στοιχείο από τα 101, 110, 01, 

10, 11 είναι κανονικός αριθµός ) ο οποίος εκτελείται ως εξής : 

( [101] * [11] ) + ( [110] * [01] ) → [1001] 

( [101] * [01] ) + ( [110] * [10] ) → [1001] 

και ( [101] * [11] ) + ( [110] * [10] ) → [0011] 
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B΄ τρόπος : Πολλαπλασιάζοντας ( ας πούµε για το στοιχείο  → 1001 ) και πάλι 

αλγεβρικά κάθε συντελεστή του 101 ( δηλαδή τα 1, 0 και 1 ) µε κάθε συντελεστή του 

11 ( δηλαδή τα 1 και 1 ) και αθροίζοντας ταυτόχρονα τους συντελεστές οι οποίοι 

αναφέρονται στους ίδιους όρους ( πρόσθεση µέσα στον πολλαπλασιασµό ).  

Κάνοντας το ίδιο µε τους συντελεστές των 110 και 01 και αθροίζοντας τα 

αποτελέσµατα τα οποία παίρνουµε από κάθε περίπτωση παίρνουµε σαν αποτέλεσµα 

το στοιχείο    → 1001   1.1  0.   0.   1. .  

∆ηλαδή το στοιχείο   1001   1.1  0.   0.   1.  προκύπτει ως εξής : 

 

Βήµα 1 : Ο συντελεστής του σταθερού όρου στο γινόµενο  *  = 101] * [11] 

προκύπτει µε πολλαπλασιασµό των συντελεστών των σταθερών όρων των στοιχείων 

 ( που είναι το 1 ) και ( που είναι πάλι το 1 ). Έτσι επειδή 1.1 = 1 στο δυαδικό 

σύστηµα έχουµε ότι ο συντελεστής του σταθερού όρου του γινοµένου  *  

είναι το 1. Ανάλογα για το γινόµενο  *  = 110] * [01] προκύπτει ότι ο 

συντελεστής του σταθερού όρου του είναι το 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε ( πάντα στο δυαδικό σύστηµα ) αυτούς τους δύο 

συντελεστές που βρήκαµε ( 1 και 0 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του σταθερού 

όρου του στοιχείου  που θα είναι το 1 ( 1 + 0 = 1 ). 

 

Βήµα 2 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  = [101] * [11] προκύπτει 

είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του σταθερού όρου του                           

( που είναι το 1 ) µε τον συντελεστή του  της  ( που είναι το 1 ), δηλαδή θα 

έχουµε το γινόµενο 1.1 = 1, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του σταθερού 

όρου της  ( που είναι το 1 ) µε τον συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ), 

δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο 0.1 = 0. Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο 

συντελεστές που βρήκαµε ( 1 και 0 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του  στο 

γινόµενο  *  που θα είναι το 1 ( 1 + 0 = 1 ). Ανάλογα για το γινόµενο         

 *  = [110] * [01] προκύπτει ότι ο συντελεστής του  θα είναι το 1. 
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Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 1 και 1 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 1 + 1 = 0 ). 

 

 

Βήµα 3 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  = [101] * [11] προκύπτει 

είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 1 ) µε τον 

συντελεστή του σταθερού όρου της  ( που είναι το 1 ), δηλαδή θα έχουµε το 

γινόµενο 1.1 = 1, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι 

το 0 ) µε τον συντελεστή του  της   ( που είναι το 1 ), δηλαδή θα έχουµε το 

γινόµενο 0.1 = 0. Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που 

βρήκαµε ( 1 και 0 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο  *  

που θα είναι το 1 ( 1 + 0 = 1 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  = [110] * [01] 

προκύπτει ότι ο συντελεστής του  θα είναι το 1. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 1 και 1 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 1 + 1 = 0 ). 

 

Βήµα 4 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  = [101] * [11] προκύπτει µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 1 ) µε τον 

συντελεστή του  της   ( που είναι το 1 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο 1.1 =1. 

Ανάλογα για το γινόµενο  *  = [110] * [01] προκύπτει ότι ο συντελεστής του 

 θα είναι το 0. Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε    

( 1 και 0 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 1 

( 1 + 0 = 1 ). 

Τέλος βάζοντας µε τη σειρά τους συντελεστές του σταθερού όρου, του , του  και 

του  τον έναν δίπλα στον άλλο προκύπτει το στοιχείο : 

 → [1001] = 1.1 + 0.  + 0.  + 1. . 

 

Ανάλογα προκύπτουν και τα στοιχεία    → 1001 και    → 0011 αντιστοίχως. 
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Η ακολουθία εισόδου u Є  και η έξοδος της συνέλιξης υ Є . 

Η αναπαράσταση του χώρου ακολουθιών του υ πετυχαίνεται χρησιµοποιώντας τα 
  ,    και    ως εξής : 

υ = 110  000  001  111  [ 1 1  ] 

 

∆ηλαδή βάζουµε µε τη σειρά όλους τους συντελεστές των   ,    και    που 

αντιστοιχούν στον σταθερό όρο, στο , στο  και στο , τον έναν δίπλα στον άλλο 

( εξαρτάται κάθε φορά πόσες µεταβλητές  έχουµε και µέχρι ποια δύναµη φτάνει 

κάθε µια από αυτές ). Οι στήλες του πίνακα υ = [110  000  001  111] είναι ίσες µε το 

µέγιστο βαθµό που µπορεί να πάρει το  συν µιας, ενώ ο πίνακας έχει όπως 

βλέπουµε µόνο µία γραµµή αφού δεν έχουµε άλλη µεταβλητή ( ουσιαστικά έχουµε 

την µεταβλητή  = 1, άρα θα έχουµε τόσες γραµµές όσος είναι ο µέγιστος βαθµός 

που µπορεί να πάρει το  συν µιας, δηλαδή µία ). Ο µέγιστος βαθµός που µπορεί να 

πάρει το  είναι το 3, αφού αν πολλαπλασιαστεί ένας συντελεστής του  της  ή  

της  µε έναν συντελεστή του  από του  ή του  ) παίρνουµε έναν 

συντελεστή του . Επίσης το µήκος κάθε στοιχείου του πίνακα θα είναι ίσο µε το n  

( στήλες του πολυωνυµικού πίνακα ). Για αυτό το λόγο ο πίνακας                             

υ = [110  000  001  111] είναι ένας 1 x 4 πίνακας. 
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Παράδειγµα 2.4 : Θεωρούµε ένα πολυωνυµικό διάνυσµα u(  ,   Є , όπου       

R = [  ,   και u = [ 1 +       ]. 

Έστω πίνακας G Є   , ο οποίος δίνεται παρακάτω : 

 

G =    
0

0 1 0
       1 0

1
    

 

Το αποτέλεσµα υ  u.G µας δίνει την µετατροπή υ  ,  Є  που φαίνεται 

παρακάτω : 

  Τ 

 

υ = 

 

 

 

 

Για την ακολουθία εισόδου u Є  έχουµε : 

             

   1                    
10 00
00 10
01 00

 

 

όπου   
10
01
00

            και               
00
00
10

 . 

 

 

 

 

 

    

1  
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Τα    και    προκύπτουν ως εξής : 

Τοποθετούµε την πρώτη και την τρίτη στήλη του πίνακα    
10 00
00 10
01 00

    την µια δίπλα 

στην άλλη οπότε παίρνουµε το   
10
01
00

 ( δηλαδή την πρώτη στήλη του u ) και 

τοποθετώντας την δεύτερη και την τέταρτη στήλη του ίδιου πίνακα την µια δίπλα 

στην άλλη παίρνουµε το   
00
00
10

 ( δηλαδή την δεύτερη στήλη του u ).  

Για το    το στοιχείο 1 ( πρώτη γραµµή – πρώτη στήλη ) αντιστοιχεί στον σταθερό 

όρο, το στοιχείο 0 ( πρώτη γραµµή – δεύτερη στήλη ) αντιστοιχεί στον συντελεστή 

της µεταβλήτής , το στοιχείο 0 ( δεύτερη γραµµή – πρώτη στήλη ) αντιστοιχεί στον 

συντελεστή της µεταβλητής , το στοιχείο 1 ( δεύτερη γραµµή – δεύτερη στήλη ) 

αντιστοιχεί στον συντελεστή του γινοµένου , το στοιχείο 0 ( τρίτη γραµµή – 

πρώτη στήλη ) αντιστοιχεί στον συντελεστή της µεταβλητής   και το στοιχείο 0       

( τρίτη γραµµή – δεύτερη στήλη ) αντιστοιχεί στον συντελεστή του γινοµένου  . 

Ανάλογα ισχύει και για το   . 

Η αναπαράσταση του χώρου ακολουθιών του πίνακα G είναι η παρακάτω : 

 

000 000 000
001 000 100    001 100 000

000 000 000 

000 100 000
000 001 000   000 010 101

010 000 100 

 

µε  = 3 και  = 2. 

Κάθε στοιχείο της αναπαράστασης αναφέρεται στο αντίστοιχο στοιχείο του πίνακα 

G. 
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αντιστοιχεί στον όρο  , Το στοιχείο 

 

το στοιχείο αντιστοιχεί στον όρο 0, 

 

αντιστοιχεί στον όρο , το στοιχείο 

 

αντιστοιχεί στον όρο , το στοιχείο 

 

το στοιχείο αντιστοιχεί στον σταθερό όρο, 

 

αντιστοιχεί στον όρο 1 + , το στοιχείο 

 

 

αντιστοιχεί στον όρο , το στοιχείο 

 

 

αντιστοιχεί στον όρο  το στοιχείο 

 

 

αντιστοιχεί στον όρο 1 . και το στοιχείο 

 

0 0 0 

0 0 1 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

1 0 0 

0 0 1 

0 0 0 

1 0 0 

0 0 0 

1 0 0 

0 0 1 

0 0 0 

0 1 0 

0 1 0 

0 0 0 

1 0 1 

1 0 0 
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Στην περιοχή µετατροπής οι εξισώσεις δίνονται από τον τύπο υ = u * g.  

Όταν m = 2, η εξίσωση ( 2 ) γράφεται ως εξής : 

 

                                         ,  
  ∑ ∑         ,        

  
  .     ,    

  
   

 

             

 

10
00
01

  
00
10
00

                                          

 

   *g↓    

 

                                                    

                                000010  000000  000100  000000 

                                001000  000010  100000  000100 

                                010001  001010  000001  100000 

                                000001  000100  010000  000000 
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Η πράξη της προσθέσης ορίζεται στο δυαδικό σύστηµα, ενώ αυτή του 

πολλαπλασιασµού τον οποίο αναφέραµε παραπάνω, ορίζεται ως εξής : 

 

 

Ας µιλήσουµε για το στοιχείο    →  

 

 

Κάθε συντελεστής του       
10
01
00

     πολλαπλασιάζεται µε κάθε συντελεστή της 

 

   → 

 

και αθροίζονται ταυτόχρονα οι συντελεστές οι οποίοι αναφέρονται στους ίδιους 

όρους ( πρόσθεση µέσα στον πολλαπλασιασµό ). Κάνοντας το ίδιο µε τους  

συντελεστές των     
 00
 00
 10

   και       

και αθροίζοντας τα αποτελέσµατα τα οποία παίρνουµε από κάθε περίπτωση 

παίρνουµε σαν αποτέλεσµα το στοιχείο : 

 

    =    *    +    *    = 

 

10
01
00

 *   +  
00
00
10

 *                 

 

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 

0 0 1 

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 

0 0 1 

0 0 0 

0 0 0 
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∆ηλαδή το στοιχείο          

 

 

( αν θεωρηθεί ως πίνακας ) προκύπτει ως εξής : 

 

Βήµα 1 : Ο συντελεστής του σταθερού όρου στο γινόµενο  *  προκύπτει µε 

πολλαπλασιασµό των συντελεστών των σταθερών όρων των στοιχείων  ( που 

είναι το 1 ) και ( που είναι το 0 ). Έτσι επειδή 1.0 =0 έχουµε ότι ο συντελεστής 

του σταθερού όρου του γινοµένου  *  είναι το 0. Ανάλογα για το γινόµενο       

 *  προκύπτει ότι ο συντελεστής του σταθερού όρου του είναι το 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του σταθερού όρου του στοιχείου  που θα είναι το 0    

( 0 + 0 = 0 ) και θα είναι το στοιχείο ( 0,0 ) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του 

 αλλά και του  θα είναι ίσος µε το 0 ).  

 

Βήµα 2 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του σταθερού όρου του  ( που είναι το 1 ) µε 

τον συντελεστή του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο 1.0 

= 0, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του σταθερού όρου της  ( που είναι 

το 0 ) µε τον συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το 

γινόµενο 0.0 = 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο  *  που θα είναι το 0  

 

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0
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( 0 + 0 = 0 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο συντελεστής του  

θα είναι το 0. 

 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 1,0 ) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 1 και του  µε το 0 ).  

 

Βήµα 3 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του σταθερού όρου του  ( που είναι το 1 ) µε 

τον συντελεστή του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο 1.0 

= 0, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον 

συντελεστή του  της   ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο 0.0 = 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο  *  που θα είναι το 0               

( 0 + 0 = 0 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο συντελεστής του 

 θα είναι το 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 2,0 ) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 2 και του  µε το 0 ). 

 

Βήµα 4 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του   ( που είναι το 0 ) µε τον 

συντελεστή του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο              

0.0 = 0. Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο συντελεστής του  θα 

είναι το 0. 
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Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 3,0 ) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 3 και του  µε το 0 ). 

 

Βήµα 5 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του σταθερού όρου του  ( που είναι το 1 ) µε 

τον συντελεστή του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο    

1.0 = 0, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε 

τον συντελεστή του σταθερού όρου της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το 

γινόµενο 0.0 = 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο  *  που θα είναι το 0               

( 0 + 0 = 0 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο συντελεστής του 

του  θα είναι το 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 0,1 ) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 0 και του  µε το 1 ). 

 

Βήµα 6 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον συντελεστή 

του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο 0.0 = 0, είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον συντελεστή 

του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε γινόµενο 0.0 = 0, είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του σταθερού όρου του  ( που είναι το 1 ) µε 

τον συντελεστή του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε γινόµενο      

1.0 = 0, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) 

µε τον συντελεστή του σταθερού όρου της  ( που είναι το 0 ) δηλαδή θα έχουµε 

γινόµενο 0.0 = 0. Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους τέσσερις συντελεστές που  
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βρήκαµε ( 0, 0, 0 και 0 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του   στο γινόµενο      

 *  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 + 0 + 0 = 0 ). Ανάλογα για το γινόµενο  * 

 προκύπτει ότι ο συντελεστής του  θα είναι το 0. 

 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 1,1 ) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  αλλά και 

του  θα είναι ίσος µε το 1 ). 

 

Βήµα 7 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον συντελεστή 

του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο 0.0 = 0, είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 1 ) µε τον 

συντελεστή του  της   ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο          

1.0 = 0, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του σταθερού όρου του  ( που 

είναι το 1 ) µε τον συντελεστή του  της   ( που είναι το 1 ), δηλαδή θα έχουµε 

το γινόµενο 1.1 = 1. Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους τρεις συντελεστές που 

βρήκαµε ( 0, 0 και 1 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο          

 *  που θα είναι το 1 ( 0 + 1 + 0 = 1 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  

προκύπτει ότι ο συντελεστής του  θα είναι το 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 1 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 1 ( 1 + 0 = 1 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 2,1 ) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 2 και του  µε το 1 ). 
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Βήµα 8 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 1 ) µε τον 

συντελεστή του  της   ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο             

1 . 0 = 0, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του   ( που είναι το 0 ), 

µε τον συντελεστή του  της  ( που είναι το 1 ), δηλαδή θα έχουµε γινόµενο 0 

. 1 = 0. Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε              

( 0 και 0 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο  *  που θα 

είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο 

συντελεστής του  θα είναι το 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 3,1 ) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 3 και του  µε το 1 ). 

 

Βήµα 9 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον 

συντελεστή του σταθερού όρου της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το 

γινόµενο 0.0 = 0, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι 

το 0 ) µε τον συντελεστή του  της   ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το 

γινόµενο 0.0 = 0. Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που 

βρήκαµε ( 0 και 0 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο  *  

που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο 

συντελεστής του  θα είναι το 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 0,2) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 0 και του  µε το 2 ). 
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Βήµα 10 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον 

συντελεστή του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο 0.0 = 0, 

είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον 

συντελεστή του  της   ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε πάλι γινόµενο   

0.0 = 0, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του   ( που είναι το 1 ) 

µε τον συντελεστή του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε γινόµενο    

1.0 = 0, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 1 ) 

µε τον συντελεστή του σταθερού όρου της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε 

γινόµενο 1.0 = 0. Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους τέσσερις συντελεστές που 

βρήκαµε ( 0, 0, 0 και 0 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο      

 *  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 +0 + 0 = 0 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  

προκύπτει ότι ο συντελεστής του  θα είναι το 0.  

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 1,2) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 1 και του  µε το 2 ). 

 

Βήµα 11 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον 

συντελεστή του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο 0.0 = 0, 

είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 1 ) µε τον 

συντελεστή του  της   ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε γινόµενο 1.0 = 0, 

είτε µε πολλαπλασιασµό του  συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον 

συντελεστή του  της  ( που είναι το 1 ), δηλαδή θα έχουµε γινόµενο 0.1 = 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους τρεις συντελεστές που βρήκαµε ( 0,0 και 0 ) 

και παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο  *  που θα είναι το 0     

 



ΚΑΡΑΤΖΙΑΣ Δ. ΘΕΟΔΩΡΟΣ  
 

32 
 

 

 

( 0 + 0 + 0 = 0 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο συντελεστής 

του  θα είναι το 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 2,2) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  αλλά και 

του θα είναι ίσος µε το 2 ). 

 

Βήµα 12 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 1 ) µε τον 

συντελεστή του  της  ( που είναι το 1 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο       

1.1 = 1, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) 

µε τον συντελεστή του  της   ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο 

0.0 = 0. Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δυο συντελεστές που βρήκαµε ( 1 και 

0 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο  *  που θα είναι το 1 

( 1 + 0 = 0 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο συντελεστής του 

 θα είναι το 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 1 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 1 ( 1 + 0 = 1 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 3, 2) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 3 και του  µε το 2 ). 

 

Βήµα 13 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον 

συντελεστή του  της   ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο             

0 . 0 = 0. Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο συντελεστής του  θα 

είναι το 0. 
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Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 0,3) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 0 και του  µε το 3 ). 

 

Βήµα 14 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον 

συντελεστή του  της  ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο       

0.0 = 0, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) 

µε τον συντελεστή του  της   ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε πάλι 

γινόµενο 0.0 = 0. Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που 

βρήκαµε ( 0 και 0 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο  *  

που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο 

συντελεστής του  θα είναι το 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 1,3) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 1 και του  µε το 3 ). 

 

Βήµα 15 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει είτε µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον 

συντελεστή του  της  ( που είναι το 1 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο       

0.1 = 0, είτε µε πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 1 ) 

µε τον συντελεστή του  της   ( που είναι το 0 ), δηλαδή θα έχουµε γινόµενο 

1.0 = 0. Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δυο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 

0 ) και παίρνουµε τον συντελεστή του  στο γινόµενο  *  που θα είναι το 0 

( 0 + 0 = 0 ). Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο συντελεστής του 

 θα είναι το 0. 
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Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε το συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 2,3) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  θα είναι 

ίσος µε το 2 και του  µε το 3 ). 

 

Βήµα 16 : Ο συντελεστής του  στο γινόµενο  *  προκύπτει µόνο µε 

πολλαπλασιασµό του συντελεστή του  του  ( που είναι το 0 ) µε τον 

συντελεστή του  της  ( που είναι το 1 ), δηλαδή θα έχουµε το γινόµενο       

0.1 = 0. Ανάλογα για το γινόµενο  *  προκύπτει ότι ο συντελεστής του  

θα είναι το 0. 

Στη συνέχεια αθροίζουµε αυτούς τους δύο συντελεστές που βρήκαµε ( 0 και 0 ) και 

παίρνουµε τον συντελεστή του  του στοιχείου  που θα είναι το 0 ( 0 + 0 = 0 ) 

και θα είναι το στοιχείο ( 3,3) του , ( που σηµαίνει ότι ο βαθµός του  αλλά και 

του θα είναι ίσος µε το 3 ). 

 

Με παρόµοιο τρόπο παίρνουµε και τα στοιχεία : 

 

 

   →  

 

 

 

     → 

 

 

 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

1 0 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 0 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 0 0 
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    → 

 

 

 

    → 

 

 

 

και    →  αντιστοίχως.  

 

 

Στη συνέχεια βάζουµε µε τη σειρά όλους τους συντελεστές των   ,   ,   , 
  ,    και   που αντιστοιχούν σε όλους τους συνδυασµούς των γινοµένων 

 που προαναφέρθηκαν, ( εξαρτάται κάθε φορά πόσες µεταβλητές  έχουµε και 

µέχρι ποια δύναµη φτάνει κάθε µια από αυτές ) και έτσι προκύπτει ο 4 x 4 πίνακας :  

 

                                000010  000000  000100  000000 

                                001000  000010  100000  000100 

                                010001  001010  000001  100000 

                                000001  000100  010000  000000 

 

 

 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

0 0 0 0 

0 1 0 0 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 1 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

1 0 1 0 

1 0 0 0 
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Ο παραπάνω πίνακας συντελεστών ανήκει στο  και οι στήλες του θα είναι ίσες µε 

το µέγιστο βαθµό που µπορεί να πάρει το  συν µιας, ενώ οι γραµµές του θα είναι 

ίσες µε το µέγιστο βαθµό που µπορεί να πάρει το  συν µιας. Ο µέγιστος βαθµός που 

µπορεί να πάρει το  είναι το 3, αφού αν πολλαπλασιαστεί ένας συντελεστής του  

από το στοιχείο  ( ή  ) µε έναν συντελεστή του  από το στοιχείο  ( ή 

 ) παίρνουµε έναν συντελεστή του . Ο µέγιστος βαθµός που µπορεί να πάρει το 

 είναι το 3, αφού αν πολλαπλασιαστεί ένας συντελεστής του  από το στοιχείο 

 ( ή  ) µε έναν συντελεστή του  από το στοιχείο  ( ή  ) παίρνουµε 

έναν συντελεστή του . Επίσης το µήκος κάθε στοιχείου του πίνακα θα είναι ίσο µε 

το n ( στήλες του πολυωνυµικού πίνακα ). Για αυτό το λόγο προκύπτει ο παραπάνω   

4 x 4 πίνακας. 
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C. Πρόβληµα ∆ιατύπωσης 

 

Ο µετασχηµατισµός από τον δακτύλιο R στoν m – D χώρο ακολουθιών S µπορεί να  

απεικονισθεί µε το ακόλουθο διάγραµµα απεικόνισης : 

                                                
.

                      

 

                                        ↑                  ↓         

 

                                                                 

Η προσπάθειά µας είναι να βρούµε τον αντίστροφο του πολυωνυµικού πίνακα   , 

κ < n. Ο πίνακας G µπορεί να θεωρηθεί σαν ένας γραµµικός µετασχηµατισµός από το 

 στο  (  →  ). Σε όλο το δεύτερο κεφάλαιο χρησιµοποιούµε τον 

ισοµορφισµό  για να µετατρέψουµε τον πίνακα G στην ισοδύναµή του 

αναπαράσταση G στον χώρο ακολουθιών. 

Μέχρι τώρα θεωρούσαµε το G σαν έναν µετασχηµατισµό από το  στο                 

(  →  ), αλλά δεν ξέρουµε την αντίστροφη απεικόνιση. Μια λύση για το  στο 

χώρο ακολουθιών S θα µας δώσει τον  στον δακτύλιο R. Αυτό γίνεται βρίσκοντας 

το , χρησιµοποιώντας διακριτή συνέλιξη βασισµένη στην έννοια της τοπικής 

αντιστρεψιµότητας και έπειτα επιστρέφοντας πίσω στον δακτύλιο R και 

χρησιµοποιώντας τον ισοµορφισµό ψ, παίρνουµε τον n x κ αντίστροφο πολυωνυµικό 

πίνακα . 

 

  



ΚΑΡΑΤΖΙΑΣ Δ. ΘΕΟΔΩΡΟΣ  
 

38 
 

 

 

3 . ΤΟΠΙΚΗ ΑΝΤΙΣΤΡΕΨΙΜΟΤΗΤΑ 

 

Α. Ένα προς ένα απεικόνιση 

 

Στις αναφορές τους ( άρθρα [ 1 ], [ 10 ] και [ 11 ] ) οι Bitzer, Vouκ, Dholaκia και 

Κoorapaty ορίζουν µια κλάση από 1 – D κώδικες γνωστή <΄΄Τοπικά αντιστρέψιµοι 

κώδικες συνέλιξης΄΄> στην έννοια της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης. Από το παράδειγµα 

2.3 βλέπουµε ότι για τον πίνακα G Є    η λειτουργία της συνέλιξης υ = u * g 

παράγει n σύµβολα εξόδου για κάθε κ σύµβολα εισόδου. Η αναλογία r = κ/n καλείται 

αναλογία της συνέλιξης.  

Η τεχνική της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης βρίσκει µια σχέση µεταξύ των ακολουθιών 

εισόδου και εξόδου που περιέχουν τον ίδιο αριθµό συµβόλων. Ξεκινάµε εξηγώντας 

αυτή την έννοια για την 1 – D περίπτωση ( µιας µεταβλητής ) και αργότερα θα την 

επεκτείνουµε στις m – διαστάσεις ( m – µεταβλητές ). Όταν κ > 1, οι ακολουθίες 

γεννητριών αναπαρίστανται µε µια σύνθετη µορφή, όπου, για ένα συγκεκριµένο ψ 

κάθε   , χ = 1, … ,κ είναι πολλαπλασιασµένο µε µια ενιαία ακολουθία, κ 

συµβόλων τη φορά.  

H σύνθετη ακολουθία γεννητριών αναπαρίσταται ως εξής : 

 

                              = {   , … ,    }, όπου κάθε    Є . 

 

Αν  είναι το µήκος της µεγαλύτερης ακολουθίας γεννητριών   , τότε το µήκος 

κάθε σύνθετης ακολουθίας γεννητριών    είναι τώρα .                   3 . 
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Παρατήρηση 3.1 : 

Οι ακολουθίες γεννητριών  Є S πολλαπλασιάζονται για να διαµορφώσουν τις 

σύνθετες ακολουθίες γεννητριών έτσι ώστε η    Є S να είναι τώρα σύµφωνη µε 

την αναπαράσταση του χώρου ακολουθιών της ακολουθίας εισόδου u Є . 

Όταν οι ακολουθίες γεννητριών εκφράζονται µε σύνθετη µορφή, η συνέλιξη  

υ = u * g από την εξίσωση ( 1 ) για την 1 – D περίπτωση αναπαρίσταται ως εξής : 

 

       = u *    

      

      = u *    

 

Η συνέλιξη u *    υπονοεί ότι, ισχύει ότι: 

                             = ∑ .
 

, για κάθε (  ) ≥ 0              ( 4 ) 

όπου   0 για κάθε   και  είναι η σύνθετη ακολουθία γεννητριών 

που προκύπτει αν αντιστρέψουµε κ σύµβολα τη φορά. 

 

Παράδειγµα 3.1 : Για τον πολυωνυµικό πίνακα G Є    του παραδείγµατος 2.3 µε 

αναπαράσταση χώρου ακολουθιών την παρακάτω : 

   11 01 11
01 10 10  , έχουµε  = 2.  

Η σύνθετη ακολουθία γεννητριών επιτυγχάνεται ενώνoντας κ  2 σύµβολα τη φορά 

έτσι ώστε να ισχύει κ . 4. 

Τότε θα έχουµε ότι :     = { 10  11      01  10      11  10 }. 

Τα πρώτα στοιχεία 10, 01 ,11 αντιστοιχούν στον σταθερό όρο, ενώ τα δεύτερα 

στοιχεία 11, 10, 10 αντιστοιχούν στον συντελεστή της µεταβλητής . 
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Αν στο g αντιστραφούν κ = 2 σύµβολα τη φορά τότε θα έχουµε ότι :       

                                           = { 11  10      10  01      10 11 }. 

Όταν m = 1, η εξίσωση ( 4 ) γράφεται ως εξής : 

     

  

   = ∑        .     
  , όπου 

   

   = u *    = [11 01 10] * [10 11] → [1001] 

   = u *    = [11 01 10] * [01 10] → [1001] 

    = u *    = [11 01 10] * [11 10] → [0011]. 

 

Η αναπαράσταση του χώρου ακολουθιών του υ πετυχαίνεται χρησιµοποιώντας τα 
  ,    και    ως εξής :  

 

    υ = [110 000 001 111] 

 

Θεωρούµε την παραγωγή των συµβόλων εξόδου κατά τη διάρκεια της λειτουργίας 

της συνέλιξης. 

 

 Επανάληψη   Είσοδος  Έξοδος 

         1                n 

                    2     + κ      2n 

         3     + 2κ     3n 

                               

                    i     + ( i – 1 ) κ       i.n 
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Στην εξίσωση ( 4 ), η σχέση   0 για κάθε   σηµαίνει ότι η ακολουθία 

εισόδου u Є  είναι γεµισµένη µε µηδενικά. Τα πρώτα  σύµβολα εισόδου 

παράγουν n σύµβολα εξόδου. Στην επόµενη επανάληψη, κ επιπρόσθετα σύµβολα 

εισόδου παράγουν άλλα n σύµβολα εξόδου επιπλέον. Αν απαιτήσουµε ο αριθµός των 

συµβόλων εισόδου να είναι ίσος µε αυτόν των συµβόλων εξόδου, τότε παίρνουµε την 

παρακάτω σχέση : 

    + ( i – 1 ) . κ = i.n 

από την οποία τελικά προκύπτει η σχέση :  

      i =   

Το µέγεθος της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης τότε θα είναι : 

 

       ω = i.n =  
 

    ( 5 ) 

 

Ορισµός 3.1 :  

Αν οι παράµετροι , n και κ επιλεγούν έτσι ώστε το ω να είναι ένας θετικός 

ακέραιος αριθµός, τότε, αυτό ικανοποιεί τα κριτήρια της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης και 

έχουµε µια σχέση χώρου ακολουθιών ω συµβόλων εισόδου τα οποία απεικονίζονται 

σε ω σύµβολα εξόδου. 

Παράδειγµα 3.2 : Για τον πίνακα G =[ 1+       1 +   +  ]  
 

  (110      111), 

έχουµε κ  1, n  2,   3 και   κ.   3. 

Η σύνθετη ακολουθία γεννητριών είναι η παρακάτω : 

         = { 110      111 }. 

Αντικαθιστώντας αυτές τις τιµές στην εξίσωση ( 5 ), παίρνουµε το µέγεθος της     

<΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης το οποίο φαίνεται παρακάτω : 

               ω = 
 – 

 =4. 
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Για τον πίνακα G Є    από το παράδειγµα 2.3 έχουµε ότι η σύνθετη ακολουθία 

γεννητριών είναι η παρακάτω :  

        10 11      01  10      11  10  

 

Εδώ βλέπουµε ότι το µήκος κάθε στοιχείου είναι τόσο όσες είναι οι γραµµές του 

πίνακα G. Στην παραπάνω ακολουθία γεννητριών έχουµε κ = 2, n = 3 και  = 4. 

Αντικαθιστώντας αυτές τις τιµές στην εξίσωση ( 5 ), παίρνουµε το µέγεθος της     

<΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης το οποίο φαίνεται παρακάτω : 

   ω = 
 – 

 = 6.  
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Β. Εξαγωγή του πίνακα κωδικοποίησης 

 

Θεωρούµε την απεικόνιση που παράγεται από ένα σύνολο E που περιέχει ω 

τυποποιηµένα διανύσµατα βάσης. Έστω το σύνολο E = { ,  ,  } το οποίο 

ορίζεται ως εξής : 

    =   100  0  

    =   010  0  

    =   001  0  

    

                        

    =  000  1  

όπου κάθε διάνυσµα  Є , r = 1, … , ω, είναι διαστάσεων 1 x ω. Η λειτουργία της 

συνέλιξης  

    =  * , ψ = 1,  ,n     ( 6 ) 

µας δίνει µια απεικόνιση εξόδου, όπου κάθε διάνυσµα  Є  είναι διαστάσεων       

1 x ω. Ο ω x ω τετραγωνικός πίνακας  = [   ,  ,  ,    , µορφοποιείται 

χρησιµοποιώντας κάθε διάνυσµα , r = 1,  , ω, σαν ένα διάνυσµα – γραµµή. Έτσι 

έχουµε τον παρακάτω πίνακα : 

 

                                 

                                

         –      –                               

   =                                                                                                           
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Σηµειώνουµε ότι οι πρώτες n στήλες του πίνακα κωδικοποίησης είναι οι σύνθετες 

ακολουθίες γεννητριών που προκύπτουν αντιστρέφοντας κ στοιχεία-κοµµάτια τη 

φορά. Οι επόµενες n στήλες µορφοποιούνται µετατοπίζοντας προς τα κάτω τις 

σύνθετες ακολουθίες γεννητριών κατά κ γραµµές και συνεχίζοντας µε τον ίδιο 

τρόπο. Αυτό γίνεται εξ’ αιτίας του γεγονότος ότι ο πίνακας  είναι µια ω x ω 

υποενότητα του ηµιάπειρου πίνακα γεννητριών ( αρθρο [ 9 ] ). Έτσι ο πίνακας  

µπορεί να µορφοποιηθεί µε επιθεώρηση χωρίς πραγµατικά να εκτελεστεί η 

λειτουργία της συνέλιξης που καθορίζεται στην εξίσωση ( 6 ). 

Όταν ο πίνακας  είναι κατασκευασµένος από την τυποποιηµένη ακολουθία 

εισαγωγής βάσης, για κάθε u Є , η διακριτή συνέλιξη µπορεί τώρα να 

αναπαρασταθεί µε πολλαπλασιασµό πινάκων όπως θα δείξουµε παρακάτω, 

θεωρώντας υποακολουθίες  µεγέθους 1 x ω και µετατοπίζοντας πέρα από την 

ακολουθία εισαγωγής u, κ σύµβολα τη φορά. Η σχέση που αναφέραµε πιο πάνω είναι 

η εξής :  

                            = .   ( 7 ) 

Αν ο πίνακας  ( ο οποίος ονοµάζεται πίνακας κωδικοποίησης στο άρθρο [ 1 ] ) 

είναι αντιστρέψιµος, τότε ο πίνακας G λέγεται τοπικά αντιστρέψιµος ( άρθρο [ 10 ] ) 

και η αντίστροφη απεικόνιση δίνεται από τη σχέση : 

 

        = .   ( 8 ) 

Η ακολουθία u δηµιουργείται θεωρώντας υποακολουθίες  µεγέθους 1 x ω και 

µετατοπίζοντας πέρα από την ακολουθία υ, n σύµβολα τη φορά. 
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Παράδειγµα 3.3 : Για τον πολυωνυµικό πίνακα G = [ 1 +    1 +  ] από το 

παράδειγµα 3.2, έχουµε ότι  = { 110   111 } και µέγεθος της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης 

ω = 4. Τώρα η εξίσωση ( 6 ) µας δίνει το µετασχηµατισµό : 

 

1000             01   00                          0100                  11   01  

 

0010             11   11                          0010                  00   11  

Ο πίνακας κωδικοποίησης  διαµορφώνεται χρησιµοποιώντας κάθε διάνυσµα  ,     

r = 1,  ,4 ,σαν ένα διάνυσµα – γραµµή. Έτσι έχω τον παρακάτω πίνακα : 

 

 

=      

0 1 0 0
1 1 0 1
1 1 1 1
0 0 1 1

      =                     

 

Για το διάνυσµα  = 1011 Є  οι εξισώσεις ( 7 ) και ( 8 ) µας δίνουν : 

 

 

 = .  = [ 1 0 1 1].    = [1 0 0 0 ]   και  

 

 

 

 = .   =[ 1 0 0 0 ].        = [1 0  1 1 ]  

 

 

 

  

 

 

 

0 1 0 0 

1 1 0 1    

1 1 1 1 

0 0 1 1 

1 0 1 1  

1 0 0 0 

0 1 1 0 

0 1 1 1 
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Αν ο ω x ω πίνακας  είναι µη ιδιάζων, δηλαδή η ορίζουσά του είναι διάφορη του 

µηδενός, τότε ο αντίστροφός του βρίσκεται µε στοιχειώδεις διαδικασίες σειρών  

( γραµµοπράξεις ). 

∆ηλαδή ο πίνακας : 

 

 

 

 

προκύπτει από τον πίνακα : 

 

 

 

 

 

ως εξής : 

 

Τοποθετούµε δίπλα στον παραπάνω πίνακα τον µοναδιαίο και εφαρµόζουµε τη 

µέθοδο Newton. 

Έτσι παίρνω τον παρακάτω πίνακα ( επαυξηµένος ) 

 

0 1 0 0 1 0 0 0 

1 1 0 1 0 1 0 0 

1 1 1 1 0 0 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 

 

 

 

1 0 1 1  

1 0 0 0 

0 1 1 0 

0 1 1 1 

0 1 0 0 

1 1 0 1 

1 1 1 1 

0 0 1 1 
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Προσθέτω την δεύτερη γραµµή στην πρώτη για να κανω το στοιχείο ( 1,1 ) του 

πίνακα µονάδα. Έτσι παίρνω τον πίνακα  

 

1 0 0 1 1 1 0 0 

1 1 0 1 0 1 0 0 

1 1 1 1 0 0 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 

 

Έπειτα µηδενίζω τα υπόλοιπα στοιχεία, εκτός του ( 1,1 ) της πρώτης στήλης και 

γραµµής του πίνακα ως εξής : 

 

Προσθέτω την τρίτη γραµµή στην δεύτερη οπότε παίρνω τον παρακάτω πίνακα : 

 

1 0 0 1 1 1 0 0 

0 0 1 0 0 1 1 0 

1 1 1 1 0 0 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 

 

όπου φαίνεται ότι µηδενίζεται το στοιχείο ( 2,1 ) του πίνακα και µετά προσθέτω την 

πρώτη γραµµή στην τρίτη οπότε παίρνω τον παρακάτω πίνακα : 

 

1 0 0 1 1 1 0 0 

0 0 1 0 0 1 1 0 

0 1 1 0 1 1 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 
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όπου φαίνεται ότι µηδενίζεται το στοιχείο ( 3,1 ) του πίνακα. Τα στοιχεία ( 4,1 ),        

( 1,2 ), ( 1,3 ), είναι ήδη 0, άρα µένει να µηδενίσουµε το στοιχείο ( 1,4 ) του πίνακα. 

Αυτό το επιτυγχάνουµε ως εξής : 

Προσθέτουµε την δεύτερη γραµµή στην πρώτη οπότε παίρνουµε τον παρακάτω 

πίνακα : 

 

1 0 1 1 1 0 1 0 

0 0 1 0 0 1 1 0 

0 1 1 0 1 1 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 

 

και έπειτα προσθέτουµε την τέταρτη γραµµή στην πρώτη οπότε παίρνουµε τον 

παρακάτω πίνακα : 

 

1 0 0 0 1 0 1 1 

0 0 1 0 0 1 1 0 

0 1 1 0 1 1 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 

 

Στη συνέχεια κάνουµε το στοιχείο ( 2,2 ) του πίνακα µονάδα ως εξής : 

 

Προσθέτουµε την τρίτη γραµµή στη δεύτερη οπότε παίρνουµε τον παρακάτω πίνακα : 

 

1 0 0 0 1 0 1 1 

0 1 0 0 1 0 0 0 

0 1 1 0 1 1 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 
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Έπειτα µηδενίζουµε τα υπόλοιπα στοιχεία της δεύτερης στήλης και γραµµής του 

πίνακα ως εξής : 

Επειδή τα στοιχεία ( 2,1), ( 2,3), ( 2,4 ), ( 1,2 ) και ( 4,2 ) είναι ήδη 0, αρκεί να 

προσθέσουµε τη δεύτερη γραµµή στην τρίτη οπότε το µηδενίζεται το στοιχείο ( 3,2 ) 

του πίνακα όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα που παίρνουµε : 

 

1 0 0 0 1 0 1 1 

0 1 0 0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 1 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 

 

Επόµενο βήµα είναι να κάνουµε το στοιχείο ( 3,3 ) του πίνακα µονάδα, αλλά επειδή 

είναι ήδη µονάδα θέλουµε να µηδενίσουµε τα υπόλοιπα στοιχεία της τρίτης στήλης 

και γραµµής του πίνακα ως εξής : 

Επειδή τα στοιχεία ( 3,1), ( 3,2), ( 3,4 ), ( 1,3 ) και ( 2,3 ) είναι ήδη 0, αρκεί να 

προσθέσουµε την τρίτη γραµµή στην τέταρτη οπότε το µηδενίζεται το στοιχείο           

( 4,3 ) του πίνακα όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα που παίρνουµε : 

 

1 0 0 0 1 0 1 1 

0 1 0 0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 1 1 0 

0 0 0 1 0 1 1 1 

 

Τελευταίο βήµα είναι να κάνουµε το στοιχείο ( 4,4 ) του πίνακα µονάδα, αλλά επειδή 

είναι ήδη µονάδα θέλουµε να µηδενίσουµε τα υπόλοιπα στοιχεία της τέταρτης στήλης 

και γραµµής του πίνακα που επειδή και αυτά θα είναι αναγκαστικά 0 σύµφωνα µε τη 

µέθοδο που ακολουθήσαµε και έχουµε σχηµατίσει τον µοναδιαίο πίνακα στο 

αριστερό µέρος του επαυξηµένου πίνακα όπως φαίνεται παραπάνω, βρίσκουµε ότι ο 

αντίστροφος του πίνακα : 
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είναι ο παρακάτω πίνακας : 

 

 

όπως τον θέλαµε. 

 

 

Η ακολουθία  = .  = 10 00 αποτελεί µόνο ένα µέρος της ακολουθίας εξόδου  

υ = u * g = 11  11   10   00   10   01. Η εξ’ολοκλήρου ακολουθία εξόδου µπορεί να 

επιτευχθεί γεµίζοντας το  µε µηδενικά ( δεξιά και αριστερά ) και 

πολλαπλασιάζοντας µε τον πίνακα  υποακολουθίες µεγέθους 1 x ω µετατοπίζοντας 

κ σύµβολα τη φορά όπως φαίνεται παρακάτω : 

 

Για  = 1011  00101100 έχουµε ότι  

u                                                 υ 

0010           1111 

  0101               1110 

    1011          
     .  

         1000  

         0110            0010 

           1100                   1001 

και έτσι θα έχουµε ότι :  

                                     00101100 → 11   11   10   00   10   01 

0 1 0 0 

1 1 0 1 

1 1 1 1 

0 0 1 1 

1 0 1 1  

1 0 0 0 

0 1 1 0 

0 1 1 1 
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Η διακριτή συνέλιξη που πραγµατοποιείται χρησιµοποιώντας την λειτουργία .  

οδηγεί σε µια ω – n επικάλυψη συµβόλων στην ακολουθία εξόδου υ. Αυτό συµβαίνει 

γιατί ω – κ σύµβολα από το u αναγνωρίζονται µε κάθε µετατόπιση των κ συµβόλων 

πέρα από την ακολουθία εισαγωγής u. 

Η αντίστροφη απεικόνιση πετυχαίνεται θεωρώντας υποακολουθίες του υ µεγέθους  

1 x ω και πολλαπλασιάζοντάς τες µε τον πίνακα   µετατοπίζοντας n σύµβολα τη 

φορά. 

 

∆ηλαδή έχω ότι : 

υ       u 

1111    0010 

        1110     0101 

                                   1000 
     .   

                  1011 

    0010         0110 

        1001          1100 

 

και έτσι θα έχουµε ότι :  

                                      11   11   10   00   10   01   →    00101100  

 

Η ω – κ επικάλυψη συµβόλων στην ακολουθία u οφείλεται στο γεγονός ότι ω – n 

σύµβολα του υ αναγνωρίζονται µε κάθε µετατόπιση n συµβόλων κατά τη διάρκεια 

της λειτουργίας   = .  . 
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C. Εξαγωγή του αντιστρόφου 

 

Το αντιµεταθετικό διάγραµµα που δείξαµε στο κεφάλαιο 2 – C της εργασίας µπορεί 

τώρα να αντιµετωπιστεί χρησιµοποιώντας τον πίνακα κωδικοποίησης  ως εξής : 

                                              
 .     

     

                  

                                        ψ↑                  ↓ψ                         

   

                                          

 

Σηµειώνουµε ότι ο µετασχηµατισµός από  →  πραγµατοποιείται τώρα 

χρησιµοποιώντας τον πίνακα   αντί της αντίστροφης ακολουθίας γεννητριών 
 . Από την απεικόνιση φ :   → , φαίνεται ότι κάθε γραµµή του πίνακα  είναι 

µια πεπερασµένη ακολουθία που ανήκει στο . Επειδή .   = Ι, κάθε στήλη  

του πίνακα   = [ , … ,  ] είναι µια πεπερασµένη ακολουθία που ανήκει στο 

. Από τον ορισµό της διακριτής συνέλιξης βλέπουµε ότι µια από τις ακολουθίες 

αντιστρέφεται. Σηµειώνουµε επίσης ότι κάθε γραµµή του πίνακα  έχει στοιχεία από 

το g αντίστροφα διατεταγµένα, όπως φαίνεται στο παράδειγµα 3.3. 

Έτσι οι στήλες του πίνακα   θα είναι επίσης πεπερασµένες ακολουθίες που 

ανήκουν στο  και αντίστροφα διατεταγµένες. Κατά τη διάρκεια της λειτουργίας     

 = .  , παρατηρούµε από τα στοιχεία επικάλυψης στο προηγούµενο παράδειγµα 

ότι οι πρώτες ω – κ στήλες , … ,  του πίνακα   παράγουν µπροστινές 

µετατοπίσεις κατά µήκος του i-οστού άξονα στο   και αντιστοιχούν σε 

πολλαπλασιασµό µε το  στον δακτύλιο  . Μόνο οι τελευταίες κ στήλες του 

πίνακα   παράγουν νέα σύµβολα και εποµένως αντιπροσωπεύουν την αντίστροφη 

ακολουθία γεννητριών  . Αυτές οι κ στήλες    , … , , αντιστοιχούν στα 

στοιχεία , … ,  της τυποποιηµένης βάσης E. Αφού ο πίνακας   είναι ένας  
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γραµµικός µετασχηµατισµός (  →  ) και ψ είναι ένας ισοµορφισµός από S → R, 

η πολυωνυµική αναπαράσταση αυτών των στηλών του πίνακα   θα µας δώσει τον 

πίνακα   που είναι προφανώς ο αντίστροφος του πολυωνυµικού πίνακα G. 

 

Παράδειγµα 3.4 : Από το προηγούµενο παράδειγµα 3.3 ο αντίστροφος πίνακας του 

πίνακα κωδικοποίησης  είναι ο παρακάτω : 

 

 

                                                     =  

 

 

Κάθε στήλη του   είναι µια αντίστροφη ακολουθία που ανήκει στο . Αφού κ =1, 

η στήλη   αντιστοιχεί στο διάνυσµα  και ισχύει ότι :   → 1001. 

Αντιστρέφωντας n = 2 σύµβολα τη φορά παίρνουµε την αντίστροφη σύνθετη 

ακολουθία γεννητριών  . 

 

Έχουµε λοιπόν ότι :   = { 01  10 }     
           

      1       =   , δηλαδή ισχύει ότι :   

               [ 1 +       1 +   +   ] .     1      = [ 1 ].  

 

Η ακολουθία   = { 01  10 } αντιστοιχεί στον πίνακα [ 1 +   1 +  +  ] και 

επειδή σε αυτή την περίπτωση ισχύει ότι κ = 1, για αυτό παίρνουµε µε τον παραπάνω 

πολλαπλασιασµό τον 1 x 1 πίνακα [ 1 ] που αντιστοιχεί στον µοναδιαίο πίνακα για 

την περίπτωση της µιας µεταβλητής. 

Όπως αναφέρεται παραπάνω, οι πρώτες ω – κ στήλες του πίνακα   παράγουν 

µπροστινές µετατοπίσεις κατά µήκος του i – οστού άξονα στο   και αντιστοιχούν σε 

πολλαπλασιασµό µε το  στον δακτύλιο  . 

1 0 1 1  

1 0 0 0 

0 1 1 0 

0 1 1 1 
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Αν για   παίρναµε την τρίτη στήλη του πίνακα  , δηλαδή   → 1011, τότε 

αντιστρέφωντας n = 2 σύµβολα τη φορά, όπως κάναµε προηγουµένως, έχουµε ότι : 

     = { 11  10 }     
           

      1 1       

και               [ 1 +       1 +   +   ] .      1 1        = [  ] . 

Αν για   παίρναµε τη δεύτερη στήλη του πίνακα  , δηλαδή   → 0011, τότε 

κάνοντας ακριβώς την ίδια δουλειά όπως πριν, θα έχουµε σαν αποτέλεσµα το 

παρακάτω :  

    = { 11  00 }     
           

      11      

και              [ 1 +       1 +   +   ] .      11        = [  ] 

 

Τέλος, αν για   παίρναµε την πρώτη στήλη του πίνακα  , δηλαδή                 

  → 1100, τότε όµοια µε πριν θα έχουµε ότι : 

     = { 00  11 }     
           

              

[ 1 +       1 +   +   ] .           =  [  ] . 

Άρα βλέπουµε ότι στην περίπτωση της µιας µεταβλητής εκτός από τον µοναδιαίο 

πίνακα παίρνουµε και γινόµενα του ίδιου πίνακα µε δυνάµεις της µεταβλητής , 

δηλαδή έχουµε περισσότερες πληροφορίες, ανάλογα βέβαια τη στήλη του πίνακα 
  που θα επιλέξουµε. 
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Παράδειγµα 3.5 : Για τον πίνακα G Є     από το παράδειγµα 2.3 έχουµε ότι ω = 6 

και τότε ο αντίστροφος πίνακας του πίνακα κωδικοποίησης  είναι ο παρακάτω : 

 

 

     =     

 

  

 

Οι στήλες   και   αντιστοιχούν στα διανύσµατα  και  και προφανώς ισχύει 

ότι : 

         → 000011  

και    → 011010. 

 

Αντιστρέφωντας n = 3 σύµβολα τη φορά παίρνουµε την αντίστροφη σύνθετη 

ακολουθία γεννητριών  , όπου σε αυτή την περίπτωση θα είναι η παρακάτω : 

 

      =    011 000
010 011    

           
    

0 0
1 1  
1

   =    

 

και   1  1  
1 1       .    =  1 0  

0 1  . 

 

 

  

0 1 0 0 0 0 

0 1 1 1 0 1 

1 0 1 1 0 1 

1 1 0 1 0 0 

1 1 0 1 1 1 

1 1 0 1 1 0 

0     0     

1 1 +  

1    
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4 . ΤΟΠΙΚΗ ΑΝΤΙΣΤΡΕΨΙΜΟΤΗΤΑ ΣΕ M – ∆ΙΑΣΤΑΣΕΙΣ 

 

Α. ∆ηµιουργία του m-D χώρου ακολουθιών 

 

Το µέγεθος ω της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης είναι µια σχέση µεταξύ των ακολουθιών 

εισόδου και εξόδου που περιέχουν τον ίδιο αριθµό συµβόλων. Για τον πολυωνυµικό 

δακτύλιο µε µια µεταβλητή R[  ] ή αλλιώς τον 1 – D χώρο ακολουθιών, αυτό το 

µέγεθος µεταφράζει µια µονάδα µήκους. Ας εξετάσουµε τις παραµέτρους που 

περιλαµβάνονται στον υπολογισµό του ω όπως καθορίζονται στην εξίσωση ( 5 ). 

Έχουµε ότι :  

ω =   
 

 

Το µήκος της σύνθετης ακολουθίας γεννητριών είναι το , ενώ τα κ και n 

αντιστοιχούν στον αριθµό των συµβόλων εισόδου και εξόδου που παράχθηκαν κατά 

την διάρκεια κάθε βήµατος της διαδικασίας της συνέλιξης. Τα σύµβολα της 

ακολουθίας διατάσσονται κατά µήκος του  άξονα µιας και αυτός είναι ο µοναδικός 

πιθανός άξονας στον 1 – D χώρο και εποµένως τα κ και n δηλώνουν µονάδες µήκους. 

Κατά την επέκταση της έννοιας της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης σε m – διαστάσεις ή σε 

έναν πολυµεταβλητό πολυωνυµικό δακτύλιο R[  , . . . ,  ], είναι επιβεβληµένο να 

διατηρηθεί αυτή η σχέση κατά µήκος του άξονα κάθε διάστασης. Σηµειώνουµε ότι 

εάν διαµορφώσουµε τη σύνθετη ακολουθία γεννητριών µε την παρεµβολή κενών 

συµβόλων, για παράδειγµα κ σύµβολα κατά µήκος του  άξονα, κατόπιν για τον όρο 

L, έχουµε τα µήκη  = κ.  και  = , … ,  =  κατά µήκος κάθε µιας από τις 

m διαστάσεις. Όµως οι όροι κ και n δεν δηλώνουν πλέον µονάδες µήκους. Η 

αναλογία r =  για την m – D συνέλιξη σηµαίνει ότι παράγονται n σύµβολα εξόδου 

για κάθε κ σύµβολα εισόδου χωρίς να διευκρινίζεται η διαταξή τους στον m – D 

χώρο. 
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Ο χώρος ακολουθιών S ορίζεται απλά σαν να έχει πεπερασµένη υποστήριξη µε 

στοιχεία από το  που συνδέονται µε τις συντεταγµένες ( , . . . ,  ) του δικτυωτού 

πλέγµατος των ακέραιων αριθµών . Στη τρέχουσα βιβλιογραφία ( άρθρα [ 4 ], [ 8 ] 

και [ 12 ] ), για παράδειγµα για έναν 2 – D χώρο ακολουθιών, µια ακολουθία  

δηµιουργείται πάντοτε χρησιµοποιώντας κ σύµβολα κατά µήκος του  άξονα και 1 

σύµβολο κατά µήκος του  άξονα.  

Εφ' όσον ο χώρος ακολουθιών S είναι ένα γραµµικό αµετάβλητο σύστηµα 

µετατόπισης και οι διαδικασίες στο S είναι σύµβολα σαφώς γραµµικά ανεξάρτητα, η 

επαναδιάταξη των συµβόλων που συνδέονται µε κάθε σηµείο του δικτυωτού 

πλέγµατος δεν θα αλλάξει τη δοµή της ακολουθίας, εφ' όσον διατηρείται η διάταξη 

κατά τη διάρκεια του υπολογισµού. 

Πρόταση 4.1: 

 Όταν διευκρινίζεται η m – D αναλογία r της συνέλιξης, η έκφραση : 

                                   r =  =    x   x . . . x    ( 9 ) 

διευκρινίζει την αναλογία της συνέλιξης κατά µήκος των διαστάσεων , . . . ,  του 

m – D χώρου ακολουθιών, και οι τιµές των , … ,  και των , . . . ,  

καθορίζουν τη διάταξη των χώρων εισαγωγής και εξαγωγής ακολουθιών. 

Όταν είναι κ > 1, η m – D σύνθετη ακολουθία γεννητριών διαµορφώνεται από την 

αναπαράσταση του χώρου ακολουθιών του πίνακα G( , . . . ,  ) µε την παρεµβολή 

 κενών συµβόλων τη φορά κατά µήκος του i – οστού άξονα. Η σύνθετη ακολουθία 

γεννητριών αναπαρίσταται ως εξής : 

                                                                 = { , … ,  }, όπου κάθε  Є . 

Αν  είναι το µήκος της µεγαλύτερης ακολουθίας γεννητριών   , τότε το µήκος 

κάθε σύνθετης ακολουθίας γεννητριών    είναι τώρα    .   ( 10 ). 
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Για την m – D συνέλιξη υ = u * G, η λειτουργία u *    υπονοεί ότι για κάθε  

(  , … ,   ) ≥ 0, ισχύει ο παρακάτω τύπος : 

 

 ,…,  = ∑ … ∑ ,..., .   ,… ,    ( 11 ) 

 

όπου   , . . .  ,    0 για κάθε  και    είναι 

η σύνθετη ακολουθία γεννητριών που προκύπτει αντιστρέφωντας , … ,  

σύµβολα τη φορά κατά µήκος των αξόνων , … ,  αντιστοίχως. 

 

Παράδειγµα 4.1 : Έστω R = [ ,  ]. Για τον πολυωνυµικό πίνακα : 

 

       G  z     

 

που ανήκει στο   από το παράδειγµα 2.4, η αναπαράσταση του χώρου 

ακολουθιών του πίνακα G( z ), όπως αυτή ορίστηκε από ισοµορφισµό   είναι η 

παρακάτω : 

 

 

 

 

Αν θεωρήσουµε την αναλογία της συνέλιξης ως εξής : r = 2
6 = 1

2   2
3 όπως 

ορίστηκε στην πρόταση 4.1, τότε, η σύνθετη ακολουθία γεννητριών του πίνακα G 

διαµορφώνεται µε την παρεµβολή  = 1 κενού συµβόλου κατά µήκος του  και  = 

2 κενών συµβόλων κατά µήκος του  άξονα αντιστοίχως. 

 

 0  1 0 

      0 1+   0   1 + +   

      

000
001 000

000 000
100 001

000 100
000 000

000 

000
000 100

001 000
000 000

010 010
000 101

100 
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Έτσι θα έχουµε ότι :  

 

    =             

                 

 

Βλέπουµε ότι το στοιχείο 001 της δεύτερης γραµµής και της πρώτης στήλης της 

σύνθετης ακολουθίας γεννητριών αντικαθίσταται από το στοιχείο 000 της τρίτης 

γραµµής και της πρώτης στήλης της ίδιας ακολουθίας και αντίστροφα, το στοιχείο 

000 της δεύτερης γραµµής και της δεύτερης στήλης της σύνθετης ακολουθίας 

γεννητριών αντικαθίσταται από το στοιχείο 100 της τρίτης γραµµής και της δεύτερης 

στήλης της  και αντίστροφα και συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο παίρνουµε την 

παραπάνω σύνθετη ακολουθία γεννητριών. 

Κατόπιν αντιστρέφονται στην ,  = 1 και  = 2 σύµβολα τη φορά κατά µήκος του 

 και του  άξονα αντιστοίχως για να διαµορφωθεί έτσι η αντεστραµµένη σύνθετη 

ακολουθία γεννητριών : 

 

      =  

 

Αν θεωρήσουµε ότι το στοιχείο 000
000 είναι το στοιχείο της πρώτης γραµµής και της 

πρώτης στήλης της σύνθετης ακολουθίας γεννητριών , τότε αυτό αντιστρέφεται 

(οπότε παραµένει ως έχει λόγω του ότι αποτελείται µόνο από µηδενικά ) και 

καταλαµβάνει τη θέση ( 2,1 ) στην αντεστραµµένη σύνθετη ακολουθία γεννητριών, 

ενώ το στοιχείο 001
000 που θα είναι τώρα το στοιχείο της δεύτερης γραµµής και της 

πρώτης στήλης της σύνθετης ακολουθίας γεννητριών , µετά από αντιστροφή θα 

µας δώσει το στοιχείο 100
000 το οποίο θα καταλάβει τη θέση ( 1,1 ) στην  

 

000
000 000

100 000
000 001

000 100
010 000
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001
000 000
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000 000
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αντεστραµµένη σύνθετη ακολουθία γεννητριών. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο 

παίρνουµε την παραπάνω αντεστραµµένη σύνθετη ακολουθία γεννητριών. 

Τα µήκη της σύνθετης ακολουθίας γεννητριών είναι 3   = 4. Η αναλογία  

r = 1
2   2

3 επιβάλλει µια διάταξη    = 1 x 2 στην ακολουθία εισόδου            

u Є  ως εξής :  

                                                                                                             

 

           [ 1 +           ] 
 

            →           

       

 

Η 2 – D συνέλιξη υ = u *  µας δίνει τον µετασχηµατισµό υ Є , όπου το υ 

διατάσσεται σαν µια      = 2 x 3 ακολουθία εξόδου όπως αυτή ορίζεται από την 

αναλογία r = 1 2   2
3. Όταν m = 2 η εξίσωση ( 11 ) γράφεται ως εξής : 

 

 ,    ∑     –    ,          .     ,       

και έτσι θα έχουµε ότι :  

                                                            

 

 

 

     
 

    

     

     

 

 

Σύµφωνα µε τον ισοµορφισµό ψ η πολυωνυµική αναπαράσταση της ακολουθίας υ 

είναι η ίδια µε αυτή που προκύπτει από τη σχέση : υ = u . G                   

10 00 
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01 00 
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B. Εξαγωγή του πίνακα κωδικοποίησης 

 

Η διάταξη των ακολουθιών σύµφωνα µε την πρόταση 4.1 µας δίνει έναν απλό τρόπο 

για επέκταση της έννοιας της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης στον m – D χώρο 

χρησιµοποιώντας τους παρακάτω τύπους : 

     = 
     

  
 , i = 1, … , m   ( 12 ) 

και     ω  =   …        ( 13 ) 

Το µέγεθος της m – D <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης ω, υπονοεί ότι  σύµβολα εισόδου 

απεικονίζονται σε  σύµβολα εξόδου κατά µήκος του i- οστού άξονα του m – D 

χώρου. Για παράδειγµα έχουµε ορθογώνια ( τετράγωνα ) διαστάσεων    στον  

2 – D, κύβους διαστάσεων      στον 3 – D, . . . , υπερκύβους διαστάσεων 

  …    στον m – D χώρο αντίστοιχα. Όµοια µε πριν, κάθε  χρειάζεται να 

είναι θετικός ακέραιος αριθµός. 

 

Ορισµός 4.1  : 

Αν ο πολυµεταβλητός πολυωνυµικός πίνακας G(z) Є    έχει αναλογία r = , η 

οποία µπορεί να κατασκευαστεί ως εξής : r =  …   έτσι ώστε να 

ισχύει  >  σε κάθε διάσταση και το αντίστοιχο  να παράγει έναν θετικό ακέραιο 

αριθµό ω, τότε, αυτό ικανοποιεί τα κριτήτια της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης. 

 

Έστω E αντιπροσωπεύει το σύνολο των ω, m – D τυποποιηµένων διανυσµάτων 

βάσης. Τότε θα έχουµε ότι :  

E  = { , … ,  }  

όπου, κάθε  Є  είναι µια m – D ακολουθία µεγέθους   …   .  

Η διακριτή m – D συνέλιξη όπως αυτή ορίστηκε στην εξίσωση ( 11 ) µας δίνει την 

απεικόνιση εξόδου :  

          ( 14 ) 
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όπου, κάθε  Є  είναι µια m – D ακολουθία µεγέθους   …   . Αν αυτή η 

πολυδιάστατη απεικόνιση είναι ένεση, τότε, ο πολυωνυµικός πίνακας G είναι τοπικά 

αντιστρέψιµος. Ο αντίστροφος του πίνακα G, ο  , µπορεί να βρεθεί 

χρησιµοποιώντας τον πίνακα κωδικοποίησης όπως φαίνεται παρακάτω. Ο πίνακας 

κωδικοποίησης  κατασκευάζεται παίρνοντας κάθε  και ρυθµίζοντάς το εκ νέου 

σαν ένα 1 x ω 1 – D διάνυσµα γραµµή για να διαµορφώσουµε µια γραµµή του πίνακα 

, ο οποίος γράφεται ως εξής : 

        = [ , . . . ,   

Αν ο ω x ω πίνακας  είναι µη ιδιάζων, τότε, ο αντιστροφός του πίνακας   µπορεί 

να βρεθεί µε στοιχειώδεις διαδικασίες σειρών ( γραµµοπράξεις ). ∆εδοµένου ότι η 

διάταξη της ακολουθίας διατηρείται κατά τη διάρκεια της συνέλιξης και των 

στοιχειωδών διαδικασιών γραµµών η δοµή της ακολουθίας διατηρείται. ∆εδοµένου 

ότι ο πίνακας  κατασκευάζεται από την ακολουθία εισαγωγής της τυποποιηµένης 

βάσης Ε, για το οποιοδήποτε u Є  και υ Є  οι µετασχηµατισµοί µπορούν τώρα 

να αντιπροσωπευθούν από τον πολλαπλασιασµό πινάκων που δίνονται στις 

παρακάτω εξισώσεις : 

       =     .       ( 15 )  

και       =     .   
     ( 16 ) 

 

Εδώ τα  και   είναι m – D υποακολουθίες µεγέθους    …    

αντιπροσωπευόµενα σαν 1 – D διανύσµατα µεγέθους 1 x ω. Η υποακολουθία  = .  

αποτελεί µόνο ένα µέρος της ακολουθίας εξόδου υ = u * G. Η πλήρης ακολουθία 

εξόδου µπορεί να επιτευχθεί θεωρώντας υποακολουθίες του ακολουθίας εισαγωγής u 

µεγέθους ω και πολλαπλασιάζοντάς τες µε τον πίνακα  µετατωπίζοντας γύρω από το 

u,  – σύµβολα τη φορά. Η αντίστροφη απεικόνιση πετυχαίνεται θεωρώντας 

υποακολουθίες του ακολουθίας εξόδου u µεγέθους ω και πολλαπλασιάζοντάς τες µε 

τον πίνακα   µετατωπίζοντας γύρω από το υ,  – σύµβολα τη φορά. 
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Παρατήρηση 4.1 :  

Ο πίνακας κωδικοποίησης  µπορεί να διαµορφωθεί µε επιθεώρηση. ∆ηλαδή 

δεδοµένου ότι η τυποποιηµένη βάση χρησιµοποιείται ως ακολουθία εισόδου, οι 

στήλες του πίνακα  είναι ακριβείς µετατοπίσεις των σύνθετων ακολουθιών 

γεννητριών οι οποίες προκύπτουν αντιστρέφοντας  – σύµβολα τη φορά σε κάθε 

διάσταση και παρουσιάζονται ως διανύσµατα στηλών. 

 

Ορισµός 4.2 : 

Ένας πολυµεταβλητός πολυωνυµικός πίνακας G( z ) Є    ο οποίος ικανοποιεί τα 

κριτήρια της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης και έχει έναν µη ιδιάζων πίνακα κωδικοποίησης 

   καλείται τοπικά αντιστρέψιµος. 

 

Παράδειγµα 4.2 : Για τον πίνακα G( z ) Є    από το παράδειγµα 4.1 µε αναλογία 

συνέλιξης r = 2 6 = 1 2 x 2 3 έχουµε  = 1,  = 2 και  = 1,  = 3. Τα µήκη της 

σύνθετης ακολουθίας γεννητριών είναι  = 3 και   = 4. 

Η εξίσωση ( 12 ) µας δίνει: 

     = 
   

 = 4 και  = 
   

 = 6. 

Τώρα έχουµε 4 x 6 σύµβολα εισόδου τα οποία απεικονίζονται σε 4 x 6 σύµβολα 

εξόδου και το µέγεθος της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης από την εξίσωση ( 13 ) είναι        

ω = 24. 

Το σύνολο E = { , . . . ,  } των 24 διανυσµάτων της τυποποιηµένης βάσης, 

µεγέθους 4 x 6 το καθένα, µας δίνει την απεικόνιση εξόδου : 
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...           ...               ...   ... 

                                                                                                                        

            

     
 

                
 

           

  

  

 

Κάθε  είναι µεγέθους 4 x 6 και αναπαρίσταται σαν ένα 1 x 24, 1 – D διάνυσµα – 

γραµµή και διαµορφώνει µια γραµµή του 24 x 24 πίνακα κωδικοποίησης                   

 = [ , . . . ,   ( όπως θα δούµε στο παράρτηµα ( 17 ) ). Εάν ο πίνακας  είναι 

µη ιδιάζων, τότε ο πολυωνυµικός πίνακας G( ,  ) είναι τοπικά αντιστρέψιµος. 

Σηµειώνουµε ότι αυτό είναι ισοδύναµο µε τη χρησιµοποίηση των µετατοπίσεων των 

σύνθετων ακολουθιών γεννητριών ως στήλες όπως φαίνεται στο σχήµα 1. Σε αυτό το 

σχήµα το → αντιπροσωπεύει µια µετατόπιση κατά µήκος του  άξονα και το ↓ 

αντιπροσωπεύει µια µετατόπιση κατά µήκος του  άξονα. Όλα τα κενά, → και ↓ 

πρέπει να θεωρηθούν ως µηδενικά ( κενά σύµβολα ). 
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1  0  →  →  0  0  →  →  0  0  →  →  ↓   ↓   ↓   ↓   ↓   ↓   ↓   ↓   ↓   ↓   ↓   ↓  

 0  0   1    0   0  0   0    0   0  0   0    0 

 0  0   0    0   1  0   0    0   0  0   0    0 

          0    0            1    0            0    0 

   0   1             0  0              0  0         0 

 0   0  0    1   0  1   0    0   0  0   0    0 

 0   0  0    0   0  0   0    1   0  1   0    0 

              0    0            0    0            0    1 

 0   0         0  1              0  0         0  1  0  →  →  0  0  →  →  0  0  →  →  

 0   0  0    0   0  0   0    1   0  0   0    0  0  0   1    0   0  0   0    0   0  0   0    0  

 0   0  0    0   0  0   0    0   1  0   0    0  0  0   0    0   1  0   0    0   0  0   0    0 

          0    0            0    0            1    0           0    0            1    0            0    0  

 0   0             0  0              0    1       0  0  1              0  0   0    0   0  0 

 0   0  0    0   0  0   0    0   1    0  0   1  0  0   0    1   0  1   0    0   0  0   0    0 

 0   1  0    0   0  0   0    0   0    1  1   0  0  0   0    0   0  0   0    1   0  1   0    0 

          0    1            0    0             0   1           0    0            0    0            0    1 

                0  0              0  1   0    0   0  0 

                0  0   0    0   0  0   0    1   0  0   0    0 

                0  0   0    0   0  0   0    0   1  0   0    0 

                         0   0            0    0            1    0 

                0  0              0  0   0    0   0  1 

                0  0   0    0   0  0   0    0   1  0   0    1 

                0  1   0    0   0  0   0    0   0  1   1    0 

              0    1            0    0            0    1 

   Σχήµα 1 : Πίνακας Κωδικοποίησης    
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C. Εξαγωγή του αντιστρόφου 

 

Η απεικόνιση εξόδου από την εξίσωση ( 14 ) παράγει m – D ακολουθίες,                    

( παρουσιασµένες ανωτέρω ), µεγέθους   …    µε διάταξη   …   , όπως 

αυτή ορίστηκε στην πρόταση 4.1. Ο πίνακας  κατασκευάζεται µε την εκ νέου 

ρύθµιση αυτών των m – D ακολουθιών ως διανύσµατα – γραµµές. Ακριβώς όπως και 

στην 1 – D περίπτωση κάθε στήλη του πίνακα   είναι µια αντεστραµµένη m – D 

ακολουθία που ανήκει στο  µε διάταξη   …   . 

Οι µετασχηµατισµοί που καθορίζονται στις εξισώσεις ( 15 ) και ( 16 ) οδηγούν σε µια 

m – D επικάλυψη ακολουθίας, παράγουν δηλαδή µια (   –   ) επικάλυψη 

συµβόλων στην ακολουθία εισόδου σε καθεµιά από τις m διαστάσεις. Αυτό οδηγεί σε 

 διαδοχικά µπλοκ επικάλυψης σε κάθε διάσταση και παράγει ένα σύνολο από        

   x…x  µπλοκ επικάλυψης στον m – D χώρο ακολουθιών. Επειδή οι ω – κ 

στήλες του πίνακα   είναι αρµόδιες για αυτή την επικάλυψη, οι εναποµείναντες κ 

στήλες παράγουν µη – επικαλυµένα σύµβολα και εποµένως αντιστοιχούν στην 

αντίστροφη σύνθετη ακολουθία γεννητριών  . 

Σηµειώνουµε ότι στην 1 – D περίπτωση λόγω της υπονοούµενης διάταξης της 

ακολουθίας εισόδου κατά µήκος του άξονα , µόνο οι τελευταίες κ στήλες του 

πίνακα   παράγουν τον αντίστροφο πίνακα. Όµως, για έναν πολυµεταβλητό 

πολυωνυµικό πίνακα µε αναλογία συνέλιξης r = , η διάταξη …   , 

όπου  <   δεν είναι µοναδική. Για παράδειγµα η σύνθετη ακολουθία γεννητριών 

µε αναλογία r = 2 6 ενός 2 – D πολυωνυµικού πίνακα µπορεί να διαταχθεί ως εξής : 

1
2 x 2 3 ή ως εξής :  2 3 x 1 2 η οποία ( διάταξη ) στη συνέχεια θα επέβαλλε µια 

διάταξη 1 x 2 ή 2 x 1 στην ακολουθία εισόδου αντίστοιχα. 

Εποµένως οι στήλες του πίνακα   που αντιπροσωπεύουν την αντίστροφη σύνθετη 

ακολουθία γεννητριών   εξαρτώνται από την αρίθµηση της  x . . . x  

ταξινοµηµένης τυποποιηµένης βάσης E. 
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Για το 2 – D παράδειγµά µας έχουµε διαλέξει να αριθµήσουµε την τυποποιηµένη 

βάση σε µια σαφώς αύξουσα διάταξη γραµµών, όπως φαίνεται παρακάτω :  

 

 

 

 

Οι κ στήλες του πίνακα   που αντιστοιχούν στα στοιχεία της τυποποιηµένης 

βάσης που αντιστοιχούν στη διάταξη   …    αντιπροσωπεύει την αντίστροφη 

σύνθετη ακολουθία γεννητριών  . Η πολυωνυµική αντιπροσώπευση της   που 

χρησιµοποιεί τον ισοµορφισµό  :  →  µας δίνει τον αντίστροφο πολυωνυµικό 

πίνακα G( z   έτσι ώστε να ισχύει η παρακάτω σχέση : 

        G( z ) G( z   =    

Οι υπόλοιπες ω – κ στήλες που είναι αρµόδιες για την επικάλυψη, παράγουν τις 

µπροστινές µετατοπίσεις των  στοιχείων κατά µήκος κάθε άξονα της m – D 

ακολουθίας και αντιστοιχούν σε 
  

 ψευδο – αντιστρόφους G( z  ,…,
  στο R. 

Έτσι ισχύει η παρακάτω σχέση :  

G( z ) G( z  ,…,
  =  . . .    , 

όπου για κάθε , i = 1, ... , m έχουµε ότι 0       έτσι ώστε  +...+  0. 

 

Παράδειγµα 4.3 : Για τον πίνακα G( z ) Є    από το παράδειγµα 4.1, κάθε στήλη 

του πίνακα   
  ( όπως φαίνεται στο παράρτηµα ( 18 ) ) είναι µια αντεστραµµένη 

ακολουθία που ανήκει στο  διατεταγµένη σαν ένα     2 x 3, διάνυσµα – 

στήλη. Τα στοιχεία  και  αντιστοιχούν στη διάταξη    = 1 x 2. Οι στήλες 

του πίνακα οι οποίες αντιστοιχούν στα στοιχεία  και  είναι οι παρακάτω : 

       → 000000010110011000100010 

και         → 000000001000000110000000 
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Ρυθµίζοντάς τα εκ νέου ως µια 4 x 6, 2 – D ακολουθία οι στήλες   και   

γράφονται ως εξής : 

 

 

    →            και                      →   

 

 

Αντιστρέφοντας  = 2 και  = 3 σύµβολα κατά µήκος των αξόνων  και  

αντίστοιχα, παίρνουµε τις παρακάτω στήλες : 
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Επειδή µόνο οι στήλες    και   παράγουν τον αντίστροφο του πίνακα G( z ), 

τότε, βάζοντας την µια στήλη δίπλα στην άλλη παίρνουµε τον πίνακα : 

 

 

 

G( z   =      

 

 

 

Οι υπόλοιπες ω – κ = 22 στήλες, παράγουν τις µπροστινές µετατοπίσεις των  

στοιχείων κατά µήκος κάθε άξονα της m – D ακολουθίας  και αντιστοιχούν σε  

  
 = 11 ψευδο – αντιστρόφους στο R. Για παράδειγµα οι στήλες    και   

αντιπροσωπεύουν έναν πίνακα G( z   ,  
 , έτσι ώστε να ισχύει η παρακάτω σχέση :  

 

G( z ) G( z  ,  
  = .   . 

 

  

     1     0 

          1 

     1  

     0 

1    

     0 
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D. Ποικιλοµορφία των διατάξεων της 2 – D ακολουθίας 

 

Ο πίνακας   , όπου, κ < n είναι µη τετράγωνος, έτσι αντίθετα από την περίπτωση 

του µη ιδιάζωντος πίνακα, που έχει έναν ενιαίο µοναδικό αντίστροφο, ο πίνακας G 

µπορεί να µην έχει αντίστροφο ή αυτός µπορεί να έχει µια πολλαπλότητα από 

γενικευµένους αντιστρόφους ( αρθρα [13] και [14] ). Από την πρόταση 4.1 ξέρουµε 

ότι η διάταξη …   , όπου  <   δεν είναι µοναδική, έτσι είναι 

φυσικό να εξεταστεί η επιλογή της συνέλιξης αναλογίας r = 2
6 = 1

2 x 2
3 στο 

ανωτέρω παράδειγµα. Είναι ενδιαφέρον να σηµειωθεί τι συµβαίνει εάν η αναλογία    

r  2
6  2

3 x 1
2 επιλεγεί διατάσσοντας τη σύνθετη ακολουθία γεννητριών. Η 

αναπαράσταση του χώρου ακολουθιών του πίνακα G είναι η παρακάτω : 

 

 

 

 

Εάν θεωρήσουµε την εξής αναλογία συνέλιξης : r = 2 6 = 2 3 x 1 2, τότε, η σύνθετη 

ακολουθία γεννητριών   διαµορφώνεται µε την παρεµβολή  = 2 κενών 

συµβόλων κατά µήκος του   και  = 1 κενού συµβόλου κατά µήκος του άξονα  

αντίστοιχα. 

 

Έτσι έχουµε τον παρακάτω πίνακα :  
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Τα µήκη της σύνθετης ακολουθίας γεννητριών είναι  = 6 και  = 2. Η εξίσωση 

(12) µας δίνει  = 12,  = 2 και ω =  x  = 24. Ο πίνακας κωδικοποίησης 

   ( βλέπε παράρτηµα ( 19 ) ) κατασκευάζεται από την 2 – D τυποποιηµένη 

βάση Ε µε κάθε  να έχει µέγεθος 12 x 2. Σηµειώνουµε ότι οι γραµµές 9 και 11 του 

πίνακα  είναι όλες – µηδενικές γραµµές και ως εκ τούτου τον καθιστούν µοναδικό. 

Εποµένως ο αντίστροφος πολυωνυµικός πίνακας   δεν µπορεί να βρεθεί 

χρησιµποιώντας αυτήν την µέθοδο για αναλογία r = 2 6 =  2 3 x 1 2. Εντούτοις, για 

µερικούς πίνακες G, ο πίνακας κωδικοποίησησης  είναι µη ιδιάζων όταν 

κατασκευάζεται χρησιµοποιώντας διαφορετικές αναλογίες ( βλέπε παράρτηµα Β ) και 

ο αντίστροφος πολυωνυµικός πίνακας   που λαµβάνεται για κάθε αναλογία δεν 

χρειάζεται να είναι µοναδικός. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



ΚΑΡΑΤΖΙΑΣ Δ. ΘΕΟΔΩΡΟΣ  
 

72 
 

 

Παράρτηµα : 

 

A. Αναλογία συνέλιξης r = 2 6 = 1 2 x 2 3 

 

Ο πίνακας κωδικοποίησης  = [ , . . . ,   ο οποίος κατασκευάστηκε από 

την 2 – D τυποποιηµένη βάση E, είναι ο παρακάτω : 

                                       

 

                                           

                                        

                                        

                                                  

                                                          

                                        

                                        

              =          ( 17 )  
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 Ο αντίστροφος του πίνακα κωδικοποίησης είναι ο παρακάτω : 
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Εάν θεωρήσουµε την εξής αναλογία συνέλιξης : r = 2 6 = 2 3 x 1 2, τότε, ο πίνακας 

κωδικοποίησης  = [ , . . . ,   ο οποίος κατασκευάστηκε από την 2 – D 

τυποποιηµένη βάση E, είναι ο παρακάτω : 
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  000000000000010001000000 

001000000000010000100000 

010000000000001010001000 

000001000000000010000100 

000010000000000001010001 

000000001000000000010000 

000000010000000000001010 

000000000001000000000010 

000000000010000000000001 
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B. Μη – µοναδικοί αντίστροφοι 

 

Θεωρούµε τον πολυωνυµικό πίνακα G( ,  ) Є    ο οποίος φαίνεται  

παρακάτω :                                                           

                                   T 

 

          G  = 

 

 

 

Η αναπαράσταση του χώρου ακολουθιών του πίνακα G είναι η παρακάτω : 

 

 

 

 

 

Εάν θεωρήσουµε την αναλογία της συνέλιξης ως εξής : r = 2
6 = 2

3 x 1
2 όπως 

αυτό ορίστηκε στην πρόταση 1, τότε, η σύνθετη ακολουθία γεννητριών του πίνακα G 

διαµορφώνεται µε την παρεµβολή  = 2 κενών συµβόλων κατά µήκος του  και    

 = 1 κενού συµβόλου κατά µήκος του  άξονα αντίστοιχα. 

 

Τότε η σύνθετη ακολουθία γεννητριών του πίνακα G αναπαρίσταται ως εξής : 

 

=  

 

      1             

  +  

1 +  +    

       +        1 

             +   

1 +   +     1 +   

00
00
01

 
00
01
00

 
10
00
11

 
00
10
10

 
00
00
10
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01
00

 

10
00
00

 
00
10
01

 
00
00
10

 
10
00
00

 
01
10
00

 
10
00
01

 

01
00
00

  
00
00
10

 
00
01
00

  
00
10
01

 
10
00
11

  
00
00
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01
10
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00
00
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00
01
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01
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00
00

  
10
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Τα µήκη της σύνθετης ακολουθίας γεννητριών είναι  = 4 και  = 3. Η αναλογία 

της συνέλιξης r = 2 6 = 2 3 x 1 2 µας δίνει  = 2,  = 1 και   = 3,  = 2. 

Επίσης έχω ότι :  

                             = 
    

  
 = 6  

                             = 
    

  
 = 4  

και                       ω =  x  = 24 

 

Ο πίνακας κωδικοποίησης   = [ , . . . ,   ο οποίος κατασκευάστηκε από την   

2 – D τυποποιηµένη βάση E, είναι ο παρακάτω : 
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) 

 

 

 

 

 

                      =               ( 20 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

101000000000000000000000 

010000001000000000000000 

001101110000000000000000 

001010000001000000000000 

000001000110000000000000 

000001000000000000000000 

010000001000101000000000 

000000000000010000001000 

000010100001001101110000 

010000010000001010000001 

000000000100000001000110 

000010000010000001000000 

000000001000010000001000 

000000010000000000000000 

001000001001000010100001 

100000101010010000010000 

000001000001000000000100 

000100000101000010000010 

000000000000000000001000 

000000000000000000010000 

000000000000001000001001 

000000000000100000101010 

000000000000000001000001 

000000000000000100000101 
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Ο αντίστροφος του πίνακα κωδικοποίησης τώρα θα είναι ο παρακάτω :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                  
 =        ( 21 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

011010110000011101111100 

010000010000100000000000 

111010110000011101111100 

100110111100010111101111 

111000010111000111011000 

000001000000000000000000 

010101001100011010010011 

000000000000010000000000 

000000010000100000000000 

001100111100100011011111 

001111111100100011001111 

000110100111011010100100    

100111001010100100101101 

000000010000000000100000 

110111101010100100101101 

110000001101111100100000 

010000010100110000101000 

110111101010100100000111 

011011111001111011110101 

000000000000000000010000 

000000000000000000100000 

000111100111011000100100 

111100110011011111111100 

110111101010100100000101 
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Κάθε στήλη του πίνακα    
 είναι µια αντεσταµµένη ακολουθία που ανήκει στο 

 διατεταγµένη σαν ένα  x  = 3 x 2, διάνυσµα – στήλη. Τα στοιχεία  και  

αντιστοιχούν στη διάταξη  x  = 2 x 1. Οι στήλες του πίνακα    
  που 

αντιστοιχούν στα  και  είναι οι παρακάτω : 

        000100100110000001000000 

και        000100100010101001100001 

Ρυθµίζοντας τα εκ νέου σαν µια 6 x 4 υποακολουθία µας δίνουν : 

 

000100 000100 

100110 100110 

000001 101001 

000000 100001 

 

Αντιστρέφοντας  = 3 και  = 2 κοµµάτια κατά µήκος των  και  παίρνουµε τα 

παρακάτω : 

 

 

  →   →   

  

 

Αυτή είναι η πρώτη από τις δύο στήλες του αντιστρόφου του πίνακα G,   που 

ψάχνουµε. 

 

 

000100 

100110 

000001     

000000 

 

        0 

        1 

   +  

 

        0 

100
110 000

100 

001
000 000

000 

001
000

000
000

100
110

000
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Η δεύτερη στήλη του αντιστρόφου του πίνακα G προκύπτει ως εξής : 

 

 

 →  →  

 

 

 

Έτσι παίρνουµε τον αντιστρόφο του πίνακα G, ο οποίος φαίνεται παρακάτω : 

 

 

 

              =  

 

 

 

Εάν θεωρήσουµε την αναλογία της συνέλιξης ως εξής : r = 2
6 = 1

2 x 2
3 όπως 

ορίστηκε στην πρόταση 4.1, τότε η σύνθετη ακολουθία γεννητριών του πίνακα G 

διαµορφώνεται µε την παρεµβολή  = 1 κενού συµβόλου κατά µήκος του  και  = 

2 κενών συµβόλων κατά µήκος του  άξονα αντίστοιχα και θα έχουµε ότι : 

 

 

   =  

 

 

 +  

0 

1  +   

 +  +  

    

           1   
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110 000

100  
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001 101
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001
001
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100
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110
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000100 

100110 

101001     

100001 

        

        0 

        1 

   +  

 

        0 

        +  

             0 

         1 +   

 +  +  

 

           1 

00
10 00

00 10
00 00

10 00
01 11
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00
00 01

10 00
00 10

00 00
10 01

00 

01
00 00

01 11
10 10

00 10
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Τα µήκη της σύνθετης ακολουθίας γεννητριών είναι  = 2 και  = 6. Η αναλογία 

της συνέλιξης r = 2 6 =  1 2 x 2 3 µας δίνει  = 1,  = 2 και   = 2,  = 3. 

Επίσης έχω ότι :  

    = 
    

  
 = 2 , 

    = 
    

  
 = 12  

    και   ω   =  x   = 24. 
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Ο πίνακας κωδικοποίησης  = [ , . . . ,   ο οποίος κατασκευάστηκε από την    

2 – D τυποποιηµένη βάση E, είναι ο παρακάτω : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                  =        ( 22 )       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

101000000000000000000000 

001110000000000000000000 

010010000000000000000000 

001000000000000000000000 

010011010000000000000000 

000100001110000000000000 

000000010001000000000000 

010010001000000000000000 

000010000000010001000000 

100101010010001000000000 

000000000001010001101000 

000000001001000100001110 

000000000010000000010001 

000000100101010010001000 

000000000000000001010001 

000000000000001001000100 

000000000000000010000000 

000000000000100101010010 

000000000000000000000001 

000000000000000000001001 

000000000000000000000010 

000000000000000000100101 
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Ο αντίστροφος του πίνακα κωδικοποίησης τώρα θα είναι ο παρακάτω : 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

                   
 =      ( 23 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

100100000000000000000000 

111000100011101011000101 

000100000000000000000000 

101010100101111110000111 

111110100101111110000111 

110000100011101011000101 

001100010110010101000010 

011111100010001110101100 

000110010110010101000010 

000100101100000010111010 

101001011111101001111111 

011111000010001110101100    

111000110001011001010100 

010111111000011101111000 

001000111010110010010001 

111000110001011011001110 

000000000000000000100000 

101001011111100011111111 

100001100101010000100111 

101001011111100001110111 

000000000000000000001100 

100001100101010000101110 

000000000000000000000010 

000000000000000000001000 
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Κάθε στήλη του πίνακα    
 είναι µια αντεσταµµένη ακολουθία που ανήκει στο 

 διατεταγµένη σαν ένα  x  = 2 x 3, διάνυσµα – στήλη. Τα στοιχεία  και  

αντιστοιχούν στη διάταξη  x  = 1 x 2. Οι στήλες του πίνακα    
  που 

αντιστοιχούν στα  και  είναι οι παρακάτω : 

         010111010011100101111100 

και         010111000010001001110000 

Ρυθµίζοντας τες εκ νέου σαν µια 2 x 12 υποακολουθία µας δίνουν : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αντιστρέφοντας  = 2 και  = 3 κοµµάτια κατά µήκος των  και  παίρνουµε τα 

παρακάτω : 

 

 

01 01 

01 01 

11 11 

01 00 

00 00 

11 10 

10 00 

01 

01 

11 

11 

00 

10 

01 

11 

00 

00 
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 →   →   

    

  

 

Αυτή είναι η πρώτη από τις δύο στήλες του αντιστρόφου του πίνακα G,   που 

ψάχνουµε. 

Η δεύτερη στήλη του αντιστρόφου του πίνακα G προκύπτει ως εξής : 

 

 

 

 

 

→  →   
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Έτσι παίρνουµε τον αντιστρόφο του πίνακα G, ο οποίος φαίνεται παρακάτω : 

 

 

                = 

 

 

 

 

  

    1  

 1         

           1 

 1    

     

        

          1

        1   
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Γ . Αναλογία συνέλιξης r = 1 4 = 1 2 x 1 2  

 

Θεωρούµε τον πολυωνυµικό πίνακα G( ,  ) Є   ,ο οποίος είναι ο εξής : 

                          T 

 

     G =  

 

 

Η αναπαράσταση του χώρου ακολουθιών του πίνακα G είναι η παρακάτω : 

 

 

 

 

Όταν κ = 1, τότε στις ακολουθίες δεν παρεµβάλλονται κενά σύµβολα. Αν 

θεωρήσουµε το ποσοστό της συνέλιξης ως εξής : r = 1 4 = 1 2 x 1 2 όπως ορίστηκε 

στην πρόταση 4.1, τότε, η σύνθετη ακολουθία γεννητριών του πίνακα G είναι ίδια µε 

την αναπαράσταση του χώρου ακολουθιών που είδαµε παραπάνω. ∆ηλαδή έχουµε: 

 

 

             =  

 

 

 

 

1 +  +  +  

            1 +   

      1 +  +   

            1 +   

100 100 101 100 

001 000 010 000 

101 010 000 001 

100 100 101 100 

001 000 010 000 

101 010 000 001 
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Τα µήκη της σύνθετης ακολουθίας γεννητριών είναι  = 3 και  = 3. Η αναλογία 

της συνέλιξης r = 1 4 = 1 2 x 1 2 µας δίνει  = 1,  = 1 και   = 2,  = 2. 

Επίσης έχω ότι :  

                                   =   –  
  

 = 4 , 

                                   = 
    

  
 = 4 , 

                             και ω =  x  = 16 

 

Ο πίνακας κωδικοποίησης   = [ , . . . ,   ο οποίος κατασκευάστηκε από την 

2 – D τυποποιηµένη βάση E, είναι ο παρακάτω : 

 

 

 

 

 

 

                                                                   = ( 24 ) 

 

 

 

 

 

 

1000010000000000 

0110000100000000 

1001000000000000 

0010000000000000 

1000000010000100 

0010100001100001 

0000001010010000 

0000100010000000 

0000001000101000 

1100110000000010 

0011001100000000 

0000000000001000 

0000000000000010 

0000000011001100 

0000000000110011 
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Ο αντίστροφος του πίνακα κωδικοποίησης τώρα θα είναι ο παρακάτω : 

 

 

 

 

 

 

            
 =    ( 25 )          

 

 

 

  

 

 

Κάθε στήλη του πίνακα     
 είναι µια αντεστραµµένη ακολουθία που ανήκει στο 

 διατεταγµένη σαν ένα  x  = 2 x 2, διάνυσµα – στήλη. Το στοιχείο  

αντιστοιχεί στη διάταξη  x  = 1 x 1. Η στήλη του πίνακα     
 που αντιστοιχεί 

στο  είναι η παρακάτω : 

         1101110111010000   

Ρυθµίζοντας τη εκ νέου σαν µια 4 x 4 υποακολουθία µας δίνει :  

 

 

 

1000010000000000 

0110000100000000 

1001000000000000 

0010000000000000 

1000000010000100 

0010100001100001 

0000001010010000 

0000100010000000 

0000001000101000 

1100110000000010 

0011001100000000 

0000000000001000 

0000000000000010 

0000000011001100 

0000000000110011 

1101 

1101 

1101 

0000 
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Αντιστρέφοντας  = 2 και  = 3 κοµµάτια κατά µήκος των  και  παίρνουµε τα 

παρακάτω : 

 

 

    →    →      

 

 

Αυτή είναι η µοναδική στήλη του αντιστρόφου του πίνακα G,   που ψάχνουµε. 

∆ηλαδή τώρα ο πίνακας   είναι πίνακας – στήλη, οπότε έχουµε ότι :  

 

                          

      =  

 

 

 

  

01
01 11

11 

01
00 11

00 

01
00 11

00 

01
01 11

11 

           +  

1 +  +  +   

 

           +  

1101 

1101 

1101 

0000 

           +  

1 +  +  +   

 

           +  
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D. 3 – D ακολουθίες γεννητριών  

 

Θεωρούµε τον πολυωνυµικό πίνακα G( , ,  ) Є    ο οποίος φαίνεται 

παρακάτω : 

 

 

 

 

 

                G  =  

 

 

 

Τώρα έχουµε τρεις άξονες ( , ,  ) οι οποίοι απεικονίζονται παρακάτω : 

     

 

     

        

Όταν κ = 1, τότε στις ακολουθίες δεν παρεµβάλλονται κενά σύµβολα. Αν 

θεωρήσουµε την αναλογία της συνέλιξης ως εξής : r = 1
4 = 1

2 x 1
2 όπως 

ορίστηκε στην πρόταση 4.1, τότε, η σύνθετη ακολουθία γεννητριών του πίνακα G 

είναι η παρακάτω : 

 

 

 

 + +      T

 +  

1 +  +  

 +   

 +   

 +  +  

 +  +   

 +  +   
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        = για  = 0 

 

και  =    για  = 1 

 

 

Τα µήκη της σύνθετης ακολουθίας γεννητριών είναι  = 2,  = 2 και  = 2. Η 

αναλογία της συνέλιξης r = 2 6 = 1 2 x 1 2 x 1 2 µας δίνει  = 1,  = 1,  = 1 και 

 = 2,  = 2,  = 2. 

Επίσης έχω ότι :  

                             = 
    

  
 = 2   

     = 
    

  
 = 2   

     = 
    

  
 = 2   

και                       ω   =  x x  = 8 

Ο πίνακας κωδικοποίησης  = [ , . . . ,   ο οποίος κατασκευάστηκε από την    

3 – D τυποποιηµένη βάση E, καθώς και ο αντιστροφός του, είναι οι παρακάτω : 

 

 

 

 

       = ( 26 ),     
 =  ( 27 ) 

 

 

 

01 00 10 00 00 01 00 00 

10 00 01 10 01 01 10 01 

00 10 01 01 01 01 01 01 

01 10 00 00 00 00 01 10 

10000010 

01000001 

00111111 

01000000 

00101101 

10010010 

10000100 

00100000 

00101100 

00010000 

00000001 

10000100 

01110111 

00101110 

10101100 

01010000 
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Κάθε στήλη του πίνακα     
 είναι µια αντεσταµµένη ακολουθία που ανήκει στο  

διατεταγµένη σαν ένα  x  x  = 2 x 2 x 2, διάνυσµα – στήλη. Το στοιχείο  

αντιστοιχεί στη διάταξη  x  x  = 1 x 1 x 1. Η στήλη του πίνακα     
 που 

αντιστοιχεί στο  είναι η παρακάτω : 

         00101000   

 

Ρυθµίζοντας τη εκ νέου σαν µια 2 x 2 x 2 υποακολουθία µας δίνει : 

                                 00
10    για 0 

και                            10
00   για  1 

Αντιστρέφοντας  = 2,  = 2 και  = 2 κοµµάτια κατά µήκος των ,  και  

παίρνουµε τα παρακάτω : 

                                          00
10       [ 0   0   1   0   1   0   0   0  

και         10
00       [ 0   0   1   0   1   0   0   0   

Έτσι προκύπτει ο αντίστροφος του πίνακα G ο οποίος θα είναι ο παρακάτω :  

 

 

      = [ 0   0   1   0   1   0   0   0  . 
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

 

Έστω G( z ) είναι ένας όχι κατ’ανάγκη τετράγωνος πολυωνυµικός πίνακας µε m 

µεταβλητές, κ γραµµές και n στήλες και στοιχεία από τον δακτύλιο                             

R = [ , . . . ,  ] πέρα από το πεπερασµένο σύνολο  µε q στοιχεία. Αν η 

αναλογία της συνέλιξης r =  µπορεί να κατασκευαστεί ως εξής :                             

r =  =  x . . . x  και ισχύει ότι    για κάθε i = 1, . . . , m , τότε ο 

πίνακας G( z ) ικανοποιεί τη συνθήκη της <΄΄1 – 1΄΄> απεικόνισης εάν τα 

προκύπτοντα µήκη περιορισµού  είναι τέτοια ώστε το µέγεθος ω της <΄΄1 – 1΄΄> 

απεικόνισης να γράφεται ως εξής : ω =  x . . . x , όπου  = 
    και κάθε 

 να είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός. Εάν ο πίνακας κωδικοποίησης    

είναι µη ιδιάζων, τότε ο πίνακας G( z ) είναι τοπικά αντιστρέψιµος και ο αντίστροφος 

πολυωνυµικός πίνακας G( z   µπορεί να διαβαστεί από τον αντίστροφο του πίνακα 

κωδικοποίησης  . 

Οι καταχωρήσεις του πίνακα κωδικοποίησης    ανήκουν στο  επειδή είναι οι 

συντελεστές των πολυωνυµικών καταχωρήσεων του πίνακα G( z ) Є . Εποµένως, ο 

πίνακας   µπορεί να βρεθεί από τις στοιχειώδεις διαδικασίες γραµµών. 

Χρησιµοποιώντας αυτήν την προσέγγιση, η πολυπλοκότητα της εύρεσης του 

αντιστρόφου προκύπτει από την πολυπλοκότητα της αντιστροφής του τετραγωνικού 

πίνακα   . 
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