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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων είναι µια καλώς θεµελιωµένη και ευρύτατα εφαρµοσµένη 

µεθοδολογία η οποία έχει τις ρίζες της στην µαθηµατική ανάλυση και οι εφαρµογές της καλύπτουν ένα 

τεράστιο φάσµα από στατική, µηχανική και υδροδυναµική έως και κατασκευή τρισδιάστατων µοντέλων 

σε ηλεκτρονικούς υπολογιστές. 

Σκοπός της εργασίας τούτης είναι η διερεύνηση του θεωρητικού υποβάθρου και η υλοποίηση της 

µεθοδολογίας των πεπερασµένων στοιχείων µε υψηλής τάξης στοιχεία σε διαφορικές εξισώσεις µε 

µερικές παραγώγους και η διερεύνηση της αποτελεσµατικότητας τους µε εφαρµογές σε διαφορετικές 

συναρτήσεις και πεδία ορισµού.  

Η διπλωµατική εργασία χωρίζεται σε έξι κεφάλαια, όπου το πρώτο κεφάλαιο είναι η εισαγωγή, στο 

δεύτερο κεφάλαιο παρατίθεται το θεωρητικό υπόβαθρο, όπου παρουσιάζουµε τα τµήµατα της θεωρίας 

που χρειαζόµαστε από τον τοµέα της µαθηµατικής ανάλυσης, στο τρίτο κεφάλαιο αναλύουµε την 

εφαρµογή της µεθόδου  Ritz σε δυο οικογένειες εξισώσεων, στην 

u u
p(x, y) q(x, y) r(x, y)(x, y) f (x, y)

x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂  + + =  ∂ ∂ ∂ ∂   
  και την  

y
p(x) q(x) y(x) f (x, y)

x x

∂ ∂ − ⋅ + ⋅ = ∂ ∂ 
 , 

και στο τέταρτο κεφάλαιο παραθέτουµε την εφαρµογή της µεθόδου Galerkin αρχικά στην γενική 

περίπτωση και µετέπειτα στη µια και στις δυο διαστάσεις για τις εξισώσεις Poisson και Laplace. 

Στο πέµπτο κεφάλαιο συγκεντρώσαµε όλη τη µεθοδολογία και τα αποτελέσµατα των πειραµάτων που 

αναπτύχθηκαν στα προηγούµενα κεφάλαια και αναλύουµε την αποτελεσµατικότητα τους και τέλος στο 

έκτο κεφάλαιο παραθέτουµε όλους τους κώδικες που γραφτήκαν και χρησιµοποιήθηκαν στην Matlab µε 

πλήρη σχολιασµό σε κάθε τµήµα τους και στο έβδοµο κεφάλαιο βρίσκονται όλες οι διαδικτυακές και 

βιβλιογραφικές αναφορές. 
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ABSTRACT 

The method of abstract finite elements is a well posed and widely applied method which has it’s roots 

in the field of mathematical analysis and it’s applications encompass a wide field from static analysis, 

hydrodynamics up to three dimension computer model creation on modern personal computers. 

This thesis aims at developing and gathering all the mathematical concepts used by the field of 

mathematical analysis and how they are applied in the frame of finite element analysis on equations with 

partial differential equations of higher degree and is divided to six chapters; the first one is the 

introduction; on the second we develop the concepts we used from the mathematical analysis field;  

On the third we applied at a theoretical and at a practical level the Ritz method on the equations 

u u
p(x, y) q(x, y) r(x, y)(x, y) f (x, y)

x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂  + + =  ∂ ∂ ∂ ∂   
 and 

y
p(x) q(x) y(x) f (x, y)

x x

∂ ∂ − ⋅ + ⋅ = ∂ ∂ 
; on the 

fourth chapter we applied the Galerkin method on various problems in one and two dimensions with 

emphasis on the Poisson and Laplace equations. 

On the fifth chapter we present the methodology deployed at various points on and analyze their 

performance and fine points and on the sixth chapter we present the m files used with various remarks 

explaining their utility at all points; At the end we gathered the bibliography and web references used. 
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1. Εισαγωγή 

Σκοπός της εργασίας τούτης είναι η διερεύνηση του θεωρητικού υποβάθρου και η υλοποίηση της 

µεθοδολογίας των πεπερασµένων στοιχείων µε υψηλής τάξης στοχεία σε διαφορικές εξισώσεις µε 

µερικές παραγώγους και η διερεύνηση της αποτελεσµατικότητας τους µε εφαρµογές σε διαφορετικές 

συναρτήσεις και πεδία ορισµού. Στο δεύτερο κεφάλαιο παρατίθεται το θεωρητικό υπόβαθρο, όπου 

παρουσιάζουµε τα τµήµατα της θεωρίας που χρειαζόµαστε από τον τοµέα της µαθηµατικής ανάλυσης, 

αρχικά µε τους χώρους C
m

(Ω) και L
m

(Ω) και µετέπειτα µε τους χώρους Sobolev, το θεώρηµα 

ενσωµάτωσης και την έννοια της ασθενής παραγώγου. Βάσει των παραπάνω εννοιών ορίζουµε το 

συµµετρικό και το ασύµµετρο πρόβληµα µεταβλητότητας τα οποία µας οδηγούν στις µεθόδους Ritz και 

Galerkin αντίστοιχα και µετέπειτα παραθέτουµε τους τύπους των πεπερασµένων στοιχείων που 

χρησιµοποιούνται στις µεθόδους αλλά και την διασύνδεση όλων των παραπάνω εννοιών µε τις PDE. 

Στο τρίτο κεφάλαιο αναλύουµε την εφαρµογή της µεθόδου  Ritz σε δυο οικογένειες εξισώσεων, όπου 

για την 
u u

p(x, y) q(x, y) r(x, y)(x, y) f (x, y)
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ + + =  ∂ ∂ ∂ ∂   
 προχωρούµε σε πλήρη θεωρητική 

ανάλυση και για την 
y

p(x) q(x) y(x) f (x, y)
x x

∂ ∂ − ⋅ + ⋅ = ∂ ∂ 
 πέραν της ανάλυσης λύνουµε πλήρως το 

σύστηµα µε την ανάλογη υλοποίηση στη Matlab. Στο τέλος του κεφαλαίου συγκεντρώσαµε τα 

πειραµατικά αποτελέσµατα της εφαρµογής του αναδροµικού αλγορίθµου που εφαρµόστηκε στην δεύτερη 

εξίσωση, ο οποίος επανεκτελούταν έως ότου επιτευχθεί η επιθυµητή ακρίβεια και παρουσιάζουµε τα 

σχετικά γραφήµατα.  

Στο τέταρτο κεφάλαιο παραθέτουµε την εφαρµογή της µεθόδου Galerkin αρχικά στην γενική 

περίπτωση και µετέπειτα στη µια και στις δυο διαστάσεις για τις εξισώσεις Poisson και Laplace, 

αναλύοντας πλήρως την εφαρµογή της µεθόδου σε θεωρητικό και υπολογιστικό επίπεδο, όπου δόθηκε 

ιδιαίτερη µνεία στην εφαρµογή σε πολλάπλες τιµές βηµάτων και στην παραγώγη σε κάθε περίπτωση του 

σχετικού χρωµατικού κώδικα. Στο πέµπτο κεφάλαιο συγκεντρώσαµε όλη τη µεθοδολογία και τα 

αποτελέσµατα των πειραµάτων που αναπτύχθηκαν στα προηγούµενα κεφάλαια και αναλύουµε την 

αποτελεσµατικότητα των µεθόδων και των αλγορίθµων παράγοντας και καινούρια δεδόµενα για 

περαιτέρω επιβεβαίωση των αποτελεσµάτων. 

Τέλος στο έκτο κεφάλαιο παραθέτουµε όλους τους κώδικες που γραφτήκαν και χρησιµοποιήθηκαν 

στην Matlab µε πλήρη σχολιασµό σε κάθε τµήµα τους και στο έβδοµο κεφάλαιο βρίσκονται όλες οι 

διαδικτυακές και βιβλιογραφικές αναφορές. 
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2. Θεωρητικό υπόβαθρο 

2.1. Ο χώρος C
m

(Ω) 

Ως χώρο 0C ( )Ω  ορίζουµε το σύνολο : 

0C ( ) {u(x), u(x)Ω =  
συνεχής στο Ω} 

, δηλαδή ο 0C ( )Ω  είναι το σύνολο των συναρτήσεων οι οποίες είναι συνεχείς στο Ω και είναι γραµµικός 

διότι από 0

1 2u , u C ( )∈ Ω  έχουµε ότι 
1uα  και 

2uβ  συνεχείς, συνεπώς η 
1 2u uα +β  συνεχής ή 

ισοδύναµα ισχύει ότι : 

0 0

1 2 1 2u , u C ( ) u u C ( )∈ Ω ⇒ α + β ∈ Ω  

Ως 1C ( )Ω ορίζουµε το σύνολο των συναρτήσεων οι οποίες είναι συνεχείς στο Ω και υπάρχει η µερική 

παράγωγος τους η οποία είναι επίσης συνεχής και κατ’ αναλογία ορίζουµε και τους υψηλότερης τάξης 

χώρους όπου θα έχουµε συνεχείς παραγώγους δεύτερης τάξης, m τάξης, κ.α. δηλαδή : 

1 u
C ( ) {u(x), u(x)

x

∂
Ω = ∧

∂
 συνεχής στο Ω} 

       
2 u u

C ( ) {u(x), u(x)
x x x

∂ ∂ ∂ Ω = ∧ ∧  ∂ ∂ ∂ 
, συνεχής στο Ω} 

 
m (m )u

C ( ) {u(x), u(x) ... u (x)
x

∂
Ω = ∧ ∧ ∧

∂
, συνεχής στο Ω} 

, π.χ. Ο 3C ( )Ω  είναι ο χώρος που περιέχει τις συναρτήσεις οι οποίες είναι συνεχείς στο Ω για τις οποίες οι 

µερικές παράγωγοι µέχρι τρίτης τάξης υπάρχουν και είναι συνεχείς στο Ω ή ισοδύναµα οι µερικές 

παράγωγοι 
x y xx yy xxx yyy xxy xyy yyyu, u , u , u , u , u , u , u , u , u  υπάρχουν και είναι συνεχείς στο Ω. Για µερικές 

παραγώγους υψηλής τάξης συναρτήσεων πολλών µεταβλητών, η σηµειογραφία διευκολύνεται εάν 

χρησιµοποιήσουµε την εξής συνθήκη : 

Έστω συνάρτηση n

1 nu(x ,..., x ) R∈  και 1 n i i( ,..., ), , 0α = α α α ∈ α ≥� , τότε : 

1 n
1 n i

1 n

u
D u(x) , ... , 0

x ... x

α
α

α α

∂
= α = α + +α α ≥

∂ ∂
 

, π.χ. Για n 2=
 
και 1 2u(x) (x , x )= , οι δυνατοί συνδυασµοί είναι για το α είναι : 

(2,0)α = , (0, 2)α =  , (1,1)α =  

, συνεπώς για το D u(x)α  θα έχουµε : 
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( )
2

2

1

u
D u(x) (2,0)

x

α ∂
= α =

∂
,   ( )

2

2

2

u
D u(x) (0,2)

x

α ∂
= α =

∂
,   ( )

2

1 2

u
D u(x) (1,1)

x x

α ∂
= α =

∂ ∂
 

Εάν χρησιµοποιήσουµε την παραπάνω συνθήκη για τον χώρο mC ( )Ω  θα έχουµε ότι : 

m

1 nC ( ) {u(x ,..., x ), D u
αΩ = συνεχής στο Ω και mα ≤ } 

Περαιτέρω µπορούµε να ορίσουµε χώρους άπειρης τάξης : 

C ( ) {u(x),u '(x),...∝ Ω = άπειρα διαφορίσιµη στο Ω} 

, π.χ. 
xe , sin x C ( )∝∈ Ω . Ένας διανυσµατικός χώρος εφοδιασµένος µε την µη αρνητική µετρική της 

απόστασης d( , )⋅ ⋅  ονοµάζεται µετρικός, µε την απόσταση να είναι µια συνάρτηση των διανυσµάτων u και 

v για την οποία ισχύει ότι : 

• d(u, v) 0≥  

• d(u, v) 0 u v= ⇔ ≡  

• d(u, v w) d(u, v) d(u, w)+ ≤ +  (τριγωνική ανισότητα) 

Ένας διανυσµατικός χώρος εφοδιασµένος µε την µη αρνητική συνάρτηση της νόρµας ⋅  ονοµάζεται 

νορµικός, µε την νόρµα να είναι µια συνάρτηση η οποία ικανοποιεί τις παρακάτω σχέσεις : 

• u(x) 0, u(x) 0 u(x) 0≥ = ⇔ ≡  

• u(x) u(x) , Rα ⋅ = α α∈  

• u(x) v(x) u(x) v(x)+ ≤ +  

Στον χώρο 0C ( )Ω  οι συνάρτησεις : 

x x
d(u, v) max u(x) v(x) , u(x) max u(x)

∝∈Ω ∈Ω
= − =  

, είναι απόσταση και νόρµα αντίστοιχα και η επέκταση των παραπάνω συναρτήσεων στον χώρο mC ( )Ω

επιτυγχάνεται µε τις συναρτήσεις 
0 m x

d(u, v) max max D u(x) D v(x)
αα

≤ α ≤ ∈Ω
= −  και 

0 m x
u(x) max max D u(x)

α

≤ α ≤ ∈Ω
=   

αντίστοιχα [7]. 
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2.2. Ο χώρος mL ( )Ω  

O τετραγωνικά ολοκληρώσιµος χώρος 2L ( )Ω , ορίζεται ως εξής : 

{ }22L ( ) u(x), u(x) dx
Ω

Ω = <∝∫  

, π.χ. Για την συνάρτηση 
1

u (x )
x

=  και (0,1)Ω =  : 

1'1 1 1
2

2 2t 0 t 0 t 0 t 0
0 t t r

1 1 1 1 1
u(x) dx dx lim dx lim dx lim 1 lim 1

x x t txΩ → + → + → + → +
+

    = = = − = − − − = − + = + ∝    
    

∫ ∫ ∫ ∫  

, συνεπώς 21
u(x) L (0,1)

x
= ∉ . Στο σηµείο αυτό θέλουµε να σηµειώσουµε ότι υπάρχουν συναρτήσεις οι 

οποίες ανήκουν στον χώρο 2L (0,1)  αλλά δεν ανήκουν στον χώρο 0C (0,1) , π.χ. Για την συνάρτηση 

4

1
u(x)

x
=  έχουµε ότι 0

1/ 4

1
u (x ) C (0,1)

x
= ∉  αλλά 

2

1 1 12

40 0 0

1 1
u(x) dx dx dx 2

xx

    = = = <∝     
∫ ∫ ∫ , 

συνεπώς 2u(x) L (0,1)∈  και 0u(x) C (0,1)∉ . Στον 2L ( )Ω , οι συναρτήσεις : 

1/2

2
d(f ,g) f g dx ,

Ω

 
= − 
 
∫

 
{ }2

1/2
2

L 2
u u u dx

Ω
= = ∫  

, είναι απόσταση και νόρµα αντίστοιχα [7], συνεπώς ο 2L ( )Ω  εφοδιασµένος µε τις παραπάνω είναι 

µετρικός και νορµικός και βάση της απόστασης ορίζεται η ισότητα δυο συναρτήσεων στον χώρο 2L ( )Ω  

όπου δυο συναρτήσεις f , g  είναι ίσες εάν και µόνο εάν d(f , g) 0= , π.χ. οι συναρτήσεις :  

0, x 0
f (x)

1, x 0

<
= 

≥
 και 

0, x 0
g(x)

1, x 0

≤
= 

>
 

, είναι ίσες στον 2L ( 2, 2)− , διότι : 

1/2 1/2 1/2
2 0 2

2 2 2 2

2 2 0

d(f ,g) f g dx f g dx f g dx f g dx 0
Ω − −

     
= − = − + − + − =     
     
∫ ∫ ∫ ∫  

Περαιτέρω ο χώρος mL ( )Ω , ορίζεται ως εξής : 

mm
L ( ) u(x), u(x) dx

Ω

 
Ω = <∝ 

 
∫  
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και η συνάρτηση 

1/p

p
d(f ,g) f g dx

Ω

 
= − 

 
∫ , είναι απόσταση στον χώρο pL ( )Ω  [7]. 

Εσωτερικό γινόµενο στον χώρο 2L ( )Ω  

Στον nR  δοθέντος δυο διανυσµάτων [ ] [ ]T T

1 n 1 nx x ,..., x , y y ,..., y= = , γνωρίζουµε ότι το εσωτερικό 

γινόµενο ορίζεται ως εξής : 

n
T

i i

i 1

x, y x y x y
=

< >= = ∑  

Κατ’ αναλογία εάν ορίσουµε στον χώρο 2L ( )Ω  την συνάρτηση : 

2(f , g) f (x)g(x)dx, f , g L ( )
Ω

= ∈ Ω∫  

, τότε ικανοποιούνται οι συνθήκες του εσωτερικού γινοµένου [7] : 

• 2(f ,g) (g, f ), f , g L ( )= ∀ ∈ Ω  

• 2( f ,g) (f , g) (f ,g), f , g L ( ), Rα = α = α ∀ ∈ Ω ∀α∈  

• 2(f ,g w) (f ,g) (f , w), f ,g L ( )+ = + ∀ ∈ Ω  

Η νόρµα, η απόσταση και το εσωτερικό γινόµενο στον χώρο 2L ( )Ω  συνδέονται ως εξής [7] : 

1/2

2

2
u (u, u) u dx

Ω

 
= =  

 
∫  

2.3. Χώροι Sobolev H
m

(Ω) 

Οι χώροι Sobolev ορίζονται χρησιµοποιώντας ως βάση τους τετραγωνικά ολοκληρώσιµα χώρους 2L ( )Ω  

µε την προσθήκη ότι πέραν της συνέχειας της συνάρτησης επιπλέον απαιτούµε οι µερικές παράγωγοι της 

συνάρτησης να ανήκουν στον 2L ( )Ω , δηλαδή κατασκευάζουµε χώρους συναρτήσεων µε παραγώγους σε 

µορφή ολοκληρωµάτων. 

Ορισµός χώρων Sobolev 

Ως µηδενικής τάξης χώρο Sobolev 0 ( )Η Ω , ορίζουµε το σύνολο των συναρτήσεων οι οποίες ανήκουν 

στον 2L ( )Ω  για τις οποίες δεν υπάρχουν οι µερικές παράγωγοι (τετριµένη περίπτωση), συνεπώς 

προκύπτει ότι είναι της µορφής : 

2
0 2

H ( ) L ( ) u(x), u(x)
Ω

 
Ω = Ω = <∝ 

 
∫  
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Ως πρώτης τάξης χώρο Sobolev 1( )Η Ω , ορίζουµε το σύνολο των συναρτήσεων οι οποίες ανήκουν στον 

2L ( )Ω  και υπάρχουν µερικές παραγώγοι πρώτης τάξης οι οποίες ανήκουν στον 2L ( )Ω , συνεπώς 

προκύπτει ότι είναι της µορφής : 

{ }1 2H ( ) v(x), D v L ( ), 1
αΩ = ∈ Ω α ≤  

, π.χ. για ( , b)Ω = α  προκύπτει ότι ο χώρος 1H ( , b)α  ορίζεται ως εξής : 

2
b b21 v

H ( ,b) v(x), x b v(x) dx dx
xα α

 ∂ 
α = α < < ∧ <∝ ∧ <∝ 

∂  
∫ ∫  

, µε την συνάρτηση 2f (x) x=  να ανήκει στον 1H ( , b)α  διότι : 

( )
2

1 1 1 122 2

0 0 0 0

1 f 4
x dx dx 2x dx 4 x dx

3 x 3

∂
= <∝ ∧ = = = <∝

∂∫ ∫ ∫ ∫
 

Η επέκταση του παραπάνω ορισµού στις δυο διαστάσεις σχηµατίζεται ως εξής : 

1 2 2 2v v
H ( ) v(x, y), x b v(x, y) L ( ) L ( ) L ( )

x y

 ∂ ∂
Ω = α < < ∧ ∈ Ω ∧ ∈ Ω ∧ ∈ Ω 

∂ ∂ 
 

, π.χ.  Για την συνάρτηση 1 2g(x, y) (x ) (x )= ηµ + συν  και [0, 2 ] x [0, 2 ]Ω = π π , ισχύει ότι : 

2 2 2 2

1 2

2

2 2 2

1

1 1

2

2 2 2

2

2 2

g(x, y) dx (x ) (x ) dx 1 1 dx g(x, y) L ( )

g g
dx (x ) dx 1 dx L ( )

x x

g g
dx (x ) dx 1 dx L ( )

x x

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

= ηµ + συν ≤ + <∝ ⇒ ∈ Ω

∂ ∂
= συν ≤ <∝ ⇒ ∈ Ω

∂ ∂

∂ ∂
= −ηµ ≤ <∝ ⇒ ∈ Ω

∂ ∂

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

, συνεπώς 1g(x, y) H ( )∈ Ω . Εν γένει ως m τάξης χώρο Sobolev m ( )Η Ω  ορίζουµε το σύνολο των 

συναρτήσεων οι οποίες ανήκουν στον 2L ( )Ω  και υπάρχουν µερικές παραγώγοι µέχρι m τάξη οι οποίες 

ανήκουν στον 2L ( )Ω , συνεπώς προκύπτει ότι είναι της µορφής : 

{ }m 2H ( ) v(x), D v L ( ), m
αΩ = ∈ Ω α ≤  
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Εσωτερικό γινόµενο, απόσταση και νόρµα στους χώρους Sobolev 

Εφόσον ο χώρος 0H ( )Ω  ταυτίζεται µε τον 2L ( )Ω  όπου το εσωτερικό γινόµενο είναι (f ,g) f (x)g(x)dx
Ω

= ∫

, για τον 0H ( )Ω  προκύπτει ότι : 

0 2H ( ) L ( )
(u, v) (u, v) uvdx

Ω Ω
Ω

= = ∫  

Το εσωτερικό γινόµενο στον χώρο 1H ( )Ω  ορίζεται επεκτείνοντας τον παραπάνω ορισµό µε την 

πρόσθεση του γινουµένου της πρώτης τάξης παραγώγων, π.χ. εάν θέσουµε ( , b)Ω = α , τότε το 

εσωτερικό γινόµενο των συναρτήσεων u και v στον χώρο 1H ( , b)α  είναι 1

b

H ( ,b)
(u, v) (uv u ' v ')dx

α
α

= +∫  και 

η επέκταση του στις δυο διαστάσεις, ορίζεται κατ’ αναλογία ως εξής : 

1
H ( )

u v u v
(u, v) uv dxdy

x x y yΩ
Ω

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫ ∫  

Εν γένει στον χώρο mH ( )Ω  το εσωτερικό γινόµενο κατασκευάζεται µε την πρόσθεση των όρων του 

αθροίσµατος που ολοκληρώνουµε επί του πεδίου Ω µέχρι και τις τάξης m µερικές παραγώγους ή 

ισοδύναµα είναι της µορφής : 

( )( )m mH ( )
m

(u, v) (u, v) D u(x) D v(x) dx
α α

Ω
α ≤Ω

= = ∑∫ ∫  

Για την νόρµα και την απόσταση στον χώρο Sobolev mH ( )Ω , οι παρακάτω συναρτήσης εκπληρούν τις 

προυποθέσεις που προαναφέραµε [8] : 

m

1/2
2

H ( ) m
m

u u D u(x) dx
α

Ω
α ≤Ω

  
= =  

  
∑∫ , 

m m
d(u, v) u v= −  

, π.χ. Εάν θέσουµε ( , b)Ω = α στον χώρο 1H ( , b)α  δυο συναρτήσεις που είναι νόρµα και απόσταση 

αντίστοιχα είναι οι εξής [8] : 

1/2
b

2 2

1
u (u ) (u ') dx

α

   = +    
∫  , ( ) ( )( )

1/2
b

22

1 1
d(u, v) u v u v u v ' dx

α

   = − = − + −     
∫  
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2.4. Ασθενής παράγωγος και το θεώρηµα ενσωµάτωσης του Sobolev  

Ορίζουµε ως ασθενή παράγωγο (weak derivative) m τάξης της 0u(x) H ( )∈ Ω  και συµβολίζουµε µε 

(m)v(x) u (x)= , µια συνάρτηση v(x)  η οποία ικανοποιεί την συνθήκη : 

( )m (m)v(x) (x)dx 1 u(x) (x)dx
Ω Ω

ϕ = − ϕ∫ ∫  

, όπου για την (x)ϕ  ισχύει ότι : 

m (m 1)(x) C ( ) (x) '(x) ... (x) 0, x−ϕ ∈ Ω ∧ ϕ = ϕ = = ϕ = ∈∂Ω  

, µε ∂Ω  να είναι το σύνορο του Ω και την (x)ϕ  να συναντάται στην βιβλιογραφία µε τον όρο συνάρτηση 

δοκιµής (testing function), π.χ. για (0,1)Ω =  
και m=1 η ασθενής παράγωγος πρώτης τάξης (1)v(x) u (x)=  

θα είναι µια συνάρτηση v(x) , τέτοια ώστε : 

1

(1)

0

v(x) (x)dx u (x) (x)dx
Ω

ϕ = − ϕ∫ ∫  

, όπου για την συνάρτηση δοκιµής (x)ϕ  θα ισχύει ότι : 

1(x) C (0,1) (0) (1) '(0) '(1) 0ϕ ∈ ∧ ϕ = ϕ = ϕ = ϕ =  

Η κατα παράγοντες ολοκλήρωση ισχύει και για τις ασθενείς παραγώγους και παρατηρούµε ότι ο ορισµός 

προκύπτει ως εξής [19] : 

[ ]

( )( )

1 1 1
1(1)

0

0 0 0

1
1 (1)

0

v(x) (x)dx u (x) (x)dx u '(x) (x)dx u u(x) '(x)dx

v(x) (x)dx u(x) '(x)dx 1 u(x) (x)dx

Ω

Ω Ω

ϕ = ϕ = ϕ = ϕ − ϕ ⇒

ϕ = − ϕ = − ϕ

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

, π.χ. Η συνάρτηση  

0, x 0
u(x)

x, x 0

≤
= 

>
 

, έχει ως ασθενή παράγωγο την συνάρτηση : 

0, x 0
v(x)

1, x 0

≤
= 

>
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Για να αποδείξουµε ότι η v(x) είναι η ασθενής παράγωγος της u(x), πολλαπλασιάζουµε την v µε µια 

δοκιµαστική συνάρτηση φ και ολοκληρώνουµε επί του πεδίου ορισµού : 

( )( )

t

0
t

R 0 0 0

1 (1)

R 0

v(x) (x)dx (x)dx x ' (x)dx lim[x (x)] x '(x)dx

v(x) (x)dx u(x) '(x)dx 1 u(x) (x)dx

∝ ∝ ∝

→∝

∝

Ω

ϕ = ϕ = ϕ = ϕ − ϕ ⇒

ϕ = − ϕ = − ϕ

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

, διότι η συνάρτηση δοκιµής στην συνοριακή περιοχή είναι µηδενική δηλαδή ισχύει ότι : 

t t

t t

lim (x) lim '(x) ... 0

lim (x) lim '(x) ... 0

→∝ →∝

→−∝ →−∝

ϕ = ϕ = =

ϕ = ϕ = =
 

, συνεπώς η v(x) είναι ασθενής παράγωγος της u(x) για κάθε δοκιµαστική συνάρτηση η οποία πληρεί τις 

παραπάνω συνθήκες. Παρακάτω παραθέτουµε το θεώρηµα ενσωµάτωσης του Sobolev, το οποίο συνδέει 

τους χώρους m
H ( )Ω  οι οποίοι ορίστηκαν βάσει των χώρων 2

L ( )Ω  µε τους χώρους m
C ( )Ω . 

Θεώρηµα ενσωµάτωσης Sobolev [9]. Eάν 2m n> , τότε :  

m j j
H ( ) C ( ), j 0,1, ...

+ Ω ⊂ Ω =  

, µε n να είναι η διάσταση της ανεξάρτητης µεταβλητής των στοιχείων του χώρου Sobolev. 

• Σε χώρους µιας διάστασης έχουµε ότι n 1=  συνεπώς 
1

m m 1
2

> ⇒ ≥  και από το θεώρηµα 

ενσωµάτωσης προκύπτει ότι : 

j 0
1 j 1 0 1 0

j 1
1 j 1 1 2 1

j 2
1 j 1 2 3 2

H ( ) H ( ) H ( ) C ( )

H ( ) H ( ) H ( ) C ( )

H ( ) H ( ) H ( ) C ( )

=
+ +

=
+ +

=
+ +

Ω = Ω = Ω ⊂ Ω

Ω = Ω = Ω ⊂ Ω

Ω = Ω = Ω ⊂ Ω

�

 

Να σηµειώσουµε ότι εάν θέταµε ως m 2= , τότε προκύπτει :  

j 0
2 j 2 0 2 0

j 1
2 j 2 1 3 1

H ( ) H ( ) H ( ) C ( )

H ( ) H ( ) H ( ) C ( )

=
+ +

=
+ +

Ω = Ω = Ω ⊂ Ω

Ω = Ω = Ω ⊂ Ω

�

 

, το οποίο προκύπτει και από το γεγονός 
1 0

C ( ) C ( )Ω ⊂ Ω . 
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• Σε χώρους δυο διαστάσεων έχουµε ότι n 2=  συνεπώς m 1 m 2> ⇒ ≥  και από το θεώρηµα 

ενσωµάτωσης προκύπτει ότι : 

j 0
2 j 2 2 0 0

j 1
2 j 3 2 1 1

j 2
2 j 4 2 2 2

H ( ) H ( ) H ( ) C ( )

H ( ) H ( ) H ( ) C ( )

H ( ) H ( ) H ( ) C ( )

=
+ +

=
+ +

=
+ +

Ω = Ω = Ω ⊂ Ω

Ω = Ω = Ω ⊂ Ω

Ω = Ω = Ω ⊂ Ω

�

 

• Στον χώρο των τριών διαστάσεων έχουµε ότι n 3=  συνεπώς 
3

m m 2
2

> ⇒ ≥  και από το θεώρηµα 

ενσωµάτωσης προκύπτει ότι : 

j 0
2 j 2 2 0 0

j 1
2 j 3 2 1 1

j 2
2 j 4 2 2 2

H ( ) H ( ) H ( ) C ( )

H ( ) H ( ) H ( ) C ( )

H ( ) H ( ) H ( ) C ( )

=
+ +

=
+ +

=
+ +

Ω = Ω = Ω ⊂ Ω

Ω = Ω = Ω ⊂ Ω

Ω = Ω = Ω ⊂ Ω

�

 

2.5. Συµµετρικό και ασύµµετρο πρόβληµα µεταβολών 

∆ιγραµµικές µορφές 

Σε έναν διανυσµατικό χώρο V και ένα πεδίο F ως διγραµµική µορφή ορίζουµε µια συνάρτηση 

: VxV Fα → ,  η οποία είναι γραµµική ως προς κάθε µεταβλητή, δηλαδή ισχύει ότι : 

(u, v w) (u, v) (u, w)

(u v, w) (u, w) (v, w)

( u, v) (u, v) (u, v)

α + = α +α

α + = α +α

α λ = α λ = λα
 

, π.χ. Η συνάρτηση : RxR Rα →  µε κανόνα αντιστοίχησης (x, y) xy, Rα = λ λ∈  είναι διγραµµική 

µορφή, διότι : 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

(u, v w) u(v w) uv uw (u, v) (u, w)

(u v, w) (u v)w uw vw (u, w) (v, w)

(ku, v) kuv k uv

(u, v) u kv k uv

(u, v) kuv k uv

α + = λ + = λ + λ = α + α

α + = λ + = λ + λ = α + α

α = λ = λ

α λ = λ = λ

λα = λ = λ
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• Mια διγραµµική µορφή ( , )α ⋅ ⋅  είναι συµµετρική εάν : 

(u, v) (v, u) u, v Vα = α ∀ ∈  

, π.χ. Η συνάρτηση : RxR Rα →  µε κανόνα αντιστοίχησης (x, y) xy, Rα = λ λ∈  είναι συµµετρική 

διγραµµική µορφή, διότι : 

(x, y) xy yx (y, x), Rα = λ = λ = α λ∈  

Σε κάθε συµµετρική διγραµµική µορφή ( , )α ⋅ ⋅  αντιστοιχεί µια τετραγωνική µορφή Q(x)  µε την εξής 

σχέση [10] : 

1
2

Q(x) (x, x)

(x, y) (y, x) (Q(x y) Q(x) Q(y))

= α

α = α = + − −
 

• Mια διγραµµική µορφή ( , )α ⋅ ⋅  είναι θετική εάν : 

(u,u) 0, u Vα ≥ ∀ ∈  

, π.χ. Η συνάρτηση : RxR Rα →  µε κανόνα αντιστοίχησης (x, y) xyα =  είναι διγραµµική και θετική 

µορφή, διότι : 

2
(x, x) x 0α = ≥  

• Mια διγραµµική µορφή ( , )α ⋅ ⋅  είναι φραγµένη (ή συνεχής) εάν υπάρχει σταθερά C 0>  τέτοια ώστε : 

(u, v) C u v , u, v Vα ≤ ∀ ∈  

, π.χ. Η συνάρτηση : R xR R+ + +α →  µε κανόνα αντιστοίχησης (x, y) xyα =  είναι διγραµµική και για 

u, v R *∈ , θα έχουµε ότι : 

( ) ( )2 22 2

(u, v) xy

u v x y xy (u, v)

α =

= = = α
 

, συνεπώς θα έχουµε ότι 
1 1

(u, v) C u v , C 0
(u, v) xy

α ≤ = = >
α

. 
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• Mια διγραµµική µορφή (u, u)α  είναι k – ελλεπτική εάν υπάρχει σταθερά k 0> , τέτοια ώστε: 

2
(u,u) k u , u Vα ≥ ∀ ∈  

, π.χ. Η συνάρτηση : RxR Rα →  µε κανόνα αντιστοίχησης ( )(x, y) xy , 0α = κ κ >  είναι διγραµµική και  

για u x R= ∈ , θα έχουµε ότι: 

2

2 2

(u, u) x

u x

α = κ

=
 

, συνεπώς θα έχουµε ότι 
22(u, v) x u , 0α = κ ≥ κ κ > . 

Συµµετρικό και ασύµµετρο πρόβληµα µεταβολών 

Πρίν παρουσιάσουµε τις διατυπώσεις των σχετικών προβλήµατων, παραθέτουµε την παρακάτω πρόταση 

η οποία χρησιµοποιείται και στις δυο αποδείξεις που αναφέρονται στην σχετική βιβλιογραφία. 

Πρόταση Α [11]. Έστω ο χώρος Hilbert Η εφοδιασµένος µε µια νόρµα ⋅ , εσωτερικό γινόµενο  και 

: HxH Fα →  µια διγραµµική µορφή στο V H⊂ , τέτοια ώστε να είναι φραγµένη και k – ελλεπτική. Ο 

χώρος V εφοδιασµένος µε την διγραµµική µορφή ( )V, ( , )α ⋅ ⋅  είναι χώρος Hilbert. 

Συµµετρικό πρόβληµα µεταβολών [11] 

Εάν έχουµε ότι : 

1. Ο χώρος ( )H,( , )⋅ ⋅  είναι ενας χώρος Hilbert στο R. 

2. V είναι ενα κλειστό υποσύνολο του Η. 

3. Η διγραµµική µορφή : VxV Rα →  είναι φραγµένη. 

4. Η διγραµµική µορφή : VxV Rα →  είναι k - ελλειπτική στο V. 

5. Η διγραµµική µορφή : VxV Rα →  είναι συµµετρική. 

, τότε δοθέντος f V '∈  να βρεθεί u V∈  τέτοιο ώστε: 

(u, v) f (v), v Vα = ∀ ∈  

, όπου V '  είναι ο χώρος των συνεχών γραµµικών συναρτήσεων από το V στο R. Το συµµετρικό 

προβλήµα έχει µοναδική λύση [11] και είναι η βάση για την ανάπτυξη της µεθόδου Ritz, όπου ο χώρος V' 

στην βιβλιογραφία συναντάται ως V* όταν αναφερόµαστε γενικά σε πεδίο F και ως V' όταν 

αναφερόµαστε σε κάποιο συγκεκριµένο πεδίο. Σηµείωνουµε για την έννοια της συνέχειας στην 

τοπολογία, ότι µια συνάρτηση f : X Y→  ορίζεται ως συνεχής εάν για κάθε ανοικτό σύνολο  V Y⊆  η 

αντίστροφη εικόνα 1
f (V) {x X, f (x) V}

− = ∈ ∈ , είναι ανοιχτό υποσύνολο του Χ, όπου για την f στο 

συγκεκριµένο πρόβληµα έχουµε f : V R→ .  
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Ασύµµετρο πρόβληµα µεταβολών [11] 

Εάν έχουµε ότι: 

1. Ο χώρος ( )H,( , )⋅ ⋅  είναι ενας χώρος Hilbert στο R. 

2. V είναι ενα κλειστό υποσύνολο του Η 

3. Η διγραµµική µορφή : VxV Rα →  είναι φραγµένη 

4. Η διγραµµική µορφή : VxV Rα →  είναι k - ελλειπτική στο V 

, τότε δοθέντος f V '∈  να βρεθεί u V∈  τέτοιο ώστε: 

(u, v) f (v), v Vα = ∀ ∈  

, όπου V '  είναι ο χώρος των συνεχών γραµµικών συναρτήσεων.  

Το ασύµµετρο προβλήµα είναι η βάση για την ανάπτυξη της µεθόδου Galerkin και έχει µοναδική λύση 

λόγω του παρακάτω θεωρήµατος : 

Θεώρηµα Lax - Milgram [12]. Έστω ο χώρος Hilbert Η εφοδιασµένος µε νόρµα  ⋅ , εσωτερικό 

γινόµενο   και : HxH Rα →  µια διγραµµική µορφή τέτοια ώστε : 

1. Να είναι φραγµένη, δηλαδή υπάρχει σταθερά C 0>  τέτοια ώστε: (u, v) C u v , u, v Vα ≤ ∀ ∈  

2. Να είναι k – ελλειπτική, δηλαδή υπάρχει σταθερά k 0> , τέτοια ώστε : 
2

k u (u, u)≤ α . 

Εάν έχουµε µια γραµµική συνάρτηση l : H R→ , τότε υπάρχει µοναδική λύση u στην εξίσωση: 

(u, v) l(v), v Hα = ∀ ∈  

2.6. Mέθοδος Ritz 

Με την µέθοδο Ritz επιδιώκουµε να λύσουµε το συµµέτρικο πρόβληµα µεταβολών, δηλαδή αναζητούµε 

h hu V∈  για την οποία ισχύει h h h h(u , v ) l(v ), vα = ∀  και έχει ως βάση την παρακάτω πρόταση. 

Πρόταση Β [12]. Εάν έχουµε µια συµµετρική και θετική διγραµµική µορφή, τότε η εξίσωση : 

(u, v) l(v), v Hα = ∀ ∈  

έχει λύση u εάν και µόνο εάν η u ελαχιστοποιεί στο V την παράσταση : 

vEV
J(u) inf J(v)=  

, όπου η J(v)  ορίζεται ως εξής : 

1
J(v) (v, v) l(v), v V

2
= α − ∀ ∈  
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Εάν συνδυάσουµε την παραπάνω πρόταση µε τις συνθήκες και την µοναδικότητα της λύσης του 

συµµετρικού προβλήµατος, προκύπτει ότι : 

Πρόταση Γ [12]. Εάν έχουµε µια φραγµένη, k - ελλειπτική, συµµετρική και θετική διγραµµική µορφή, 

τότε η εξίσωση: 

(u, v) l(v), v Hα = ∀ ∈  

έχει λύση u η οποία είναι µοναδική εάν και µόνο εάν η u ελαχιστοποιεί την παράσταση : 

vEV
J(u) inf J(v)=  

, µε 
1

J(v) (v, v) l(v), v V
2

= α − ∀ ∈ . 

Η µέθοδος Ritz έχει ως πυρήνα την αντικατάσταση του χώρου V, µε έναν πεπερασµένων διαστάσεων 

χώρο hV  και την εύρεση µιας προσέγγιστικής λύσης h hu V∈ , τέτοιας ώστε : 

h h h h h h
vEV

1
J(u ) inf J(v ), J(v ) (v ,v ) l(v )

2
= = α −  

Για την εύρεση της αριθµητικής τιµής της λύσης η κεντρική ιδέα της µεθόδου είναι να ανάγουµε το 

πρόβληµα από έναν χώρο V  σε έναν χώρο hV  ο οποίος όµως είναι πεπερασµένων διαστάσεων, συνεπώς 

µπορούµε να υπολογίσουµε µια βάση του και κατ’ επέκταση να εκφράσουµε κάθε στοιχείο του χώρου ως 

γραµµικό συνδυασµό αυτής. Έστω ότι η διάσταση του hV  είναι Ν και ότι τα διανύσµατα βάσης είναι της 

µορφής 
j , j 1, ..., Nϕ = , τότε θα έχουµε ότι κάθε στοιχείο του χώρου είναι της µορφής 

N

h j j h h

j 1

u u , , u V
=

= ϕ ∀ ∈∑  και για την λύση hu  που αναζητούµε, θα πρέπει : 

h h h h h h
vEV

1
J(u ) inf J(v ), J(v ) (v , v ) l(v )

2
= = α −  

, συνεπώς αντικαθιστώντας λαµβάνουµε ότι : 

( ) ( )
N N N N N N

h j j j j j j i j i j j j

j 1 j 1 j 1 i 1 j 1 j 1

1 1
J(u ) u , u l u u u , u l

2 2= = = = = =

   
= α ϕ ϕ − ϕ = α ϕ ϕ − ϕ   

   
∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑  

Η παραπάνω ισότητα προκύπτει διότι αφενός διότι η l είναι γραµµική µορφή, συνεπώς :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N N

j j 1 1 N N 1 1 N N 1 1 N N j j

j 1 j 1

l u l u ... u l u ... l u u l ... u l u l
= =

 
ϕ = ϕ + + ϕ = ϕ + + ϕ = ϕ + + ϕ = ϕ 

 
∑ ∑  
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, αφετέρου εάν για την ανάλυση της παράστασης : 

N N

j j j j

j 1 j 1

1
u , u

2 = =

 
α ϕ ϕ 

 
∑ ∑

 

, χρησιµοποιούµε την γραµµικότητα ως προς και τις δυο µεταβλητές :  

( )

( ) ( )( )

( ) ( )

N N

j j j j 1 1 N N 1 1 N N

j 1 j 1

N N

j j j j 1 1 N N 1 1 1 1 N N N N

j 1 j 1

N N

j j j j 1 1 1 1 N N 1 1 1

j 1 j 1

1 1
u , u u ... u ,u ... u

2 2

1 1
u , u u ... u ,u ... u ... u , u

2 2

1 1
u , u u ,u ... u , u ... u

2 2

= =

= =

= =

 
α ϕ ϕ = α ϕ + + ϕ ϕ + + ϕ ⇔ 
 

 
α ϕ ϕ = α ϕ + + ϕ ϕ + +α ϕ + + ϕ ϕ ⇔ 
 

 
α ϕ ϕ = α ϕ ϕ + +α ϕ ϕ + +α ϕ 
 

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 N N N N N N

N N

j j j j 1 1 1 1 1 N N 1 N 1 1 N N N N N

j 1 j 1

N N

j j j j 1 1 1 1 1 N 1 N N 1 N 1 N N N N

j 1 j 1

, u ... u ,u

1 1
u , u u u , ... u u , ... u u , ... u u ,

2 2

1 1
u , u u u , ... u u , ... u u , ... u u ,

2 2

1
u

2

= =

= =

ϕ + +α ϕ ϕ ⇔

 
α ϕ ϕ = α ϕ ϕ + + α ϕ ϕ + + α ϕ ϕ + + α ϕ ϕ ⇔ 
 

 
α ϕ ϕ = α ϕ ϕ + + α ϕ ϕ + + α ϕ ϕ + + α ϕ ϕ ⇔ 
 

α

∑ ∑

∑ ∑

( )
N N N N

j j j j i j i j

j 1 j 1 i 1 j 1

1
, u u u ,

2= = = =

 
ϕ ϕ = α ϕ ϕ 

 
∑ ∑ ∑∑

 

Εάν θέσουµε: 

( )
( )

N,N

ij ij i j

N

i i i

A ( ) R , ,

F (f ) R , f l

= α ∈ α = α ϕ ϕ

= ∈ = ϕ
 

, τότε το σύστηµα γράφεται σε µορφή πινάκων AU F=  και για το πρόβληµα ελαχιστοποίησης της 

παράστασης ( ) ( )
N N N

h i j i j j j

i 1 j 1 j 1

1
J(u ) u u , u l

2 = = =

= α ϕ ϕ − ϕ∑∑ ∑  έχουµε ότι ανάγεται στην εύρεση 

N

1 NU (u , ..., u ) R= ∈ , τέτοιου ώστε : 

NVER
J(U) inf J(V)=  

, όπου για την J(V)  ισχύει ότι: 

t1
J(V) V AV VF

2
= −  

Η υπολογιστική αντιµετώπιση του προβλήµατος βασίζεται στο γεγονός ότι όπως προαναφέραµε κάθε 

διγραµµική µορφή αντιστοιχίζεται σε µια τετραγωνική µορφή και εφόσον η διγραµµική µορφή είναι 

θετικά ορισµένη και συµµετρική ο πίνακας Α µε ( )N,N

ij ij i jA ( ) R , ,= α ∈ α =α ϕ ϕ , θα είναι θετικά 

ορισµένος και συµµετρικός. Από τα προθύστερα προκύπτει ότι για να λύσουµε το σύστηµα AU F=
 

πρέπει να ελαχιστοποιήσουµε την τετραγωνική µορφή t1
V AV VF

2
− , όµως ο πίνακας Α είναι θετικά 
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ορισµένος και συµµετρικός συνεπώς γνωρίζουµε ότι η λύση του προβλήµατος ελαχιστοποίησης 

N

1 NU (u , ..., u ) R= ∈  υπάρχει, είναι µοναδική και είναι η λύση του συστήµατος AU F=
 
[13].  

Συνοψίζοντας η µέθοδος Ritz µετατοπίζει το πρόβληµα επίλυσης της (u, v) l(v)α =  σε έναν 

πεπερασµένο χώρο και το ανάγει στην λύση του συστήµατος AU F= , το οποίο όµως αντιστοιχεί στην 

ελαχιστοποίηση µιας τετραγωνικής µορφής µε θετικά ορισµένο και συµµετρικό πίνακα Α, συνεπώς θα 

υπάρχει µοναδική λύση. 

2.7. Mέθοδος Galerkin 

Η µέθοδος Galerkin βασίζεται στην κατασκευή του πεπερασµένου χώρου hV , εντός του οποίου θα 

αναζητήσουµε την προσεγγιστική λύση και για την εύρεση της αριθµητικής τιµής της λύσης η κεντρική 

ιδέα της µεθόδου ταυτίζεται µε αυτήν της µεθόδου Ritz, δηλαδή ανάγουµε το πρόβληµα από έναν χώρο 

V σε έναν χώρο hV  ο οποίος όµως είναι πεπερασµένων διαστάσεων, συνεπώς µπορούµε να 

υπολογίσουµε µια βάση του και κατ’ επέκταση να εκφράσουµε κάθε στοιχείο του χώρου ως γραµµικό 

συνδυασµό αυτής [12]. Με την µέθοδο Galerkin επιδιώκουµε να λύσουµε το ασσύµετρο πρόβληµα 

µεταβολής problem, δηλαδή αναζητούµε h hu V∈  για την οποία ισχύει : 

h h h h(u , v ) l(v ), vα = ∀  

Εφόσον οι χώροι είναι πεπερασµένοι µπορούµε να θεωρήσουµε τις συναρτήσεις βάσης του κάθε χώρου 

j j, j 1, ..., N , j 1,..., Nϕ = ∧ ψ =   αντίστοιχα, συνεπώς το παραπάνω πρόβληµα ανάγεται στην εύρεση

N

h j j h

j 1

u u V
=

= ϕ ∈∑ , τέτοιο ώστε : 

N

j j i i

j 1

u ( , ) l( ), i 1,..., N
=

α ϕ ψ = ψ =∑  

ή εάν θέσουµε ( )N,N

ij ij i jA ( ) R , ,= α ∈ α = α ϕ ϕ  και ( )N

i i iF (f ) R , f l , i 1,..., N= ∈ = ϕ = , το πρόβληµα 

ανάγεται στο να λύσουµε το σύστηµα AU F= . Η µεθόδος στηρίζεται στο γεγονός στο ότι τα στοιχεία 

του πίνακα Α αντιστοιχίζονται σε διγραµµική µορφή, συνεπώς θα έχουµε ύπαρξη και µοναδικότητα της 

λύσης λόγω του θεωρήµατος Lax – Milgram. 

Συνοψίζοντας η µέθοδος Galerkin µετατοπίζει το πρόβληµα επίλυσης της (u, v) l(v)α =  σε έναν 

πεπερασµένο χώρο και το ανάγει στην λύση του συστήµατος AU F=  µε τα στοιχεία του πίνακα να 

βρίσκονται σε πλήρη αντιστοιχία µε µια διγγραµική και µια γραµµική µορφή, συνεπώς έχουµε ύπαρξη 

και µοναδικότητα της λύσης λόγω του θεωρήµατος Lax – Milgram. 
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2.8. Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων µπορεί να διασπαστεί σε τέσσερις λογικές ενότητες: 

Ενότητα Α – Μέθοδοι 

Εφαρµόζουµε την µέθοδο Ritz ή την µέθοδο Galerkin, συνεπώς το αρχικό πρόβληµα επίλυσης εξίσωσης 

µε µερικές παραγώγους ανάγεται στην λύση του συστήµατος AU F=  σε έναν πεπερασµένο χώρο. 

Ενότητα Β – Μεθοδολογία λύσης του συστήµατος 

1
ο
 Βήµα: Τµηµατοποιούµε το πεδίο ορισµού Ω µε ενα πλέγµα hT , δηλαδή µε µια συλλογή από απλού 

τύπου στοιχεία µε την παράµετρο h να ορίζεται ως εξής : 

( )
hK T

H max diam(K)
∈

=  

, συνεπώς η Η µας δίνει την εκλέπτυνση του πλέγµατος και όταν H 0→ , ο hV
 
 θα τείνει στον V. 

2
ο
 Βήµα: Σε κάθε ενα στοιχείο υπολογίζουµε τις συναρτήσεις βάσης όπως αναλύουµε στην παρακάτω 

ενότητα και εφόσον κάθε σηµείο εντός του στοιχείου µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός 

τους, η λύση h hu V∈  που περιέχει όλες τις συναρτήσεις βάσης θα είναι η προσέγγιση µας. 

Ενότητα Γ – Υπολογισµός των συναρτήσεων βάσης 

1. Κατασκευάζουµε ενα πλέγµα για την υπο εκτίµηση συνάρτηση και επιλέγουµε κάποια µορφή για τα 

πεπερασµένα στοιχεία, π.χ. Τριγωνικά, κυβικά. κ.α.  

2. Για να υπολογίσουµε τις συναρτήσεις βάσης κάθε στοιχείου ακολουθούµε τα παρακάτω βήµατα: 

Βήµα 1. Ορίζουµε πολυώνυµα βαθµού ανάλογα µε την επιλεγόµενη µορφή στοιχείων. 

Βήµα 2. Ορίζουµε ότι τα πολυώνυµα έχουν την ιδιότητα ότι σε ένα σηµείο του στοιχείου  

 λαµβάνουν ως τιµή την µονάδα και στα υπόλοιπα σηµεία του στοιχείου είναι µηδενικά. 

Βήµα 3. Για να υπολογίσουµε τους πίνακες συντελεστών των πολυωνύµων κάθε στοιχείου οι οποίοι 

συναντώνται στην βιβλιογραφία ως τοπικός πίνακας δυσκαµψίας (local stifness matrix) και 

τοπικό διάνυσµα φορτίου (local load vector) και περιέχουν την συνεισφορά κάθε στοιχείου, 

χρησιµοποιούµε: 

• Την ασθενή µορφή και τις συναρτήσεις B – splines 1
ου

 βαθµού για την µέθοδο Galerkin. 

• Το κριτήριο της πρώτης παραγώγου και τις συναρτήσεις hat για την µέθοδο Ritz. 

Βήµα 4. Ακολουθούµε την µέθοδο δόµηση στοιχείου προς στοιχείο (element by element) για να 

κατασκευάσουµε τον καθολικό πίνακα δυσκαµψίας (global stifness matrix) και το καθολικό 

διάνυσµα φορτίου (global load vector). 

Ενότητα ∆ – Υπολογισµός λύσης 

Εφόσον έχουµε καθολικό πίνακα δυσκαµψίας A και το καθολικό διάνυσµα φορτίου F, λύνουµε το 

σύστηµα AU F=  για να υπολογίσουµε την προσέγγιση της λύσης. 
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2.8.1. Τύποι πεπερασµένων στοιχείων 

Παρακάτω παραθέτουµε τους βασικούς τύπους των στοιχείων που χρησιµοποιούνται ο δε τρόπος χρήσης 

του επεξηγείται αναλυτικά στα αντίστοιχα τµήµατα των µεθόδων και της αντίστοιχης υλοποίησης τους 

στη Μatlab. 

Γραµµικά στοιχεία (linear elements): Τα πολυώνυµα ορίζονται σε κάθε τρίγωνο στο πλέγµα τα οποία 

απαρτίζουν το σύνολο των συναρτήσεων βάσης του τριγωνικού στοιχείου. Κάθε συνάρτηση βάσης 

λαµβάνει την τιµή ένα σε έναν κόµβο και µηδεν στους άλλους δηλαδή : 

j

i i i i

1, i j
(x , y )

0, i j

=
ϕ = δ = 

≠
 

Όταν χρησιµοποιούµε γραµµικά στοιχεία οι συναρτήσεις βάσης είναι γραµµικά πολυώνυµα πρώτου 

βαθµού, δηλαδή : 

i i i i(x, y) b x c yϕ = α + +  

Κάθε συνάρτηση i (x, y)ϕ  έχει τρεις άγνωστους συντελεστές τους i i, bα  και ic  συνεπώς για τις τρεις 

κορυφές κάθε πεπερασµένου στοιχείου για κάθε συνάρτηση i (x, y)ϕ  παράγονται τρεις εξισώσεις: 

1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 3 1 1 3 3 1 3 1

1 2 2 1 1 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2 3 3 2 3 2

1 3 3 1 1 3 1 3 2 3 3 2 2 3 2 3 3 3 3

(x , y ) b x c y 1 (x , y ) b x c y 0 (x , y ) b x c y 0

(x , y ) b x c y 0 (x , y ) b x c y 1 (x , y ) b x c y 0

(x , y ) b x c y 0 (x , y ) b x c y 0 (x , y

ϕ = α + + = ϕ = α + + = ϕ = α + + =

ϕ = α + + = ϕ = α + + = ϕ = α + + =

ϕ = α + + = ϕ = α + + = ϕ 3 3 3 3 3) b x c y 1= α + + =

 
Τα παραπάνω συστήµατα µε µορφή πινάκων ανάγονται στις εξής εξισώσεις : 

1 1 1 1 1 2 1 1 3

2 2 1 2 2 2 2 2 3

3 3 1 3 3 2 3 3 3

1 x y 1 1 x y 0 1 x y 0

1 x y b 0 , 1 x y b 1 , 1 x y b 0

1 x y c 0 1 x y c 0 1 x y c 1

α α α                 
                 = = =                 
                                  

 Συνεπώς για τις τρεις συναρτήσεις βάσεις για το κάθε στοιχείο θα έχουµε ένα σύστηµα το οποίο υπό 

µορφή πινάκων µας δίνεται ως εξής : 

1 1 1 2 3

2 2 1 2 3

3 3 1 2 3

1 x y 1 0 0

1 x y b b b 0 1 0

1 x y c c c 0 0 1

α α α     
     =     
          

 

Στο σηµείο αυτό να σηµειώσουµε ότι ο πίνακας: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

b b b

c c c

α α α 
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, που προκύπτει από την λύση του παραπάνω συστήµατος για κάθε στοιχείο θα είναι τµήµα του 

καθολικού πίνακα Α που προαναφέραµε και χρησιµοποιείται για την λύση του AU F= . 

Τετραγωνικά στοιχεία (Quadratic elements): Τα πολυώνυµα ορίζονται στα τρίγωνα που έχουµε ορίσει 

στο πλέγµα και τα οποία απαρτίζουν το σύνολο των συναρτήσεων βάσης του τριγωνικού στοιχείου, µε 

κάθε συνάρτηση βάσης λαµβάνει την τιµή ένα σε έναν κόµβο και µηδεν στους άλλους δηλαδή: 

j

i i i i

1, i j
(x , y )

0, i j

=
ϕ = δ = 

≠
 

Όταν χρησιµοποιούµε τετραγωνικά στοιχεία οι συναρτήσεις βάσης είναι γραµµικά πολυώνυµα δευτέρου 

βαθµού, δηλαδή: 

2 2

i i i i i i i(x, y) b x c y d x e xy f yϕ = α + + + + +  

Κάθε συνάρτηση i (x, y)ϕ  έχει εξι άγνωστους συντελεστές τους i i i i i,b ,c ,d ,eα  και if  συνεπώς στις εξι 

κορυφές του πεπερασµένου στοιχείου για κάθε συνάρτηση i (x, y)ϕ  παράγονται εξι εξισώσεις 

(αναγράφουµε µόνο την περίπτωση της 1(x, y)ϕ ) : 

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2

1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2

2 2

1 3 3 1 1 3 1 3 1 3 1 3 3 1 3

2 2

1 4 4 1 1 4 1 4 1 4 1 4 4 1 4

2

1 5 5 1 1 5 1 5 1 5

(x , y ) b x c y d x e x y f y 1

(x , y ) b x c y d x e x y f y 0

(x , y ) b x c y d x e x y f y 0

(x , y ) b x c y d x e x y f y 0

(x , y ) b x c y d x

ϕ = α + + + + + =

ϕ = α + + + + + =

ϕ = α + + + + + =

ϕ = α + + + + + =

ϕ = α + + + 2

1 5 5 1 5

2 2

1 5 6 1 1 6 1 6 1 6 1 6 6 1 6

e x y f y 0

(x , y ) b x c y d x e x y f y 0

+ + =

ϕ = α + + + + + =

 

Το παραπάνω συστήµα µε µορφή πινάκων ανάγεται στην εξής εξισώση πινάκων (ανάλογα ισχύουν και 

για τις υπόλοιπες 1(x, y)ϕ ): 

2 2
11 1 1 1 1 1

2 2
12 2 2 2 2 2

2 2
13 3 3 3 3 3

2 2
14 4 4 4 4 4

2 2
15 5 5 5 5 5

2 2
16 6 6 6 6 6

11 x y x x y y

b 01 x y x x y y

c 01 x y x x y y

d 01 x y x x y y

e 01 x y x x y y

f 01 x y x x y y

α     
     
     
     

=     
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Συνεπώς για τις εξι συναρτήσεις βάσεις θα έχουµε ένα σύστηµα το οποίο υπό µορφή πινάκων µας δίνεται 

ως εξής: 

2 2
1 2 3 4 5 61 1 1 1 1 1

2 2
1 2 3 5 642 2 2 2 2 2

2 2
1 2 3 4 5 63 3 3 3 3 3

2 2
1 2 3 4 5 64 4 4 4 4 4

2 2
1 2 3 4 5 65 5 5 5 5 5

2 2
1 2 3 4 5 66 6 6 6 6 6

1 x y x x y y

b b b b b b1 x y x x y y

c c c c c c1 x y x x y y

d d d d d d1 x y x x y y

e e e e e e1 x y x x y y

f f f f f f1 x y x x y y

α α α α α α   
   
   
   
   
   
   
  

    

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

 
 
 
 

=  
 
 

  
  

 

Κυβικά στοιχεία (Cubic elements): Τα πολυώνυµα ορίζονται στα τρίγωνα που έχουµε ορίσει στο 

πλέγµα και τα οποία απαρτίζουν το σύνολο των συναρτήσεων βάσης του τριγωνικού στοιχείου, µε κάθε 

συνάρτηση βάσης να λαµβάνει την τιµή ένα σε έναν κόµβο και µηδεν στους άλλους δηλαδή: 

 

Όταν χρησιµοποιούµε κυβικά στοιχεία οι συναρτήσεις βάσης είναι γραµµικά πολυώνυµα τρίτου βαθµού, 

δηλαδή: 

2 2 3 2 2 3

i i i i i i i i i i i(x, y) b x c y d x e xy f y g x h x y i xy j yϕ = α + + + + + + + + +  

Κάθε συνάρτηση  έχει δέκα άγνωστους συντελεστές τους i i i i i i i i i, b ,c ,d ,e , f ,g , h .iα  και ij  

συνεπώς για τις δέκα κορυφές κάθε πεπερασµένου στοιχείου για κάθε συνάρτηση  παράγονται 

δέκα εξισώσεις (για οικονοµία χώρου δεν αναγράφουµε τις αντίστοιχες περιπτώσεις, διότι είναι κατ’ 

αναλογία µε τις προηγούµενες περιπτώσεις στοιχείων). 

  

j

i i i i

1, i j
(x , y )

0, i j

=
ϕ = δ = 

≠

i (x, y)ϕ

i (x, y)ϕ
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2.9. Σύνδεση θεωρίας και µεθόδων µε ελλειπτικές εξισώσεις 

Παρακάτω παραθέτουµε τέσσερεις λογικές ενότητες, οι οποίες συνδέουν την θεωρία και τις µεθόδους 

που προαναφέραµε, πιο συγκεκριµένα : 

Ενότητα Α (Α.1. & Α.2. & Α.3.). Η χρηστικότητα των χώρων Sobolev σχετικά µε την συνέχεια και την 

ολοκληρωσιµότητα συναρτήσεων και η σύνδεση της ελλειπτικής εξίσωσης µε την διγραµµική µορφή και 

κατ’ επέκταση µε το συµµετρικό και το ασύµµετρο πρόβληµα µεταβολής. 

Ενότητα Β. Η σύνδεση της διγραµµικής µορφής µε τις µεθόδους και τους πεπερασµένους χώρους. 

Ενότητα Γ. Υπάρξη, µοναδικότητα και εγγύηση για το ανω φράγµα της λύσης. 

Ενότητα ∆. Σύνοψη και παρατηρήσεις για τις µεθόδους. 

 

A. Χώροι Sobolev 

Η ανάγκη για την χρήση των χώρων Sobolev στην επίλυση εξισώσεων µε µερικές παραγώγους πηγάζει 

από το θεώρηµα διαφορισιµότητας [17], όπου γνωρίζουµε ότι εάν οι µερικές παράγωγοι υπάρχουν και 

είναι συνεχείς σε µια γειτονία του α τότε και η συνάρτηση θα είναι παραγωγίσιµη σε µια γειτονία του α 

αλλά δεν ισχύει κατ’ ανάγκη το αντίστροφο.  
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Συνεπώς δύναται µια παραγωγίσιµη σε µια γειτονιά συνάρτηση να έχει ασυνεχείς µερικές παραγώγους, 

π.χ.  Η συνάρτηση: 

2 2

2

1
(x y ) sin

f (x, y) , (x, y) (0,0)x y

0, (x, y) (0,0)

  
  +  = ≠ + 


=

 

, είναι παραγωγίσιµη αλλά έχει ασυνεχείς και µη ολοκληρώσιµες µερικές παραγώγους [18]. 

 Η χρήση των χώρων Sobolev µας παρέχει δυο βασικά εργαλεία : 

• Την αντικατάσταση των συνεχών χώρων µε πεπερασµένων διαστάσεων χώρους, όπου µπορούµε να 

υπολογίσουµε τις συναρτήσεις βάσης και κατ’ επέκταση οποιοδήποτε σηµείο του χώρου. 

• Την δυνατότητα κατασκευής της ασθενούς µορφής χρησιµοποιώντας δοκιµαστικές συναρτήσεις όπου 

δεν εµφανίζονται τα προβλήµα συνέχειας και ολοκληρωσιµότητας. 

A.1. Συνέχεια και ολοκληρωσιµότητα για την ασθενή µορφή 

Με την ασθενή µορφή έχουµε ότι η συνάρτηση δοκιµής θα είναι συνεχής και ολοκληρώσιµη, π.χ. έστω η 

συνάρτηση δοκιµής 2
v(x, y) H ( )∈ Ω , τότε από το θεώρηµα ενσωµάτωσης έχουµε: 

• 2 0
H ( ) C ( )Ω ⊂ Ω , συνεπώς 0

v(x, y) C ( )∈ Ω  δηλαδή η συνάρτηση δοκιµής v(x, y)  είναι συνεχής. 

• 2 2

x y xx yyv(x, y) H ( ) v, v , v , v , v L ( )∈ Ω ⇒ ∈ Ω , συνεπώς οι µερικές παράγωγοι της δοκιµαστικής 

συνάρτησης v(x, y)  θα είναι ολοκληρώσιµες. 

A.2. Σύνδεση της ελλειπτικής εξίσωσης µε την ασθενή µορφή 

Για να εκµεταλλευτούµε την συνέχεια και την ολοκληρωσιµότητα της συνάρτηση δοκιµής και για να 

λύσουµε ελλειπτικές διαφορικές εξισώσεις στους χώρους Sobolev θα πρέπει να συνδέσουµε την ασθενή 

µορφή µε την διαφορική εξίσωση, όπου πολλαπλασιάζουµε µε µια συνάρτηση δοκιµής, ολοκληρώνουµε 

επί του Ω, χρησιµοποιούµε την ολοκλήρωση κατά µέρη από το θεώρηµα του Green και τέλος 

αξιοποιούµε το γεγονός ότι η δοκιµαστική συνάρτηση είναι µηδενική επί του συνόρου, π.χ. για την 

εξίσωση Poisson µε µηδενικές συνοριακές συνθήκες στις τρείς διαστάσεις :  

( )
2 2

2

xx yy2 2

u u
u f v(x, y) f (x, y) v(x, y) u (x, y) u (x, y) v(x, y) f (x, y) v(x, y)

x y

 ∂ ∂
−∇ = ⇔ − + ⋅ = ⋅ ⇔ − + ⋅ = ⋅ ∂ ∂ 

 

, θα έχουµε ότι : 

( ) ( )xx yyu (x, y) u (x, y) v(x, y)dxdy f (x, y) v(x, y)dxdy
Ω Ω

− + ⋅ =∫∫ ∫∫  
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, δηλαδή : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

xx yy x y x x y yx y

xx yy x y x x y yx y

u (x, y) u (x, y) v(x, y)dxdy u v u v u v u v dxdy

u (x, y) u (x, y) v(x, y)dxdy u v u v dxdy u v u v dxdy (1)

Ω Ω

Ω Ω Ω

 + ⋅ = + − − ⇔  

   + ⋅ = + − +   

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫
 

Από το θεώρηµα του Green γνωρίζουµε ότι : 

( )x yP Q dxdy (Pdy Qdx)
Ω ∂Ω

+ = −∫∫ ∫  

, συνεπώς έχουµε : 

( ) ( ) ( ) ( )x y x yx y
u v u v dxdy u v dy u v dx

Ω ∂Ω

 + = −  ∫∫ ∫  

, όµως η δοκιµαστική είναι µηδενική επί του συνόρου θα είναι µηδέν ή ισοδύναµα ο παραπάνω όρος 

είναι µηδέν οπότε από την (1), προκύπτει : 

( )

( )

( )

xx yy x x y y

xx yy x x y y

x x y y

u (x, y) u (x, y) v(x, y)dxdy u v u v dxdy

u (x, y) u (x, y) v(x, y)dxdy u v u v dxdy

f (x, y) v(x, y)dxdy u v u v dxdy

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

 + ⋅ = − + ⇔ 

 − + ⋅ = + ⇔ 

 = + 

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

 

Εάν χρησιµοποιήσουµε την αποκλίνουσα µορφή, η παραπάνω σχέση γράφεται ως εξής: 

( ) ( )fv dx u v dx
Ω Ω

= ∇ ⋅∇∫∫ ∫∫  

Εν γένει µια γραµµική δεύτερης τάξης διαφορική εξίσωση µε µερικές παραγώγους και συντελέστες 

πραγµατικούς αριθµούς, είναι ελλειπτική εάν είναι της µορφής [23] : 

2 2 2

2 2

u u u u u
b c d e fu g, u

x x y y x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
α + + + + + = ∈Ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

, µε  2
b 4 c 0− α <  και στην βιβλιογραφία συναντάται ως Lu f= , όπου L είναι ο τελεστής : 

d d

ij i

i, j 1 i 1i j i

u
L c b u

x x x= =

 ∂ ∂ ∂
= − + +α  ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑  

, π.χ. οι εξισώσεις Laplace και Poisson είναι ίσως τα δυο πιο γνωστά παραδείγµατα. Κατ’ επέκταση το 

πρόβληµα στην γενική του µορφή είναι το εξής [23] : 

d d

ij i

i, j 1 i 1i j i

u
c b u f

x x x= =

 ∂ ∂ ∂
− + +α =  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑  
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, το οποίο σε αποκλίνουσα µορφή αναδιατυπώνεται ως εξής [23] : 

( ) ( )c(x) u v (x) u v f− ⋅∇ ⋅∇ + α ⋅ ⋅ =  

, όπου : 

ij ijc (x) c(x)

b(x) 0, x

= δ

= ∀ ∈Ω
 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι εάν πολλαπλασιάσουµε µε µια συνάρτηση δοκιµής και ολοκληρώσουµε 

επί του πεδίου ορισµού, έχουµε [23] : 

i j

d

ij x x

i, j 1

c u u uv fvdx
=Ω Ω

+α =∑∫ ∫  

, συνεπώς το πρόβληµα ισοδυναµεί µε το να βρεθεί 1
v ( )∈Η Ω  τέτοια ώστε δοθείσας 2

f L ( )∈ Ω  να ισχύει 

ότι [23] : 

( ) ( ) ( )c u v dx u v dx fv dx
Ω Ω Ω

− ⋅∇ ⋅∇ + α ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫  

Α.3. Σύνδεση της ασθενούς µορφής µε την διγραµµική µορφή και τα προβλήµατα µεταβολής 

Η χρηστικότητα της ασθενούς µορφής για την ελλειπτική εξίσωσης στους χώρου Sobolev πέραν της 

συνέχειας και της ολοκληρωσιµότητας, επεκτείνεται στο ότι µπορούµε να την αντιστοιχήσουµε µε µια 

διγραµµική µορφή ως εξής : 

• Θεωρούµε συνάρτηση 1 1
( , ) : ( ) x ( ) Rα ⋅ ⋅ Η Ω Η Ω →

 
µε κανόνα αντιστοίχησης : 

( ) ( )(u, v) c u v dx u v dx
Ω Ω

α = ⋅∇ ⋅∇ + α ⋅ ⋅∫ ∫  

, η οποία είναι διγραµµική µορφή [23].  

• Θεωρούµε συνάρτηση l V '∈
 
µε κανόνα αντιστοίχισης : 

( )l(u) l, v f v dx
Ω

=< >= ⋅∫  

, µε ,<⋅ ⋅ >  να είναι το εσωτερικό γινόµενο στον 2
L ( )Ω , η οποία είναι γραµµική µορφή [23]. 

Σύνοψη Α.1. – Α.3. 

Από την ελλειπτική εξίσωση µερικών παραγώγων : 

2 2 2

2 2

u u u u u
b c d e fu g, u

x x y y x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
α + + + + + = ∈Ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ,  

d d

ij i

i, j 1 i 1i j i

L c b u
x x x= =

 ∂ ∂ ∂
= − + +α  ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑  

, προκύπτει [23] : 

( ) ( ) ( )c u v dx u v dx fv dx
Ω Ω Ω

− ⋅∇ ⋅∇ + α ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫  
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, από όπου εάν θέσουµε [23] : 

( ) ( ) ( )(u, v) c u v dx u v dx l(u) l, v f v dx
Ω Ω Ω

α = ⋅∇ ⋅∇ + α ⋅ ⋅ ∧ =< >= ⋅∫ ∫ ∫  

, προκύπτει ότι (u, v) l(v), v Vα = ∀ ∈  όπου για την συνέχεια, την ολοκληρωσιµότητα, την διγραµµική 

µορφή και την γραµµική µορφή ισχύει ότι προαναφέραµε στα Α1 έως και Α3. Συνεπώς το πρόβληµα 

επίλυσης της  διαφορικής εξίσωση υπό το πρίσµα της ασθενούς µορφής ανάγεται στο πρόβληµα 

εύρεσης µιας συνάρτησης , τέτοιας ώστε : 

(u, v) l(v), v Vα = ∀ ∈  

, από όπου πηγάζουν οι ορισµοί του συµµετρικού και ασύµµετρου πρόβληµατος που προαναφέραµε. 

B. Σύνδεση της διγραµµικής µορφής µε τις µεθόδους 

Από τα προαναφερθέντα προκύπτει ότι το πρόβληµα επίλυσης της αρχικής εξίσωση µε την επιλογή 

κατάλληλων διγραµικών µορφών ισοδυναµεί µε δυο προβλήµατα για τα οποία γνωρίζουµε ότι έχουµε 

µοναδική λύση, συνεπώς χρησιµοποιούµε τις µεθόδους Ritz και Galerkin έτσι ώστε να έχουµε µετάβαση 

σε πεπερασµένους χώρους στους οποίους µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε εργαλεία της αριθµητικής 

ανάλυσης. Όπως προαναφέραµε και στις δυο µεθόδους αναζητούµε λύση στον πεπερασµένο χώρο 

N

H h h j j

j 1

V u (x), u (x) c
=

 
= = ϕ 
 

∑  και εφόσον ο τελεστής L είναι γραµµικός ισχύει ότι: 

N N

h j j j j

j 1 j 1

Lu L c c L
= =

 
= ϕ = ϕ 

 
∑ ∑  

Για να υπολογίσουµε τους Ν στο πλήθος αγνώστους 
jc  χρειαζόµαστε n στο πλήθος εξισώσεις και 

προκύπτει ότι το σύνολο 1 nspan{ ,..., }ϕ ϕ  παράγει το ζητούµενο σύστηµα εξισώσεων, διότι εφόσον οι φi 

είναι γραµµικά ανεξάρτητες θα έχουµε ότι : 

1 1 n n 1 n... 0 ... 0α ϕ + +α ϕ = ⇒ α = = α =  

, συνεπώς εάν έχουµε : 

( )

( )

1 1 1 2 2 n n

n 1 1 2 2 n n

c Lu c Lu ... c Lu f 0

c Lu c Lu ... c Lu f 0

ϕ + + + − =

ϕ + + + − =

�  

, τότε προκύπτει : 

( ) ( )1 1 1 2 2 n n n 1 1 2 2 n nc Lu c Lu ... c Lu f ... c Lu c Lu ... c Lu f 0ϕ + + + − + +ϕ + + + − =  
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, ή ισοδύναµα: 

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

c Lu c Lu ... c Lu f 0

c Lu c Lu ... c Lu f 0

+ + + − = 

⇒

+ + + − = 

�

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

c Lu c Lu ... c Lu f

c Lu c Lu ... c Lu f

+ + + =

+ + + =

�  

Εφόσον 
N N

j j j j

j 1 j 1

c Lu L c u Lu
= =

 
= = 

 
∑ ∑ , η παραπάνω σχέση αναδιατυπώνεται ως εξής: 

Lu f=  

, που είναι το αρχικό σύστηµα που θέλαµε να επιλύσουµε. Από τα παραπάνω προκύπτει, ότι εάν βρούµε 

ένα σύνολο γραµµικά ανεξάρτητων 1 n{ ,..., }ϕ ϕ , τότε µπορούµε να αντιµετωπίσουµε το αρχικό πρόβληµα 

Lu f=  και για την εύρεση του, παρατηρούµε ότι: 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2 n n 1 1 1 1 2 2 1 n n 1

n 1 1 2 2 n n n 1 1 n 2 2 n n n n

c Lu c Lu ... c Lu f 0 c Lu c Lu ... c Lu f

AC B

c Lu c Lu ... c Lu f 0 c Lu c Lu ... c Lu f

 ϕ + + + − = ϕ + ϕ + + ϕ = ϕ
 
⇒ ⇒ = 

 ϕ + + + − = ϕ + ϕ + + ϕ = ϕ 

� �  

µε: 

1 1 1 2 1 n 1

2 1 2 2 2 n 2 T

1 n

n 1 n 2 n n n

Lu Lu Lu f

Lu Lu Lu f
A , b , c [c ,...,c ]

Lu Lu Lu f

ϕ ϕ ϕ ϕ   
   ϕ ϕ ϕ ϕ   = = =
   
   
ϕ ϕ ϕ ϕ   

…

…

� � � � �

…

 

, συνεπώς το πρόβληµα ανάγεται στην λύση του συστήµατος AC B= . 

Γ. Υπάρξη, µοναδικότητα και ποιότητα της προσέγγισης 

Στα αντίστοιχα τµήµατα των µεθόδων αναλύσαµε σχετικά για την ύπαρξη και την µοναδικότητα της 

λύσης του συστήµατος, θεωρήσαµε όµως σκόπιµο αφενός να αναφέρουµε την γενική περίπτωση 

αφετέρου να εξετάσουµε την ποιότητα της προσέγγισης. 

Γ.1. Ύπαρξη και µοναδικότητα της λύσης 

Το σύστηµα στο οποίο καταλήξαµε ότι πρέπει να λύσουµε έχει την µορφή: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 2 2 1 n n 1

n 1 1 n 2 2 n n n n

c Lu c Lu ... c Lu f

c Lu c Lu ... c Lu f

ϕ + ϕ + + ϕ = ϕ


ϕ + ϕ + + ϕ = ϕ 

�  
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ή ισοδύναµα : 

N

i j j

j 1

c Lu f 0, i 1,..., n
=

 
ϕ − = = 

 
∑  

Εάν θέσουµε ως i i(u) u, uΦ =< >  να είναι το εσωτερικό γινόµενο της u µε µια συνάρτηση δοκιµής ui 

κατάλληλη έτσι ώστε να τηρούνται οι προυποθέσεις της πράξης, τότε το ερώτηµα σχετικά µε την ύπαρξη 

και την µοναδικότητα της λύσης µετατοπίζεται στην εξίσωση [14]: 

N

j j i i

j 1

c Lu ,u f ,u , i 1,..., n
=

= =∑  

Εφόσον το εσωτερικό γινόµενο στο R είναι µια θετικά ορισµένη συµµετρική διγραµµική µορφή [14], από 

το θεώρηµα Lax – Milgramm προκύπτει ότι υπάρχει µοναδική λύση στην εξίσωση 

(u, v) l(v), v Hα = ∀ ∈  ή ισοδύναµα θα υπάρχει µοναδική λύση στο αρχικό πρόβληµα. 

Γ.2. Ακρίβεια προσέγγισης 

Λήµµα Cea [16] : Έστω η διγραµµική µορφή : VxV Rα → , τέτοια ώστε: 

1. Να είναι φραγµένη, δηλαδή υπάρχει σταθερά C 0>  τέτοια ώστε : (u,v) C u v , u H, v Hα ≤ ∀ ∈ ∀ ∈ . 

2. Να είναι k – ελλειπτική, δηλαδή υπάρχει σταθερά k 0> , τέτοια ώστε : 
2

k u (u,u)≤ α .  

Εάν η u V∈  και h hu V∈  είναι οι µοναδικές λύσεις των εξισώσεων (u, v) l(v), v Vα = ∀ ∈  και 

h h h h h(u , v ) l(v ), v Vα = ∀ ∈  αντίστοιχα, τότε ισχύει ότι : 

h h

h hV Vu V

C
u u inf u u

k ∈
− ≤ −  

Από το παραπάνω λήµµα προκύπτει, ότι όταν ισχύουν οι προυποθέσεις του θεωρήµατος Lax – Milgram 

τότε η ακρίβεια της προσέγγισης της u V∈  από την h hu V∈   είναι ισοδύναµα ακριβής µε την βέλτιση 

προσέγγιση της u V∈ από την µια συνάρτηση που ανήκει στην hV  .  

∆. Σύνοψη και παρατηρήσεις για τις µεθόδους 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω η κυρίαρχη συλλογιστική που ακολουθείται στους χώρους Sobolev και η 

σύνδεση τους µε τα πεπερασµένα στοιχεία είναι η εξής : 

1. Ορίζουµε µια συνάρτηση δοκιµής στον χώρο Sobolev και παράγουµε την ασθενή µορφή για την οποία 

γνωρίζουµε ότι είναι συνεχής, έχει ολοκληρώσιµες µερικές παραγώγους και συνδέεται µε την 

διαφορική εξίσωση. Μετέπειτα συσχετίζουµε την ασθενή µορφή µε κατάλληλη διγραµµική µορφή 

συνεπώς το αρχικό πρόβληµα της εξίσωσης µετατοπίστηκε στο πρόβληµα επίλυσης του 
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(u, v) l(v), v Vα = ∀ ∈  , δηλαδή ανάγεται στην επίλυση του συµµετρικού και του ασύµµετρου 

variatonal problem όπως αναλύσαµε στα Α1 έως Α3 και στην σύνοψη τους. 

2. Για την λύση των προβληµάτων, χρησιµοποιούµε την ασθενή µορφή και τις µεθόδους Galerkin και 

Ritz όπου παράγουµε ένα σύστηµα εξισώσεων για το οποίο λόγω της σύνδεσης µε την διγραµµική 

µορφή, έχουµε εγγύηση για την µοναδικότητα και την ακρίβεια της προσέγγισης της λύσης λόγω των 

αντίστοιχων θεωρηµάτων και του λήµµατος Cae. 

3. Υπολογίζουµε την λύση του συστήµατος χρησιµοποιώντας πεπερασµένα στοιχεία και η λύση είναι οι 

συντελεστές για την βάση του χώρου, συνεπώς µπορούµε να εκφράσουµε κάθε σηµείο ως γραµµικό 

συνδυασµό των στοχείων της.  

4. Εκφράζουµε ένα σύνολο σηµείων βάσει των συναρτήσεων βάσης και εκτιµούµε το σφάλµα και τις 

σχετικές νόρµες. 

Στο σηµείο αυτό θεωρούµε σκόπιµο να δώσουµε ένα παράδειγµα εφαρµογής έως και το σηµείο 

υλοποίησης των πεπερασµένων στοιχείων, όπου επισέρχεται το υπολογιστικό κοµµάτι και η υλοποίηση 

στη Matlab που αναλύεται στα αντίστοιχα τµήµατα παρακάτω. Για την εξίσωση επί του [0,1]Ω =
 
: 

u '' bu ' u f

u(0) u(1) 0

− + +α =

= =
 

, µε u :[0,1] R→  η ασθενής µορφή προκύπτει εάν πολλαπλασιάσουµε µε µια συνάρτηση δοκιµής 

1v H ([0,1])∈  και ολοκληρώσουµε επί του πεδίου ορισµού Ω, συνεπώς έχουµε: 

1 1

1

0 0

u ' v ' bu ' v uv fu, v H ([0,1])+ + α = ∀ ∈∫ ∫  

Θέτουµε : 

1

1

0

1

1

0

(u, v) u ' v ' bu 'v uv, u, v H ([0,1])

l(v) fu, u H ([0,1])

α = + +α ∀ ∈

= ∀ ∈

∫

∫
 

Για τις (u, v)α
 
και l(v)  έχουµε ότι είναι διγραµµική και γραµµική µορφή αντίστοιχα [12], όµως για να 

ικανοποιείται η συνθήκη της k-ελλειπτικότητας απαιτούµε περαιτέρω 
1

(x) b '(x) 0
2

α − ≥  [12]. Συνεπώς 

προκύπτει ότι όταν 
1

(x) b '(x) 0
2

α − ≥ , η εξίσωση έχει µοναδική ασθενή λύση στο 
1u H ([0,1])∀ ∈ .  
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Στο σηµείο αυτό θεωρούµε χρήσιµες τις παρακάτω παρατηρήσεις επί των µεθόδων : 

• Για το συµµετρικό πρόβληµα, η απόδειξη της ύπαρξης και της µοναδικότητας της λύσης που 

αναφέρεται στην σχετική παραποµπή στην βιβλιογραφία χρησιµοποιεί την πρόταση Α και το θεώρηµα 

αναπαράστασης Riesz και µας οδηγεί στην µέθοδο Ritz. 

• Για το ασύµµετρο πρόβληµα, η απόδειξη της ύπαρξης και της µοναδικότητας της λύσης που 

αναφέρεται στην σχετική παραποµπή στην βιβλιογραφία χρησιµοποιεί την πρόταση Α και το θεώρηµα 

Lax - Milgram και µας οδηγεί στην µέθοδο Galerkin. 

• Εφόσον όταν εκπληρούνται οι συνθήκες του συµµετρικού προβλήµατος εκπληρούνται και οι συνθήκες 

του θεωρήµατος Lax - Milgram θα έχουµε ότι όταν η διγραµµική µορφή είναι συµµετρική οι µέθοδοι 

ταυτίζονται όπως θα δείξουµε και στο αντίστοιχο παράδειγµα της υλοποίησης της µεθόδου Galerkin. 

• Εφόσον όταν εκπληρούνται οι συνθήκες του συµµετρικού προβλήµατος εκπληρούνται και οι συνθήκες 

του θεωρήµατος Lax - Milgram θα έχουµε ότι όταν η διγραµµική µορφή είναι συµµετρική, τότε ισχύει το 

λήµµα Cae. 

• Η µέθοδος Galerking προτιµάται από την µέθοδο Ritz διότι: 

� Η µέθοδος Ritz απαιτεί την συµµετρία στην διγραµµική µορφή, συνεπώς η µέθοδος Galekrin 

αντιµετωπίζει µεγαλύτερο εύρος προβληµάτων και θεωρείται γενίκευση της Ritz [14]. 

� H µέθοδος Ritz έχει ως βάση την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης 
x y

S

I( ) F(x, y, , , )dsΦ = Φ Φ Φ∫ , η 

οποία δεν υπάρχει κατ’ ανάγκη , π.χ. Σε  µη  αυτοσυζυγείς εξισώσεις, δηλαδή όταν εµφανίζονται 

περιττού βαθµού παράγωγοι [22]. 

� Η εφαρµογή της µεθόδου Ritz εµφανίζει δυσκολίες σε πολύπλοκες γεωµετρίες και παρουσιάζει πολύ 

φτωχά αποτελέσµατα σε µη γραµµικά προβλήµατα [22]. 

� Ο πίνακας Α που προκύπτει για την λύση του συστήµατος στην µέθοδο Ritz είναι πυκνός σε 

αντίθεση µε την µέθοδο Galerkin όπου είναι αραιός, συνεπώς υπολογιστικά η µέθοδος Galerkin είναι  

πολύ πιο συµφέρουσα. 
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3. Μέθοδος Ritz 

3.1. Εφαρµογή στην εξίσωση   
y

p(x) q(x) y(x) f (x, y)
x x

∂ ∂ − ⋅ + ⋅ = ∂ ∂ 
  

Εστω ότι έχουµε το παρακάτω µοντέλο : 

y
p(x) q(x) y(x) f (x, y), 0 x 1

x x

∂ ∂ − ⋅ + ⋅ = ≤ ≤ ∂ ∂ 
 

, µε συνοριακές συνθήκες y(0) y(1) 1= = . Μια συνάρτηση 2
y C [0,1]∈  είναι µοναδική λύση της εξίσωσης 

εάν και µόνο εάν ελαχιστοποιεί την συνάρτηση [4] : 

( ) ( )
1

2 2

0

I[u] p(x) u '(x) q(x) u(x) 2f (x)u(x) dx (1) = ⋅ + ⋅ − ∫  

Στόχος µας είναι να κατασκευάσουµε έναν πεπερασµένων διαστάσεων χώρο HV , έτσι ώστε να  

εκφράζουµε κάθε σηµείο του ως γραµµικό συνδυασµό των συναρτήσεων βάσης 1 2 1, ,..., Μ−ϕ ϕ ϕ  και 

εφόσον η προσέγγιση (x)ϕ  της λύσης u(x)  είναι γραµµικός συνδυασµός των iϕ  προκύπτει ότι είναι της 

µορφής 

n

i i

i 1

(x) c (x,y)
=

ϕ = ϕ∑ , συνεπώς αναζητούµε 1 nc ,...,c  έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται η παράσταση: 

[ ]
n

i i

i 1

I I c (x, y)
=

 
ϕ = ϕ 

 
∑  

Αντικαθιστούµε στην (1) : 

[ ]

[ ]

n

i i

i 1

2 21 n n n
'

i i i i i i

i 1 i 1 i 10

I (x) I c (x, y)

I (x) p(x) c (x,y) q(x) c (x,y) 2f (x) c (x, y) dx

=

= = =

 
ϕ = ϕ ⇒ 

 

      
 ϕ = ⋅ ϕ + ⋅ ϕ − ϕ     
       

∑

∑ ∑ ∑∫
 

Για την εύρεση του ελαχίστου, χρησιµοποιούµε το κριτήριο της πρώτης παραγώγου : 

[ ]
j

I
(x) 0, j 1,..., n

c

∂
ϕ = =

∂
 

ή ισοδύναµα : 

[ ]

{ }

1 n n
' '

i i j i i j j

j i 1 i 10

1 1n
' '

i i j i j j

i 1 0 0

I
(x) 2p(x) c (x, y) (x, y) 2q(x) c (x, y) (x,y) 2f (x) (x, y) dx

c

c p(x) (x, y) (x, y) q(x) (x,y) (x, y) dx f (x) (x, y)dx 0, j 1,...,n

= =

=

    ∂
ϕ = ⋅ ϕ ϕ + ⋅ ϕ ϕ − ϕ ⇔    

∂      

 
ϕ ϕ + ϕ ϕ − ϕ = = 

  

∑ ∑∫

∑ ∫ ∫
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Από την παραπάνω εξίσωση παράγεται ένα σύστηµα εξισώσεων n x n, διότι για κάθε µια εκ των n εις το 

πλήθος τιµές της j έχουµε άθροισµα n όρων και σε µορφή πινάκων το σύστηµα µπορεί να λάβει την 

µορφή AC B= , όπου : 

{ }
1 1

' ' T

ij i j i j i j 1 n

0 0

p(x) (x, y) (x, y) q(x) (x, y) (x, y) dx, f (x) (x, y)dx, c [c , ..., c ]α = ϕ ϕ + ϕ ϕ β = ϕ =∫ ∫  

Η εφαρµογή της παραπάνω µεθοδολογίας χωρίζεται σε δυο σκέλη όπου αρχικά χρησιµοποιούµε τις 

συναρτήσεις βάσης για να εξάγουµε την µορφή των στοιχείων των πινάκων του συστήµατος και 

µετέπειτα στο αριθµητικό σκέλος όπου υπολογίζουµε τα εµπλεκόµενα ολοκληρηµάτα µε την υλοποίηση 

στη Matlab. 

Υπολογισµός των συναρτήσεων βάσης 

1
ο
 βήµα : Παράγουµε ενα πλέγµα, 0 n 1x 0,..., x 1+= =  και ορίζουµε: 

• Ως κόµβος ή κοµβικό σηµείο να είναι τα ix . 

• Ως εκλέπτυνση του πλέγµατος (βήµα) να είναι η { }i
0 i M 1

h max h
≤ ≤ −

=
 
µε i i 1 ih x x , i 0,..., n+= − = . 

2
ο
 βήµα : Ορίζουµε ότι οι συναρτήσεις βάσης που θα χρησιµοποιήσουµε είναι Β – splines 1

ου
 βαθµού, 

δηλαδή είναι της µορφής [4] : 

                        

�

i 1

i 1
i 1 i

i
i i

i 1
i i 1

i 1

0 , ά x x

x x
, ά x x x

h
(x) (x)

x x
, ά x x x

h

0 , ώ

−

−
−

+
+

+

ε ν <
 − ε ν ≤ <


Β = ϕ = 
− ε ν ≤ <




αλλι ς  

Για τις παραγώγους των συναρτήσεων της παραπάνω µορφής για i 1,..., n= , θα έχουµε : 

i 1

i 1 i

i'

i

i i 1

i 1

0 , ά x x

1
, ά x x x

h
(x)

1
, ά x x x

h

0 , ώ

−

−

+
+

ε ν <

 ε ν ≤ <


ϕ = 
− ε ν ≤ <




αλλι ς

 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι οι συναρτήσεις i (x)ϕ
 
και '

i (x)ϕ

 

θα είναι µη µηδενικές µόνο στο 

διάστηµα i 1 i 1(x , x )− + , συνεπώς ισχύει ότι: 

' '

i j i j(x) (x) 0 (x) (x) 0, j i 1,i,i 1ϕ ⋅ϕ = ∧ ϕ ⋅ϕ = ∀ ≠ − +  
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3
ο
 βήµα : Βάσει των παραπάνω, για τα στοιχεία των πινάκων Α και του πίνακα Β, προκύπτουν τα εξής :  

Πίνακας Α 

{ }
i i 1

i 1 i

i

i 1 i

1

' '

i,i i i i i

0

2 2 2 2x x

i 1 i 1
i,i

i i i 1 i 1x x

2 2x

i,i

i ix x

p(x) (x, y) (x, y) q(x) (x, y) (x, y) dx

x x x x1 1
p(x) dx q(x) dx p(x) dx q(x)dx

h h h h

1 1
p(x) dx p(x) dx

h h

+

−

−

− +

+ +

α = ϕ ϕ + ϕ ϕ ⇔

       − −−
α = + + + ⇔       

       

   −
α = +   

   

∫

∫ ∫

∫ ( ) ( )
i 1 i i 1

i 1 i

2 2x x x
2 2

i 1 i 1

i 1 i 1x x

1 1
q(x) x x dx q(x) x x dx, i 1,...n

h h

+ +

−

− +
+ +

   
+ − + − =   

   
∫ ∫ ∫

 

{ }

( ) ( )

i 1 i 1

i i

i 1

i

1

' '

i,i 1 i i 1 i i 1

0

x x

i 1 i
i,i 1

i 1 i 1 i 1 i 1x x

2 2x

i,i 1 i 1 i

i 1 i 1x

p(x) (x, y) (x, y) q(x) (x, y) (x, y) dx

x x x x1 1
p(x)dx q(x)dx

h h h h

1 1
p(x)dx x x x x

h h

+ +

+

+ + +

+
+

+ + + +

+ +
+ +

α = ϕ ϕ + ϕ ϕ ⇔

      − −−
α = + ⇔      

       

   
α = − + − −   

   

∫

∫ ∫

∫
i 1

i

x

x

q(x)dx, i 1,...n 1
+

= −∫

 

{ }

( )( )

i i

i 1 i 1

i

i 1

1

' '

i,i 1 i i 1 i i 1

0

x x

i 1 i
i,i 1

i i i ix x

2 2x

i,i 1 i i 1

i 1 ix

p(x) (x, y) (x, y) q(x) (x, y) (x, y) dx

x x x x1 1
p(x)dx q(x)dx, i 2,...n

h h h h

1 1
p(x)dx x x x x q(

h h

− −

−

− − −

−
−

− −
−

α = ϕ ϕ + ϕ ϕ ⇔

      − −
α = − + =      

      

   
α = − + − −   

   

∫

∫ ∫

∫
i

i 1

x

x

x)dx, i 2,...n

−

=∫

 

Πίνακας Β 

i i 1

i 1 i

1

i i

0

x x

i i 1 i 1
i

i ix x

f (x) (x, y)dx

x x x x
f (x)dx f (x)dx, i 1,...n

h h

+

−

− +

β = ϕ ⇔

   − −
β = + =   

   

∫

∫ ∫

 

Λόγω του απαιτούµενου όγκου στους υπολογισµούς η αριθµητική εκτίµηση των παραπάνω που είναι και 

το δεύτερο σκέλος έγινε µε τον σχετικό κώδικα στη Matlab που παρατίθεται στο παράρτηµα τα δε 

αποτελέσµατα και η µεθοδολογία απόκτησης χαµηλών σφαλµάτων επεξηγούνται πλήρως στην 

παράγραφο 3.3. όπου τροποιήσαµε και επεκτείναµε την αρχική µορφή του σχετικού ψευδοκώδικα [4]. 
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3.2. Εφαρµογή στην εξίσωση   
u u

p(x, y) q(x, y) r(x, y)(x, y) f (x, y)
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ + + =  ∂ ∂ ∂ ∂   
 

Όπως προαναφέραµε στο δεύτερο κεφάλαιο και θεωρούµε εύληπτο από την ανάλυση του παραδείγµατος 

της παραγράφου 3.1. , η εφαρµογή της µέθοδου Ritz έχει µεγάλο κόστος και όπως θα διαφανεί και στο 

τµήµα των πειραµατικών αποτελεσµάτων για να αποκτηθούν υψηλής ποιότητα αποτελέσµατα για το 

σφάλµα, απαιτείται µεγάλο πλήθος επαναλήψεων και πολύ µικρό βήµα.  

Παρόλα ταύτα και για λόγους πληρότητας, θεωρήσαµε σκόπιµο να αναλύσουµε ένα πιο πολύπλοκο 

µοντέλο, έως και το σηµείο της παραγωγής της εξίσωσης του συστήµατος τα δε περαιτέρω βήµατα τόσο 

στην παραγωγή των ολοκληρωµάτων όσο και στην υλοποίηση στον κώδικα είναι ανάλογα µε αυτά που 

ακολουθήσαµε παραπάνω. Έστω το παρακάτω µοντέλο µερικών διαφορικών εξισώσεων: 

u u
p(x, y) q(x, y) r(x, y) u(x, y) f (x, y) (1)

x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ⋅ + ⋅ + ⋅ =  ∂ ∂ ∂ ∂   
 

, µε (x, y) D∈  όπου D είναι µια περιοχή στο επίπεδο, µε σύνορο S και ότι το σύνολο των συνοριακών 

συνθηκών απαρτίζεται από τα σύνολα: 

• 1S , όπου για την u(x, y)  ικανοποιούνται συνοριακές συνθήκες της µορφής: u(x, y) g(x, y) (2)=  

• 2S , όπου είναι η υπόλοιπη περιοχή του συνόρου και για την u(x, y)  ικανοποιούνται συνοριακές 

συνθήκες της µορφής:  

1 2 1 2

u u
p(x, y) cos( ) q(x, y) cos( ) g (x, y) u(x, y) g (x, y) (3)

x y

∂ ∂
⋅ ⋅ θ + ⋅ ⋅ θ + ⋅ =
∂ ∂

 

Για τις συναρτήσεις του µοντέλλου, θεωρούµε ότι : 

• Οι p,q και r είναι συνεχείς συναρτήσεις στo 1 2D S, S S S∪ = ∪ . 

• Οι 1g και 2g έχουν συνεχείς µερικές πρώτες παραγώγους στο 2S . 

• Οι  p(x, y) 0, q(x, y) 0, r(x, y) 0> > ≤  και 1g (x, y) 0> . 

Η λύση της (1) θα είναι αυτή η οποία ελαχιστοποιεί την παράσταση [4] : 

2

22

2

D

2

2 1
P

1 w w
I[w] p(x, y) q(x, y) r(x, y) w f (x, y) w dxdy

2 x y

1
g (x, y)w g (x, y)w dS

2

   ∂ ∂  = ∫ ∫ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅    ∂ ∂      

 + ∫ − + 
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Η παραπάνω συνάρτηση προκύπτει παράγοντας την ασθενή µορφή από το µοντέλλο, δηλαδή 

πολλαπλασίαζοντας κατά µέλη µε µια συνάρτηση δοκιµής και ολοκληρώνοντας κατά µέλη και µετέπειτα 

εφαρµόζουµε το αποτέλεσµα ότι το πρόβληµα ανάγεται στην εύρεση N

1 NU (u , ..., u ) R= ∈ , τέτοιο ώστε : 

NVER
J(U) inf J(V)=  

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων κατασκευάζει µια προσέγγιση της µορφής 

m

i i

i 1

(x, y) (x, y)
=

ϕ = γ ϕ∑ , όπου 1 2 m, , ,ϕ ϕ ϕ…  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα τµηµατικά πολυώνυµα πρώτου 

βαθµού και 1 2 m, , ,γ γ γ…  σταθερές οι οποίες χρησιµοποιούνται ως εξής: 

• Οι  1 2 n, , ,γ γ γ… χρησιµοποιούνται για να ελαχιστοποιηθεί η παράσταση 
m

i i

i 1

I (x, y)
=

 
γ ϕ 

 
∑ . 

• Οι n 1 n 2 m, , ,+ +γ γ γ…
 
χρησιµοποιούνται για να ικανοποιείται η συνοριακή συνθήκη u(x, y) g(x, y) (2)=  

Στην µέθοδο Ritz αναζητούµε w που ελαχιστοποιεί την παράσταση: 

2

22

2

D

2

2 1
P

1 w w
I[w] p(x, y) q(x, y) r(x, y) w f (x, y) w dxdy

2 x y

1
g (x, y)w g (x, y)w dS

2

   ∂ ∂  = ∫ ∫ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅    ∂ ∂      

 + ∫ − + 
 

, 

, συνεπώς θα έχουµε ότι: 

m

i i

i 1

22 2
m m m m

i i
i i i i i i

D
i 1 i 1 i 1 i 1

I I (x, y)

1
I p(x, y) (x, y) q(x, y) (x, y) r(x, y) (x, y) f (x, y) (x, y)

2 x y

=

= = = =

 
 ϕ = γ ϕ ⇔    
 

            ∂ϕ ∂ϕ         ϕ = ∫ ∫ ⋅ ⋅ γ + ⋅ γ − ⋅ γ ϕ + ⋅ γ ϕ          ∂ ∂                

∑

∑ ∑ ∑ ∑

2

2
m m

2 i i 1 i i
P

i 1 i 1

dxdy

1
g (x, y) (x, y) g (x, y) (x, y) dS

2
= =

        + ∫ − γ ϕ + γ ϕ 
        

∑ ∑

 

Για να ελαχιστοποιείτε η συνάρτηση ως προς 1 2 n, , ,γ γ γ… , θα πρέπει: 

j

I
0, j 1, , n

∂
= =

∂γ
…  

Γνωρίζουµε ότι: 

2
m m m

j ji i i
i i i

i 1 i 1 i 1j

1 1
p(x, y) (x, y) 2 p(x, y) (x, y) (x, y) p(x, y) (x, y) (x, y)

2 x 2 x x x x= = =

  ∂ϕ ∂ϕ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ∂  
⋅ ⋅ γ = ⋅ ⋅ ⋅ γ ⋅ = ⋅ γ ⋅   ∂γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

∑ ∑ ∑
m

i i j

j i 1

f (x, y) (x, y) f (x, y) (x, y)
=

  ∂
⋅ γ ϕ = ⋅ϕ   ∂γ   
∑  
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m

2 i i 2 j

j i 1

g (x, y) (x, y) g (x, y) (x, y)
=

  ∂
− γ ϕ = − ⋅ϕ   ∂γ   

∑  

2
m m

1 i i 1 j i i

j i 1 i 1

1
g (x, y) (x, y) g (x, y) (x, y) (x, y)

2 = =

  ∂  γ ϕ = ⋅ϕ ⋅ γ ϕ 
 ∂γ   

∑ ∑  

, διότι για k , k jγ ≠  η µερική παράγωγος µηδενίζεται. Συνεπώς για την συνθήκη: 

j

I
0, j 1, ,n

∂
= =

∂γ
… , 

 θα έχουµε ότι: 

2

m m m
j ji i i

i i i j
D

j i 1 i 1 i 1

j

m

2 j 1 j i i
P

i 1

I
{p(x, y) (x, y) (x, y) q(x, y) (x, y) (x, y) r(x, y) (x, y) (x, y)

x x y y x

f (x, y) (x, y)}dxdy

g (x, y) (x, y) g (x, y) (x, y) (x, y) dS,

= = =

=

∂ϕ ∂ϕ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ∂
= ∫ ∫ ⋅ γ ⋅ + ⋅ γ ⋅ − ⋅ γ ⋅ϕ

∂γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ ϕ

   
+ ∫ − ϕ + ϕ γ ϕ  

   

∑ ∑ ∑

∑ j 1,...,n=

 

Στο σηµείο αυτό οµαδοποιούµε τους παράγοντες στους οποίους εµφανίζεται το άθροισµα και 

λαµβάνουµε:

( )

{ }

2

2

m
j ji i i

i j
D

i 1j

m

i 1 i j
P

i 1

j
D

2 j
P

I
p(x, y) (x, y) (x, y) q(x, y) (x, y) (x, y) r(x, y) (x, y) (x, y) dxdy

x x y y x

g (x, y) (x, y) (x, y) dS

f (x, y) (x, y)dxdy

g (x, y) (x, y)) dS, j

=

=

 ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ∂
= γ ∫ ∫ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ϕ  ∂γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

 + γ ∫ ϕ ϕ  

+ ∫ ∫ ϕ

− ∫ ϕ =

∑

∑

1,..., n

Από την προηγούµενη σχέση και από την 
j

I
0, j 1, ,n

∂
= =

∂γ
… , θα έχουµε ότι: 

( )

{ }
2

2

m
j ji i i

i j
D

i 1

m

i 1 i j
P

i 1

j 2 j
D P

p(x, y) (x, y) (x, y) q(x, y) (x, y) (x, y) r(x, y) (x, y) (x, y) dxdy
x x y y x

g (x, y) (x, y) (x, y) dS

f (x, y) (x, y)dxdy g (x, y) (x, y)) dS 0, j 1,..

=

=

 ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ
γ ∫ ∫ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ϕ +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

 γ ∫ ϕ ϕ +  

∫ ∫ ϕ − ∫ ϕ = =

∑

∑

., n
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Εάν θέσουµε :  

2

2

j ji i i
ij j

D

1 i j
P

i i 2 i ik k
D P

k

a p(x, y) (x, y) (x, y) q(x, y) (x, y) (x, y) r(x, y) (x, y) (x, y) dxdy
x x y y x

g (x, y) (x, y) (x, y)dS, i 1,..., n & j 1,..., n

f (x, y) (x, y)dxdy g (x, y) (x, y))dS a
=

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ
= ∫ ∫ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ϕ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

+ ∫ ϕ ϕ = =

β = − ∫ ∫ ϕ + ∫ ϕ − γ
m

n 1

1 n

1 n

,

, i 1,..., n

b ( ,..., ) '

c ( ,..., ) '

+

=

= β β

= γ γ

∑  

, τότε το πρόβληµα ανάγεται στην λύση της εξίσωσης Ac b= . 

3.3. Πειραµατικά αποτελέσµατα 

Παρακάτω παραθέτουµε τα αποτελέσµατα εφαρµογής της µεθόδου Ritz στην εξίσωση 

y
p(x) q(x) y(x) f (x, y)

x x

∂ ∂ − ⋅ + ⋅ = ∂ ∂   
για τη περίπτωση όπου : 

2 2
p(x) 1, q(x) , f (x, y) 2 (x)= = π = π ηµ  

και για την βελτιστοποίηση των αποτελεσµάτων που παρήχθησαν στη Matlab κατασκευάσαµε έναν 

βρόγχο, ο οποίος σε κάθε επανάληψη λειτουργεί ως εξής: 

• Το πλήθος των σηµείων Ν, αυξάνει κατά δέκα µε αρχική τιµή το δέκα. 

• Επανεκτελείται ο αλγόριθµος εύρεσης της λύσης. 

• Τα αποτελέσµατα σχετικά µε το Ν, την νόρµα άπειρο για το απόλυτο σφάλµα και το ποσοστιαίο 

σφάλµα προβάλλονται στην οθόνη. 

• Τα αποτελέσµατα σχετικά µε την λύση, την τιµή της συνάρτησης, την τιµή της προσέγγισης, το 

 σφάλµα, το ποσοστιαίο σφάλµα και την νόρµα άπειρο καταγράφονται στο αρχείο Ritz.txt. 

• Εάν η τιµή της νόρµα άπειρο  λάβει τιµή µικρότερη ή  του 10
-7

 διακόπεται η λετουργία του αλγορίθµου. 

Η δοµή του αρχείου Ritz.txt που παράγεται είναι η εξής: 

• Πλήθος σηµείων (Ν). 

• Οι  τιµές των σηµείων (Χ). 

• Η τιµή της συνάρτησης για το σηµείο. 

• Η εκτίµηση για το σηµείο. 

• Το απόλυτο σφάλµα για το σηµείο. 

• Το ποσοστιαίο σφάλµα για το σηµείο. 

• Η µέγιστη νόρµα για τα απόλυτο σφάλµα. 

• Η µέγιστη νόρµα για το ποσοσταίο σφάλµα. 
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Ν Απόλυτο Ποσοστιαίο Ν Απόλυτο Ποσοστιαίο Ν Απόλυτο Ποσοστιαίο Ν Απόλυτο Ποσοστιαίο Ν Απόλυτο Ποσοστιαίο 
10 3,36E-03 3,40E-01 430 2,21E-06 2,21E-04 850 5,68E-07 5,68E-05 1270 2,55E-07 2,55E-05 1690 1,44E-07 1,44E-05 

20 9,30E-04 9,32E-02 440 2,11E-06 2,11E-04 860 5,55E-07 5,55E-05 1280 2,51E-07 2,51E-05 1700 1,42E-07 1,42E-05 

30 4,27E-04 4,28E-02 450 2,02E-06 2,02E-04 870 5,42E-07 5,42E-05 1290 2,47E-07 2,47E-05 1710 1,41E-07 1,40E-05 

40 2,44E-04 2,45E-02 460 1,94E-06 1,94E-04 880 5,30E-07 5,30E-05 1300 2,43E-07 2,43E-05 1720 1,39E-07 1,39E-05 

50 1,58E-04 1,58E-02 470 1,85E-06 1,85E-04 890 5,18E-07 5,18E-05 1310 2,39E-07 2,39E-05 1730 1,37E-07 1,37E-05 

60 1,10E-04 1,11E-02 480 1,78E-06 1,78E-04 900 5,07E-07 5,07E-05 1320 2,36E-07 2,36E-05 1740 1,36E-07 1,36E-05 

70 8,16E-05 8,16E-03 490 1,71E-06 1,71E-04 910 4,96E-07 4,96E-05 1330 2,32E-07 2,32E-05 1750 1,34E-07 1,34E-05 

80 6,27E-05 6,27E-03 500 1,64E-06 1,64E-04 920 4,85E-07 4,85E-05 1340 2,29E-07 2,29E-05 1760 1,33E-07 1,33E-05 

90 4,97E-05 4,97E-03 510 1,57E-06 1,57E-04 930 4,75E-07 4,74E-05 1350 2,25E-07 2,25E-05 1770 1,31E-07 1,31E-05 

100 4,03E-05 4,03E-03 520 1,52E-06 1,52E-04 940 4,64E-07 4,64E-05 1360 2,22E-07 2,22E-05 1780 1,30E-07 1,30E-05 

110 3,34E-05 3,34E-03 530 1,46E-06 1,46E-04 950 4,55E-07 4,55E-05 1370 2,19E-07 2,19E-05 1790 1,28E-07 1,28E-05 

120 2,81E-05 2,81E-03 540 1,41E-06 1,41E-04 960 4,45E-07 4,45E-05 1380 2,16E-07 2,16E-05 1800 1,27E-07 1,27E-05 

130 2,40E-05 2,40E-03 550 1,35E-06 1,35E-04 970 4,36E-07 4,36E-05 1390 2,13E-07 2,13E-05 1810 1,25E-07 1,25E-05 

140 2,07E-05 2,07E-03 560 1,31E-06 1,31E-04 980 4,27E-07 4,27E-05 1400 2,10E-07 2,10E-05 1820 1,24E-07 1,24E-05 

150 1,80E-05 1,80E-03 570 1,26E-06 1,26E-04 990 4,19E-07 4,19E-05 1410 2,07E-07 2,07E-05 1830 1,23E-07 1,23E-05 

160 1,59E-05 1,59E-03 580 1,22E-06 1,22E-04 1000 4,10E-07 4,10E-05 1420 2,04E-07 2,04E-05 1840 1,21E-07 1,21E-05 

170 1,41E-05 1,41E-03 590 1,18E-06 1,18E-04 1010 4,02E-07 4,02E-05 1430 2,01E-07 2,01E-05 1850 1,20E-07 1,20E-05 

180 1,26E-05 1,26E-03 600 1,14E-06 1,14E-04 1020 3,95E-07 3,94E-05 1440 1,98E-07 1,98E-05 1860 1,19E-07 1,19E-05 

190 1,13E-05 1,13E-03 610 1,10E-06 1,10E-04 1030 3,87E-07 3,87E-05 1450 1,95E-07 1,95E-05 1870 1,18E-07 1,18E-05 

200 1,02E-05 1,02E-03 620 1,07E-06 1,07E-04 1040 3,80E-07 3,79E-05 1460 1,93E-07 1,93E-05 1880 1,16E-07 1,16E-05 

210 9,24E-06 9,24E-04 630 1,03E-02 1,03E+00 1050 3,72E-07 3,72E-05 1470 1,90E-07 1,90E-05 1890 1,15E-07 1,15E-05 

220 8,42E-06 8,42E-04 640 1,00E-06 1,00E-04 1060 3,65E-07 3,65E-05 1480 1,88E-07 1,87E-05 1900 1,14E-07 1,14E-05 

230 7,71E-06 7,71E-04 650 9,70E-07 9,70E-05 1070 3,59E-07 3,59E-05 1490 1,85E-07 1,85E-05 1910 1,13E-07 1,13E-05 

240 7,08E-06 7,08E-04 660 9,41E-07 9,41E-05 1080 3,52E-07 3,52E-05 1500 1,83E-07 1,83E-05 1920 1,12E-07 1,12E-05 

250 6,53E-06 6,53E-04 670 9,13E-07 9,13E-05 1090 3,46E-07 3,46E-05 1510 1,80E-07 1,80E-05 1930 1,10E-07 1,10E-05 

260 6,04E-06 6,04E-04 680 8,87E-07 8,87E-05 1100 3,39E-07 3,39E-05 1520 1,78E-07 1,78E-05 1940 1,09E-07 1,09E-05 

270 5,60E-06 5,60E-04 690 8,61E-07 8,61E-05 1110 3,33E-07 3,33E-05 1530 1,75E-07 1,75E-05 1950 1,08E-07 1,08E-05 

280 5,21E-06 5,21E-04 700 8,37E-07 8,37E-05 1120 3,27E-07 3,27E-05 1540 1,73E-07 1,73E-05 1960 1,07E-07 1,07E-05 

290 4,86E-06 4,86E-04 710 8,14E-07 8,13E-05 1130 3,22E-07 3,22E-05 1550 1,71E-07 1,71E-05 1970 1,06E-07 1,06E-05 

300 4,54E-06 4,54E-04 720 7,91E-07 7,91E-05 1140 3,16E-07 3,16E-05 1560 1,69E-07 1,69E-05 1980 1,05E-07 1,05E-05 

310 4,25E-06 4,25E-04 730 7,70E-07 7,70E-05 1150 3,10E-07 3,10E-05 1570 1,67E-07 1,67E-05 1990 1,04E-07 1,04E-05 

320 3,99E-06 3,99E-04 740 7,49E-07 7,49E-05 1160 3,05E-07 3,05E-05 1580 1,65E-07 1,65E-05 2000 1,03E-07 1,03E-05 

330 3,75E-06 3,75E-04 750 7,29E-07 7,29E-05 1170 3,00E-07 3,00E-05 1590 1,62E-07 1,62E-05 2010 1,02E-07 1,02E-05 

340 3,54E-06 3,54E-04 760 7,10E-07 7,10E-05 1180 2,95E-07 2,95E-05 1600 1,61E-07 1,60E-05 2020 1,01E-07 1,01E-05 

350 3,34E-06 3,34E-04 770 6,92E-07 6,92E-05 1190 2,90E-07 2,90E-05 1610 1,59E-07 1,59E-05 2030 9,97E-08 9,97E-06 

360 3,16E-06 3,16E-04 780 6,74E-07 6,74E-05 1200 2,85E-07 2,85E-05 1620 1,57E-07 1,56E-05 

Πέρας αλγορίθµου 

370 2,99E-06 2,99E-04 790 6,57E-07 6,57E-05 1210 2,80E-07 2,80E-05 1630 1,55E-07 1,55E-05 

380 2,83E-06 2,83E-04 800 6,41E-07 6,41E-05 1220 2,76E-07 2,76E-05 1640 1,53E-07 1,53E-05 

390 2,69E-06 2,69E-04 810 6,25E-07 6,25E-05 1230 2,71E-07 2,71E-05 1650 1,51E-07 1,51E-05 

400 2,56E-06 2,56E-04 820 6,10E-07 6,10E-05 1240 2,67E-07 2,67E-05 1660 1,49E-07 1,49E-05 

410 2,43E-06 2,43E-04 830 5,96E-07 5,96E-05 1250 2,63E-07 2,63E-05 1670 1,47E-07 1,47E-05 

420 2,32E-06 2,32E-04 840 5,81E-07 5,81E-05 1260 2,59E-07 2,59E-05 1680 1,46E-07 1,45E-05 

Πίνακας 3.3.1.Α. Τιµές της νόρµα άπειρο για απόλυτο και ποσοσταίο σφάλµα µε διαφορετικό πλήθος σηµείων. 
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Γράφηµα 3.3.1.Α. Τιµές της µεγίστης νόρµας σε λογαριθµική κλίµακα για απόλυτο και ποσοστιαίο σφάλµα. 
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4. Η µέθοδος Galerkin 

4.1. Η µέθοδος Galerkin στη γενική περίπτωση 

Τα βήµατα που ακολουθούµε για την εύρεση της προσέγγισης µε την µέθοδο Galerkin, είναι τα 

ακόλουθα : 

1
ο
 βήµα: Κατασκευάζουµε την ασθενή µορφή πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση µε µια 

δοκιµαστική συνάρτηση και ολοκληρώνοντας στο αντίστοιχο πεδίο ορισµού.  

2
ο
 βήµα: Παράγουµε ενα πλέγµα, π.χ. 0 Mx ,..., x  και ορίζουµε: 

• Ως κόµβο ή κοµβικό σηµείο να είναι τα ix , i 0,...,M=
 
. 

• Ως εκλέπτυνση του πλέγµατος (βήµα) να είναι η { }i
0 i M 1

h max h
≤ ≤ −

=  µε i i 1 ih x x , i 0,...,M 1+= − = − . 

• Ως στοιχείο ie
 
του πλέγµατος να είναι το διάστηµα i i i 1e [x , x ], i 0,..., M 1+= = −  . 

Στόχος µας είναι να κατασκευάσουµε έναν πεπερασµένων διαστάσεων χώρο HV , έτσι ώστε να 

µπορούµε να εκφράσουµε κάθε σηµείο του ως γραµµικό συνδυασµό των συναρτήσεων βάσης 

1 2 1, ,..., Μ−ϕ ϕ ϕ  και ο απλούστερος που µπορούµε να παράξουµε, είναι ο χώρος των τµηµατικά 

συνεχών γραµµικών συναρτήσεων :  

M 1

H h h j j

j 1

V u (x), u (x)
−

=

 
= = α ϕ 

 
∑  

3
ο
 βήµα: Θέτουµε οι συναρτήσεων βάσης είναι B splines 1

ου
 βαθµού οι οποίες λαµβάνουν ως τιµή 

την µονάδα σε ένα σηµείο και µηδέν αλλού, συνεπώς ισχύει ότι : 

1 1 1 j

2 2 2 j

i 3 i j

M 1 M 1 M 1 j

(x ) 1, (x ) 0, j 0, 2,3,..., M 1

(x ) 1, (x ) 0, j 0,1,3,..., M 1

(x ) 1, (x ) 0, j 0,..., i 1, i 1,..., M 1

(x ) 1, (x ) 0, j 0,..., M 2− − −

ϕ = ϕ = = −

ϕ = ϕ = = −

ϕ = ϕ = = − + −

ϕ = ϕ = = −

�

�

 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η αναλυτική µορφή της συνάρτησης, είναι η εξής: 

i 1

i 1
i 1 i

i

i

i 1
i i 1

i 1

0 , ά x x

x x
, ά x x x

h
(x)

x x
, ά x x x

h

0 , ώ

−

−
−

+
+

+

ε ν <
 − ε ν ≤ <


ϕ = 
− ε ν ≤ <




αλλι ς
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Στο σηµείο αυτό θέλουµε να σηµειώσουµε ότι όταν χρησιµοποιούµε ένα πλέγµα Μ+1 στοιχείων 

0 Mx ,..., x
 
για τον προσδιορισµό του HV  χρειάζεται να προσδιορίσουµε Μ-1 διανύσµατα βάσης ή 

ισοδύναµα τις 1 2 1, ,..., Μ−ϕ ϕ ϕ . Το σκεπτικό είναι ότι η γραµµική συνάρτηση l(x)  µε κανόνα 

αντιστοίχησης : 

i 1 i
i i 1

i i 1 i 1 i

x x x x
l(x) l(x ) l(x )

x x x x

+
+

+ +

   − −
= ⋅ + ⋅   

− −   
 

, στο διάστηµα i i 1[x , x ]+  προσδιορίζεται κατά µοναδικό τρόπο από τις τιµές ix
 
και i 1x +  

διότι 

υπάρχουν Μ-1 τέτοιες τιµές για τους κόµβους και περαιτέρω ισχύει ότι 0 Ml(x ) l(x ) 0= = . Συνεπώς 

δοθέντος ενός διανύσµατος T M 1

1 2 M 1[l(x ), l(x ), ..., l(x )] R
−

− ∈ , µπορούµε να κατασκευάσουµε µια 

συνάρτηση h hu (x) V∈  εάν λάβουµε ως h iu (x) l(x ), i 1,..., M 1= = −  και δοθείσας µιας 

συνάρτησης h hu (x) V∈ , µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα διάνυσµα της µορφής 

T M 1

1 2 M 1[v(x ), v(x ), ..., v(x )] R
−

− ∈ . Κατ’ αυτόν τον τρόπο κατασκευάζουµε µια ένα προς ένα 

αντιστοίχιση από τον χώρο hV  στον χώρο 
M 1R −

  ή ισοδύναµα ο χώρος hV  είναι πεπερασµένος µε 

hdim(V ) M 1= − . 

4
ο
 βήµα: Για κάθε ένα στοιχείο κατασκευάζουµε τους πίνακες τοπικής δυσκαµψίας και τοπικού 

φορτίου, η µορφή των οποίων εξαρτάται από την εξίσωση που αντιµετωπίζουµε και 

αντιπροσωπεύουν την συνεισφορά κάθε στοιχείου στους πίνακες Α και F του συστήµατος AU=F . 

5
ο
 βήµα: Κατασκευάζουµε τον καθολικό πίνακα δυσκαµψίας Α και το καθολικό διάνυσµα φορτίου 

F αντίστοιχα,  αθροίζοντας στοιχειό προς στοιχείο τους αντίστοιχους local stiffness και local load 

vectοr πίνακες. 

6
ο
 βήµα: Λύνουµε το σύστηµα AU=F και ο πίνακας U που προκύπτει είναι η προσέγγιση της 

λύσης. 

7
ο
 βήµα: Εκτιµούµε το σφάλµα. 
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4.2. Εφαρµογή στη µια διάσταση 

Παρακάτω αναλύουµε την εφαρµογή της µεθοδολογίας που αναπτύξαµε στην προηγούµενη 

παράγραφο στην εξίσωση Poisson στη µια διάσταση :  

u ''(x) f (x), 0 x 1, u(0) 0, u(1) 0− = < < = =  

, µε RΩ ⊂  να είναι το πεδίο ορισµού στο επίπεδο (x,y) µε σύνορο ∂Ω . 

1
ο
 βήµα: Παράγουµε την ασθενή µορφή : 

 

Από την παραπάνω ασθενή µορφή, εάν ορίσουµε τις συναρτήσεις : 

( ) ( )(u, v) u ' v ' dx, l(v) f v dx
Ω Ω

α = ⋅ = ⋅∫ ∫  

, τότε προκύπτει ότι η (u, v)α  είναι διγραµµική µορφή, η l(v)  είναι γραµµική µορφή και 

περαιτέρω εκπληρούν τα κριτήρια του θεωρήµατος Lax – Milgram [ ]. Εφόσον εµείς επιλέγουµε 

την µορφή της δοκιµαστικής συνάρτησης v εάν θέσουµε v=u ή v=f , λαµβάνουµε αντίστοιχα : 

( )
1 1

2

0 0

u ' v 'dx u ' dx=∫ ∫    ,   
1 1

2

0 0

fvdx f dx=∫ ∫ . 

2
ο
 βήµα: Παράγουµε ενα πλέγµα για να σχηµατίσουµε τα διαστήµατα  i 1 i[x , x ], i 1,..., M− = . 

3
ο
 βήµα: Θεωρούµε ότι το σύνολο των συναρτήσεων βάσης είναι οι συναρτήσεις hat : 

i 1

i 1
i 1 i

i

i

i 1
i i 1

i 1

0 , ά x x

x x
, ά x x x

h
(x)

x x
, ά x x x

h

0 , ώ

−

−
−

+
+

+

ε ν <
 − ε ν ≤ <


ϕ = 
− ε ν ≤ <




αλλι ς

 

, π.χ. Για την συνάρτηση βάσης 1(x)ϕ  ισχύει ότι : 

0

0
0 1

1

1

2
1 2

2

0 , ά x x

x x
, ά x x x

h
(x)

x x
, ά x x x

h

0 , ώ

ε ν <
 − ε ν ≤ <


ϕ = 
− ε ν ≤ <




αλλι ς  

∆εν είναι δυνατή η εµφάνιση της εικόνας. Ίσως να µην επαρκεί η µνήµη του υπολογιστή για το άνοιγµα της εικόνας ή ίσως η εικόνα να έχει καταστραφεί. Επανεκκινήστε τον υπολογιστή και ανοίξτε ξανά το αρχείο. Αν εµφανίζεται ακόµα το κόκκινο x, ίσως να πρέπει να διαγράψετε την εικόνα και να την εισαγάγετε ξανά.
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H λύση hu (x)

 

θα είναι γραµµικός συνδυασµός των συναρτήσεων βάσης, συνεπώς θα είναι της 

µορφής 
M 1

h j j

i 1

u (x) c (x)
−

=

= ϕ∑ , όπου οι συντελεστές 
jc  είναι άγνωστοι και για τον υπολογισµό των 

συντελεστών παράγουµε ένα γραµµικό σύστηµα από την ασθενή µορφή ότι ( ) ( )
1 1

0 0

u 'v ' dx fv dx=∫ ∫ , 

επιλέγοντας κάθε φορά ως v(x)  να είναι αντίστοιχα µια από τις συναρτήσεις 1 M 1, ..., −ϕ ϕ
 
: 

1 1 1 1

' ' ' ' ' '

1 1 1 1 2 1 2 n 1 1 n 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

' ' ' ' ' '

2 1 2 1 2 2 2 n 1 2 n 1 2

0 0 0 0

1

' '

i 1 i 1

0

v , c dx c dx ... c dx f dx

v , c dx c dx ... c dx f dx

v , c dx

− −

− −

       
= ϕ ϕ ϕ + ϕ ϕ + + ϕ ϕ = ϕ       

       

       
= ϕ ϕ ϕ + ϕ ϕ + + ϕ ϕ = ϕ       

       

 
= ϕ ϕ ϕ + 

 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

�

1 1 1

' ' ' '

2 i 2 n 1 i n 1 i

0 0 0

1 1 1 1

' ' ' ' ' '

M 1 1 M 1 1 2 n 1 2 M 1 M 1 M 1 M 1

0 0 0 0

c dx ... c dx f dx

v , c dx c dx ... c dx f dx

− −

− − − − − − −

     
ϕ ϕ + + ϕ ϕ = ϕ     

     

       
= ϕ ϕ ϕ + ϕ ϕ + + ϕ ϕ = ϕ       

       

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

�

 

Εάν αναδιατυπώσουµε το παραπάνω σύστηµα σε µορφή πινάκων AU F= , προκύπτει ότι : 

1 1 1 2 1 M 1 1 1

2 1 2 2 2 M 1 2 2

M 1 1 M 1 2 M 1 M 1 M 1 M 1

( , ) ( , ) ( , ) c (f , )

( , ) ( , ) ( , ) c (f , )

( , ) ( , ) ( , ) c (f , )

−

−

− − − − − −

α ϕ ϕ α ϕ ϕ α ϕ ϕ ϕ     
     α ϕ ϕ α ϕ ϕ α ϕ ϕ ϕ     =
     
     
α ϕ ϕ α ϕ ϕ α ϕ ϕ ϕ     

…

…

� � � � � �

…

 

, µε 
1 1

' '

i j i j i i

0 0

( , ) dx , (f , ) f dx
   

α ϕ ϕ = ϕ ϕ ϕ = ϕ   
   
∫ ∫  ή ισοδύναµα το αρχικό πρόβληµα ανάγεται στην 

λύση του συστήµατος AU F= . 

4
ο
 βήµα: Για τους πίνακες Α και F η µεθοδολογία που ακολουθείται είναι η προσέγγιση της 

δόµησης στοιχείο προς στοιχείο, µε κάθε ένα στοιχείο να είναι της µορφής: 

2 i M1

0 1 1 2 i 1 i M 1 M

e e ee

[x , x ],[x , x ], , [x , x ], ,[x , x ]− −… …
��� �	�	� �	�	����

 

Η κεντρική ιδέα είναι να σπάσουµε την ολοκλήρωση στοιχείο προς στοιχείο, όπου για κάθε 

ολοκληρώσιµη συνάρτηση g(x), θα έχουµε ότι: 

k

k 1

k

1 M M
x

x
k 1 k 10

g(x)dx g(x)dx g(x)dx g(x)dx
−= =Ω Ω

= = =∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫  
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1 1 1

' 2 ' ' ' '

1 1 2 1 1

0 0 0

1 1 1

' ' ' 2 ' '

2 1 2 2 1

0 0 0

1 1 1

' ' ' ' ' 2

1 1 1 2 1

0 0 0

( ) dx ( )( )dx ( )( )dx

( )( )dx ( ) dx ( )( )dx
A

( )( )dx ( )( )dx ( ) dx

Μ−

Μ−

Μ− Μ− Μ−

 
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ 

 
 
 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= ⇔ 
 
 
 

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ 
  

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

…

…

� � � �

…

 

1 1 1

0 0 0 1

1 1 1

0 0 0

1 1 1

0 0 0

x x x x

' 2 ' ' ' ' ' 2
1 1 2 1 1 1

x x x x

x x x

' ' ' 2 ' '
2 1 2 2 1

x x x

x x x

' ' ' ' ' 2
1 1 1 2 1

x x x

( ) dx ( )( )dx ( )( )dx ( ) dx

( )( )dx ( ) dx ( )( )dx
A

( )( )dx ( )( )dx ( ) dx

Μ−

Μ−

Μ− Μ− Μ−

 
 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
 
 
 
 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
 = +
 
 
 
 
 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
 
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

…

…

� � � �

…

2 2 2 M

1 1 M 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

x x x

' ' ' ' ' 2 '
1 2 1 1 1 1

x x x

x x x

' ' ' 2 ' '
2 1 2 2 1

x x x

x x x

' ' ' ' ' 2
1 1 1 2 1

x x x

( )( )dx ( )( )dx ( ) dx ( )

( )( )dx ( ) dx ( )( )dx
...

( )( )dx ( )( )dx ( ) dx

−

Μ−

Μ−

Μ− Μ− Μ−

 
 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
 
 
 
 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
  + +
 
 
 
 
 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
 
 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

…

…

� � � �

…

M M

M 1 M 1

M M M

M 1 M 1 M 1

M M M

M 1 M 1 M 1

x x

' ' '
2 1 1

x x

x x x

' ' ' 2 ' '
2 1 2 2 1

x x x

x x x

' ' ' ' ' 2
1 1 1 2 1

x x x

( )dx ( )( )dx

( )( )dx ( ) dx ( )( )dx

( )( )dx ( )( )dx ( ) dx

− −

− − −

− − −

Μ−

Μ−

Μ− Μ− Μ−

 
 ϕ ϕ ϕ
 
 
 
 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
 
 
 
 
 
 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
 
 

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

…

…

� � � �

…

 

Εφόσον για τις hat functions νωρίζουµε ότι σε κάθε διάστηµα υπάρχουν ακριβώς δυο µη µηδενικές συναρτήσεις βάσης, θα έχουµε ότι ο παραπάνω πίνακας 

λαµβάνει την εξής µορφή : 

2 2

1

1 1

0 2 2

1 1

0

1

x x

' 2 ' 'x
1 1 2 ' 2' 2

2x x1
xx x x

' ' ' 2

2 1 2

x x

0 0 0 ... 0

( ) dx ( )( )dx 0
0 ( ) dx( ) dx 0 0

A ( )( )dx ( ) dx 00 0 0

0 0 0
0 0 0

Κ

Κ

 
ϕ ϕ ϕ   

ϕϕ   
   
   = + +ϕ ϕ ϕ   
   
   
   

 

∫ ∫
∫

∫ ∫

…
…

……

� � � �
� � � �

…
�				�				� …


���������������������������

3 3

2 2

3 3

M
2 2

M 1

2

x x

' '

2 3

x

x x

' ' ' 2

3 2 3
xx x

' 2

M 1

x

0 0 0 ... 0

( )( )dx ... 0 0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0
...

0 ( )( )dx ( ) dx ... 0

0 0 0 ... ( ) dx

0 0 0 ... 0
−

−

Κ

 
  
  ϕ ϕ   
  
   + +

ϕ ϕ ϕ   
  
  ϕ
     

∫ ∫

∫ ∫
∫

� � � � �

� � � � �


�����������������������������
1Μ−Κ





���������������������
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Ως µη µηδενική συνεισφορά του κάθε στοιχείου i i 1e [x , x ]+=  ορίζουµε να είναι ο 2x2 πίνακας e

iK , ο 

οποίος µπορεί να λάβει τις εξής τρείς µορφές:  

i 1

i 1

0

i

i 1 i 1

i i

i 1 i 1

i i

x

' 2

1 xe e

0 M 1 ' 2x

M 1

x

x x

' 2 ' '

i i i 1

x xe

i x x

' ' ' 2

i 1 i i 1

x x

0 0
( ) dx 0

K , K
0 ( ) dx

0 0

( ) dx ( )( )dx

K , i 1,...,M 2

( )( )dx ( ) dx

+

+

+ +

+ +

−
−

+

+ +

   
ϕ   

= =   ϕ   
  

 
ϕ ϕ ϕ 

 
= = − 

 ϕ ϕ ϕ
 
 

∫
∫

∫ ∫

∫ ∫

 

Για τον υπολογισµό του τοπικού πίνακα δυσκαµψίας e

iK  χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι στο στοιχείο 

i i 1e [x , x ]+= , η συνάρτηση : 

i 1

i 1
i 1 i

i

i

i 1
i i 1

i 1

0 , ά x x

x x
, ά x x x

h
(x)

x x
, ά x x x

h

0 , ώ

−

−
−

+
+

+

ε ν <
 − ε ν ≤ <


ϕ = 
− ε ν ≤ <




αλλι ς

 

, µπορεί να αναλυθεί στις µη µηδενικές συναρτήσεων e i 1
i

i 1 i

x x
(x)

x x

+

+

−
ψ =

−
 και e i

i 1

i 1 i

x x
(x)

x x
+

+

−
ψ =

−
 [7]: 
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, για τις παραγώγους των οποίων έχουµε ότι : 

( ) ( )e e

i i 1

i i

1 1
(x) ' , (x) '

h h
+ψ = − ψ =  

Συνεπώς για την συνεισφορά τους στα αντίστοιχα ολοκληρώµατα, προκύπτει ότι : 

( )
i 1 1 1

i 0 0

2x x x
2

' 2 '

i i

i ix x x

1 1
( ) dx dx dx

h h

+  
ϕ = ψ = = 

 
∫ ∫ ∫   

( )
i 1 1 1

i 0 0

2x x x
2

' 2 '

i 1 i 1

i ix x x

1 1
( ) dx dx dx

h h

+

+ +

 
ϕ = ψ = = 

 
∫ ∫ ∫   

i 1 1 1 i 1 1 1

i 0 0 i 0 0

x x x x x x2 2

' ' ' ' ' ' ' '

i i 1 i i 1 i 1 i i 1 i

i i i ix x x x x x

1 1 1 1
( )( )dx dx dx , ( )( )dx dx dx

h h h h

+ +

+ + + +ϕ ϕ = ψ ϕ = − = − ϕ ϕ = ϕ ψ = − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Συνοψίζοντας, για τον τοπικό πίνακα δυσκαµψίας e

iK , θα έχουµε ότι : 

i 1 i 1

i i

i 1 i 1

i i

x x

' 2 ' '

i i i 1

x x i ie

i x x

' ' ' 2

i 1 i i 1
i i

x x

1 1( ) dx ( )( )dx
h h

K
1 1

( )( )dx ( ) dx
h h

+ +

+ +

+

+ +

   ϕ ϕ ϕ  −    = =     −ϕ ϕ ϕ      

∫ ∫

∫ ∫
 

Κατ' αναλογία το τοπικό διάνυσµα φορτίου e

iF
 
του κάθε στοιχείου ορίζεται ως εξής : 

( )

( )

i 1

i

i 1

i

x

i

xe

i x

i 1

x

f dx

F

f dx

+

+

+

 
ϕ 

 
=  

 ϕ
 
 

∫

∫
 

, όπου η µορφή του εξαρτάται από την f.  

5
ο
 βήµα : Από το 4

ο
 βήµα θα έχουµε ότι e e e

0 1 M 1A K K ... K −= + + + , όπου για τους e

iK  ισχύει : 

1

i 1

0

i

i 1 i 1

i i

i 1 i 1

i i

x

' 2

1 xe e

00 M 1 ' 2x

M 1

M 1x

x x

' 2 ' '

i i i 1

x xe

i x x

' ' ' 2

i 1 i i 1

x x

0 01 0 0
0( ) dx 0

hK , K , ,1
00 ( ) dx

h0 00 0

1( ) dx ( )( )dx
h

K

( )( )dx ( ) dx

+

+ +

+ +

−
−

−

+

+ +

      
ϕ      = = = =      ϕ           

 
ϕ ϕ ϕ 

 
= = 

 ϕ ϕ ϕ
 
 

∫
∫

∫ ∫

∫ ∫

i i

i i

1

h

1 1

h h

 − 
 
 
− 
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, συνεπώς ο καθολικός πίνακας δυσκαµψίας Α για την συγκεκριµένη εξίσωση προκύπτει αθροίζοντας 

τους παραπάνω πίνακες, οπότε λαµβάνουµε τον τριδιαγώνιο πίνακα Α : 

0 1 1

1 1 2 2

2 2 3 3

M 3 M 3 M 2 M 3

M 2 M 2 M 1

1 1 1

h h h

1 1 1 1

h h h h

1 1 1 1

h h h hA

1 1 1 1

h h h h

1 1 1

h h h

− − − −

− − −

 + − 
 
 

− + − 
 
 

− + − =  
 
 
 − + −
 
 
 − +  

� � �

 

Γνωρίζουµε ότι για το καθολικό διάνυσµα φορτίου ισχύει ότι e e e

0 1 M 1F F F ... F −= + + + όπου για τους e

iF  

ισχύει : 

( )
( )

( )

( )

i 1

i 1

ii 1

i i 1

i

i

x

x
i

xi 1 xe e e

0 M 1 ix x
i 1

x i 1

x

f dx0
f dx

F , F , F , i 1,...,M 2
f dx

f dx0

+

+

+

+

+
−

+

+

 
ϕ     

ϕ     
= = = = −     ϕ     ϕ     

 

∫
∫

∫
∫

 

, συνεπώς το καθολικό διάνυσµα φορτίου για την συγκεκριµένη εξίσωση προκύπτει αθροίζοντας τους 

παραπάνω πίνακες, οπότε λαµβάνουµε τον τριδιαγώνιο πίνακα F : 

( )
( )

( )

( )

( )

( )

2

1

3

1

0 2
2

4

1

M
3

M 1

x

x
1 x

x1
3

x x
x

2 x

x

3
xx

M 1

x

0
f dx 0

f dx
f dx 0

0f dx0
F ...

f dx0
0

f dx
0

0 0
−

−

  
ϕ     

ϕ      ϕ     
     ϕ     = + + + +

ϕ     
     
      ϕ
        

     

∫
∫ ∫

∫
∫

∫

�

�
� �

 

, ο οποίος υπολογίζεται µε οποιαδήποτε µέθοδο αριθµητικής ανάλυσης, διότι έχουµε ορισµένα 

ολοκληρώµατα και η συνάρτηση f είναι γνωστή για το συγκεκριµένο πρόβληµα. 

6
ο
 βήµα: Βρίσκουµε την προσέγγιση της λύσης, λύνοντας το σύστηµα που προκύπτει για την 

συγκεκριµένη συνάρτηση. 

7
ο
 βήµα: Εκτιµούµε το σφάλµα. 
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Σύνδεση των µορφών Ritz - Galerkin 

Για το πρόβληµα: 

u ''(x) f (x), 0 x 1,

u(0) 0, u(1) 0

= < <

= =
 

, έχουµε ότι η µορφή ελαχιστοποίησης θα είναι η εξής: 

( ) ( )
1

1 12

x
0 0v H (0,1)

1
min F(v), F(v) u dx fv dx

2∈
= −∫ ∫  

Κατ’ αναλογία µε την παρουσίαση της µεθοδολογίας, η λύση µας θα είναι µια προσέγγιση της µορφής 

M 1

h j j i

j 1

u (x) (x )
−

=

= α ϕ∑  και εν προκειµένω θα έχουµε ότι: 

( )
2

M 1 M 11 1

h j j i j j
0 0

j 1 j 1

1
F u (x) (x ) dx f (x) dx

2

− −

= =

   
= α ϕ − α ϕ   

   
∑ ∑∫ ∫  

Η παραπάνω συνάρτηση πολλών µεταβλητών, µπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής : 

h 1 2 1F(u ) F( , ,..., )Μ−= α α α  

Για το ολικό ελάχιστο χρησιµοποιούµε το κριτήριο της πρώτης παραγώγου : 

1 i 1

F F F
0,..., 0, ..., 0,

Μ−

∂ ∂ ∂
= = =

∂α ∂α ∂α
 

, συνεπώς προκύπτει ότι : 

M 11 1
' '

j j i 1 1
0 0

j 11

M 11 1
' '

j M 1 i M 1 M 1
0 0

j 1M 1

F
(x ) dx f dx 0

F
(x ) dx f dx,

−

=

−

− − −
=−

 ∂
= α ϕ ϕ − ϕ = 

∂α  

 ∂
= α ϕ ϕ − ϕ 

∂α  

∑∫ ∫

∑∫ ∫

�  

ή ισοδύναµα εν γένει για την παράγωγο ισχύει ότι : 

M 11 1
' '

j j i i i
0 0

j 1i

F
(x ) dx f dx 0, i 1,..., M 1

−

=

 ∂
= α ϕ ϕ − ϕ = = − 

∂α  
∑∫ ∫  

Εάν αλλάξουµε την ολοκλήρωση µε την άθροιση θα έχουµε ότι πρέπει να λύσουµε το σύστηµα : 

( )
M 1

1 1
' '

j i j i
0 0

j 1

dx f dx, i 1,...,M 1
−

=

ϕ ϕ α = ϕ = −∑ ∫ ∫  
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Για την µέθοδο Galerkin θα πρέπει να παράξουµε την ασθενή µορφή, συνεπώς πολλαπλασιάζουµε τα 

µέλη της εξίσωσης µε µια δοκιµαστική συνάρτηση και ολοκληρώνουµε στο πεδίο ορισµού και 

λαµβάνουµε : 

( ) ( )
1 1 M 1

1 1
' '

j j i i i
0 0

j 10 0

u ' v dx fv dx (x ) dx f dx, i 1,..., M 1
−

=

 
= ⇔ α ϕ ϕ = ϕ = − 

 
∑∫ ∫ ∫ ∫  

, συνεπώς το σύστηµα που προκύπτει είναι το ίδιο. 

4.2.1. Πειραµατικά αποτελέσµατα για την µέθοδο Galerking στη µια διάσταση 

Για το µοντέλο u ''(x) f (x), 0 x 1, u(0) 0, u(1) 0− = < < = = , εξετάσαµε τις εξής περιπτώσεις : 

Τύπος συνάρτησης f (x)  Αναλυτική µορφή λύσης 

1f (x) 1=  1
u(x) x (x 1)

2
= − ⋅ ⋅ −  

2f (x) x=  31
u(x) (x x )

6
= ⋅ −  

2

3f (x) x=  41
u(x) (x x )

12
= ⋅ −  

2

4f (x) x x 1= + +  ( )3 21
u(x) x x 2x 6x 9

12
= − ⋅ ⋅ + + −  

3

5f (x) x=  ( )51
u(x) x x

20
= ⋅ −  

3 2

6f (x) x x x 1= + + +  ( )4 3 21
u(x) x 3x 5x 10x 30x 48

60
= − ⋅ ⋅ + + + −  

x

7f (x) e=
 

xu(x) ex x e 1= − − +  

x

8f (x) e x= ⋅
 

xu(x) e (x 2) 2(x 1) ex= − − + − −  

x 2

9f (x) e x= ⋅
 

x 2u(x) e (x 4x 6) 3ex 6x 6= − − + + − +  

x 2

10f (x) e (x x 1)= ⋅ + +
 

x 2u(x) e (x 3x 5) 3ex 5x 5= − − + + − +  

x 3

11f (x) e (x )= ⋅
 

x 3 2u(x) e (x 6x 18x 24) 24(x 1) 11ex= − − + − + − −
 

x 3 2

12f (x) e (x x x 1)= ⋅ + + +
 

x 3 2u(x) e (x 5x 15x 19) 19(x 1) 8ex= − − + − + − −
 

13f (x) (x)= ηµ
 

u(x) (x) x (1)= ηµ − ηµ
 

x

14f (x) (x) e= ηµ ⋅
 ( )x1

u(x) x e x cos(1) e cos(x) 1
2

= − − ⋅ ⋅ + ⋅ −
 

Πίνακας 4.2.1.Α. ∆εκατέσσερις υλοποιήσεις της f (x)  και η αντίστοιχη αναλυτική λύση του παραγόµενου συστήµατος.
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1f (x) 1= , 
1

u(x) x (x 1)
2

= − ⋅ ⋅ −  
2f (x) x= , 31

u(x) (x x )
6

= ⋅ −  

Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα 

3.8303e-015 3.8361e-012 1.7070e-015 4.3298e-012 

    
 

2

3f (x) x= ,
 

41
u(x) (x x )

12
= ⋅ −  2

4f (x) x x 1= + + , ( )3 21
u(x) x x 2x 6x 9

12
= − ⋅ ⋅ + + −  

Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα 

9.1593e-016 4.6190e-012 6.4115e-015 3.9841e-012 

    

Πίνακας 4.2.2.Β. Πειραµατικά αποτελέσµατα για τις συναρτήσεις 
1f  εώς 

4f για την εξίσωση u ''(x) f (x)− =  µε h 0.01= . 
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3

5f (x) x=  ,
 

( )51
u(x) x x

20
= ⋅ −  

3 2

6f (x) x x x 1= + + +
 
, ( )4 3 21

u(x) x 3x 5x 10x 30x 48
60

= − ⋅ ⋅ + + + −  

Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα 

5.6899e-016 4.7561e-012 6.9111e-015 3.9860e-012 

    
 

x

7f (x) e=  ,
 

xu(x) ex x e 1= − − +
 

x

8f (x) e x= ⋅
 
, xu(x) e (x 2) 2(x 1) ex= − − + − −  

Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα 

2.2118e-012 1.0468e-009 1.0058e-011 1.1585e-008 

    

Πίνακας 4.2.2.Γ. Πειραµατικά αποτελέσµατα για τις συναρτήσεις 
5f  εώς 

8f για την εξίσωση u ''(x) f (x)− =  µε h 0.01= . 
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x 2

9f (x) e x= ⋅  ,
 

x 2u(x) e (x 4x 6) 3ex 6x 6= − − + + − +
 

x 2

10f (x) e (x x 1)= ⋅ + +
 
, x 2u(x) e (x 3x 5) 3ex 5x 5= − − + + − +  

Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα 

3.7124e-011   7.3845e-008 4.9387e-011   1.3431e-008 

    
 

x 3

11f (x) e (x )= ⋅  ,
 

x 3 2u(x) e (x 6x 18x 24) 24(x 1) 11ex= − − + − + − −
 

x 3 2

12f (x) e (x x x 1)= ⋅ + + +
 
, x 3 2u(x) e (x 5x 15x 19) 19(x 1) 8ex= − − + − + − −  

Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα Απόλυτο σφάλµα Ποσοστιαίο σφάλµα 

1.0757e-010   3.0772e-007 1.5687e-010 3.6711e-008 

    

Πίνακας 4.2.2.∆. Πειραµατικά αποτελέσµατα για τις συναρτήσεις 
9f  εώς 

12f για την εξίσωση u ''(x) f (x)− =  µε h 0.01= .
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4.3. Εφαρµογή στις εξισώσεις Poisson και Laplace 

Για να χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο Galerkin στις εξισώσεις Poisson και Laplace κατ 'αρχάς 

παράγουµε την ασθενή µορφή πολλαπλασιάζοντας µε µια δοκιµαστική συνάρτηση v(x, y)  και 

µετέπειτα oλοκληρώνουµε επί του πεδίου ορισµού :  

Eξίσωση Laplace Eξίσωση Poisson 

( )
( )

xx yy

xx xx

xx xx

u u 0

u u v(x, y) 0

u u v(x, y)dxdy 0

− − = ⇒

− − = ⇒

− − =∫∫

 ( )
( )

xx yy

xx xx

xx xx

u u f (x, y)

u u v(x, y) f (x, y) v(x, y)

u u v(x, y)dxdy f (x, y) v(x, y)dxdy

− − = ⇒

− − = ⋅ ⇒

− − = ⋅∫∫ ∫∫

 

Όπως προαναφέραµε στο τµήµα Α.2. της παραγράφου 2.9 εάν εφαρµόσουµε το θεώρηµα του Green 

στις παραπάνω εξισώσεις προκύπτει ότι : 

  ( )x x y yu v u v 0+ =∫∫    ,   ( )x x y yu v u v f (x, y) v(x, y)dxdy+ = ⋅∫∫ ∫∫   

ή ισοδύναµα : 

u v u v
dxdy 0

x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ = ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫∫    ,   
u v u v

dxdy f (x, y) v(x, y)dxdy
x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ = ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫∫ ∫∫  

Κατ΄αναλογία µε την αντιµετώπιση στη µια διάσταση, αναζητούµε µια λύση η οποία θα διατυπωθεί ως 

γραµµικός συνδυασµός των συναρτήσεων βάσης : 

N

j j

j 1

U U (x, y)
=

= ϕ∑  

, συνεπώς προκύπτει ότι : 

N N
j ji i

j j

j 1 j 1

V V
U U dxdy 0

x x x y= =

 ∂ϕ ∂ϕ   ∂ ∂
+ =    

∂ ∂ ∂ ∂     
∑ ∑∫∫    ,

N N
j ji i

j j i

j 1 j 1

V V
U U dxdy f (x, y) V (x, y)dxdy

x x x y= =

 ∂ϕ ∂ϕ   ∂ ∂
+ = ⋅    

∂ ∂ ∂ ∂     
∑ ∑∫∫ ∫∫  

 Εάν θέσουµε ως: 

j ji i
ij i i

V V
K dxdy, F f (x, y) V (x, y)dxdy

x x x x

∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂
= + = ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫∫ ∫∫  

, τότε το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων ανάγεται σε µορφή πινάκων στο σύστηµα KU F=  το οποίο 

έχει µοναδική λύση διότι η διγραµµική µορφή και η γραµµική µορφή επληρούν τα κριτήρια του 

θεωρήµατος Lax - Milgram [11] και για τον υπολογισµό των σχετικών ολοκληρωµάτων µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε οποιαδήποτε µέθοδο της αριθµητικής ανάλυσης, π.χ. Μέθοδος Simpson. 
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Εξεταζόµενα προβλήµατα 

Παρακάτω παραθέτουµε τα προβλήµατα που υλοποιήσαµε, όπου για κάθε µια περίπτωση έγιναν 

υλοποιήσεις για τρείς µορφές στοιχείων, γραµµικά, τετραγωνικά και κυβικά.  

 xx yyu u f (x, y)− − =  

 f (x, y)  Πεδίο ορισµού Ω  Λύση Συνοριακές συνθήκες 

Π1 4  
2 2

{(x, y), x y 1}+ =  
2 2u(x, y) 1 x y= − −  u(x, y) 0, (x, y)= ∈∂Ω

 

Π2 2 2
y sin(xy) x sin(xy)+  [0, 2] x [0,2]  u(x, y) sin(xy)=  

u(0, y) u(x,0) 0

u(1, y) sin(2y)

u(x,1) sin(2x)

= =

=

=

Το σκεπτικό επιλογής των παραπάνω προβληµάτων, είναι ότι είναι ενδεικτικά για την κλάση των 

προβληµάτων τύπου Laplace και Poission, διότι: 

• Στο Π1 έχουµε σταθερή συνάρτηση και µηδενικές συνοριακές συνθήκες, το οποίο είναι υπερσύνολο 

της κλασικής και πιο εύκολης υπολογιστικά περίπτωσης f (x, y) 0=  µε µηδενικές συνοριακές 

συνθήκες δηλαδή της εξίσωσης Laplace. 

• Στο Π2 έχουµε µη σταθερή συνάρτηση και µη µηδενικές συνοριακές συνθήκες, το οποίο είναι 

υπερσύνολο της πιο εύκολης υπολογιστικά περίπτωσης µε σταθερή συνάρτηση και µη µηδενικές 

συνοριακές συνθήκες. 

• Εξετάζουµε δυο διαφορετικές µορφές πεδίου ορισµού όπου υπάρχουν έντονες διαφορές όπως 

διαφαίνεται και παρακάτω όταν εφαρµόζουµε πεπερασµένα στοιχεία. 

Στο σηµείο αυτό να σηµειώσουµε ότι ο κώδικας που παρατίθεται στο παράρτηµα είναι εύκολα 

τροποποιήσιµος έτσι ώστε να εφαρµοστεί σε οποιαδήποτε συνάρτηση και για την εφαρµογή της 

µεθόδου Galerkin στα παραπάνω προβλήµατα, βασιστήκαµε : 

1. Στην βιβλιοθήκη distmesh που αναπτύχθηκε στο ΜΙΤ από τον Per-Olof Persson στα πλαίσια της 

διδακτορικής του διατριβής [21], ο οποίος στην παρούσα φάση θεωρείται από τις πλέον υπολογιστικά 

συµφέρουσες για παραγωγή πλέγµατος και στην εφαρµογή του στην µεθόδο Galerkin, όπως αυτή 

αναπτύσσεται στην σχετική βιβλιογραφία [5]. 

2. Ως κύρια προγραµµατιστική δοµή χρησιµοποιηθηκε η υλοποίηση που αναπτύσσεται για τον παραπάνω 

αλγόριθµο και οι παραλλαγές του [24] οι οποίες τροποποιήθηκαν και επεκτάθηκαν κατάλληλα έτσι 

ώστε : 

i. Να υλοποιούνται τετραγωνικά και κυβικά στοιχεία. 

ii. Να αντιµετωπίζονται περιπτώσεις πέραν του τετραγώνου για το πεδίο ορισµού. 

iii. Να αντιµετωπίζονται και µη µηδενικές συνοριακές συνθήκες.  

iv. Επαναληπτική δοµή για διευρεύνση της αποτελεσµατικότητας της εκλέπτυνσης και παραγωγή 

γραφήµατων. 
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4.3.1. Πειραµατικά αποτελέσµατα για τις εξισώσεις Poisson και Laplace 

Η βασική δοµή του αλγορίθµου που παρατίθεται µε πλήρη σχολιασµό στο παράρτηµα είναι η εξής: 

1. Παράγουµε το πλέγµα χρησιµοποιώντας την βιβλιοθήκη distmesh η οποία µας επιστρέφει τις 

κορυφές των τριγώγων και τις συντενταγµένες τους, όπου η µέγιστη απόσταση δυο σηµείων εντός 

του τριγώνου ορίζεται από το βήµα h. 

2. Κατασκευάζουµε τον τοπικό πίνακα δυσκαµψίας K και το τοπικό διάνυσµα φορτίου F για την 

εξίσωση Poisson’s KU=F για κάθε ένα τριγωνικό στοιχείο λύνοντας το σύστηµα και υπολογίζουµε 

την συνεισφορά κάθε στοιχείου ως το εµβδαδόν του τριγώνου. 

3. Κατασκευάζουµε τον καθολικό πίνακα δυσκαµψίας και το καθολικό διάνυσµα φορτίου αθροίζοντας 

τους αντίστοιχους τοπικούς πίνακες και λύνουµε το σύστηµα πινάκων που προκύπτει. 

4. Εκτιµούµε τις τιµές της συνάρτησης για τα διάφορα σηµεία του πλέγµατος και βάσει της 

προσέγγισης που έχουµε από το προηγούµενο βήµα, βρίσκουµε την νόρµα άπειρο για το σφάλµα. 

5. Αποθηκεύουµε σε αρχείο τις τιµές της συνάρτησης, της εκτίµησης και του σφάλµατος και 

αναπαριστούµε γραφικά τα αποτελέσµατα.  

6. Η παραπάνω δοµή του αλγορίθµου εντάχθηκε σε βρόγχο επανάληψης µε τις τιµές της εκλέπτυνσης 

να κυµαίνονται από 0.5 έως και 0.05. 

Η εκτέλεση κάθε αρχείου τύπου τύπου m, έχει ως αποτέλεσµα να παραχθεί : 

1. Ένα αρχείο τύπου txt στο οποίο αποθηκεύονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα, µε την µορφή που 

διακρίνεται στο απόσπασµα του αρχείου που παρατίθεται παρακάτω, όπου κατά σειρά καταγράφονται : 

• H τιµή του βήµατος 

• Η τιµή της συνάρτησης και της εκτίµησης στις κορυφές 

• Το απόλυτο σφάλµα για την τιµή στις κορυφές και η νόρµα άπειρο για τα απόλυτα σφάλµατα 

2. Ένα αρχείο τύπου txt, όπου αποθηκεύονται µόνο οι τιµές για την νόρµα άπειρο. 

3. Τρια γραφήµατα τα οποία οµαδοποιούνται κατά βήµα εκλέπτυνσης και από αριστερά προς τα δεξιά 

παρατίθενται η τιµή της συνάρτησης, η τιµή της εκτίµησης και το απόλυτο σφάλµα, µε τον χρωµατικό 

κώδικα να κινείται από το κυανό στο ερυθρό καθώς αυξάνει η αριθµητική τιµή. 
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Π1 Nόρµα άπειρο 

h Γραµµικά στοιχεία Τετραγωνικά στοιχεία Κυβικά στοιχεία 

0.5 3,90E-02 9,59E-02 8,52E-02 

0.4 6,39E-03 6,83E-02 6,07E-02 

0.3 1,50E-03 3,60E-02 3,20E-02 

0.2 7,34E-03 1,16E-02 1,03E-02 

0.1 1,61E-03 3,84E-03 3,41E-03 

0.09 1,31E-03 2,60E-03 2,31E-03 

0.08 7,86E-04 1,94E-03 1,72E-03 

0.07 6,48E-04 1,57E-03 1,40E-03 

0.06 5,23E-04 1,20E-03 1,07E-03 

0.05 3,85E-04 8,32E-04 7,40E-04 

Πίνακας 4.3.1.Α. Τιµές της νόρµα άπειρο στο Π1, για διαφορετικές τιµές εκλέπτυνσης και τύπους στοιχείων. 

Π2 Nόρµα άπειρο 

h Γραµµικά στοιχεία Τετραγωνικά στοιχεία Κυβικά στοιχεία 

0.5 2,50E-02 7,42E-03 1,38E-03 

0.4 2,44E-02 1,52E-03 2,90E-04 

0.3 1,70E-02 1,78E-03 1,26E-04 

0.2 4,88E-03 2,59E-04 3,33E-05 

0.1 1,11E-03 4,35E-05 1,75E-06 

0.09 9,04E-04 3,42E-05 1,23E-06 

0.08 5,45E-04 1,87E-05 6,96E-07 

0.07 5,58E-04 1,31E-05 4,70E-07 

0.06 3,80E-04 1,43E-05 2,29E-07 

0.05 2,71E-04 6,09E-06 1,05E-07 

Πίνακας 4.3.1.Β. Τιµές της νόρµα άπειρο στο Π2, για διαφορετικές τιµές εκλέπτυνσης και τύπους στοιχείων. 

Στις παρακάτω σελίδες κατά σειρά παρατίθενται: 

• Συγκριτικό γράφηµα για τους τρείς τύπους στοιχείων στο πρόβληµα Π1, σε λογαριθµική κλίµακα για 

την νόρµα άπειρο για διαφορετικές τιµές της εκλέπτυνσης. 

• Συγκριτικό γράφηµα για τους τρείς τύπους στοιχείων στο πρόβληµα Π2, σε λογαριθµική κλίµακα για 

την νόρµα άπειρο για διαφορετικές τιµές της εκλέπτυνσης. 

• 180 γραφήµατα σε τριάδες της µορφής που προαναφέραµε, µε την εξής σειρά : 

� Γραµµικά στοιχεία για το Π1, για τιµές εκλέπτυνσης από 0.5 έως και 0.05 . 

� Τετραγωνικά στοιχεία για το Π1, για τιµές εκλέπτυνσης από 0.5 έως και 0.05 . 

� Κυβικά στοιχεία για το Π1, για τιµές εκλέπτυνσης από 0.5 έως και 0.05 . 

� Γραµµικά στοιχεία για το Π2, για τιµές εκλέπτυνσης από 0.5 έως και 0.05 . 

� Τετραγωνικά στοιχεία για το Π2, για τιµές εκλέπτυνσης από 0.5 έως και 0.05 . 

� Κυβικά στοιχεία για το Π2, για τιµές εκλέπτυνσης από 0.5 έως και 0.05 . 
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Τιµές της µεγίστης νόρµας σε λογαριθµική κλίµακα για το απόλυτο σφάλµα, µε τρείς τύπους πεπερασµένων στοιχείων και διάφορες τιµές βήµατος στο Π1. 

 
Τιµές της µεγίστης νόρµας σε λογαριθµική κλίµακα για το απόλυτο σφάλµα, µε τρείς τύπους πεπερασµένων στοιχείων και διάφορες τιµές βήµατος στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.5 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.4 στο Π1. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.3 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.2 στο Π1. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.1 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.09 στο Π1. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.08 στο Π1. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.07 στο Π1. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.06 στο Π1. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.05 στο Π1. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.5 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.4  στο Π1. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.3 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.2 στο Π1. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.1 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.09 στο Π1. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.08 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.07 στο Π1.  
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.06 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.05 στο Π1.  
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.5 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.4 στο Π1.  
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.3 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.2 στο Π1.   
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.1 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.09 στο Π1.  
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.08 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.07 στο Π1. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.06 στο Π1. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.05 στο Π1. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.5 στο Π2. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.4 στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.3 στο Π2. 

 

Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.2 στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.1 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.09 στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.08 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.07 στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.06 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.05 στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.5 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.4 στο Π2. 



85 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.3 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.2 στο Π2. 



86 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.1 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.09 στο Π2. 



87 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.08 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.07 στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.06 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.05 στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.5 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.4 στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.3 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.2 στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.1 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.09 στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.08 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.07 στο Π2. 
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Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.06 στο Π2. 

 
Πειραµατικά αποτελέσµατα µε κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.05 στο Π2. 
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5. Συµπεράσµατα 

Μεθοδολογία πειραµάτων 

Πρίν παρουσιάσουµε τα συµπεράσµατα µας για την αποτελεσµατικότητα των µεθόδων, θεωρούµε 

σκόπιµο να συνοψίσουµε την δοµή των πειραµάτων που παραθέσαµε στα αντίστοιχα σηµεία των 

µεθόδων. 

Α. Μέθοδος Ritz 

Εφαρµογή στις δυο διαστάσεις στην εξίσωση : 

2 2y
p(x) q(x) y(x) f (x, y), p(x) 1, q(x) , f (x, y) 2 (x)

x x

∂ ∂ − ⋅ + ⋅ = = = π = π ηµ ∂ ∂ 
  

, µε αναδροµικό αλγόριθµο έως ότου επιτευχθεί ακρίβεια µικρότερη ή ίση του 10
-7

 µε το πλήθος των 

σηµείων να έχει ως αρχική τιµή το δέκα και σε κάθε επανάληψη να αυξάνει κατά δέκα. 

Β. Μέθοδος Galerkin 

Β.1. Εφαρµογή στη µια διάσταση στην εξίσωση u ''(x) f (x), 0 x 1, u(0) 0, u(1) 0− = < < = = , για τις 

δώδεκα παρακάτω περιπτώσεις µε βήµα 0.01 : 

1f (x) 1=  
2f (x) x=  

2

3f (x) x=  2

4f (x) x x 1= + +  

3

5f (x) x=  3 2

6f (x) x x x 1= + + +  

x

7f (x) e=  x

8f (x) e x= ⋅  

x 2

9f (x) e x= ⋅  x 2

10f (x) e (x x 1)= ⋅ + +  

x 3

11f (x) e (x )= ⋅  x 3 2

12f (x) e (x x x 1)= ⋅ + + +  

Πίνακας 5.1. Συναρτήσεις για την εξίσωση Poisson στη µια διάσταση. 

Β.2. Εφαρµογή στις δυο διαστάσεις για τις εξισώσεις : 

2 2

xx yy xx yyu u 4 , u u y sin(xy) x sin(xy)− − = − − = +  

, µε αναδροµικό αλγόριθµο όπου το βήµα κυµαίνεται από 0.5 έως και 0.05 µε ρυθµό µείωσης 0.01 και 

τα πεδία ορισµού και οι συνοριακές συνθήκες να είναι οι εξής :  

 f (x, y)  Πεδίο ορισµού Ω  Συνοριακές συνθήκες 

Π1 4  
2 2

{(x, y), x y 1}+ =  u(x, y) 0, (x, y)= ∈∂Ω
 

Π2 
2 2

y sin(xy) x sin(xy)+  [0, 2] x [0,2]  u(0, y) u(x,0) 0,u(1, y) sin(2y),u(x,1) sin(2x)= = = =

Πίνακας 5.2. Σύνολο συνθηκών για την εξίσωση Poisson στις δυο διάστασεις. 

Πέραν των πειραµάτων που παρουσιάσαµε παραπάνω εκτελέσαµε περαιτέρω πειράµατα µε τα κριτήρια 

τερµατισµού να είναι βήµα έως και 0.03 ή ακρίβεια µικρότερη η ίση της τάξης του 10
-7

 χωρίς να 
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παράγουµε τα αντίστοιχα γραφήµατα για τα οποία να σηµειώσουµε ότι δεν µας προσφέρουν εποπτεία, 

διότι λόγω της πυκνότητας του πλέγµατος δεν είναι διακριτός ο χρωµατικός κώδικας. Τα παραπάνω 

πειράµατα υλοποιήθηκαν στην γλώσσα προγραµµατισµού Matlab, µε τον κώδικα να παρατίθεται µε 

πλήρη σχολιασµό στο παράρτηµα και εκτελέστηκαν σε ηλεκτρονικό υπολογιστή µε τις εξής 

προδιαγραφές : 

Cpu Ram Λειτουργικό σύστηµα Έκδοση Matlab 

Pentium 4, 3.2Ghz 512 Mb DDR Windows Xp, SP3 Version 7.0.1.24704 (R14) 

Πίνακας 5.3. Υλικό που χρησιµοποιήθηκε για την διεξαγωγή των πειραµάτων. 

Αξιολόγηση αποτελέσµατων 

Α. Εφαρµογή της µεθόδου Ritz στην εξίσωση 
y

p(x) q(x) y(x) f (x, y)
x x

∂ ∂ − ⋅ + ⋅ = ∂ ∂ 
 

Η µέθοδος Ritz απεδώσε υψηλής ποιότητας αποτελέσµατα για 

2 2
p(x) 1, q(x) , f (x, y) 2 (x)= = π = π ηµ  όπου διαπιστώθηκε ότι για την νόρµα άπειρο έχουµε 

ακρίβεια της  τάξης του 10
-8

  και στο παρακάτω γράφηµα διακρίνουµε την πτωτική πορεία της νόρµας 

σε λογαριθµική κλίµακα καθώς αυξάνουµε το πλήθος των σηµείων : 

 

Γράφηµα 5.Α. Τιµές της µεγίστης νόρµας σφάλµα σε λογαριθµική κλίµακα για το απόλυτο σφάλµα. 
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Από το παραπάνω γράφηµα και τα δεδοµένα που περιελαµβάνονται στο Ritz.txt προκύπτει ότι : 

• ∆εν υπάρχουν ταλαντώσεις ή παλινδροµήσεις στην αποτελεσµατικότητα του αλγορίθµου, αντιθέτως 

παρατηρούµε µόνο βελτίωση στην ακρίβεια. 

• Επιτυγχάνονται εξαιρετικά επίπεδα για την µεγίστη νόρµα µε ακρίβειας της τάξης του 10
-8

 και 

περαιτέρω προκύπτει ότι : 

Ν = 2030 

Ελάχιστη τιµή
 

2,00*10
-10

 

Μέσος όρος σφαλµάτων 6,35*10
-08

 

Πλήθος σφαλµάτων  < 10
-9

  12 

Πλήθος σφαλµάτων  < 10
-8

 120 

Πίνακας 5.4. Στατιστικά για 2030 σηµεία. 

, συνεπώς υπάρχουν 12 σηµεία στα οποία η ακρίβεια ήταν της τάξης 10
-10

, 108 σηµεία όπου η ακρίβεια 

ήταν της τάξης 10
-9

 και ο µέσος όρος είναι σε εξαιρετικά επίπεδα της τάξης του 6,35*10
-8

.  

• Παρατηρούµε ότι για ακρίβεια µεγίστης νόρµας τάξης 10
-8

 απαιτείται µεγάλο υπολογιστικό κόστος, 

πιο συγκεκριµένα 2030 σηµεία και από την κλίση της καµπύλης ότι έχουµε ραγδαία βελτίωση στην 

ακρίβεια από 10 έως και 350 περίπου σηµεία και µετέπειτα για να υπάρξει αισθητή βελτίωση στην 

ποιότητα της προσέγγισης χρειαζόµαστε  πολύ περισσότερες επαναλήψεις. 

Συνοψίζοντας θεωρούµε ότι εάν λάβουµε υπόψη ότι : 

• Σφάλµατα τάξης 10
-6

  υπολογιστικά είναι ιδιαίτερα ικανοποιητικά [1]. 

• Τα σφάλµατα αποκοπής που επισέρχονται σε υψηλά επίπεδα ακρίβειας σφαλµάτων επηρεάζουν 

σηµαντικά την τελική τιµή της προσέγγισης [2]. 

• Εκ των πραγµάτων η βελτίωση της προσέγγισης στην κλάση 10
-6

 έως και 10
-7

 είναι δυσκολότερη από 

ότι στην κλάση 10
-4

 έως και 10
-5 

[3]. 

, προκύπτει ότι ο αλγόριθµος αποδίδει υψηλής ποιότητας ακρίβεια της τάξης 10
-6

 µε µικρό πλήθος 

απαιτούµενων επαναλήψεων 200 (Πίνακας 3.3.1.Α) και περαιτέρω µας προσφέρει την δυνατότητα για 

ακόµα καλύτερη προσέγγιση, µε εξαιρετικό µέσο όρο της τάξης του 10
-8  

και σηµειακά ακρίβεια της 

τάξης του 10
-10

, όπου όπως είναι αναµενόµενο µας κοστίζει υπολογιστικά. 
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Β. Μέθοδος Galerkin  

Β.1. Μέθοδος Galerkin στη µια διάσταση 

u ''(x) f (x), 0 x 1, u(0) 0, u(1) 0− = < < = =  

Συνάρτηση Απόλυτο σφάλµα Συνάρτηση Απόλυτο σφάλµα 

1f (x) 1=  3.8303e-015
 x

7f (x) e=  2.2118e-012
 

2f (x) x=  1.7070e-015 
x

8f (x) e x= ⋅
 1.0058e-011 

2

3f (x) x=  9.1593e-016
 x 2

9f (x) e x= ⋅
 3.7124e-011

 

2

4f (x) x x 1= + +  6.4115e-015 
x 2

10f (x) e (x x 1)= ⋅ + +
 4.9387e-011 

3

5f (x) x=  5.6899e-016
 x 3

11f (x) e (x )= ⋅
 1.0757e-010 

3 2

6f (x) x x x 1= + + +  6.9111e-015 
x 3 2

12f (x) e (x x x 1)= ⋅ + + +
 1.5687e-010 

Πίνακας 5.5. Πειραµατικά αποτελέσµατα για 12 περιπτώσεις συναρτήσεων 

Στον παραπάνω πίνακα συνοψίσαµε τα αποτελέσµατα εφαρµογής της µεθόδου Galerking στην εξίσωση 

Poisson στη µια διάσταση όπου και λόγω της f1 επι του πρακτέου αντιµετωπίζουµε και την εξίσωση 

Laplace στην περίτωση της µια διάστασης, διότι η περίπτωση η συνάρτηση να είναι η µηδενική είναι 

υπολογιστικά πιο εύκολα αντιµετωπίσιµη. Η µορφή των συναρτήσεων επιλέχθηκε έτσι ώστε να 

εξετάζουµε τις περιπτώσεις µε σταθερή συνάρτηση, µε πολυωνυµική συνάρτηση έως και τρίτου 

βαθµού, εκθετική συνάρτηση αλλά και συνδυασµούς τους. Από τα παραπάνω αποτελέσµατα προκύπτει 

ότι η ακρίβεια της προσέγγισης είναι εξαιρετική µε την χειρότερη περίπτωση να είναι αυτή όπου το 

µέγιστο σφάλµα είναι της τάξης του 10
-10

 για την f12 , όπου µε περαιτέρω ανάλυση προκύπτει ότι : 

Ν = 101 

Μέγιστη τιµή 1,56E-10 

Ελάχιστη τιµή
 

4,58E-12 

Μέσος όρος σφαλµάτων 1,02E-10 

Πλήθος σφαλµάτων  < 10
-11

  5 

Πλήθος σφαλµάτων  < 10
-10

 37 

Πλήθος σφαλµάτων  < 10
-9

 59 

Πίνακας 5.6. Στατιστικά για 101 σηµεία. 

, συνεπώς υπάρχουν 5 σηµεία στα οποία η ακρίβεια ήταν της τάξης 10
-12

, 42 σηµεία όπου η ακρίβεια 

ήταν της τάξης 10
-11 

 ή  ισοδύναµα ακόµα και στην χειρότερη περίπτωση απόδοσης όπου έχουµε 

µέγιστη τιµή σφάλµατος 10
-10

 το 42/29=41,58%  των τιµών των σφαλµάτων  είναι µικρότερες της τάξης 

του 10
-10

  και ο µέσος όρος είναι σε εξαιρετικά επίπεδα της τάξης του 4,58*10
-10

. 
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Β.2.  Μέθοδος Galerkin στις δυο διαστάσεις 

Π1 xx yyu u 4− − =  

Nόρµα άπειρο 

h Γραµµικά στοιχεία Τετραγωνικά στοιχεία Κυβικά στοιχεία 

0.5 3,90E-02 9,59E-02 8,52E-02 

0.4 6,39E-03 6,83E-02 6,07E-02 

0.3 1,50E-03 3,60E-02 3,20E-02 

0.2 7,34E-03 1,16E-02 1,03E-02 

0.1 1,61E-03 3,84E-03 3,41E-03 

0.09 1,31E-03 2,60E-03 2,31E-03 

0.08 7,86E-04 1,94E-03 1,72E-03 

0.07 6,48E-04 1,57E-03 1,40E-03 

0.06 5,23E-04 1,20E-03 1,07E-03 

0.05 3,85E-04 8,32E-04 7,40E-04 

0.04 2,44E-004 5,18 E-04 4,60E-04 

0.03 1.26E-004 3,41E-04 2,82E-04 

Πίνακας 5.7. Τιµές της νόρµα άπειρο στο Π1, για διαφορετικούς τύπους στοιχείων µε βήµα έως και 0.03 . 

 

Γράφηµα 5.Β. Μεγίστη νόρµα σε λογαριθµική κλίµακα, µε τρείς τύπους και διάφορες τιµές εκλέπτυνσης στο Π1. 

Το πρόβληµα Π1 εµφανίζει ιδαίτερες δυσκολίες διότι προσπαθούµε µε πλέγµα τριγωνικής µορφής να 

προσεγγίσουµε συνοριακή µορφή η οποία είναι κυκλική, συνεπώς αναφορικά µε την µεγίστη νόρµα 

είναι αναµενόµενο ότι θα υπάρχουν τιµές για τις οποίες θα υπάρχει απόκλιση και εάν συνυπολογίσουµε 

ότι για την µεγίστη νόρµα αρκεί µια τέτοια περίπτωση έτσι ώστε να αυτή να εκτιναχθεί αριθµητικά 

αναµένουµε ταλαντώσεις.  
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Στο σηµείο αυτό για την µεγίστη νόρµα θέλουµε να σηµειώσουµε ότι µας προσφέρει ιδιαίτερη 

ευκολία στον υπολογισµό ειδικά εάν συνυπολογίσουµε το υπολογιστικό κόστος άλλων µετρικών για 

µεγάλο πλήθος σηµείων και ότι εννοιολογικά µας προσφέρει πολύ ισχυρά αποτελέσµατα διότι εάν το 

µέγιστο σφάλµα είναι υψηλής ακρίβειας έχουµε εξαιρετική απόδοση. Παρόλα ταύτα έχει την αδυναµία 

ότι αρκεί να παρουσιαστεί σηµειακά µεγάλη απόκλιση για να λάβουµε παραπλανητικά αποτελέσµατα, 

συνεπώς για την αξιολόγηση της αποδοτικότητας του αλγορίθµου χρειάζεται είτε να ανατρέξουµε στα 

αποτελέσµατα για όλα τα σηµεία είτε να παράξουµε στατιστικά απ’ αυτά είτε όπως θεωρούµε ως 

καλύτερη λύση να χρησιµοποιήσουµε χρωµατικό κώδικα, π.χ. για την περίπωση των γραµµικών 

στοιχείων µε  h=0.3 και  h=0.2 έχουµε ότι η µεγίστη νόρµα είναι 6,39*10
-03

 και 7,34*10
-03

 αντίστοιχα, 

συνεπώς µπορεί εκ πρώτης να καταλήξουµε στο ότι υπάρχει ταλάντωση στην συµπεριφορά του 

αλγορίθµου.  

 
Γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.3 στο Π1. 

 

Γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.2 στο Π1. 

Από τον χρωµατικό κώδικα όµως γίνεται ξεκάθαρο ότι η µέση αποτελεσµατικότητα του αλγορίθµου για 

την περίπτωση όπου h=0.2 είναι σαφώς καλύτερη, διότι το κυανό ή ισοδύναµα χαµηλές τιµές της τάξης 

10
-3

 καλύπτουν σχεδόν ολόκληρο τον δίσκο σε αντίθεση µε h=0.4 όπου κυριαρχούν τιµές προς το 

ερυθρό, συνεπώς η αριθµητική µας προσέγγιση είναι πολύ καλύτερη κατά µέσο όρο αλλά λόγω της 
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υφής του συνόρου υπήρξε ένα σηµείο όπου η προσέγγιση ήταν χειρότερη (Σηµειώνεται µε βέλος στο 

αντίστοιχο γράφηµα), εξ’ ου και τα αποτελέσµατα για την µεγίστη νόρµα. 

Η παραπάνω παρατήρηση εκτείνεται και στο να µας παράσχει εξήγηση στην σύγκριση των µη 

αναµενόµενων αποτελεσµάτων ανάµεσα στους τύπους των στοιχείων, όπου η λογική σειρά θα ήταν τα 

βέλτιστα αποτελέσµατα να µας παρουσιαζόταν από τα κυβικά στοιχεία, ακολουθούµενα από τα 

τετραγωνικά και τέλος από τα γραµµικά. Θεωρούµε ότι η σωστή αξιολόγηση της αποτελεσµάτικοτητας 

του αλγορίθµου ειδικά όταν οι διαφορές στην µεγίστη νόρµα είναι είναι ιδιαίτερα µικρές βασίζεται στην 

απόδοση τους σε όλο το πεδίο ορισµού, π.χ. για h=0.05 οι τιµές της µεγίστης νόρµας είναι 3,85*10
-04

, 

8,32*10
-04

 και 7,40*10
-04

 για τα γραµµικά, τα τετραγωνικά και τα κυβικά στοιχεία αντίστοιχα.  

 
Γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.05 στο Π1. 

 
Τετραγωνικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.05 στο Π1.  

 

Κυβικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.05 στο Π1. 



101 

Από τον χρωµατικό κώδικα παρατηρούµε ότι για τα γραµµικά στοιχεία έχουµε κυανό χρώµα εντός 

του δίσκου αλλά πολλαπλά σηµεία προς το ερυθρό καθώς εξετάζουµε το σύνορο σε αντίθεση µε τα 

τετραγωνικά και τα κυβικά στοιχεία όπου εντός του δίσκου εµφανίζονται ελαφρώς χειρότερα 

αποτελέσµατα αλλά κυανό χρώµα στην συνοριακή περιοχή. Έως εκ τούτου προκύπτουν τα εξής: 

• Επί του συνόρου τα κυβικά και τα τετραγωνικά στοιχεία επιτυγχάνουν καλύτερα αποτελέσµατα από  

 τα γραµµικά. 

• Εντός του δίσκου τα τετραγωνικά και τα κυβικά στοιχεία είναι ελαφρώς χειρότερα αλλά η διαφορά   

 κρίνεται αµελητέα, δίοτι η ακρίβεια είναι της τάξης του 10
-4

. 

• Υπάρχει τουλάχιστον µια τιµή για τα τετραγωνικά και τα κυβικά όπου εµφανίζεται µεγαλύτερη  

 απόκλιση από ότι στα γραµµικά όµως η διαφορά  κρίνεται αµελητέα, δίοτι η ακρίβεια είναι της τάξης 

του 10
-4

. 

 Από τα παραπάνω προκύπτει ότι τα τετραγωνικά και τα κυβικά στοιχεία αντιµετωπίζουν το πρόβληµα 

της αστάθειας στην κυκλική συνοριακή περιοχή σαφώς καλύτερα µε το τίµηµα ότι εντός του δίσκου 

έχουµε αµελητέα µικρότερη ακρίβεια της τάξης του 10
-4

 και ότι υπάρχει ένα σηµείο όπου η χείριστη 

προσέγγιση είναι χειρότερη αλλά και πάλι της τάξης του 10
-4

, συνεπώς θεωρούµε ότι κρίνονται 

προτιµητέα στο σύνολο. 

Ως τρίτο σηµείο για την απόδοση του αλγορίθµου στο πρόβληµα Π1, σηµειώνουµε ότι λαµβάνουµε 

µέτρια αποτελέσµατα για χαµηλή ποιότητα εκλέπτυνσης όµως τα θεωρούµε αναµενόµενα όπως 

άλλωστε µπορούµε να διακρίνουµε και στα παρακάτω γραφήµα όπου είναι σαφές ότι µικρό πλήθος 

τριγώνων αδυνατεί να αντιµετωπίσει το κυκλικό σύνορο. 

 

Γραµµικά στοιχεία για την τιµή της συνάρτησης, την εκτίµηση και το απόλυτο σφάλµα για h=0.5 στο Π1. 

Συνοψίζοντας για την απόδοση του αλγορίθµου στο πρόβληµα εν γένει θεωρούµε ότι µπορεί να 

χαρακτηριστεί ιδιαίτερα ικανοποιητική, διότι τα µέτρια αποτελέσµατα για χαµηλή ποιότητα 

εκλέπτυνσης είναι αναµενόµενα και καθώς το βήµα βελτιώνεται έχουµε ταχύτατα µετάβαση σε 

σφάλµατα της τάξης του 10
-4

, όπου εάν συνυπολογίσουµε την κλίση των ευθειών αναµένουµε βελτίωση 

για χαµηλότερες τιµές του h και περαιτέρω παρατηρούµε ειδικά για τα τετραγωνικά και τα κυβικά 

στοιχεία εξαιρετική οµοιοµορφία και ευστοχία στην δύσκολη συνοριακή περιοχή. 
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Π2 2 2

xx yyu u y sin(xy) x sin(xy)− − = +  

Nόρµα άπειρο
 

h Γραµµικά στοιχεία Τετραγωνικά στοιχεία Κυβικά στοιχεία 

0.5 2,50E-02 7,42E-03 1,38E-03 

0.4 2,44E-02 1,52E-03 2,90E-04 

0.3 1,70E-02 1,78E-03 1,26E-04 

0.2 4,88E-03 2,59E-04 3,33E-05 

0.1 1,11E-03 4,35E-05 1,75E-06 

0.09 9,04E-04 3,42E-05 1,23E-06 

0.08 5,45E-04 1,87E-05 6,96E-07 

0.07 5,58E-04 1,31E-05 4,70E-07 

0.06 3,80E-04 1,43E-05 2,29E-07 

0.05 2,71E-04 6,09E-06 1,05E-07 

0.04 1,59E-04 3,16E-06 4,50E-08 

0.03 1,06E-04 1,35E-06 Πέρας αλγορίθµου 

Πίνακας 5.8. Τιµές της νόρµα άπειρο στο Π2, για διαφορετικούς τύπους στοιχείων µε βήµα έως και 0.03 . 

 

Μεγίστη νόρµα σε λογαριθµική κλίµακα για απόλυτο σφάλµα, µε τρείς τύπους και διάφορες τιµές εκλέπτυνσης στο Π2. 

Στην περίπτωση του προβλήµατος Π2, όπου πλέον δεν έχουµε κυκλικό σύνορο, παρατηρούµε ότι η 

απόδοση του αλγορίθµου είναι εξαιρετική µε αποτελέσµατα της τάξης του 10
-8 
και η βελτίωση στην 

προσέγγιση είναι ταχύτατη όπως φαίνεται και από το παραπάνω γράφηµα. Περαιτέρω τα αποτελέσµατα 

λαµβάνουν την αναµενόµενη µορφή όπου τα κυβικά στοιχεία είναι σαφώς καλύτερα από τα 

τετραγωνικά στοιχεία, τα οποία µε την σειρά τους είναι σαφώς καλύτερα από τα γραµµικά µε 

εξαιρετική οµοιµορφία στην απόδοση του αλγορίθµου (Σηµειώνουµε ότι η κίτρινη περιοχή που 
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εµφανίζεται για τα κυβικά στοιχεία είναι της τάξης του 10
-8

 ενώ για τα τετραγωνικά και τα γραµµικά 

στοιχεία η τάξη είναι 10
-6

 και 10
-4

 αντίστοιχα) . 

 
Τιµή της συνάρτησης, της εκτίµησης και του απολύτου σφάλµατος µε κυβικά στοιχεία για h=0.05 στο Π2. 

 
Τιµή της συνάρτησης, της εκτίµησης και του απολύτου σφάλµατος µε τετραγωνικά στοιχεία για h=0.05 στο Π2. 

 
Τιµή της συνάρτησης, της εκτίµησης και του απολύτου σφάλµατος µε γραµµικά στοιχεία για h=0.05 στο Π2. 

Συνοψίζοντας για τα αποτελέσµατα µας, θεωρούµε ότι τα πεπερασµένα στοιχεία απέδωσαν υψηλής 

ακρίβειας προσεγγίσεις και για τις δυο µεθόδους σε πολλαπλές διαφορετικής µορφής συναρτήσεις και 

πεδία ορισµού µε την µέθοδο Galekrin να επιβεβαιώνει τις βιβλιογραφικές αναφορές ως προτιµότερη 

ειδικά σε θέµατα υπολογιστικού κόστους σε σφάλµατα της τάξης 10
-7

 και παρακάτω. Ως µελλοντικές 

κατευθύνσεις θεωρούµε ότι η µίξη µορφής στοιχείων σε συνοριακές και µη περιοχές, π.χ. κυβικά στο 

σύνορο και γραµµικά εσωτερικά αλλά και το δυναµικό βήµα, π.χ. µικρές τιµές του h για σύνορο και πιο 

µεγάλες για δίσκο θα µας επιτρέψουν να έχουµε πολύ µεγάλη ακρίβεια µε µικρό υπολογιστικό κόστος. 
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6. Παράρτηµα – Κώδικας Matlab 

 1 

Garerkin – 1d 2 

 3 

 4 
function y = f(x) 5 
% Oρισµός της υπο εκτίµηση συνάρτησης - αφαιρούµε τον σχολιασµό από την ζητούµενη 6 
% y = 1; 7 
% y = x; 8 
% y = x^2; 9 
% y = x^2+x+1; 10 
% y = x^3; 11 
% y = x^3+x^2+x+1;  12 
% y = exp(x);  13 
% y = exp(x)*x; 14 
% y = exp(x)*x^2;  15 
% y = exp(x)*(x^2+x+1); 16 
% y = exp(x)*(x^3); 17 
% y = exp(x)*(x^3+x^2+x+1); 18 
% y = sin(x); 19 
% y = sin(x)*exp(x); 20 
return 21 

 22 
 23 

function y = hat_one(x,x1,x2) 24 
% Υπολογισµός της συνάρτησης hat µε h=x2-x1 στο [x1,x2], µε την συνάρτηση να 25 
% λαµβάνει την τιµή ένα στο x2 και την τιµή µηδέν στο x1. 26 
    y = (x-x1)/(x2-x1); 27 
return28 

 29 
 30 

function y = hat_two(x,x1,x2) 31 
% Υπολογισµός της συνάρτησης hat µε h=x2-x1 στο [x1,x2], µε την συνάρτηση να 32 
% λαµβάνει την τιµή µηδέν στο x2 και την τιµή ένα στο x1. 33 
    y = (x2-x)/(x2-x1); 34 
return 35 

 36 
 37 

function y = int_one(x1,x2) 38 
% Yπολογισµός της συνεισφοράς στο load vector από την συνάρτηση hat_one, δηλαδή 39 
% υπολογισµός του ορισµένου ολοκληρώµατος µε άκρα το x1,x2 και hat_one ως 40 
% συνάρτηση προς ολοκλήρωση βάσει του κανόνα Simpson. 41 
xmesos = (x1+x2)*0.5; 42 
y = (x2-x1)*(f(x1)*hat_one(x1,x1,x2) + 4*f(xmesos)*hat_one(xmesos,x1,x2)+ 43 
f(x2)*hat_one(x2,x1,x2) )/6; 44 
return 45 

 46 
 47 

function y = int_two(x1,x2) 48 
% Yπολογισµός της συνεισφοράς στο load vector από την συνάρτηση hat_two, δηλαδή 49 
% υπολογισµός του ορισµένου ολοκληρώµατος µε άκρα το x1,x2 και hat2 ως 50 
% συνάρτηση προς ολοκλήρωση βάσει του κανόνα Simpson. 51 
xm = (x1+x2)*0.5; 52 
y = (x2-x1)*(f(x1)*hat_two(x1,x1,x2) + 4*f(xmesos)*hat_two 53 
(xmesos,x1,x2)+f(x2)*hat_two(x2,x1,x2) )/6; 54 
return 55 

 56 
  57 
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 58 
function U = femcoef(x)         59 
%--------- Υπολογισµός του βήµατος h για το δοθέν πλέγµα ------------- 60 
M = length(x); 61 
for i=1:M-1, 62 
  h(i) = x(i+1)-x(i); 63 
end 64 
%--------------------------------------------------------------------- 65 
 66 
%--------- Αρχικοποίηση πινάκων Α και F ------------------------------ 67 
A = sparse(M,M); F=zeros(M,1);          68 
A(1,1) = 1; F(1)=0; 69 
A(M,M) = 1; F(M)=0; 70 
A(2,2) = 1/h(1); F(2) = int_one(x(1),x(2)); 71 
%--------------------------------------------------------------------- 72 
 73 
%---------Ορισµός πινάκων βάσει της µεθοδολογίας -------------------------- 74 
for i=2:M-2 75 
  A(i,i)     = A(i,i) + 1/h(i); 76 
  A(i,i+1)   = A(i,i+1) - 1/h(i); 77 
  A(i+1,i)   = A(i+1,i) - 1/h(i); 78 
  A(i+1,i+1) = A(i+1,i+1) + 1/h(i); 79 
  F(i)       = F(i) + int_two(x(i),x(i+1)); 80 
  F(i+1)     = F(i+1) + int_one(x(i),x(i+1)); 81 
end 82 
  A(M-1,M-1) = A(M-1,M-1) + 1/h(M-1); 83 
  F(M-1)     = F(M-1) + int_two(x(M-1),x(M)); 84 
  U = A\F; 85 
return 86 

 87 
 88 

function u = real_values(x) 89 
% Υπολογισµός των τιµών της συνάρτησης - αφαιρούµε τον σχολιασµό από την  90 
%  αντίστοιχη 91 
% u = -(1/2)*x*(x-1); 92 
% u = (1/6)*(x-x^3); 93 
% u = (1/12)*(x-x^4); 94 
% u = -(1/12)*x*(x^3+2*x^2+6*x-9); 95 
% u = (1/20)*(x-x^5); 96 
% u = -(1/60)*x*(3*x^4+5*x^3+10*x^2+30*x-48); 97 
% u = exp(1)*x-x-exp(x)+1; 98 
% u = -exp(x)*(x-2)+2*(x-1)-exp(1)*x; 99 
% u = -exp(x)*(x^2-4*x+6)+3*exp(1)*x-6*x+6; 100 
% u = -exp(x)*(x^2-3*x+5)+3*exp(1)*x-5*x+5; 101 
% u = -exp(x)*(x^3-6*x^2+18*x-24)+24*(x-1)-11*exp(1)*x; 102 
% u = -exp(x)*(x^3-5*x^2+15*x-19)+19*(x-1)-8*exp(1)*x; 103 
% u = sin(x)-x*sin(1); 104 
% u = (1/2)*(x-exp(1)*x*cos(1)+exp(x)*cos(x)-1); 105 

 106 
 107 

function y = fem_values(x,U,xp) 108 
M = length(x); 109 
for i=1:M-1, 110 
  if xp >=x(i) & xp <= x(i+1) 111 
     y = hat_two(xp,x(i),x(i+1))*U(i) + hat_one(xp,x(i),x(i+1))*U(i+1); 112 
     return 113 
  end 114 
end 115 

 116 
  117 
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 118 
Script για υπολογισµό αριθµητικών τιµών του προβλήµατος testfem.m 119 

 120 
% Kαθαρισµός οθόνης και workspace 121 
clc; clear all; close all;   122 
  123 
% Παραγωγή πλέγµατος 124 
x = 0:0.005:1; 125 
% Υπολογισµός των συντελεστών των πολυωνύµων στα κοµβικά σηµεία 126 
U = femcoef(x); 127 
  128 
% Εύρεση λύσεων από τα πεπερασµένα στοιχεία και σύγκριση τους µε τις 129 
% πραγµατικές λύσεις (προσδιορισµός σφάλµατος) 130 
x2 = 0:0.005:1; k2 = length(x2); 131 
for i=1:k2, 132 
  u_real(i) = real_values(x2(i)); 133 
  u_fem(i) = fem_values(x,U,x2(i));   134 
end 135 
  136 
% Υπολογισµός της µετρικής άπειρο 137 
error = norm(u_fem-u_real,inf)   138 
  139 
% Γραφικές παραστάσεις    140 
figure(1); plot(x2,u_fem-u_real);    141 
xlabel('x'); title('Error plot') 142 

 143 

 1 

Galerkin – 2d - Γραµµικά στοιχεία 2 

 3 

% Kαθαρισµός οθόνης, workspace ορισµός ρυθµού πτώσης του βήµατος και δηµιουργία  4 
% αρχείων 5 
clc; 6 
close all; 7 
step=-0.1; 8 
fid=fopen('galerkin_p1_big.txt','a'); 9 
fid_2=fopen('galerkin_p1_big_norm.txt','a'); 10 
 11 
% Έναρξη αναδροµής (Εάν θέλουµε άλλες τιµές βήµατος αλλάζουµε τα άκρα) 12 
for rep=0.5:step:0.1 13 
 14 
    % Χρησιµοποιούµε την βιβλιοθήκη distmesh η οποία µας επιστρέφει τις κορυφές 15 
    % των τριγώνων ως µια τριάδα που δηλώνει ποιες είναι οι κορυφές ,π.χ. 1,2,3 16 
    % και ένα διάνυσµα στήλη στο οποίο κάθε γραµµή αντιστοιχή στις συντεταγµένες 17 
    % της i κορυφής [21] 18 
    fd=@(p) sqrt(sum(p.^2,2))-1; 19 
    [p,t]=distmesh2d(fd,@huniform,rep,[-1,-1;1,1],[]); 20 
    be=boundedges(p,t); 21 
    b=unique(be); 22 
 23 
    % Υπο εκτίµηση συνάρτηση 24 
    f=vectorize(inline('4','x','y')); 25 
    k=vectorize(inline('1','x','y')); 26 
    u=vectorize(inline('1-x^2-y^2','x','y')); 27 
    ux=vectorize(inline('-2*x','x','y')); 28 
    uy=vectorize(inline('-2*y','x','y')); 29 
    30 
    % To p που παράγεται από την distmesh έχει τις συντενταγµένες της Ν κορυφής 31 
    % άρα το µέγεθος του θα είναι το πλήθος των κορυφών 32 
    N=size(p,1); 33 
 34 
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    % To t που παράγεται από την distmesh έχει τις τριάδες των κορυφές οι οποίες 35 
    % απαρτίζουν κάθε τρίγωνο άρα το µέγεθος του θα είναι το πλήθος των τριγώνων 36 
    T=size(t,1); 37 
 38 
    % Αρχικοποίηση του stiffness matrix και του load vector 39 
    K=sparse(N,N); % zero matrix in sparse format: zeros(N) would be "dense" 40 
    F=zeros(N,1); % load vector F to hold integrals of phi's times load f(x,y) 41 
 42 
    % Έναρξη αναδροµής όπου ολοκληρώνουµε για όλα τα τρίγωνα 43 
    for i=1:T 44 
      nodes=t(i,:);      % Οι κορυφές του i τριγώνου 45 
      Pe=[ones(3,1),p(nodes,:)]; % 3 x 3 πίνακα για εύρεση εµβαδού 46 
      Area=abs(det(Pe))/2;     % Eµβαδόν τριγώνου 47 
  48 

% Ο αντίστροφος του πίνακα Pe θα είναι η λύση του συστήµατος όπως αναλύουµε 49 
% και στην µεθοδολογία – τροποποίση ψευδοκώδικα [5] 50 

      C=inv(Pe);   51 
grad=C(2:3,:);    % Οι τιµές b,c για το πολυώνυµο  52 

      qpt = (1/3)*sum(p(nodes,:));   % Βαρύκεντρο 53 
      I = feval(k,qpt(1),qpt(2));    % Υπολογισµός τιµής για το βαρύκεντρο 54 
      g = feval(f,qpt(1),qpt(2));    55 
 56 
 % Το τοπικό load vector θα είναι η σταθµισµένη τιµή το εµβαδόν συνεπώς  57 
      % εφόσον έχουµε τρια σηµεία για τα γραµµικά στοιχεία πολ/ζουµε µε 3 το  58 
      % βαρύκεντρο και σε κάθε σηµείο θα αναλογεί το εµβαδόν / τιµή  59 
      Fe=Area/3*g; 60 
 % Ο τοπικός stiffness matrix πίνακας θα έιναι το εµβαδόν επί  61 
      % Επειδή χρειαζόµαστε µορφή πινάκων Ι * grad’ * grad  62 
 Ke=Area*I*grad'*grad; 63 
 64 
 % Προσθέτουµε κάθε τοπικό πίνακα µε τους έως τώρα αποθηκευθέντες για  65 
      % να κατασκευάσουµε το καθολικό load vector και το καθολικό stiffness  66 
      % matrix  67 
      K(nodes,nodes)=K(nodes,nodes)+Ke;   % Προσθήκη του τοπικού stiffness matrix 68 
      F(nodes)=F(nodes)+Fe;    % Προσθήκη του τοπικού load vector 69 
    end 70 
 71 
    % Μηδενισµός στοιχείων για τις αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες 72 
    K(b,:)=0; K(:,b)=0; F(b)=0; % put zeros in boundary rows/columns of K and F 73 
    K(b,b)=speye(length(b),length(b)); % put I into boundary submatrix of K 74 
 75 
    % Ο τελικός stiffness matrix και το τελικό load vector 76 
    Kb=K; Fb=F; 77 
 78 
    % Η λύση του συστήµατος µας δίνει την εκτίµηση µας για τις κορυφές 79 
    U=Kb\Fb; 80 
 81 
    % Υπολογισµός των τιµών της συνάρτησης στις κορυφές – τροποποίηση αλγορίθµου 82 
    real_values = feval(u,p(:,1),p(:,2)); 83 
    fem_values = U; 84 
 85 
    % Υπολογισµός του απολύτου σφάλµατος 86 
    err=abs(U - real_values); 87 
     88 
    % Σε κάθε πείραµα παράγονται τρια υπογραφήµατα 89 
    subplot(2,3,1); 90 
 91 
    % Σε κάθε πείραµα παράγονται τρια υπογραφήµατα       92 
    trisurf(t,p(:,1),p(:,2),0*p(:,1),real_values,'edgecolor', 93 
    'k','facecolor','interp'); 94 
    view(2),axis([-1 1 -1 1]),axis equal,colorbar   % Προβολή σε 2d 95 
    title(strcat(' Function values for h = ',num2str(rep)));  % Τίτλος γραφήµατος 96 
 97 
    98 
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 subplot(2,3,2); % Επόµενο υπογράφηµα 99 
    trisurf(t,p(:,1),p(:,2),0*p(:,1),fem_values,'edgecolor', 100 
    'k','facecolor','interp'); 101 
    view(2),axis([-1 1 -1 1]),axis equal,colorbar % Προβολή σε 2d 102 
    title(strcat(' Estimation for h = ',num2str(rep))); % Τίτλος γραφήµατος 103 
 104 
    subplot(2,3,3); % Επόµενο υπογράφηµα 105 
 106 
    trisurf(t,p(:,1),p(:,2),0*p(:,1),err,'edgecolor','k','facecolor','interp'); 107 
    view(2),axis([-1 1 -1 1]),axis equal,colorbar % Προβολή σε 2d 108 
    title(strcat(' Absolute error for h = ',num2str(rep))); % Τίτλος γραφήµατος 109 
     110 
    % Ενσωµάτωση της µετρικής στο τρίτο υπογράφηµα 111 
    text(-1.0,-1.5,strcat(' Infinite norm =',num2str(norm(err,inf)))); 112 
 113 
    figure; % Παράγουµε καινούριο γράφηµα για την επόµενη επανάληψη 114 
     115 
    norm(err,inf) % Εκτίµηση της νόρµας άπειρο 116 
 117 
    % Αποθήκευση αποτελεσµάτων 118 
     fprintf(fid,'\n--------------------------------------------------------\n'); 119 
     fprintf(fid,'%4s %3.2f\n','h = ',rep); 120 
     fprintf(fid,'----------------------------------------------------------\n'); 121 
     fprintf(fid,'%-11s %-11s %-11s \n','Πραγµατική',' Eκτίµηση','  Aπόλυτο   122 
     Σφάλµα'); 123 
     for j = 1 : length(real_values) 124 
         fprintf(fid,'%-11.10f ',real_values(j)); 125 
         fprintf(fid,'%-11.10f ',fem_values(j)); 126 
         fprintf(fid,'%-11.10f ',err(j)); 127 
         fprintf(fid,'\n'); 128 
     end 129 
     fprintf(fid,'\n%-15s %-11.10f','Νόρµα άπειρο απολύτων σφαλµάτων =  130 
     ',norm(err,inf)); 131 
     fprintf(fid,'\n--------------------------------------------------------\n');     132 
      133 
     fprintf(fid_2,'\n%-11.10f',norm(err,inf));         134 
end 135 
 136 
% Κλείσιµο αρχείων για ορθή αποθήκευση 137 
fclose(fid); 138 
fclose(fid_2); 139 

 1 

Galerkin – 2d - Τετραγωνικά στοιχεία - Τροποποίηση κώδικα 2 

 3 
% Στα τετραγωνικά στοιχεία πέρα των τριών κορυφών έχουµε ακόµα τρια σηµεία 4 
% συνεπώς χρειάζεται να προσθέσουµε ενα στοιχείο σε κάθε µέσο κάθε πλευράς (πρίν  5 
% από την γραµµή 182 στον κώδικα) 6 
N=size(p,1);T=size(t,1); 7 
M=sparse(N,N); 8 
points = N+1; 9 
 10 
% Έναρξη αναδροµής για όλα τα τρίγωνα – τροποποίηση αλγορίθµου 11 
for i=1:T 12 
  nodes=t(i,:);  13 
  if (M(nodes(1,1),nodes(1,2)) == 0) % Πρώτη πλευρά 14 
     M(nodes(1,1),nodes(1,2)) = points; 15 
     M(nodes(1,2),nodes(1,1)) = points; 16 
     p(points,:) = mean(p([nodes(1,1) nodes(1,2)],:)); % Προσθέτουµε στο µέσο 17 
     points = points + 1; 18 
  end 19 
   20 
  21 
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if (M(nodes(1,2),nodes(1,3)) == 0) % ∆εύτερη πλευρά 22 
     M(nodes(1,2),nodes(1,3)) = points; 23 
     M(nodes(1,3),nodes(1,2)) = points; 24 
     p(points,:) = mean(p([nodes(1,2) nodes(1,3)],:)); % Προσθέτουµε στο µέσο 25 
     points = points + 1; 26 
  end 27 
  if (M(nodes(1,1),nodes(1,3)) == 0) % Τρίτη πλευρά 28 
     M(nodes(1,1),nodes(1,3)) = points; 29 
     M(nodes(1,3),nodes(1,1)) = points; 30 
     p(points,:) = mean(p([nodes(1,1) nodes(1,3)],:)); % Προσθέτουµε στο µέσο 31 
     points = points + 1; 32 
  end 33 
 34 
% Ο πίνακας t περιέχει τις κορυφές του τριγώνου, συνεπώς πρέπει να προσθέσουµε 35 
% τις τρεις καινούριες κορυφές στις θέσεις 4,5,6 36 
  t(i,4) = M(nodes(1,1),nodes(1,2)); 37 
  t(i,5) = M(nodes(1,2),nodes(1,3)); 38 
  t(i,6) = M(nodes(1,1),nodes(1,3)); 39 
  40 
end 41 
  42 
% Κατ' αναλογία για τα συνοριακά σηµεία 43 
for i=1:size(be) 44 
  nodes = be(i,:); 45 
  if (M(nodes(1,1),nodes(1,2)) ~= 0) 46 
    b = [b; M(nodes(1,1),nodes(1,2))]; 47 
  end 48 
end 49 

 1 

Galerkin – 2d - Κυβικά στοιχεία - Τροποίηση κώδικα 2 
3 

% Στα κυβικά στοιχεία πέρα των τριών κορυφών έχουµε ακόµα έξι σηµεία 4 
% συνεπώς χρειάζεται να προσθέσουµε ενα στοιχείο σε κάθε µέσο κάθε πλευράς (πρίν  5 
% από την γραµµή 182 στον κώδικα) 6 
N=size(p,1);T=size(t,1);M=sparse(N,N); 7 
M1=sparse(N,N); 8 
M2=sparse(N,N); 9 
points = N+1; 10 
 11 
% Έναρξη αναδροµής για όλα τα τρίγωνα – τροποποίηση αλγορίθµου 12 
for i=1:T 13 
  nodes=t(i,:);  14 
  p(points,:) = mean(p(nodes(1,1:3),:));  15 
  t(i,4) = points; 16 
  points  = points +1; 17 
  if (M1(nodes(1,1),nodes(1,2)) == 0) % Πρώτη πλευρά 18 
     lnodes = linspace(p(nodes(1,1),:),p(nodes(1,2),:),4); 19 
     M1(nodes(1,1),nodes(1,2)) = points; 20 
     M1(nodes(1,2),nodes(1,1)) = points; 21 
     p(points,:) = lnodes(:,2); 22 
     points  = points+1; 23 
     M2(nodes(1,1),nodes(1,2)) = points; 24 
     M2(nodes(1,2),nodes(1,1)) = points; 25 
     p(points,:) = lnodes(:,3); 26 
     points  = points +1; 27 
  end 28 
   29 
  30 
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if (M1(nodes(1,2),nodes(1,3)) == 0) % ∆εύτερη πλευρά 31 
     lnodes = linspace(p(nodes(1,2),:),p(nodes(1,3),:),4); 32 
     M1(nodes(1,2),nodes(1,3)) = points; 33 
     M1(nodes(1,3),nodes(1,2)) = points; 34 
     p(points,:) = lnodes(:,2); 35 
     points  = points+1; 36 
     M2(nodes(1,2),nodes(1,3)) = points; 37 
     M2(nodes(1,3),nodes(1,2)) = points; 38 
     p(points,:) = lnodes(:,3); 39 
     points  = points+1; 40 
  end 41 
  if (M1(nodes(1,1),nodes(1,3)) == 0) % Τρίτη πλευρά 42 
     lnodes = linspace(p(nodes(1,1),:),p(nodes(1,3),:),4); 43 
     M1(nodes(1,1),nodes(1,3)) = points; 44 
     M1(nodes(1,3),nodes(1,1)) = points; 45 
     p(points,:) = lnodes(:,2); 46 
     points  = points+1; 47 
     M2(nodes(1,1),nodes(1,3)) = points; 48 
     M2(nodes(1,3),nodes(1,1)) = points; 49 
     p(points,:) = lnodes(:,3); 50 
     points  = points+1; 51 
  end 52 
 53 
% Ο πίνακας t περιέχει τις κορυφές του τριγώνου, συνεπώς πρέπει να προσθέσουµε 54 
% τις τρεις καινούριες κορυφές στις θέσεις 5,6,7,8,9 (Στην 4 έχουµε τον µετρητή) 55 
 56 
  t(i,5) = M1(nodes(1,1),nodes(1,2)); 57 
  t(i,6) = M2(nodes(1,1),nodes(1,2)); 58 
  t(i,7) = M1(nodes(1,2),nodes(1,3)); 59 
  t(i,8) = M2(nodes(1,2),nodes(1,3)); 60 
  t(i,9) = M1(nodes(1,1),nodes(1,3)); 61 
  t(i,10) = M2(nodes(1,1),nodes(1,3)); 62 
end 63 
 64 
% Κατ' αναλογία για τα συνοριακά σηµεία 65 
for i=1:size(be) 66 
  nodes = be(i,:); 67 
  if (M1(nodes(1,1),nodes(1,2)) ~= 0) 68 
    b = [b; M1(nodes(1,1),nodes(1,2))]; 69 
    b = [b; M2(nodes(1,1),nodes(1,2))]; 70 
  end 71 
end72 

 1 

Galerkin – Μεταβολή υπο εξέταση συνάρτησης 2 

 3 
% Στην περίπτωση θέλουµε να εκτελέσουµε το πείραµα σε µια οποιαδήποτε άλλη 4 
% συνάρτηση αντικαθιστούµε τις γραµµές 168 - 172, π.χ. για την δεύτερη συνάρτηση  5 
% που εξετάζουµε στην διπλωµατική  6 
 7 
% f=vectorize(inline('y^2*sin(x*y) + x^2*sin(x*y)','x','y')); 8 
% k=vectorize(inline('1','x','y')); 9 
% u=vectorize(inline('sin(x*y)','x','y')); 10 
% ux=vectorize(inline('y*cos(x*y)','x','y')); 11 
% uy=vectorize(inline('x*cos(x*y)','x','y'));  12 



111 

 1 

Ritz – 1d 2 

 3 
% Kαθαρισµός οθόνης και workspace 4 
clear; 5 
clc; 6 
 7 
% Mεταβλητές ελέγχου, αρχική τιµή για το πλήθος των σηµειών Ν και δηµιουργία 8 
αρχείου 9 
flag=1;   10 
kindex=1; 11 
N=0; 12 
fid=fopen('ritz.txt','a'); 13 
 14 
% Εκίννηση αναδροµής και ορισµός υπο εξέτασης συνάρτησης - για µεταβολή αλλάζουµε 15 
τις f,p και q. 16 
while flag 17 
f = '2*pi^2*sin(pi*x)'; 18 
q = 'pi^2'; 19 
p = '1'; 20 
 21 
% Αύξηση πλήθους σηµείων και αρχικοποίηση πινάκων – τροποποίηση ψευδοκώδικα [4] 22 
N=N+10;    23 
X = zeros(1,N+2);H = zeros(1,N+1); 24 
Q = zeros(6,N+1);A = zeros(1,N+1); 25 
B = zeros(1,N+1);C = zeros(1,N+1); 26 
a_temp = zeros(1,N+1);b_matrix = zeros(1,N+1);  27 
zeta = zeros(1,N+1); 28 
z = zeros(1,N+1); 29 
X(1) = 0; 30 
X(N+2) = 1; 31 
 32 
% Oρίζουµε το βήµα είναι ανάλογο του πλήθους των σηµείων 33 
step = 1/(N+1); 34 
for J = 1 : N 35 
    X(J+1) = J*step; 36 
    H(J) = step; 37 
end; 38 
H(N+1) = step;  39 
N1 = N-1; 40 
 41 
% Yπολογίζουµε τους πίνακες Q τους οποίους θα χρησιµοποιήσουµε για να  42 
% υπολογίσουµε τους πίνακες a_temp και b_temp και την συνάρτηση βιβλιοθήκης  43 
%  simpson 44 
 for J = 2 : N 45 
     Q(1,J-1) = simpson (1,X(J),X(J+1),q,f,p)/((H(J))*(H(J))); 46 
     Q(2,J-1) = simpson (2,X(J-1),X(J),q,f,p)/((H(J-1))*(H(J-1))); 47 
     Q(3,J-1) = simpson (3,X(J),X(J+1),q,f,p)/((H(J))*(H(J))); 48 
     Q(4,J-1) = simpson (4,X(J-1),X(J),q,f,p)/((H(J-1))*(H(J-1))); 49 
     Q(5,J-1) = simpson (5,X(J-1),X(J),q,f,p)/  H(J-1) ; 50 
     Q(6,J-1) = simpson (6,X(J),X(J+1),q,f,p)/  H(J)   ; 51 
 end 52 
     Q(2,N)   = simpson (2,X(N),X(N+1),q,f,p)/((H(N))*(H(N))); 53 
     Q(3,N)   = simpson (3,X(N+1),X(N+2),q,f,p)/((H(N+1))*(H(N+1))); 54 
     Q(4,N)   = simpson (4,X(N),X(N+1),q,f,p)/((H(N))*(H(N))); 55 
     Q(4,N+1) = simpson (4,X(N+1),X(N+2),q,f,p)/((H(N+1))*(H(N+1))); 56 
     Q(5,N)   = simpson (5,X(N),X(N+1),q,f,p)/H(N) 57 
     Q(6,N)    = simpson (6,X(N+1),X(N+2),Q,F,P)/H(N+1); 58 
 59 
  60 
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% Yπολογίζουµε τους πίνακες Α και Β βάσει των a_temp και b_temp όπως αναλύονται  61 
%  στην µεθοδολογία [4] 62 
 for J = 2 : N1 + 1 63 
    a_temp (J-1) = Q(4,J-1)+Q(4,J)+Q(2,J-1)+Q(3,J-1); 64 
     b_temp (J-1) = Q(1,J-1)-Q(4,J); 65 
     B(J-1) = Q(5,J-1)+Q(6,J-1); 66 
 end 67 
 68 
     a_temp (N) = Q(4,N)+Q(4,N+1)+Q(2,N)+Q(3,N); 69 
     B(N) = Q(5,N)+Q(6,N); 70 
 71 
     A(1) = a_temp(1); 72 
     zeta (1) = b_temp (1)/ a_temp(1); 73 
     Z(1) = B(1)/A(1); 74 
 75 
 for J = 2 : N1 76 
     A(J) = a_temp (J)- b_temp(J-1)* zeta (J-1); 77 
     zeta (J) = b_temp(J)/A(J); 78 
     Z(J) = (B(J)- b_temp (J-1)*Z(J-1))/A(J); 79 
 end 80 
 81 
     A(N) = a_temp(N) - b_temp (N-1) * zeta (N-1); 82 
     Z(N) = (B(N)- b_temp(N-1)*Z(N-1))/A(N); 83 
 84 
 % Yπολογίζουµε τον πίνακα C ο οποίοε είναι η λύση του συστήµατος αρά και η λύση  85 
 % των πεπερασµένων στοιχείων 86 
 C(N) = Z(N); 87 
 for J = 1 : N1 88 
     J1 = N - J;  89 
     C(J1) = Z(J1)- zeta(J1)*C(J1+1); 90 
 end 91 
  92 
 % Υπολογισµός των τιµών της συνάρτησης και της εκτίµησης 93 
 fem_values=C(1:length(C)-1); 94 
 real_values=sin(pi*X); 95 
 real_values=real_values(2:length(real_values)-1); 96 
  97 
 % Υπολογισµός του απολύτου σφάλµατος 98 
 err=abs(fem_values-real_values); 99 
  100 
 % Υπολογισµός του ποσοστιαίου σφάλµατος 101 
 for i=1:length(fem_values) 102 
     err_perc(i)=err(i)/real_values(i); 103 
 end 104 
 err_perc=err_perc*100; 105 
  106 
 % Έλεγχος εκπλήρωσης κριτηρίου ακρίβειας και ανάλογα τερµατισµός ή όχι 107 
 if norm(err,inf)<=0.00000000001 108 
     flag=0; 109 
 end 110 
 111 
 % Εάν δεν τερµατίσει ο αλγόριθµος προβάλουµε το πλήθος των σηµείων και των  112 
 % αντίστοιχων τιµών του σφάλµατος για να έχουµε εικόνα της εξέλιξης τους 113 
αλγορίθµου 114 
 disp('Πλήθος τιµών = '); 115 
 N 116 
 disp('Νόρµα άπειρο απολύτων σφαλµάτων = '); 117 
 norm(err,inf) 118 
 disp('Νόρµα άπειρο σχετικων σφαλµάτων = '); 119 
 norm(err_perc,inf) 120 
  121 
  122 
  123 
  124 
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% Αποθηκεύουµε στο Ritz.txt τα δεδοµένα µε την σειρά που φαίνεται στην 4η fprintf 125 
 fprintf(fid,'\n------------------------------------------------------------\n'); 126 
 fprintf(fid,'%4s %3d\n','N = ',N); 127 
 fprintf(fid,'--------------------------------------------------------------\n'); 128 
 fprintf(fid,'%-12s %-12s %-12s %-12s %- 129 
 11s\n','X','Πραγµατική','Eκτίµηση','Aπόλυτο Σφάλµα','Ποσοστιαίο Σφάλµα'); 130 
 for j = 1 : N 131 
     fprintf(fid,'%11.10f ',X(j)); 132 
     fprintf(fid,'%11.10f ',real_values(j)); 133 
     fprintf(fid,'%11.10f ',fem_values(j)); 134 
     fprintf(fid,'%11.10f ',err(j)); 135 
     fprintf(fid,'  %20.19f',err_perc(j)); 136 
     fprintf(fid,'\n'); 137 
 end 138 
 fprintf(fid,'\n%-15s %-11.10f','Νόρµα άπειρο απολύτων σφαλµάτων =  139 
 ',norm(err,inf)); 140 
 fprintf(fid,'\n%-15s %-11.10f','Νόρµα άπειρο σχετικων σφαλµάτων =  141 
 ',norm(err_perc,inf)); 142 
 fprintf(fid,'\n------------------------------------------------------------\n'); 143 
  144 
 % Στην µεταβλητή keep αποθηκεύουµε ξεχωριστά τις τιµές της νόρµας για να έχουµε  145 
 % εύκολη επεξεργασία όταν ολοκληρωθεί ο αλγόριθµος (Για να µην χρειάζεται να    146 
 % σαρώσουµε ολόκληρο το txt 147 
 keep(kindex,1)=N; 148 
 keep(kindex,2)=norm(err,inf); 149 
 keep(kindex,3)=norm(err_perc,inf); 150 
 kindex=kindex+1; 151 
 152 
end 153 
 154 
% Κλείσιµο αρχείου για ορθή αποθήκευση 155 
fclose(fid); 156 

157 
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