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Ηλεκτρομαγνητική Θεωρία

Θεωρητικές ΄Εννοιες

Εξισvώσvεις του Maxwell

∇×E=∂B

∂ t
−M Νόμος Faraday (1)

∇× H =
∂D

∂ t
+J Νόμος Ampere (2)

∇ ·D = qe Νόμος Gauss για ηλεκτρικό (3)

∇ ·B = qm Νόμος Gauss για μαγνητικό (4)
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Ηλεκτρομαγνητική Θεωρία

Θεωρητικές ΄Εννοιες

Εξισvώσvεις Συνέχειας

∇ ·J+
∂qe
∂ t

= 0 (5)

∇ ·M+
∂qm
∂ t

= 0 (6)

Κατασvτατικές Εξισvώσvεις

D = εE (7)

B = µH (8)

J = Jcond +Jconv +J0 = σE+qev+J0 (9)
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Βοηθητικές Συναρτήσvεις Δυναμικών

Συναρτήσvεις Μικτών Δυναμικών

E =−jωA−∇Φ− 1

ε
∇×F (10)

H =−jωF−∇Ψ +
1

µ
∇×A (11)

E[J,0] =−jωA−∇Φ (12)

H[0,M] =−jωF−∇Ψ (13)
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Συναρτήσvεις Μικτών Δυναμικών

Μαγνητικό Διανυσvματικό Δυναμικό Α και Ηλεκτρικό Βαθμωτό

Δυναμικό Φ

∇
2A+k2A =−µJ (14)

∇
2Φ +k2Φ =−qe

ε
(15)

∇ ·A+ jωεµΦ = 0. (16)
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Συναρτήσvεις Μικτών Δυναμικών

Ηλεκτρικό Διανυσvματικό Δυναμικό F και Mαγνητικό Βαθμωτό
Δυναμικό Ψ

∇
2F,+k2F,=−εM , (17)

∇
2
ψ +k2ψ =−qm

µ
(18)

∇ ·F+ jωεµΨ = 0. (19)
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Στον ομογενή χώρο

Συναρτήσvεις Green Δυναμικών

GA(r,r′) =
µ

4π
g(r,r′)I

GΦ (r,r′) =
1

4πε
g(r,r′)

και

GF(r,r′) =
ε

4π
g(r,r′)I

GΨ(r,r′) =
1

4πµ
g(r,r′)
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Στον ομογενή χώρο

όπου

g(r,r′) =
e−jkR

R
. (20)

R=|r− r′|=
√

(x−x ′)2 + (y −y ′)2 + (z− z ′)2

και

I = x̂̂x+ ŷŷ+ ẑ̂z =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (21)
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Ολοκληρωτικές Εκφράσvεις πεδιακών μεγεθών

A(r) =
∫
D
GA(r,r′)J(r′)dD (22)

Φ(r) =
∫
D
GΦ(r,r′)qe(r′)dD (23)

όπου D είναι η περιοχή σvτην οποία ορίζονται οι πηγές J(r') και
qe(r′)

F(r) =
∫
D
GF(r,r′)M(r′)dD (24)

Ψ(r) =
∫
D
GΨ (r,r′)qm(r′)dD. (25)
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Ολοκληρωτικές Εκφράσvεις πεδιακών μεγεθών

E(r) =
∫
D
GEJ(r,r′)J(r′)dD +

∫
D
GEM(r,r′)M(r′)dD (26)

H(r) =
∫
D
GHJ(r,r′)J(r′)dD +

∫
D
GHM(r,r′)M(r′)dD. (27)

E(r) =−jω
∫
D
GA(r,r′)J(r′)dD−∇

∫
D
GΦ(r,r′)qe(r′)dD (28)

−1

ε
∇×

∫
GF(r,r′)M(r′)dD

H(r) =−jω
∫
D
GF(r,r′)M(r′)dD−∇

∫
D
GΨ(r,r′)qm(r′)dD (29)

+
1

µ
∇×

∫
D
GA(r,r′)J(r′)dD
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Θεώρημα Σκέδασvης

E(r) = Einc(r) +Esca(r) (30)

H(r)=Hinc(r)+Hsca(r) (31)
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Ολοκληρωτικές Εξισvώσvεις Επιφάνειας

Ολοκληρωτική Εξίσvωσvη Ηλεκτρικού Πεδίου (EFIE)∫
DE

GEJ(r,r′)J(r′)dD =−n̂xEinc(r). (32)
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Αντιμετώπισvη Ηλεκτρομαγνητικών Προβλημάτων με

πλήρως κυματικές (full wave) μεθόδους

Διάκρισvη Μεθόδων

1. ανάλογα με το αν είμασvτε σvτο πεδίο του χρόνου ή της
σvυχνότητας

2. ανάλογα με το αν η μαθηματική περιγραφή του προβλήματος
βασvίζεται σvε ολοκληρωτική ή διαφορική διατύπωσvη
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Μέθοδοι Διαφορικών και Ολοκληρωτικών Εξισvώσvεων

Σημαντικά Χαρακτηρισvτικά Μεθόδων Ολοκληρωτικών Εξισvώσvεων

οικονομική διαχείρισvη επεξεργασvτικής ισvχύος και υπολογισvτικής

μνήμης

σvημαντική αναλυτική προεπεξεργασvία

δύσvκολες ολοκληροδιαφορικές εξισvώσvεις

Σημαντικά Χαρακτηρισvτικά Διαφορικών Μεθόδων

ελάχισvτη αναλυτική προεπεξεργασvία

ανάλυσvη τυχαίων γεωμετριών και υλικών με ανομοιογένειες

μεγάλος αριθμός αγνώσvτων
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Μέθοδος των Ροπών

Περιγραφή Μεθόδου

L(f) = g (33)

f ∈ D(L) L−→ g ∈ R(L)

Eάν fn,n = 1, ... είναι μία πλήρης βάσvη του D(L), η αναλυτική λύσvη
της (33) μπορεί να αναλυθεί ακριβώς σvτην (34)

f =
∞

∑
n=1

anfn,
∞

∑
n=1

a2n 6= 0 (34)
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Μέθοδος των Ροπών

Περιγραφή Μεθόδου

΄Εσvτω τώρα γραμμικός υπόχωρος FN, διασvτάσvεων Ν και μία βάσvη
του fn,n = 1, ..., από σvυναρτήσvεις που είναι σvτοιχεία του πλήρους
σvυνόλου της βάσvης του άπειρου χώρου D(L). Mία σvυνάρτησvη
fA ∈ FN μπορεί να προσvεγγισvτεί από τη σvχέσvη

fA ≈
N

∑
n=1

anfn (35)

Επίσvης, Wn με wn , n=1,...,N σvυναρτήσvεις και σvτοιχεία ενός
πλήρους σvυνόλου.
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Μέθοδος των Ροπών

Περιγραφή Μεθόδου

Μία τυχαία σvυνάρτησvη p ∈D μπορεί να εκφρασvτεί, σvύμφωνα με το
θεώρημα προβολής, ως

p = PWN
{p}+ h,< h,wn >= 0,∀wn ∈Wn (36)

Η μέθοδος των ροπών προσvεγγίζει την ακριβή λύσvη της εξίσvωσvης

(34) του προβλήματος της εξίσvωσvης (33) με μία σvυνάρτησvη της
μορφής της εξίσvωσvης (35), ώσvτε οι προβολές των σvυναρτήσvεων
L(f) και L(fA) πάνω σvτον υπόχωρο WN να είναι ίσvες

PWN
{L(f )}−PWN

{L(fA)}= 0 (37)

17



Μέθοδος των Ροπών

Περιγραφή Μεθόδου

ή ισvοδύναμα, το σvφάλμα (ή αλλιώς υπόλοιπο) να ελαχισvτοποιείται

R = L(f )−L(fA) = h−hA (38)

Η ισvότητα των προβολών και ελαχισvτοποίησvης του σvφάλματος

γίνεται με την επιβολή μηδενισvμού, κατά μέσvη έννοια, σvτα
σvταθμισvμένα υπόλοιπα

< wm,R >= 0,m = 1,2, ...,N (39)
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Μέθοδος των Ροπών

Περιγραφή Μεθόδου

ή ισvοδύναμα σvτην παρακάτω σvχέσvη,

< wm,q >=< wm,L(fA) >,m = 1,2, ...,N (40)

που επιβάλλει την ισvότητα των προβολών της ακριβούς και

προσvεγγισvτικής σvυνάρτησvης πάνω σvτις σvυνισvτώσvες της βάσvης του

υποχώρου WN . Αντικαθισvτώντας την εξίσvωσvη (35) σvτην (40)
οδηγούμασvτε σvτη δημιουργία ενός αλγεβρικού σvυσvτήματος

εξισvώσvεων της μορφής

[lmn]{an}= {qm} (41)
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Μέθοδος των Ροπών

Περιγραφή Μεθόδου

όπου

[lmn] =



< w1,L(f1) > < w1,L(f2) > . . . < w1,L(fN) >
< w2,L(f1) > < w2,L(f2) > . . . < w2,L(f1) >

. . . .

. . . .

. . . .
< wN ,L(f1) > < wN ,L(f2) > . . . < wN ,L(fN) >


(42)

{qm}=



< w1,q >
< w2,q >

.

.

.
< wN ,q >

 (43)
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Μέθοδος των Ροπών

Περιγραφή Μεθόδου

και {an} ο πίνακας-σvτήλη περιέχει τους άγνωσvτους σvυντελεσvτές

{an}=



a1
a2
.
.
.
aN

 (44)

Η λύσvη του σvυσvτήματος των εξισvώσvεων (41) θα μας δώσvει την
προσvεγγισvτική λύσvη της εξίσvωσvης (33) με τη μορφή

f ≈ (fn)[lmn]−1{qm} (45)

όπου (fn) = [f1, ..., fN ] ο αντίσvτοιχος πίνακας-γραμμή.
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Μέθοδος Galerkin

Συναρτήσvεις Βάσvης και Βάρους

Oι σvυναρτήσvεις βάσvης και βάρους, ή ισvοδύναμα, οι χώροι WN και

FN ταυτίζονται. Αυτό σvυνεπάγεται αμφιμονοσvήμαντα ότι ο
τελεσvτής L(f) είναι αυτοπροσvαρτημένος
(<wm,L(fn) >=< L(wn), fn >)
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Διανυσvματικές Συναρτήσvεις RWG

Μαθηματική ΄Εκφρασvη Συνάρτησvης Βάσvης και Επιφανειακής

Απόκλισvης

fn(r) =


ln

2A+
n

ρ+
n , r ∈ T+

n

ln
2A−n

ρ−n , r ∈ T−n

0, r /∈ T±n

(46)

∇s · fn(r) =


+ ln

A+
n
, r ∈ T+

n

− ln
2A , r ∈ T−n
0, r /∈ T±n

(47)
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Το ρεύμα σvτην επιφάνεια του σvκεδασvτή

Το διανυσvματικό άθροισvμα των επιφανειακών ρευμάτων σvτις δύο

πλευρές του σvκεδασvτή δίνεται από την παρακάτω σvχέσvη

J(r) =
N

∑
n=1

IN fn(r) (48)
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Υπολογισvμός σvτοιχείων Πίνακα Σύνθετης Αντίσvτασvης [Z]

[Z] = ∑
m

∑
n

[Z(mn)] (49)

όπου

[Z(mn)] =
∫
Sm
Jm(r)E[Jn(r′)]dS (50)

και

E[Jn(r)] =−jωµ

∫
Sn
g(r,r′)Jn(r′)dS ′+

1

jωε
∇

∫
Sn

∇
′g(r,r′)Jn(r′)dS ′

(51)

=−jωµ

∫
Sn
g(r,r′)Jn(r′)dS ′− 1

jωε
∇

∫
Sn
g(r,r′)∇

′ ·Jn(r′)dS
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Υπολογισvμός σvτοιχείων Πίνακα Σύνθετης Αντίσvτασvης [Z]

[Z(mn)] =−jωµ

∫
Sm
Jm(r)

∫
Sn
g(r,r′)Jn(r

′
)dS ′dS (52)

− 1

jωε

∫
Sm

∇ ·Jm(r)
∫
Sn
g(r,r′)∇

′ ·Jn(r′)dS ′dS

[Z(mn)] =−jωµ

∫
Sm

 f1(r)
f2(r)
f3(r)

∫
Sn
g(r,r′)

[
f ′
1
(r′) f ′

2
(r′) f ′

3
(r′)

]
(53)

dS ′dS− 1

jωε

∫
Sm

 ∇ · f1(r)
∇ · f2(r)
∇ · f3(r)

∫
Sn
g(r,r′)

[
∇′ · f ′

1
(r′) ∇′ · f ′

2
(r′) ∇′ · f ′

3
(r′)

]
dS ′dS
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Υπολογισvμός σvτοιχείων Πίνακα Σύνθετης Αντίσvτασvης [Z]

Ο σvτοιχειακός πίνακας προκύπτει από το άθροισvμα των

αλληλεπιδράσvεων μεταξύ των σvυναρτήσvεων βάσvης των δύο

σvτοιχείων (m και n) και μπορεί να γραφεί ως

[Z (mn)] =
3

∑
p=1

3

∑
q=1

Z
(mn)
pq (54)

όπου

Z
(mn)
pq =−jωµ

∫
Sm
fp(r)

∫
Sn
g(r,r′)f

′
q(r′)dS ′dS− (55)

1

jωε

∫
Sm

∇ · fp(r)
∫
Sn
g(r,r′)∇

′ · f ′q(r′)dS ′dS .
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Υπολογισvμός σvτοιχείων Πίνακα Σύνθετης Αντίσvτασvης [Z]

και οι σvυναρτήσvεις βάσvεις σvτο τοπικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων

simplex γράφονται ως

fp =
lp
2A

[ζp2lp1−ζp1lp2] (56)

∇ · fp =
2lp
2A

(57)

όπου p1 = [(p−1) +1] mod 3+1, p2 =
[(p−1) +2] mod 3+1, lp = rp1− rp2
και Α το εμβαδό του αντίσvτοιχου τριγωνικού σvτοιχείου.
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Υπολογισvμός σvτοιχείων Πίνακα Σύνθετης Αντίσvτασvης [Z]

Z
(mn)
pq = (lp · lq)

I

∑
i=1

J

∑
j=1

wiw
′

j ′g(r(i),r′(j
′)){−jωµ (58)

[ζ
(i)
p2 (ζ

(j ′)
q2 Lp1,q1−ζ

(j ′)
q1 Lp1,q2)−ζ

(i)
p1 (ζ

(j ′)
q2 Lp2,q1−ζ

(j ′)
q1 Lp2,q2)]− 4

jωε
}

Lp,q = lp · lq′ (59)

r(i) = ζ
(i)
1
r1 + ζ

(i)
2
r2 + ζ

(i)
3
r3 (60)

r
′(j) = ζ

(j)
1
r′1 + ζ

(j)
2
r2
′+ ζ

(j)
3
r′3. (61)
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2D Μεταλλικός Σκεδασvτής σvτον Ελεύθερο Χώρο
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Αναλυτική και Προσvεγγισvτική Λύσvη της Ρευματικής

Κατανομής

διασvτάσvεις 1 m2
και λ=1m

το ηλεκτρικό πεδίο είναι πολώμένο κατα y και θ = 0 rad
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Προσvεγγισvτική Λύσvη

για γωνία πρόσvπτωσvης ίσvη με θ = π

4
rad και θ = π

6
rad αντίσvτοιχα

και ένα re�nement
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Προσvεγγισvτική Λύσvη

για σvκεδασvτή διασvτάσvεων 2x2 m2, για 2x1 m2
και 1/4x1/4 m2

αντίσvτοιχα
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Το πρόβλημα σvτο μακρινό πεδίο

Αναγκαία Συνθήκη

R ≥ 2Dmax

λ
(62)

Το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδίο

E(r) =−jωA(r) (63)

H(r) =
1
η
r̂xE(r) (64)

34



Το πρόβλημα σvτο μακρινό πεδίο

Το ηλεκτρικό πεδίο σvτις 3 διασvτάσvεις και η τρισvδιάσvτατη δισvτατική
διατομή σvκέδασvης

E(r) =−jωµ

∫
Sn
g(r,r′)Jn(r′)dS′ (65)

σ3D = lim
r→∞

4πr2
|Es |2

|Ei |2
= lim

r→∞
4πr2|Es |2 (66)
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Γραφήματα για σvκεδασvτή διαφορετικών διασvτάσvεων

το ηλεκτρικό πεδίο σvε σvημεία παρατήρησvης σvτο μακρινό πεδίο, τα
οποία βρίσvκονται υπό γωνία θ = [-90:10:90], για σvκεδασvτή 1x1 m2

για 2x2 m2
και για 3x3 m2

αντίσvτοιχα.
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Συμπεράσvματα

΄Ιδια αντιμετώπισvη σvκεδασvτών με πολύπλοκες επιφάνειες και σvτις

τρεις διασvτάσvεις.
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Hyperlink

Η διπλωματική μου εργασvία καθώς και η

παρουσvίασvη της θα είναι διαθέσvιμη σvτο

παρακάτω link

http://anemos.web.auth.gr/thesis/index.htm

Σας ευχαρισvτώ για την προσvοχή σvας.
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