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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

 

          Η  αλάδξαζε  είλαη έλαο ζεκειηώδεο κεραληζκόο πνπ εκθαλίδεηαη  ζηε θύζε  ζε 

αξθεηέο θπζηθέο δηαδηθαζίεο. Δπίζεο, είλαη ζπρλή ζε βηνκεραληθά ζπζηήκαηα θαη είλαη 

νπζηώδεο ζηνλ απηόκαην έιεγρν δπλακηθώλ ζπζηεκάησλ  κε αβεβαηόηεηα ηόζν ζηελ 

πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ ηνπο θαζώο θαη ζηηο αιιειεπηδξάζεηο  ηνπο κε ην πεξηβάιινλ. 

          Όηαλ ρξεζηκνπνηείηαη  ε αλάδξαζε ζηα γξακκηθά ζπζηήκαηα απηνκάηνπ ειέγρνπ, νη 

πξαγκαηηθέο ηηκέο ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο παξαηεξνύληαη, εθηηκώληαη  θαη 

ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηνλ έιεγρν ηνπ ζπζηήκαηνο. Ωο εθ ηνύηνπ  ε δηαδηθαζία ιήςεο 

απνθάζεσλ κέζσ ησλ λόκσλ ειέγρνπ ζηεξίδεηαη, όρη κόλν ζηηο πξνβιέςεηο  γηα ηε 

ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο, όπσο απηέο πξνθύπηνπλ από έλα κνληέιν  (ζύζηεκα 

αλνηθηνύ βξόγρνπ), αιιά θαη από ηηο πιεξνθνξίεο γηα ηελ αιεζηλή ζπκπεξηθνξά ηνπ 

(ζύζηεκα  θιεηζηνύ βξόγρνπ  αλάδξαζεο θαηάζηαζεο). 

      Πξνθεηκέλνπ, ινηπόλ, λα αιιάμνπκε ηελ δπλακηθή απόθξηζε ελόο γξακκηθνύ 

ζπζηήκαηνο, ε πην δηαδεδνκέλε κέζνδνο είλαη ε επαλαηνπνζέηεζε πόισλ, είηε κέζσ 

αλάδξαζεο  θαηάζηαζεο, είηε κέζσ αλάδξαζεο εμόδνπ. ηελ παξνύζα κειέηε  ζα 

επηρεηξήζνπκε λα πεξηγξάςνπκε θάπνηεο γεληθέο κεζόδνπο επαλαηνπνζέηεζεο πόισλ, 

κέζσ αλάδξαζεο θαηάζηαζεο, ηόζν γηα ζπζηήκαηα κίαο εηζόδνπ, όζν θαη γηα ζπζηήκαηα 

πνιιώλ εηζόδσλ. 
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Καλνληθή κνξθή. 
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ABSTRACT 

 

          Feedback is a fundamental mechanism arising in nature and is present in many 

natural processes. Feedback is also common in manufactured systems   and is essential in 

automatic control of dynamic processes with uncertainties in their model descriptions and 

their interactions with the environment.  

         When feedback is used, the actual values of the system variables are sensed, fed back 

and  used to control the system. Therefore a  control law decision process is based not only 

on predictions about the system behavior derived from a process model(open-loop control 

system), but also on information about the actual behavior(closed- loop feedback control 

system). 

         In order to change the dynamic response of a linear system, the most usual technique   

is pole assignment by means of state feedback   or output feedback. We will try to describe 

some of those pole assignment methods via state feedback, for single input systems   and 

also for multi-input systems. 

 

KEY WORDS 

 

Pole Assignment Problem, State Feedback, Desired Eigenvalues,  Controllability, 

Canonical Form. 
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ΠΡΟΛΟΓΟ 

 

 

       Γηα ηελ εθπόλεζε ηεο παξνύζαο εξγαζίαο ήηαλ ηδηαίηεξα ζεκαληηθή ε ζπκβνιή  ηνπ 

επηβιέπνληα επίθνπξνπ θαζεγεηή θ. Νηθόιανπ Καξακπεηάθε. Σνλ  επραξηζηώ ζεξκά γηα  

ηηο ππνδείμεηο ηνπ θαη γηα ηελ βνήζεηα πνπ πξόζπκα κνπ έδσζε, όπνηε ηνπ ηελ δήηεζα. 

       Θεξκέο επραξηζηίεο νθείισ, επίζεο ζηα κέιε ηεο ηξηκεινύο επηηξνπήο, ηνλ θαζεγεηή 

θ. Αληώλην-Ισάλλε Βαξδνπιάθε θαη ηελ αλαπιεξώηξηα θαζεγήηξηα θα. Μαξία Γνπζίδνπ-

Κνπηίηα  γηα ηνλ πνιύηηκν  ρξόλν πνπ αθηέξσζαλ ζηε κειέηε θαη ηελ αμηνιόγεζε ηεο 

εξγαζίαο. 

      Σέινο ζα ήζεια λα αθηεξώζσ ηε κειέηε απηή  ζην  ζύδπγό κνπ πύξν, γηα ηελ 

ακέξηζηε ζπκπαξάζηαζε ηνπ ζε όιε ηε δηάξθεηα ηνπ κεηαπηπρηαθνύ πξνγξάκκαηνο, θαη 

εηδηθά θαηά ηε δηάξθεηα ζπγγξαθήο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. Υσξίο ηε δηθή ηνπ ζπλερή 

παξόηξπλζε  δε ζα είρα θαηαθέξεη λα ηελ νινθιεξώζσ. 
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1.    ΔΗΑΓΧΓΗΚΔ ΔΝΝΟΗΔ 

 

ην θεθάιαην απηό ζα παξνπζηάζνπκε θάπνηεο απιέο εηζαγσγηθέο  έλλνηεο [2,11], νη 

νπνίεο είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ θαηαλόεζε ησλ επόκελσλ θεθαιαίσλ. 

 

ΟΡΗΜΟ 1.1  Έλα γξακκηθό ρξνληθά αλαιινίσην ζύζηεκα ζπλερνύο ρξόλνπ κε 

m εηζόδνπο ( ) : , 1,2,...,iu t i m     θαη p εμόδνπο ( ) : , 1,2,...,jy t j p     

πεξηγξάθεηαη από έλα καζεκαηηθό πξόηππν ηεο κνξθήο  

 

 
   ( ) ( ) ( )   

( ) ( )   ( ) 

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 

 


 Equation Section (Next)(1.1) 

   

 όπνπ  , ,     n n n m p n p mA B C D          . Οη εμηζώζεηο (1.1) νλνκάδνληαη   

πεπιγπαθή ηος ζςζηήμαηορ ζηο σώπο ηων καηαζηάζεων (state space model).       

 

 

      Οη ηηκέο ηεο εηζόδνπ ( )u t  θαη ηεο εμόδνπ ( )y t ζεσξνύληαη άκεζα κεηξήζηκεο, 

ελώ ε ηηκή ηεο θαηάζηαζεο ( )x t  ζεσξείηαη όηη είλαη πξνζηηή ζε κεηξήζεηο έκκεζα 

κέζσ ηεο εηζόδνπ θαη ηεο εμόδνπ. Αλ 1m    ή 1p   , δειαδή αλ ην ζύζηεκα έρεη 

πεξηζζόηεξεο από κία εηζόδνπο ή εμόδνπο ηόηε ζα νλνκάδεηαη πολςμεηαβληηο. 

 

ΟΡΗΜΟ 1.2    Ο πνιπσλπκηθόο πίλαθαο 

 

 ( ) ( )( ) [ ] n p m m
sI A B

P s s
C D

  
 

  
 

  

νλνκάδεηαη πίνακαρ ζςζηήμαηορ ηος Rosenbrock. 
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Θεσξώληαο ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace  ησλ ζρέζεσλ (1.1) έρνπκε 

 
( ) (0) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

sX s x AX s BU s

Y s CX s DU s

  

 
 

Αλ ε αξρηθή θαηάζηαζε (0) 0x  , ηόηε έρνπκε ( ) ( ) ( )sI A X s BU s  , δειαδή  

 1( ) ( ) ( )X s sI A BU s   

θαη άξα 

 1( ) [ ( ) ] ( )Y s C sI A B D U s   . 

 

         ΟΡΗΜΟ 1.3  Ο πίλαθαο      

 1( ) ( )G s C sI A B D    

εθθξάδεη ηε ζρέζε κεηαμύ  ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ Laplace ηεο εμόδνπ θαη ηεο 

εηζόδνπ θάησ από κεδεληθέο αξρηθέο ζπλζήθεο  θαη νλνκάδεηαη (πίλαθαο) 

ζςνάπηηζη μεηαθοπάρ ηος ζςζηήμαηορ. 

 

 

 ΟΡΗΜΟ 1.4  Αλ 1p m  , δειαδή ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο είλαη βαζκσηή κε  

 
( )

( )
( )

n s
G s

d s
  

όπνπ ( ), ( )n s d s   πνιπώλπκα πξώηα κεηαμύ ηνπο κε deg ( ) deg ( )d s n s , ηόηε 

θαινύκε πολςώνςμο πόλων ηεο ( )G s  ην πνιπώλπκν ( )d s θαη πόλοςρ  ηηρ 

ζςνάπηηζηρ μεηαθοπάρ ( )G s ηηο  ξίδεο ηεο εμίζσζεο  ( )d s =0. 

 

Αλ όκσο 1p    ή  1m  , πξόθεηηαη δειαδή γηα πνιπκεηαβιεηό ζύζηεκα, ε 

ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη πίλαθαο θαη ην πολςώνςμο πόλων ή 

σαπακηηπιζηικό πολςώνςμο ηεο ( )G s νξίδεηαη σο ην ειάρηζην θνηλό πνιιαπιάζην 

ησλ παξνλνκαζηώλ όισλ ησλ κε κεδεληθώλ  ππν-νξηδνπζώλ ηεο ( )G s ηάμεο  

1,2,...,q  όπνπ min{ , }q p m . Οη ξίδεο ηνπ πνιπσλύκνπ πόισλ είλαη νη πόλοι ηηρ 

ζςνάπηηζηρ μεηαθοπάρ. 
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ΟΡΗΜΟ 1.5 Οη  πόλοι ηος  ζςζηήμαηορ είλαη νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A  ή 

ηζνδύλακα νη ξίδεο ηεο νξίδνπζαο det[ ]sI A , ε νπνία νλνκάδεηαη ραξαθηεξηζηηθό 

πνιπώλπκν ηνπ πηλαθα A . 

 

Οη πόινη ηεο ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο είλαη έλα ππνζύλνιν ησλ πόισλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο. 

 

ΟΡΗΜΟ 1.6 Η ηάξη ηος ζςζηήμαηορ είλαη ην πιήζνο ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ πίλαθα 

A . 

 

 

ΟΡΗΜΟ 1.7  Έλαο πίλαθαο ζα ιέγεηαη εςζηαθήρ, όηαλ όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ       

πεξηέρνληαη  ζην αλνηθηό αξηζηεξό κηγαδηθό εκηεπίπεδν. 

 

ΟΡΗΜΟ 1.8 Σν ζύλνιν ησλ ηδηνηηκώλ ελόο πίλαθα νλνκάδεηαη θάζμα 

(spectrum{A} ή  sp{A}). 

 

ΟΡΗΜΟ 1.9  Μηα θαηάζηαζε ( )x t ζα ιέγεηαη ειέγμηκε όηαλ ππάξρεη είζνδνο πνπ 

κεηαθέξεη ηελ θαηάζηαζε από νπνηαδήπνηε αξρηθή ηηκή 0x  ζηε κεδεληθή 

θαηάζηαζε  ζε πεπεξαζκέλν ρξόλν. 

 

ΟΡΗΜΟ 1.10  Έλα ζύζηεκα (ή ην δεύγνο ( , )A B  ζα ιέγεηαη ελέγξιμο όηαλ από 

νπνηαδήπνηε αξρηθή θαηάζηαζε  0x
 
κπνξεί λα νδεγεζεί  ζηε κεδεληθή θαηάζηαζε  

ζε πεπεξαζκέλν ρξόλν. 

 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ 1.1 

Αο ζεσξήζνπκε έλα γξακκηθό ρξνληθά αλαιινίσην ζύζηεκα ην νπνίν πεξηγξάθεηαη 

από ηηο εμηζώζεηο  

 

 

1 1 12 1 1

2 2 2

1

1 2

2

( ) ( )
( )

( ) 0 ( ) 0

( )

( )

x t A A x t B
u t

x t A x t

x t
y C C

x t
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Αθνύ  
2 2 2( ) ( )x t A x t  παξαηεξνύκε όηη ε είζνδνο δελ επεξεάδεη θαζόινπ ην 

2( )x t κε άιια ιόγηα δελ ειέγρεη ην 2( )x t . πλεπώο ππάξρεη έλα κε ειέγμηκν κέξνο, 

ην 
2( )x t  θαη ην ζύζηεκα ιέγεηαη κε ειέγμηκν. Έλα ζύζηεκα πνπ δελ έρεη κε 

ειέγμηκν κέξνο, ζα είλαη ειέγμηκν. Πξνθαλώο ε ειεγμηκόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη 

κηα έλλνηα πνπ εμαξηάηαη κόλν από ην δεύγνο ( , )A B  θαη είλαη αλεμάξηεηε από ηνλ 

ηξόπν πνπ δεκηνπξγείηαη ε έμνδνο.                           □ 

 

ΟΡΗΜΟ 1.11 Πίνακαρ ελεγξιμόηηηαρ ηνπ ζπζηήκαηνο, νλνκάδεηαη ν πίλαθαο  

 2 1[ , , ,..., ]n n nmB AB A B A B   . 

 

 

ΘΔΧΡΖΜΑ 1.1 Οη επόκελεο πξνηάζεηο είλαη ηζνδύλακεο : 

 Έλα ζύζηεκα ( ή ην δεύγνο ( , )A B  ) είλαη ειέγμηκν. 

 O πίλαθαο ειεγμηκόηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο έρεη πιήξε ηάμε γξακκώλ, δειαδή  

 1[ , ,..., ]nrank rank B AB A B n  . 

 [ , ]rank sI A B n  γηα θάζε s . 

 Σν δεύγνο ( , )A B  δελ είλαη όκνην κε θαλέλα δεύγνο ηεο κνξθήο  

 
1 12 1

2

,
0 0

A A B

A

    
    

   
 

 

ΟΡΗΜΟ 1.12 Αλ ην δεύγνο ( , )A B  είλαη ειέγμηκν,  ηόηε ππάξρεη έλαο νκαιόο 

πίλαθαο n nP   ηέηνηνο ώζηε, αλ νξίζνπκε έλαλ κεηαζρεκαηηζκό νκνηόηεηαο  

 ( ) ( )x t Px t   

ηόηε ζηελ πεξηγξαθή ηνπ ζπζηήκαηνο κε δηάλπζκα θαηάζηαζεο ην ( )x t  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 

 

   

 
 

όπνπ 1 1, , ,A P AP B P B C CP D D       , νη πίλαθεο ,A B   έρνπλ ηελ κανονική 

μοπθή ελεγξιμόηηηαρ: 
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0 1 2 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

, 0

0 0 0 1

1n

A B

a a a a 
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2.  ΔΠΑΝΑΣΟΠΟΘΔΣΖΖ ΗΓΗΟΣΗΜΧΝ 

 

Αο ζεσξήζνπκε έλα γξακκηθό ρξνληθά ακεηάβιεην ζύζηεκα (uncompensated or 

open-loop system)  ζην ρώξν ησλ θαηαζηάζεσλ πνπ πεξηγξάθεηαη από ηηο εμηζώζεηο 

 ,       x Ax Bu y Cx Du    Equation Section (Next)(2.1) 

 όπνπ , ,     n n n m p n p mA B C D            

  ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο θαη u ην δηάλπζκα εηζόδνπ.x

 
 

 ΟΡΗΜΟ 2.1  Ο γξακκηθόο ρξνληθά ακεηάβιεηνο λόκνο ειέγρνπ αλάδξαζεο 

θαηάζηαζεο νξίδεηαη από ηε ζρέζε  

 u Fx r   (2.2) 

όπνπ m nF  έλαο πίλαθαο θέξδνπο (gain matrix) θαη ( ) mr t  έλα εμσηεξηθό δηάλπζκα 

εηζόδνπ πνπ παξέρεηαη ζην θιεηζηό ζύζηεκα. 

 

Σν θιεηζηό ζύζηεκα (compensated or closed-loop system) ζα δίλεηαη από ηηο εμηζώζεηο  

                                  

 ( ) , ( )x A BF x Br y C DF x Dr       (2.3) 

 

Σν πξόβιεκα  δηαηππώλεηαη σο εμήο: λα πξνζδηνξίζνπκε έλαλ πξαγκαηηθό πίλαθα 

αλάδξαζεο F  έηζη ώζηε ην ζύζηεκα (2.3) λα έρεη έλα απζαίξεην ζύλνιν από επηζπκεηνύο 

πόινπο  { }i . 

Καζώο νη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο αιιάδνπλ κε ηελ 

αλάδξαζε, ε ηδέα ηνπ λα ζηαζεξνπνηήζνπκε έλα αζηαζέο  ζύζηεκα θαη λα έρνπκε 

επηζπκεηή ζπκπεξηθνξά  επηιέγνληαο  επηζπκεηέο  ηδηνηηκέο  είλαη πιένλ δπλαηή. 

 

Οη απαξρέο ηεο επαλαηνπνζέηεζεο πόισλ ζπζηεκάησλ απηνκάηνπ ειέγρνπ είλαη 

πνιύ παιηέο. Οη πξώηεο εξγαζίεο ζην ηνκέα απηόλ θαη επηπιένλ κε κνληέξλν ζπκβνιηζκό 
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έγηλαλ από ηνπο Porter θαη Crossley  ην 1969 [9] θαη ιίγν αξγόηεξα ην 1972. Βέβαηα 

ππήξρε ήδε από ην 1966  κειέηε ηνπ Kalman γηα ηελ εμέιημε ηεο πεξηγξαθήο ξεηώλ 

πηλάθσλ ζηε κνξθή έξεπλαο ( κέζσ ησλ απνζπδεπγκέλσλ κεδεληθώλ εηζόδνπ-εμόδνπ θαη 

ηεο ειάρηζηεο πξαγκάησζεο)  ηεο  ειεγμηκόηεηαο θαη παξαηεξηζηκόηεηαο. 

 

  

        Αξθεηέο πξνζεγγίζεηο  ζηελ επαλαηνπνζέηεζε ηδηνηηκώλ έγηλαλ ζηηο δεθαεηίεο „60 

θαη „70. Μία από ηηο πην δεκηνπξγηθέο είλαη ηνπ Wonham ην 1967 [13] ν νπνίνο ζπλέδεζε 

ηελ επαλαηνπνζέηεζε ηνπ θάζκαηνο ησλ ηδηνηηκώλ κε  ηελ ειεγμηκόηεηα ηνπ ππό κειέηε 

ζπζηήκαηνο. Ακέζσο κεηά αθνινύζεζαλ εξγαζίεο από επηζηήκνλεο όπσο νη   Anderson 

θαη Luenberger (1967) θαη  Simon θαη Mitter(1968) νη νπνίνη έζεζαλ ην ζεκέιην ιίζν γηα 

ηε ρξεζηκνπνίεζε θαλνληθώλ κνξθώλ θαζώο θαη ηνπ πίλαθα ειεγμηκόηεηαο ζηελ 

επαλαηνπνζέηεζε πόισλ. Η εμέιημε ζπλερίζηεθε κέρξη ην 1972 κε ηελ αλάπηπμε 

αιγνξίζκσλ ζε ζρέζε κε ηηο εμόδνπο [12] .  

 

  Αο ζεσξήζνπκε ην θιεηζηό ζύζηεκα (2.3). Θα απνδείμνπκε όηη αλ ην δεύγνο ( , )A B  

είλαη πιήξσο ειέγμηκν ηόηε όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A BF κπνξνύλ απζαίξεηα λα 

πξνζδηνξηζζνύλ, επηιέγνληαο ηνλ θαηάιιειν πίλαθα F .  Με άιια ιόγηα, κπνξνύκε λα 

«αιιάμνπκε» ηηο  ηδηνηηκέο ηνπ αξρηθνύ ζπζηήκαηνο. Η ηειεπηαία πξόηαζε, παξά ην 

γεγνλόο όηη ρξεζηκνπνηείηαη  ζπρλά ζηα επηζηεκνληθά θείκελα, δελ παύεη λα πξνθαιεί κηα 

κηθξή ζύγρπζε! ηελ πξαγκαηηθόηεηα, νη ηδηνηηκέο ηνπ ζπζηήκαηνο x Ax Bu  δελ 

αιιάδνπλ κε ηε ρξήζε ηεο αλάδξαζεο, παξακέλνπλ  ίδηεο όπσο ήηαλ πξηλ ηελ εηζαγσγή 

ηεο αλάδξαζεο. Ο λόκνο ηεο αλάδξαζεο ,     0u Fx r r    παξάγεη κία είζνδν ( )u t   πνπ 

όηαλ ηξνθνδνηεζεί ην ζύζηεκα  κε απηήλ, ην θάλεη λα ζπκπεξηθέξεηαη  ζαλ έλα 

δηαθνξεηηθό ζύζηεκα ηνπ νπνίνπ νη ηδηνηηκέο βξίζθνληαη  ζε δηαθνξεηηθέο ζέζεηο.  Η 

θαηλνύξηα ζπκπεξηθνξά ζα είλαη πξνηηκόηεξε  από ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ αξρηθνύ 

ζπζηήκαηνο. 

 

ΘΔΧΡΖΜΑ 2.1 Έζησ πίλαθεο  n nA  θαη n mB  . Τπάξρεη πίλαθαο  m nF   

έηζη ώζηε  νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A BF  λα κπνξνύλ  λα κεηαθεξζνύλ ζε           

απζαίξεηεο, πξαγκαηηθέο ή ζπδπγείο κηγαδηθέο, ζέζεηο αλ θαη κόλν αλ ην δεύγνο  

( , )A B   είλαη ειέγμηκν. 
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ΑΠΟΓΔΗΞΖ. 

Αο  ππνζέζνπκε  όηη νη ηδηνηηκέο ηνπ A BF έρνπλ ηνπνζεηεζεί απζαίξεηα, όκσο  ην 

δεύγνο ( , )A B δελ είλαη ειέγμηκν. Θα ππάξρεη κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο πνπ ζα 

μερσξίδεη ην ειέγμηκν θνκκάηη από ην κε ειέγμηκν. πγθεθξηκέλα ππάξρεη έλαο 

νκαιόο πίλαθαο Q έηζη ώζηε 

 

  1 12 11 1 1

1 2

2

( ) ( )( )
0 0

A A B
Q A BF Q Q AQ Q B FQ F F

A

      
       

  
 

    

  

 
1 1 1 12 1 2

2

,
0

A B F A B F

A

  
  
 

 (2.4) 

 

  

 όπνπ 
1 2[ , ]F F FQ   θαη 1 2( , )A A  είλαη ειέγμηκν. Οη ηδηνηηκέο ηνπ A BF είλαη ίδηεο 

κε      ηηο  ηδηνηηκέο ηνπ 1( )Q A BF Q   πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη  ν πίλαθαο A BF  

έρεη ζπγθεθξηκέλεο ηδηνηηκέο, ηηο ηδηνηηκέο ηνπ 2A  νη νπνίεο δελ αιιάδνπλ κέζσ ηνπ 

πίλαθα F . Απηέο είλαη νη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ ζπζηήκαηνο. Άξα νη ηδηνηηκέο 

ηνπ A BF δελ κπνξνύλ απζαίξεηα λα επαλαηνπνζεηεζνύλ. Άηνπν. Οπόηε ην δεύγνο 

( , )A B είλαη ειέγμηκν. 

Αληίζηξνθα: Αλ ην δεύγνο ( , )A B  είλαη ειέγμηκν, ρξεζηκνπνηώληαο νπνηνλδήπνηε 

από ηνπο αιγνξίζκνπο πνπ ζα παξνπζηάζνπκε ζηηο επόκελεο παξαγξάθνπο, 

κπνξνύκε λα επαλαηνπνζεηήζνπκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A BF .                       ∎                                 

 

Όπσο πξνθύπηεη από ηελ πξνεγνύκελε απόδεημε νη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο δελ 

κπνξνύλ λα αιιάμνπλ κέζσ ηεο αλάδξαζεο θαηάζηαζεο αθνύ πξόθεηηαη  γηα ηηο 

ηδηνηηκέο ηνπ 2A , πνπ δελ επεξεάδνληαη από ηνλ πίλαθα F . 

Σν πξνεγνύκελν ζεώξεκα είλαη γλσζηό από ηελ δεθαεηία ηνπ ‟60. Πξώηεο πήγεο 

απνηεινύλ νη Rissanen(1960), Popov(1964) θαη Wonham(1967) [13]. 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ  2.1 

 

Αο ζεσξήζνπκε ην κε ειέγμηκν δεύγνο ( , )A B , όπνπ 
2 1

0 1
A

 
  

 
 θαη

1

0
B

 
  
 

.    

Mπνξνύκε λα ην κεηαζρεκαηίζνπκε ζηελ θαλνληθή κνξθή γηα κε ειέγμηκα 

ζπζηήκαηα (standard form). Ο πίλαθαο ειεγμηκόηεηαο είλαη ν 

 
1 2

,
0 0

 
     

 
  ν νπνίνο ράλεη ηάμε. Σόηε ν  Q επηιέγεηαη έηζη ώζηε ε πξώηε 

ζηήιε ηνπ λα είλαη κία  ζηήιε ηνπ πίλαθα   θαη ε άιιε ζηήιε ηνπ λα είλαη ηέηνηα, 

ώζηε ν πίλαθαο λα είλαη νκαιόο.  

π.ρ.

 

1 1

0 1
Q

 
  
 

 ηόηε 1
2 0

0 1
Q AQ

 
  

 
    θαη   1

1

0
Q B  

  
 

 . Όπσο βιέπνπκε ην -1 

είλαη ε κε  ειέγμηκε ηδηνηηκή θαη ην -2 είλαη ε ειέγμηκε. 

Αλ  1 2F f f  ηόηε 
1 2

1

2 1
det( ( )) det ( 2 )( 1).

0 1

s f f
sI A BF s f s

s

   
       

 
  

 

         Δίλαη ηώξα μεθάζαξν όηη ε κε ειέγμηκε ηδηνηηκή -1 δελ επεξεάδεηαη από ηνλ πίλαθα    

        F   ελώ ε ειέγμηκε ηδηνηηκή  -2 κεηαθέξεηαη ζηελ ηηκή 12 f   .                              □   

 

 

 

          Έπεηηα από ηα παξαπάλσ είλαη πξνθαλέο όηη έλα ζύζηεκα κπνξεί λα γίλεη 

αζπκπησηηθά επζηαζέο, κέζσ ηεο αλάδξαζεο, κόλν όηαλ νη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ 

βξίζθνληαη ήδε ζην αλνηθηό αξηζηεξό κηγαδηθό εκηεπίπεδν, αθνύ ε αλάδξαζε επεξεάδεη 

κόλν ηηο ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

          Οπιζμόρ 2.1 Σν δεύγνο ( , )A B  νλνκάδεηαη ζηαθεποποιήζιμο,  όηαλ όιεο νη κε   

          ειέγμηκεο ηδηνηηκέο ηνπ είλαη επζηαζείο. 
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         Πξηλ παξνπζηάζνπκε ηηο κεζόδνπο γηα ηελ επηινγή ηνπ πίλαθα F είλαη ελδηαθέξνλ 

λα εμεηάζνπκε πώο ν λόκνο αλάδξαζεο  θαηάζηαζεο u Fx r   επεξεάδεη ηελ 

ειεγμηκόηεηα. 

  

  

 
( ) 0

( )

sI A BF B sI A B I

C DF D C D F I

       
     

        
 

  

     

Παξαηεξνύκε όηη  

 [ ( ), ] [ , ]rank I A BF B rank I A B      

γηα όινπο ηνπο κηγαδηθνύο  . Έηζη αλ ην δεύγνο ( , )A B  είλαη ειέγμηκν, ηόηε θαη 

( , )A BF B είλαη επίζεο ειέγμηκν γηα θάζε πίλαθα F . 

          Δπηπιένλ  

 2 1[ ,( ) ,( ) , ,( ) ]n

F B A BF B A BF B A BF B      

 1

( )

0
[ , , , ]

0 0

0 0

n

I FB F A BF B

I FB
B AB A B

I

I



 
 
 
 
 
 










 (2.5) 

θαη  R( F )=R( 1[ , ,..., ]nB AB A B )=R( ). Απηό απνδεηθλύεη όηη ν πίλαθαο F  δελ αιιάδεη 

ηνλ ππνρώξν ειεγμηκόηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. Έρνπκε απνδείμεη ινηπόλ ην παξαθάησ 

Λήκκα. 

 

      ΛΖΜΜΑ 2.1  Οη ππνρώξνη ειεγμηκόηεηαο ησλ ζπζηεκάησλ x Ax Bu   θαη      

      ( )x A BF Br      είλαη ίδηνη γηα θάζε πίλαθα F . 

 

      Σν πξόβιεκα ηεο επαλαηνπνζέηεζεο ηδηνηηκώλ κπνξεί ηώξα  λα δηαηππσζεί σο εμήο: 

Όηαλ δίλεηαη έλα ειέγμηκν δεύγνο  ( , )A B , ςάρλνπκε  πίλαθα F  ώζηε   νη  n  ηδηνηηκέο ηνπ 

πίλαθα A BF    λα κεηαθεξζνύλ    ζε απζαίξεηεο επηζπκεηέο ηνπνζεζίεο, πξαγκαηηθέο 

ή/θαη ζπδπγείο κηγαδηθέο. Απηό ην πξόβιεκα είλαη επίζεο γλσζηό θαη σο πξόβιεκα 

επαλαηνπνζέηεζεο πόισλ, όπνπ κε ηνλ όξν «πόινη» ελλννύκε «πόινη ηνπ ζπζηήκαηνο» (ή 
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ηδηνηηκέο   ηνπ πίλαθα Α). Η ηειεπηαία παξαηήξεζε γίλεηαη πξνθεηκέλνπ λα απνθεπρζεί ε 

ζύγρπζε κε ηνλ όξν «πόινη ηεο ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο». 

 

Όινη νη πίλαθεο ,A B θαη F είλαη πξαγκαηηθνί, έηζη νη ζπληειεζηέο ηνπ πνιπσλύκνπ 

det[ ( )]sI A BF  είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί. Σν γεγνλόο απηό επηβάιεη ηνλ πεξηνξηζκό 

όηη νη κηγαδηθέο ξίδεο ηνπ πνιπσλύκνπ πξέπεη λα εκθαλίδνληαη ζε δεπγάξηα ζπδπγώλ. 

         ηελ πεξίπησζε πνπ ην δεύγνο ( , )A B  δελ είλαη πιήξσο ειέγμηκν ηόηε νη ζρέζεηο  

(2.4)    

 1 12 11 1 1

1 2

2

( ) ( )( )
0 0

A A B
Q A BF Q Q AQ Q B FQ F F

A

      
       

  
 

 

1 1 1 12 1 2

2

,
0

A B F A B F

A

  
  
   

 

 κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ  καδί κε ηηο κεζόδνπο πνπ ζα παξαζέζνπκε πξνθεηκέλνπ λα 

κεηαθέξνπκε όιεο ηηο ειέγμηκεο  ηδηνηηκέο.  Οη κε ειέγμηκεο ηδηνηηκέο,   νύησο ή άιισο 

παξακέλνπλ ζηαζεξέο. 

        ηα επόκελα ζα ππνζέζνπκε όηη ν πίλαθαο B έρεη πιήξε ηάμε,   δειαδή  

    =  .rank B m  (2.6) 

 Απηό ζεκαίλεη όηη ην ζύζηεκα   x Ax Bu   έρεη  m αλεμάξηεηεο εηζόδνπο. Αλ 

 rank B r m  , ηόηε κπνξνύκε λα πεηύρνπκε ην ίδην απνηέιεζκα, ρξεζηκνπνηώληαο κόλν 

r εηζόδνπο, αληί γηα m r . Γηα λα θάλνπκε επαλαηνπνζέηεζε ηδηνηηκώλ ζηελ πεξίπησζε 

απηή, κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηα εμήο  

 
11

1 1 1

2

( )( ) [ , ]
F

A BF A BM M F A B O A B F
F

  
       

 
 (2.7) 

όπνπ  ν  M  επηιέγεηαη έηζη ώζηε 1[ ,0]BM B όπνπ 
1

n rB   θαη 1 rank B r . Σόηε ν 

πίλαθαο 
1

r nF 
 
κπνξεί λα  βξεζεί ρξεζηκνπνηώληαο ηηο επόκελεο κεζόδνπο, πξνθεηκέλνπ 

λα επαλαηνπνζεηήζνπκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα 1 1A B F . 
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3.  ΔΤΘΔΗΑ ΜΔΘΟΓΟ  (DIRECT METHOD) 

 

         Έζησ ν πίλαθαο [ ], 1,..., , 1,..., ,ijF f i m j n     θαη αο εθθξάζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο 

ηνπ   ραξαθηεξηζηηθνύ  πνιπσλύκνπ  ηνπ  πηλάθα  A BF ζε  ζπλάξηεζε    ησλ 
ijf ,      

δειαδή  

 
1

1 0det( ( )) ( ) ... ( ).n n

n ij ijsI A BF s g f s g f

     
 

Έζησ επίζεο ( )da s  ην επηζπκεηό πνιπώλπκo, δειαδή ην πνιπώλπκν κε ξίδεο ηηο 

n επηζπκεηέο ηδηνηηκέο  

 1

1 1 0( ) ...n n

d na s s d s d s d

    
 

Σόηε νη ζπληειεζηέο , 1,..., , 1,...,ijf i m j n   ζα βξεζνύλ έηζη ώζηε  

   

 ( )     0,1,..., 1k ij kg f d k n   Equation Section (Next)(3.1) 

  

Γεληθά ε ζρέζε (3.1) νξίδεη έλα κε γξακκηθό ζύζηεκα αιγεβξηθώλ εμηζώζεσλ, σζηόζν 

είλαη γξακκηθό ζηελ πεξίπησζε κηαο εηζόδνπ, 1m  . Η κεγαιύηεξε δπζθνιία ζηε κέζνδν 

απηή  είλαη όρη ηόζν ε εύξεζε ηεο αιγεβξηθήο ιύζεο ηνπ κε γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο  

εμηζώζεσλ, όζν νη ρεηξηζκνί ησλ ζπκβόισλ πνπ ρξεηάδνληαη γηα λα εθθξάζνπκε ηνπο 

ζπληειεζηέο kg ζε ζπλάξηεζε ησλ 
ijf ζηελ ζρέζε (3.1). Απηή ε δπζθνιία πεξηνξίδεη ηε 

κέζνδν ζε απιέο πεξηπηώζεηο όπσο 2n   ή 3n   θαη  1m   ή 2m   πνπ είλαη νη 

ζπλήζεηο πεξηπηώζεηο. 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ 3.1 

 

Έζησ 

1
11

,2
1

1 2

A B

 
        

 

. Σόηε ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ πίλαθα 

A είλαη
5

det( ) ( )
2

sI A s s     θαη νη ηδηνηηκέο  ηνπ είλαη ην 0 θαη ην 
5

2
. Θέινπκε λα 

πξνζδηνξίζνπκε ηνλ πίλαθα F  ώζηε ν πίλαθαο A BF λα έρεη ηδηνηηκέο ηνπο 

ζπδπγείο κηγαδηθνύο 1 , 1j j    , δειαδή ην επηζπκεηό πνιπώλπκν είλαη 

2( ) ( ( 1 ))( ( 1 )) 2 2da s s j s j s s          . 

 

Αλ  1 2F f f   

ηόηε 

  1 2

1 2

1 2

2

1 2 1 2

11
1 11

det( ( )) det det 22
1

1 21 2

5 1
( )

2 2

s f fs
sI A BF f f

f s fs

s f f s f f

    
                                

     

 

Δμηζώλνληαο ηνπο αληίζηνηρνπο ζπληειεζηέο έρνπκε έλα γξακκηθό ζύζηεκα  2 

εμηζώζεσλ κε 2 αγλώζηνπο ηνπ νπνίνπ ε ιύζε είλαη πνιύ εύθνιν λα εμαρζεί, έηζη ν 

θαηάιιεινο πίλαθαο αλάδξαζεο είλαη          1 2

1 13
[ , ]

6 3
F f f   

                       □               
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4. ΔΠΑΝΑΣΟΠΟΘΔΣΖΖ ΗΓΗΟΣΗΜΧΝ ΜΔ ΣΖ 

ΥΡΖΖ ΚΑΝΟΝΗΚΧΝ ΜΟΡΦΧΝ ΔΛΔΓΚΣΖ 

(THE USE OF CONTROLLER FORMS) 

 

          Όηαλ δίλεηαη έλα ειέγμηκν δεύγνο ( , )A B  ππάξρεη έλαο πίλαθαο κεηαζρεκαηηζκνύ             

νκνηόηεηαο P , ώζηε  ην δεπγάξη  1,c cA PAP B PB    λα είλαη ζε ειέγμηκε κνξθή. Οη 

πίλαθεο 1 1 1      ( ) ( )( ) c c cA BF P A BF P PAP PB FP A B F        
 

έρνπλ ηηο ίδηεο 

ηδηνηηκέο. Σν πξόβιεκα ηώξα δηαηππώλεηαη σο εμήο: λα πξνζδηνξίζνπκε ηνλ πίλαθα cF  

ώζηε ν c c cA B F  λα έρεη επηζπκεηέο ηδηνηηκέο. Απηό είλαη επθνιόηεξν λα ιπζεί ζε ζρέζε 

κε ην αξρηθό ιόγσ ηεο ηδηαίηεξεο δνκήο ησλ cA  θαη cB . Όηαλ βξνύκε  ηνλ cF
 
ηόηε ν 

αξρηθόο πίλαθαο αλάδξαζεο δίλεηαη από ηνλ ηύπν  

                                                             

 

 cF F P  Equation Section (Next)(4.1) 

                                                                   

Θα πεξηγξάςνπκε πξώηα ηνλ ηξόπν επηινγήο ηνπ πίλαθα κεηαζρεκαηηζκνύ 

νκνηόηεηαο P ηόζν ζηα ζπζηήκαηα κίαο εηζόδνπ, θαζώο επίζεο θαη ζηα ζπζηήκαηα 

πνιιώλ εηζόδσλ. 
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                               ΔΠΗΛΟΓΖ  ΣΟΤ ΠΗΝΑΚΑ  P  

ΣΖΝ  ΠΔΡΗΠΣΧΖ ΜΗΑ ΔΗΟΓΟΤ(m=1) 

 

         Ο πίλαθαο κεηαζρεκαηηζκνύ νκνηόηεηαο P  βξίζθεηαη σο εμήο: ν πίλαθαο 

ειεγμηκόηεηαο   1[ , ,..., ]nB AB A B   είλαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε    έλαο νκαιόο n n  

πίλαθαο θαη 1

q


 

  
 

  όπνπ q είλαη ε n -νζηή γξακκή ηνπ πίλαθα 1  θαη  κε     

ζπκβνιίδνπκε ηα ππόινηπα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα 1 . Σόηε  

 P

1

.

n

q

qA

qA 

 
 
 
 
 
 




 

 

 

 

Κη έηζη  
1

0 1 1

0 1 0

0 0 1
c

n

PAP A

a a a





 
 
  
 
 
   



   





θαη  

0

0

1

cPB B

 
 
  
 
 
 


, αθνύ ιόγσ ηνπ νξηζκνύ 

ηνπ δηαλύζκαηνο  q   έρνπκε     1 0    , 0,1,..., 1iqA B i n    ,  

1 1   ,   [0,...,0,1].nqA B q    

 

 1

0 0 0 1

0 0 1

[ , ,..., ]

0 1

1

nP P B AB A B

 
 


 
  
 
 
     





     

  
c . 

Η ηειεπηαία ζρέζε καο δίλεη 0P P    πνπ ζεκαίλεη όηη 0P  , δειαδή ν πίλαθαο 

P  είλαη νκαιόο . 
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ΔΠΗΛΟΓΖ  ΣΟΤ ΠΗΝΑΚΑ  P  

ΣΖΝ  ΠΔΡΗΠΣΧΖ ΠΟΛΛΧΝ ΔΗΟΓΧΝ (m>1) 

 

Ο πίλαθαο ειεγμηκόηεηαο   1[ , ,..., ]nB AB A B   δελ είλαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε 

έλαο  ηεηξαγσληθόο πίλαθαο, αιιά έλαο n mn   πίλαθαο, νπόηε ππάξρνπλ πνιιά ζύλνια 

από n ζηήιεο πνπ είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο κηαο θαη ε ηάμε ηνπ είλαη n. Αλάινγα κε ην 

πνηέο ζηήιεο επηιέμνπκε θαη κε πνηά ζεηξά ην θάλνπκε απηό, πξνθύπηνπλ δηαθνξεηηθέο 

ειέγμηκεο κνξθέο .  

Αο ζεσξήζνπκε  ινηπόλ,  ηνλ πίλαθα  

1 1 1

1 1 1[ , ,..., ] [ ,..., , ,..., ,..., ,..., ]n n n

m m mB AB A B b b Ab Ab A b A b     

όπνπ b1,…,bm είλαη  m ζηήιεο ηνπ Β. Δπηιέγνπκε μεθηλώληαο από αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά 

ηηο πξώηεο n γξακκηθά αλεμάξηεηεο ζηήιεο ηνπ πίλαθα ειεγμηκόηεηαο, ηηο νπνίεο 

ηνπνζεηνύκε κε δηαθνξεηηθή ζεηξά, παίξλνληαο πξώηα όζεο πεξηέρνπλ ην b1 κέρξη λα 

ηειεηώζνπλ, έπεηηα όζεο πεξηέρνπλ ην b2 θ.ν.θ. πξνθεηκέλνπ λα θαηαζθεπάζνπκε ηνλ  

1 11

1 1 1[ , ,..., ,..., , ,..., ]m

m m mb Ab A b b Ab A b
   

Ο αθέξαηνο κi δειώλεη ην πιήζνο ησλ ζηειώλ πνπ πεξηέρνπλ ην bi ζην ζύλνιν ησλ πξώησλ 

n γξακκηθώλ αλεμάξηεησλ ζηειώλ πνπ επηιέμακε. 

ΟΡΗΜΟ  4.1 Οη m αθέξαηνη κi ,  i=1,…,m, όπνπ
  1

m

i

i

n


  είλαη νη δείθηεο 

ειεγμηκόηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. Οξίδνπκε επίζεο    

1

,   1,...,
j

j i

i

j m 


 
           θαη            

1

1

1

1

1m

m

m

q

q A

P

q

q A









 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 


 

όπνπ qi είλαη ε ζi-γξακκή  ηνπ αληίζηξνθνπ ηνπ πίλαθα  

1 11

1 1 1[ , ,..., ,..., , ,..., ]m

m m mb Ab A b b Ab A b
 

 . 
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4.1 ΤΣΖΜΑΣΑ ΜΗΑ ΔΗΟΓΟΤ(m=1) 

 

Αο ππνζέζνπκε όηη ην δεύγνο ( , )A B  έρεη αλαρζεί ζην δεύγνο ( , )c cA B . Θα 

πεξηγξάςνπκε  ηώξα πσο ζα εμάγνπκε ηνλ πίλαθα 
cF
 
γηα ηελ επαλαηνπνζέηεζε πόισλ . 

Αο είλαη 

 0 1 1[ , ,..., ]c nF f f f   (4.2) 

Οη πίλαθεο  cA  θαη  cB  είλαη ζε ειέγμηκε κνξθή, θη έηζη έρνπκε  

 
 0 1 1

0 1 1

0 1 0 0

, ,...,
0 0 1 0

1

cF c c c

n

n

A A B F

f f f

a a a







   
   
   
   
   
     





   





 

 

0 0 1 1 1 1

0 1 0

,
0 0 1

( ) ( ) ( )n na f a f a f 

 
 
 
 
 
      



   





 (4.3) 

όπνπ , 0,1,..., 1,ia i n   είλαη νη ζπληειεζηέο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ πνιπσλύκνπ ηνπ 

πίλαθα cA , δειαδή  

 1

1 1 0det( ) ... .n n

nsI A s a s a s a

       (4.4) 

Παξαηεξνύκε όηη ν πίλαθαο cFA
 
είλαη επίζεο ζε ηέηνηα κνξθή θαη ην ραξαθηεξηζηηθό 

πνιπώλπκν κπνξεί λα γξαθεί απεπζείαο  

 1

1 1 0 0det( ) ( ) ... ( ).n n

cF n nsI A s a f s a f

         (4.5) 

Αλ νη επηζπκεηέο ηδηνηηκέο είλαη νη ξίδεο ηνπ πνιπσλύκνπ  

 1

1 0( ) ... ,n n

d na s s d s d

     (4.6) 

ηόηε εμηζώλνληαο  ηνπο αληίζηνηρνπο ζπληειεζηέο ηα , 0,1,..., 1,if i n 
 

πξέπεη λα 

ηθαλνπνηνύλ ηηο ζρέζεηο , 0,1,..., 1i i id a f i n    , από όπνπ παίξλνπκε  

 

 ,    0,1,..., 1.i i if a d i n     (4.7) 
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          Δλαιιαθηηθά, αλ νλνκάζνπκε 
dA
 
ηνλ πίλαθα ζε ειέγμηκε κνξθή, ηνπ νπνίνπ ην 

ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν  είλαη ην (4.6), έλαο άιινο ηξόπνο γηα λα έρνπκε ηε ζρέζε 

(4.7) είλαη λα ζέζνπκε ,cF c c c dA A B F A  
 
από ηελ νπνία παίξλνπκε  

 
1[ ],

mc m d mF B A A   (4.8) 

 

όπνπ , ,
mm d mB A A  είλαη νη n-νζηέο γξακκέο ησλ αληίζηνηρσλ πηλάθσλ, δειαδή  

 

 
0 1 1 0 1 11,    [ , ,..., ],    [ , ,..., ]

mm d n m nB A d d d A a a a         
 

 

Ο ηύπνο (4.8) είλαη άιιε έθθξαζε ηνπ ηύπνπ (4.7), πνπ όκσο καο δίλεη ην πιενλέθηεκα λα 

ηνλ γεληθεύζνπκε ζηελ πεξίπησζε πνιιώλ εηζόδσλ. 

Αθνύ έρνπκε βξεη ηνλ πίλαθα cF , ηόηε ν πίλαθαο αλάδξαζεο ζα δίλεηαη  από ηνλ ηύπν  

 

  

 cF F P  (4.9) 

 

Η ρξήζε ηεο ειέγμηκεο κνξθήο ζηελ επαλαηνπνζέηεζε πόισλ κέζσ αλάδξαζεο 

θαηάζηαζεο  νθείιεηαη ζηνλ Wolovich(1967) [2]. 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ 4.1 

Έζησ 

1
11

,2
1

1 2

A B

 
        

 

 ηνπ παξαδείγκαηνο (2.1). Θέινπκε λα πξνζδηνξίζνπκε 

ηνλ πίλαθα F  ώζηε ν πίλαθαο A BF λα έρεη ηδηνηηκέο ηνπο ζπδπγείο κηγαδηθνύο 

1 , 1j j    , δειαδή ην επηζπκεηό πνιπώλπκν λα είλαη 

2( ) ( ( 1 ))( ( 1 )) 2 2da s s j s j s s          . 

Ο πίλαθαο ειεγμηκόηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο ζα είλαη  
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3
1

[ , ] 2

1 3

B AB

 
  
 
 

 θαη
1

3
32

,2
3

1 1



 
 

 
 

  

από όπνπ 
2 21

1 23

q
P

qA

   
    
   

, αθνύ q είλαη  ε ηειεπηαία γξακκή ηνπ 1  θαη   

1

1 1

1
1

2

P

 
 
 
 

. Έηζη έρνπκε  

 
1

0 1
0

,      5
10

2

c cA PAP B PB

 
          

 

 

Καη άξα 
5

[0, ]
2

mA    θαη  1mB  , ελώ [ 2, 2]
mdA   

  
αθνύ ην επηζπκεηό πνιπώλπκν 

είλαη  ην  2 2 2s s  . Δθαξκόδνληαο ηνλ ηύπν (4.8), έρνπκε   

 1 9
[ ] [ 2, ]

2mc m d mF B A A     . 

 Σέινο ν πίλαθαο αλάδξαζεο θαηάζηαζεο είλαη  

 
1 13

[ , ]
6 3

cF F P    . 

          Όπσο αθξηβώο είρακε βξεη θαη κε ηελ επζεία κέζνδν ζην παξάδεηγκα (2.1).             □ 
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4.1.1 ΦΟΡΜΟΤΛΑ ΣΟΤ ACKERMANN 

 

         Υξεζηκνπνηώληαο ηνπο ηύπνπο απηήο ηεο κεζόδνπ κπνξνύκε λα απνδείμνπκε έλαλ 

γεληθό ηύπν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ πίλαθα F ζε ζπλάξηεζε ηνπ δεύγνπο 

1( , ),  ,  n m nA B A B    θαη ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ επηζπκεηνύ πνιπσλύκνπ  ( )da s πνπ  

είλαη γλσζηόο  σο θόξκνπια ηνπ Ackermann, ν νπνίνο θαη ηελ δεκηνύξγεζε, όπσο απηή 

εκθαλίδεηαη ζε εξγαζία ηνπ ην 1972 [1,2]. Ο πίλαθαο F είλαη κνλαδηθόο ζηελ πεξίπησζε 

κηαο εηζόδνπ, αθνύ νη πίλαθεο ,cF P
 
είλαη κνλαδηθνί ζηελ πεξίπησζε απηή.  

 

 ΘΔΧΡΖΜΑ 4.1  

Αλ ην δεύγνο 1( , ),  ,  n m nA B A B     είλαη ειέγμηκν, ηόηε ν πίλαθαο αλάδξαζεο 

θαηάζηαζεο δίλεηαη απεπζείαο από ηνλ ηύπν 
 

 1 ( )T

n dF e a A    (4.10) 

όπνπ  
 
θαη 1[ , ,..., ]nB AB A B  ν πίλαθαο ειεγμηκόηεηαο. 

 

         ΑΠΟΓΔΗΞΖ. 

Αο ππνζέζνπκε όηη  ην δεύγνο  ( , )A B  έρεη αλαρζεί ζε ειέγμηκε κνξθή ( , )c cA B . Θα 

απνδείμνπκε όηη    ν  πίλαθαο  

 1 ( )T

c n c d cF e a A    (4.11) 

 όπνπ 1[ , ,..., ]n

c c c c c cB A B A B  ν πίλαθαο ειεγμηκόηεηαο ηνπ ( , )c cA B  θαη 

[0,0,...,1]T

ne  , επαλαηνπνζεηεί ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα c c cA B F  ζε επηζπκεηέο 

ζέζεηο, δειαδή ζηηο ξίδεο ηνπ επηζπκεηνύ πνιπσλύκνπ ( )da s . Πξνθεηκέλνπ λα ην 

επηηύρνπκε απηό, έρνπκε 1

1 0( ) ...n n

d c c n ca A A d A d I

      θαη από ην ζεώξεκα 

Cayley-Hamilton γλσξίδνπκε 1

1 0( ) ... 0n n

c c n ca A A a A a I

     , δειαδή 

1

0

n
n i

c i c

i

A a A




   ηόηε 
1

0

( ) ( )
n

i

d c i i c

i

a A d a A




  . Δπίζεο 
1

T T

c ne e θαη άξα 

1

1

T T

n ce e 
. 
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Έηζη  

1 1

1 1 0 0 1 1

0 0 1 1 1 2 1 1 0 0 1 1 1 1

( ) ( ) [( ) ... ( ) ]

( ) ( ) ... ( ) [ , ,..., ]

T T T n

n c d c d c n n c

T T T

n n n n n c

e a A e a A e d a I d a A

a d e a d e a d e a d a d a d F

 

 

   

         

          


  

 Έπεηηα από όια απηά ε ζρέζε (4.9) γξάθεηαη 

 

1

1 1

1

1

( )

( )

( )

( )

c

T

n c d c

T

n c d

T

n c d

T

n d

F F P

e a A P

e a PAP P

e Pa A

e a A



 





 

  

  

  

 







  

 

Κη έηζη  απνδείρζεθε ε θόξκνπια ηνπ Ackermann.                                                    ∎                                                        

 

 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ 4.2 

 

Δθαξκόδνληαο ηε θόξκνπια ηνπ Ackermann ζην ζύζηεκα ηνπ  παξαδείγκαηνο  (2.1) 

όπνπ 

1
11

,2
1

1 2

A B

 
        

   

 

Ο πίλαθαο ειεγμηκόηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο  είλαη  

 

 

 

3
1

[ , ] 2

1 3

B AB

 
  
 
 

 θαη
1

3
32

,2
3

1 1



 
 

 
 



 

 

ην επηζπκεηό πνιπώλπκν είλαη 2( ) ( ( 1 ))( ( 1 )) 2 2da s s j s j s s         
 

θη έηζη έρνπκε ηνλ ίδην πίλαθα αλάδξαζεο πνπ βξήθακε θαη κε ηηο πξνεγνύκελεο 

κεζόδνπο  
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1

2

2

( )

3 1 11 13 1 02 2 220,1 2 2
0 13 1 2 1 21 1

1 13
[ , ]

6 3

T

dF e a A  

                                  

  



                               □                                 

 

 

Μεηνλέθηεκα ηεο θόξκνπιαο ηνπ  Ackermann είλαη  ην όηη δελ είλαη αξηζκεηηθά 

επζηαζήο κηαο θαη βαζίδεηαη ζηελ αληηζηξνθή ελόο πίλαθα πνπ κπνξεί λα έρεη νξίδνπζα 

ζρεδόλ κεδεληθή. 
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4.2 ΤΣΖΜΑΣΑ ΠΟΛΛΧΝ ΔΗΟΓΧΝ (m>1) 

 

   Θα εξγαζηνύκε κε εληειώο αλάινγν ηξόπν κε ηελ πεξίπησζε κίαο εηζόδνπ. Αο 

ππνζέζνπκε όηη νη πίλαθεο 
cA  θαη  

cB  είλαη ζε ειέγμηκε κνξθή, δειαδή 

 [ ],     , 1,...,c ijA A i j m   όπνπ  

 
1

0

, ,
0

i i i

ii

I
A i j

   

 
 
   
 
 
     


  

 

0 0

,
0 0

i j

ijA i j
 

 
 
   
 
 
    

 

 


 
 

 θαη 

1

2
,c

m

B

B
B

B

 
 
 
 
 
 


όπνπ 

0 0 0 0 0

,

0 0 1

i m

iB
 

 
 

 
 
   

 

     

 

 

όπνπ ε κνλάδα ζηελ ηειεπηαία γξακκή ηνπ πίλαθα iB
 
βξίζθεηαη ζηελ i ζηήιε θαη κε × 

ζπκβνιίδνπκε ηα ππόινηπα ζηνηρεία. Ο πίλαθαο   1

cC CP    δελ έρεη  ηδηαίηεξε   δνκή. 

Ο πίλαθαο 
cF c c cA A B F  είλαη επίζεο ζε ειέγμηκε κνξθή κε εληειώο παξόκνηα δνκή κε 

ηνλ cA γηα νπνηνδήπνηε cF . Σα δεύγε ( , )c cA B
 
θαη ( , )cF cA B

 
έρνπλ ηνπο ίδηνπο δείθηεο 

ειεγμηκόηεηαο (controllability indices)    , 1,...,i i m  . 

Οη πίλαθεο ,c cA B  κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ  

 

 ,     c c c m c c mA A B A B B B    (4.12) 

 

όπνπ  
11 [ ,..., ]c mmA block diag A A  κε  
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1 1

0 0

,   , 1,...,
00

10 0 0

i i i i

ii c

I
A B block diag i m

     

    
    
        
    
     

     

 
 



. 

        Παξαηεξνύκε όηη νη πίλαθεο ,c cA B
 
νξίδνληαη πιήξσο από ηνπο m  ζε πιήζνο δείθηεs  

ειεγμηκόηεηαο , 1,...,i i m   (Brunovski canonical form) θαη m n

mA  θαη m m

mB   

είλαη θάπνηνη θαηάιιεινη πίλαθεο  κε 
1

m

i

i

n


  πνπ απνηεινύληαη από  ηηο 
1,..., m 

 

γξακκέο ησλ  ,c cA B (ζηνηρεία πνπ δειώλνληαη κε ×) όπνπ
1

, 1,...,
j

j i

i

j m 


   θαη 

κάιηζηα είλαη ην θνκκάηη ηνπ ειέγμηκνπ ζπζηήκαηνο πνπ κπνξεί λα αιιαρζεί κε ηελ 

αλάδξαζε θαηάζηαζεο. 

Έηζη  έρνπκε  

 ( ) ( ) ( ),cF c c c c c m c m c c c m m cA A B F A B A B B F A B A B F         (4.13) 

 

θαη κπνξνύκε  ηώξα λα επηιέμνπκε έλαλ n n  πίλαθα dA
 
κε επηζπκεηό ραξαθηεξηζηηθό   

πνιπώλπκν  

 1

1det( ) ( ) ...n n

d d n osI A a s s d s d

       (4.14) 

πνπ ζε ειέγμηκε κνξθή έρεη ηελ ίδηα δνκή κε ηνπο cA  θαη cFA  δειαδή  

 

 
md c c dA A B A    (4.15) 

 

Δμηζώλνληαο ηώξα cF dA A  από ηηο ζρέζεηο (4.13) θαη (4.15) παίξλνπκε 
md m m cA A B F 

  

θαη ηζνδύλακα 

 
1( )

mc m d mF B A A   (4.16) 

όπνπ  ππελζπκίδνπκε , ,
mm d mB A A είλαη νη m  

j -νζηέο γξακκέο ησλ , ,c d cB A A , αληίζηνηρα,       

(
1

, 1,...,
j

j i

i

j m 


  ). 
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Θα δνύκε ζηε ζπλέρεηα  πώο κπνξνύκε λα  επηιέγνπκε ηνλ n n  πίλαθα 
dA
  

ώζηε λα έρεη 

ην επηζπκεηό ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν. 

         Μηα επηινγή είλαη  

0 1 1

0 1 0

0 0 1
d

n

A

d d d 

 
 
 
 
 
   



   





. 

ηελ  πεξίπησζε απηή ν m n  πίλαθαο 
mdA είλαη  

 

 

0 1

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0md

n

A

d d 

 
 
 
 
 
  

  

    

  

     
 

 

Όπνπ ε i -γξακκή είλαη παληνύ κεδέλ, εθηόο από ην ζηνηρείν ηεο ( 1i  )-ζηήιεο  πνπ 

είλαη κνλάδα. 

         Μηα άιιε επηινγή είλαη ηεο κνξθήο  

[ ], , 1,...,d ijA A i j m   κε 0ijA    κε i j  θαη 

0 1 0

0 1
iiA

 
 
 
 
 
  



  

 

, όπνπ ε ηειεπηαία 

γξακκή επηιέγεηαη έηζη ώζηε ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν λα έρεη επηζπκεηέο ξίδεο. 

Παξαηεξνύκε όηη    11det( ) det( ) det( )d mmsI A sI A sI A    . Σν κεηνλέθηεκα απηήο ηεο 

επηινγήο  είλαη όηη  επηβάιεη πεξηνξηζκνύο ζην πιήζνο ησλ πξαγκαηηθώλ θαη ησλ 

κηγαδηθώλ ξηδώλ, αθνύ αλ γηα παξάδεηγκα 4, 2n m  θαη νη δηαζηάζεηο ησλ 11 22,A A  νη 

νπνίεο  είλαη αλάινγεο πξνο ηνπο δείθηεο ειεγμηκόηεηαο, είλαη 1 23, 1d d   αληίζηνηρα, 

ηόηε νη ηδηνηηκέο ηνπ πξώηνπ πίλαθα πξέπεη λα είλαη είηε θαη νη 3 πξαγκαηηθέο, είηε κία 

πξαγκαηηθή θαη δύν ζπδπγείο κηγαδηθέο, ελώ ηνπ δεύηεξνπ πίλαθα πνπ είλαη κνλαδηθή, 

πξέπεη λα είλαη αλαγθαζηηθά πξαγκαηηθή. 

         Δίλαη ηώξα πξνθαλέο όηη ν πίλαθαο αλάδξαζεο δελ είλαη κνλαδηθόο, αθνύ γηα 

δηαθνξεηηθνύο 
mdA δηαθνξεηηθνί cF  πξνθύπηνπλ, πνπ όινη επαλαηνπνζεηνύλ ηηο ηδηνηηκέο 

ηνπ ζπζηήκαηνο ζηηο ίδηεο επηζπκεηέο ηηκέο. 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ 4.3 

 

Αο  ζεσξήζνπκε  ην δεύγνο ( , )A B , όπνπ   

 

 

0 1 0 0 1

0 0 1       ,       1 1

0 2 1 0 0

A B

   
   

 
   
        

 

Ο πίλαθαο  ειεγμηκόηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη  

 
2 2 2

1 2 1 2 1 2

0 1 1 1 0 0

  [ , , ]  [ , , , , , ]  1 1 0 0 2 2

0 0 2 2 2 2

B AB A B b b Ab Ab A b A b

 
 

  
 
   



 

 

 κε  3rank n  , άξα  ην δεύγνο ( , )A B  είλαη ειέγμηκν. Ξεθηλώληαο από ηα 

αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά νη πξώηεο ηξεηο ζηήιεο ηνπ είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο. 

Καηαζθεπάδνπκε ηόηε ηνλ πίλαθα  πνπ απνηειείηαη από ηηο ηξεηο απηέο ζηήιεο 

μεθηλώληαο πξώηα από όζεο πεξηέρνπλ ην  1b , πνπ είλαη 2 ζε πιήζνο, θαη έπεηηα ην 

2b πνπ είλαη 1, έηζη νη δείθηεο ειεγμηκόηεηαο είλαη 1 2  θαη 2 1  , 

 1 1 2

0 1 1

[ , , ] 1 0 1

0 2 0

b Ab b

 
 

 
 
  

 θαη άξα
1

1
1 1

2

1
0 0

2

1
1 0

2



 
 
 
 
 
 
 
  



 

 

Από ηνλ ηειεπηαίν πίλαθα ζα επηιέμνπκε ηελ  2
ε
 θαη 3

ε  
γξακκή, κηαο θαη 1 1 2    θαη  

2 1 2 2 1 3       , νη νπνίεο είλαη νη   
1

1
[0,0, ]

2
q    θαη  

2

1
[1,0, ]

2
q     

αληίζηνηρα. Μπνξνύκε ηώξα λα θαηαζθεπάζνπκε ηνλ πίλαθα κεηαζρεκαηηζκνύ 

νκνηόηεηαο P πνπ ζα θέξεη ην ζύζηεκα ζε ειέγμηκε κνξθή. 
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1

1

11

1

1

2

2

2 1

2

1
0 0

2

1
0 1

2

1
1 0

2

q

q
q A

P q A
q

q

q A









   
   
     
             
               





θαη 
1

1 0 1

1 1 0

2 0 0

P

 
 


 
  

 

 

11 12

1

21 22

0 1 0

2 1 0

1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 2 1 0

1 0 0

0 0 0 0 1

c c c m

A A

A PAP A B A

A A



 
   

        
   
    

 

   
   

           
   
   





  

   








     



 

θαη   

 
1

2

0 0 0 0

1 1 1 0 1 1

0 1

0 1 0 1

c c m

B
B PB B B

B

   
   

                   
   
   

   

 

 

Αο  ππνζέζνπκε όηη νη επηζπκεηέο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A BF  είλαη νη  

2, 1 , 1j j      δειαδή ην επηζπκεηό πνιπώλπκν είλαη 

2 3 2( ) ( 2)( 2 2) 4 6 4da s s s s s s s        . 

 

 

 

 

Α) Αλ  ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ πξώην ηξόπν επηινγήο πνπ πεξηγξάςακε ζηα 

παξαπάλσ, δειαδή 

 

0 1 1

0 1 0

0 0 1
d

n

A

d d d 

 
 
 
 
 
   



   





θαη ζηε δηθή καο πεξίπησζε 

0 1 0

0 0 1

4 6 4

dA
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Σόηε ν m n  πίλαθαο 
mdA είλαη  

 

 

0 1

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0md

n

A

d d 

 
 
 
 
 
  

  

    

  

     
 

 

όπνπ ε i -γξακκή είλαη παληνύ κεδέλ, εθηόο από ην ζηνηρείν ηεο ( 1i  )-ζηήιεο  

πνπ είλαη κνλάδα. Έηζη εδώ έρνπκε ηνλ 2 3  πίλαθα  όπνπ ε 1
ε
γξακκή είλαη παληνύ 

κεδέλ εθηόο από ην ζηνηρείν ηεο 1 1 2 1 3     , 3
εο

ζηήιεο πνπ είλαη κνλάδα, 

νπόηε 
0 0 1

4 6 4mdA
 

  
   

. 

 

Ο  πίλαθαο 1
3 7 5

[ ]
5 6 4mc m d mF B A A  

    
     

 

θαη ν πίλαθαο αλάδξαζεο είλαη    

9
5 7

2

5
4 6  

2

cF F P

 
 

   
  
  

. 

 

 

Β) Αλ είρακε επηιέμεη ηνλ πίλαθα [ ], , 1,...,d ijA A i j m   κε 0ijA    κε ,i j  θαη 

0 1 0

0 1
iiA

 
 
 
 
 
  



  

 

, όπνπ ε ηειεπηαία γξακκή επηιέγεηαη έηζη ώζηε ην 

ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν λα έρεη επηζπκεηέο ξίδεο, δειαδή ζηελ πεξίπησζε καο 

11 12

21 22

0 1 0

2 2 0

0 0 2

d

A A
A

A A

 
 
         
 

 





   



θαη από όπνπ 
2 2 0

0 0 2mdA
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Ο  πίλαθαο 1
3 1 2

[ ]
1 0 2mc m d mF B A A

  
    

    

 

θαη ν πίλαθαο αλάδξαζεο είλαη    

2 1 2

1
2 0  

2

cF F P

  
  
 
 

. 

 

Παξαηεξνύκε όηη νη δηαθνξεηηθνί πίλαθεο επαλαηνπνζεηνύλ ηηο ηδηνηηκέο ηνπ 

A BF  ζηηο επηζπκεηέο ηηκέο  2, 1 , 1j j     .                                                        □ 
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5. ΔΠΑΝΑΣΟΠΟΘΔΣΖΖ  ΗΓΗΟΣΗΜΧΝ ΚΑΗ 

ΗΓΗΟΓΗΑΝΤΜΑΣΧΝ 

 

         Η ηαπηόρξνλε επαλαηνπνζέηεζε ηδηνηηκώλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ γηα ην ζρεδηαζκό 

γξακκηθώλ ρξνληθά ακεηάβιεησλ πνιιώλ εηζόδσλ-πνιιώλ εμόδσλ (ΜΙΜΟ) ζπζηεκάησλ 

απηνκάηνπ ειέγρνπ νλνκάδεηαη θαη επαλαηνπνζέηεζε ηδηνδνκήο (eigenstructure 

assignment)[6]. Πξόθεηηαη γηα  ηερληθέο  ζρεδηαζκνύ ζπζηεκάησλ απηνκάηνπ ειέγρνπ πνπ 

έρνπλ αλαπηπρζεί[12], πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε επζηαζή ζπζηήκαηα κε επηζπκεηά 

ραξαθηεξηζηηθά ζηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο κέζσ επηζπκεηώλ ηδηνηηκώλ 

θαη αληίζηνηρσλ ηδηνδηαλπζκάησλ. 

         Σα  βαζηθά βήκαηα είλαη ηα επόκελα ηέζζεξα: 

 α) Η επηινγή ελόο ζπλόινπ επηζπκεηώλ ηδηνηηκώλ (θάζκα). 

 β) Ο ππνρώξνο ησλ «επηηξεπηώλ» ηδηνδηαλπζκάησλ θαη νη ζπλζήθεο πνπ πξέπεη λα  

ηθαλνπνηνύληαη.  

γ) Η επηινγή θάπνησλ ζπγθεθξηκέλσλ ηδηνδηαλπζκάησλ, από όια ηα επηηξεπηά, αλάινγα 

κε ηελ ζηξαηεγηθή ηνπ ζρεδηαζκνύ. 

δ) Ο ππνινγηζκόο ηνπ λόκνπ ειέγρνπ, δειαδή ηνπ πίλαθα αλάδξαζεο F . 

         Θα πεξηγξάςνπκε κία ηέηνηα ηερληθή πνπ αλέπηπμε αξρηθά ν Moore ην 1976 [6]. Η 

ρξήζε θαλνληθήο ειέγμηκεο κνξθήο θαζώο θαη πεξηγξαθώλ  πνιπσλπκηθώλ πηλάθσλ ώζηε 

λα έρνπκε πην εύθνινπο ππνινγηζκνύο  νθείιεηαη ζηνλ Antsaklis[2]. 

 

        Αο ππνζέζνπκε όηη ν F έρεη επηιεγεί έηζη ώζηε ν A BF λα έρεη επηζπκεηή ηδηνηηκή 
js
      

κε αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα  
jv . Σόηε [ ( )] 0,j js I A BF v    πνπ κπνξεί λα γξαθεί   

 [ , ] 0
j

j

j

v
s I A B

Fv

 
  

 
 Equation Section (Next)(5.1) 

Πξνθεηκέλνπ λα πξνζδηνξίζνπκε έλαλ  πίλαθα  F  πνπ αλαζέηεη ηελ ηδηνηηκή 
js  ζαλ 

ηδηνηηκή ελόο  θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο, πξώηα ζα πξνζδηνξίζνπκε κηα βάζε ηνπ δεμηνύ 



ΔΠΑΝΑΣΟΠΟΘΔΣΗΗ  ΠΟΛΩΝ ΤΣΗΜΑΣΩΝ ΣΟ  ΥΩΡΟ  ΣΩΝ  ΚΑΣΑΣΑΔΩΝ  

 
 

41 
 

ππξήλα (null space) ηνπ [ , ]js I A B , δειαδή ζα κπνξνύζε θάπνηνο λα πξνζδηνξίζεη κία 

βάζε 
j

j

M

D

 
 
   

ηέηνηα ώζηε  

 [ , ] 0
j

j

j

M
s I A B

D

 
  

 
 (5.2) 

Παξαηεξνύκε όηη  ε δηάζηαζε ηεο βάζεο απηήο είλαη  

 ( ) [ , ] ( )jn m rank s I A B n m n m        

όπνπ  [ , ]jrank s I A B n   αθνύ ην δεύγνο ( , )A B είλαη ειέγμηκν. 

Αθνύ είλαη βάζε, ππάξρεη έλα κε κεδεληθό δηάλπζκα 1m  
ja ,  έηζη ώζηε  

 
j j

j

j j

M v
a

D Fv

   
   

    
 (5.3) 

πλδπάδνληαο ηηο ζρέζεηο 
j j jD a Fv     θαη    

j j jM a v έρνπκε 

  

 
j j j jFM a D a  (5.4) 

Η ηειεπηαία ζρέζε είλαη απηή πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηεί θάζε πίλαθαο F ώζηε  ε ηδηνηηκή 

js  λα είλαη ηδηνηηκή ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο. Σν κε κεδεληθό δηάλπζκα 
ja  κπνξεί λα 

επηιεγεί απζαίξεηα ώζηε 
j j jM a v , δειαδή ηζνύηαη κε ην ηδηνδηάλπζκα 

jv  πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ ηδηνηηκή  
js . Οη  παξαπάλσ ζπλζήθεο γηα ην κε κεδεληθό 1m δηάλπζκα  

ja  κπνξoύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηε δηαηύπσζε ηνπ παξαθάησ ζεσξήκαηνο. 

  

 

ΘΔΧΡΖΜΑ 5.1 

Σν δεπγάξη ( , )j js v  απνηειεί έλα δεύγνο (ηδηνηηκή, ηδηνδηάλπζκα)  ηνπ πίλαθα 

A BF , αλ θαη κόλνλ αλ,  ν F  ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε j j j jFM a D a
 
γηα θάζε κε 

κεδεληθό  δηάλπζκα  
ja  ηέηνην ώζηε 

j j jv M a ,  όπνπ  
j

j

M

D

 
 
 

 κηα βάζε ηνπ 

θελνύ ρώξνπ ηνπ [ , ]js I A B  ηέηνηα ώζηε [ , ] 0
j

j

j

M
s I A B

D

 
  

 
. 
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ΑΠΟΓΔΗΞΖ. 

Σν γεγνλόο όηη είλαη αλαγθαία ζπλζήθε είλαη πξνθαλέο ιόγσ ηεο θαηαζθεπήο. Γηα 

λα απνδείμνπκε όηη είλαη θαη ηθαλή ζπλζήθε, πνιιαπιαζηάδνπκε από ηα δεμηά ηνλ 

πίλαθα ( )js I A BF  κε
j jM a  θαη έρνπκε ιόγσ ηεο ζρέζεο 

j j j jFM a D a  

[ ( )] ( ) ( )j j j j j j j j j j j j js I A BF M a s I A M a BFM a s I A M a BD a        =

[ , ] 0 0
j

j j j

j

M
s I A B a a

D

 
   

 
.  Γειαδή 

 [ ( )] 0j j js I A BF M a  
‟
 

ζρέζε πνπ απνδεηθλύεη όηη ην 
js
 

έηλαη ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα A BF  θαη ην 

δηάλπζκα
j j jv M a  είλαη ην αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα.                                              ∎ 

 

          Αλ γξάςνπκε ηε ζρέζε (5.4) γηα  n επηζπκεηέο ηδηνηηκέο, όπνπ ηα  
ja  επηιέρζνύλ 

ώζηε ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλύζκαηα 
j j jv M a   λα είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα ηόηε 

 FV W  (5.5) 

όπνπ 
1 1 2 2[ , ,..., ]n nV M a M a M a    θαη 

1 1 2 2[ , ,..., ]n nW D a D a D a
 

νξίδνπλ κνλαδηθά ηνλ 

πίλαθα F σο ε ιύζε ησλ n γξακκηθά αλεμάξηεησλ απηώλ εμηζώζεσλ. Όηαλ  νη ηδηνηηκέο 

είλαη δηαθεθξηκέλεο, είλαη πάληνηε δπλαηόλ λα επηιέμνπκε ηα  
ja  ώζηε ν V  λα έρεη πιήξε 

ηάμε. ηελ πξαγκαηηθόηεηα νπνηνδήπνηε  ζύλνιν κε κεδεληθώλ δηαλπζκάησλ επαξθεί, 

γηαηί ηα n δηαλύζκαηα 
j jM a

 
είλαη πάληα γξακκηθά αλεμάξηεηα. 

            Ο πίλαθαο F πνπ επαλαηνπνζεηεί όιεο ηηο ηδηνηηκέο ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο δελ 

είλαη κνλαδηθόο. Όινη νη πίλαθεο F  είλαη παξακεηξηθνί ιόγσ ησλ δηαλπζκάησλ 
ja  θαη 

απηά κε ηε ζεηξά ηνπο ραξαθηεξίδνπλ ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλύζκαηα. ηελ πεξίπησζε κίαο 

εηζόδνπ ε ζρέζε 
j j j jFM a D a γίλεηαη

j jFM D όπνπ 
j jv M . ε απηήλ ηελ πεξίπησζε 

ν πίλαθαο  F  είλαη κνλαδηθόο. 

            Η επηινγή ηεο βάζεο 
j

j

M

D

 
 
    

κπνξεί λα γίλεη κε έλαλ δηαθνξεηηθό ηξόπν, κε 

απινύζηεξνπο ππνινγηζκνύο όηαλ είλαη γλσζηή ε ειέγμηκε κνξθή ηνπ δεύγνπο ( , )A B . 
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πγθεθξηκέλα παξαηεξνύκε όηη    
1 ( )

[ , ] 0
( )

P S s
sI A B

D s

 
  

 
 όπνπ ν n m πίλαθαο ( )S s     

δίλεηαη από ηε ζρέζε 

1

1

( ) ( , 1,..., )

i

s
S s block diag i m

s
 

 
 
  
 
 
 


 θαη ηα 

i ,  1,2,...,i m  είλαη νη 

δείθηεο ειεγμηκόηεηαο ηνπ δεύγνπο ( , )A B , πξόθεηηαη δειαδή γηα έλαλ n m   πνιπσλπκηθό 

πίλαθα(
1

m

i

i

n 


 ). Δπίζεο ν m m  πνιπσλπκηθόο πίλαθαο ( )D s  δίλεηαη από ηε ζρέζε 

11( ) [ [ ,..., ] ( )].m

m mD s B diag s s A S s
 

 
Ο πίλαθαο P  είλαη ν πίλαθαο κεηαζρεκαηηζκνύ 

νκνηόηεηαο πνπ αλάγεη ην δεύγνο ( , )A B  ζε ειέγμηκε κνξθή 1,c cA PAP B PB   .   

Απνδεηθλύεηαη όηη  

 ( ) ( ) ( )c csI A S s B D s   (5.6) 

Πξάγκαηη, έρνπκε   

 1( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )c c m m m c c mB D s B B B s A S s B s B A S s       

θαζώο επίζεο  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

c c c c m

c c m c c m

sI A S s sS s A S s sS s A B A S s

sI A S s B A S s B s B A S s

      

    
 

 

Από ηελ (5.6) θαη από ηηο ζρέζεηο 1,c cA PAP B PB   έρνπκε  

 1( ) ( ) ( )sI A P S s BD s   

 

Οη πίλαθεο 1 ( ), ( )P S s D s   νη νπνίνη έρνπλ ηνλ ίδην αξηζκό γξακκώλ, απνδεηθλύεηαη όηη 

είλαη δεμηά πξώηνη πνιπσλπκηθνί πίλαθεο (right comprime), γηα ηνπο νπνίνπο γλσξίδνπκε 

όηη 

1 ( )

( )

j

j

P S s
rank m

D s

 
 

  

 γηα θάζε  
js ,  θη έηζη ν 

1 ( )

( )

j

j

P S s

D s

 
 
  

 απνηειεί  κία  βάζε  ηνπ 

θελνύ ρώξνπ ηνπ πίλαθα [ , ]sI A B ( P I  όηαλ ην ζύζηεκα είλαη ζε ειέγμηκε κνξθή). 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ 5.1 

          

Αο ζεσξήζνπκε  ην δεύγνο ( , )A B , όπνπ   

 

 

0 1 0 0 1

0 0 1       ,       1 1

0 2 1 0 0

A B

   
   

 
   
      

 

 

Αο  ππνζέζνπκε όηη νη επηζπκεηέο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A BF  είλαη νη  

2, 1 , 1j j      θαη έζησ 1 2 32, 1 , 1s s j s j        . 

ην παξάδεηγκα (4.3) είρακε ππνινγίζεη ηνλ πίλαθα κεηαζρεκαηηζκνύ P  πνπ θέξλεη 

ην ζύζηεκα ζε ειέγμηκε κνξθή, θαζώο θαη ηνλ αληίζηξνθό ηνπ  

          

1

1 0 1

1 1 0

2 0 0

P

 
 


 
    

Οη δείθηεο ειεγμηκόηεηαο είλαη 1 2  θαη 2 1   θαη άξα ν πίλαθαο 

1

1

( ) ( , 1,..., )

i

s
S s block diag i m

s
 

 
 
  
 
 
 


=

1 0

0

0 1

s

 
 
 
  

, 
1

1 1

( ) 1 0

2 0

P S s s

 
 

 
 
  

 θαη 

1

2 2

1
1 1 2 00 1

( ) [ [ ,..., ] ( )]
0 1 1 00 1

m

m m

ss s s s
D s B diag s s A S s

s s


           

                    

 

Άξα  

 
1

2

1 1

1 0

( ) 2 0( )

( ) ( )

( 1)

1

s

M s P S s

D s D s

s s s

s
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         Γηα 
1 2s    έρνπκε

1

1

M

D

 
 

 
 

1 1

1 0

( 2) 2 0

( 2)

1 2

1 2

M

D

 
 

 
  

   
    

  
 
 

 
 

          Γηα 2 1s j    έρνπκε 
2

2

1 1

0

2 0

2 1

1 1

j

M

D

j j

j

 
 
 
  

   
   

   
 

 

 
θαη ηέινο γηα *

3 21s j s    , 

          ν       ζπδπγήο κηγαδηθόο  ηνπ ηνπ 
2s  ζα έρνπκε 

2

*

23

*

3

1 1

0

2 0

2 1

1 1

j

MM

DD

j j

j

 
 


 
    

            
   
 

 

 
. 

     Κάζε ηδηνδηάλπζκα i i iv M a  είλαη γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ ζηειώλ ηνπ 

πίλαθα     , 1, 2 , 3iM i  . Παξαηεξνύκε, επίζεο,  όηη  *

3 2v v . Αλ  επηιέμνπκε ηα 

ηδηνδηαλύζκαηα 1 2 3

1 1 1

[ , , ] 0

0 2 2

V v v v j j

 
 

  
 
  

δειαδή 1 2 3

0 1 1
, ,

1 0 0
a a a

     
       
     

,  

ε ζρέζε (5.5) γίλεηαη  

 1 1 2 2 3 3

2 2 2
[ , , ]

2 1 1

j j
FV W D a D a D a

    
    

   
 

θαη  άξα    

 

2 1 2

1
2 0

2

F

  
 
 
 

. 

Πξάγκαηη   ν πίλαθαο  
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1
2 1

2

1
0 1

2

0 2 1

A BF

 
 
 
    
 
 


 
  

 έρεη ηηο επηζπκεηέο  ηδηνηηκέο θαζώο θαη ηα αληίζηνηρα    

ηδηνδηαλύζκαηα.                                                                                                          □  
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6. ΠΑΡΑΜΔΣΡΗΚΖ ΜΔΘΟΓΟ 

 

         Αο ζεσξήζνπκε δύν πίλαθεο ,A B  κε δηαζηάζεηο ,n m m n   αληίζηνηρα, θαη αο 

ζπκβνιίζνπκε κε  ,n mI I
 
ηνπο κνλαδηαίνπο πίλαθεο ηάμεο ,n n m m   αληίζηνηρα. Μία 

πνιύ ρξήζηκε ηαπηόηεηα ζηηο εθαξκνγέο ηεο Θεσξίαο Διέγρνπ είλαη ε εμήο

  

 n mI AB I BA    Equation Section (Next)(6.1) 

  

         Ο πξώηνο  πνπ ρξεζηκνπνίεζε ηελ ζρέζε απηή ζηα πξνβιήκαηα ηεο Θεσξίαο 

Διέγρνπ ήηαλ ν Plotkin (1964). O  Kalman(1964) ρξεζηκνπνίεζε ηελ  εηδηθή πεξίπησζε 

1m  , ελώ ν Sain (1966) αζρνιήζεθε ιεπηνκεξώο ηόζν κε ηελ ίδηα ηελ ηαπηόηεηα, όζν 

θαη κε δηαθνξεηηθέο κνξθέο ηεο θαη ηελ εθάξκνζε πξνθεηκέλνπ λα απινπνηήζεη 

ππνινγηζκνύο   ησλ ηδηνηηκώλ  ησλ πηλάθσλ [12].     

         Σν 1974 ν Brogan [3] ρξεζηκνπνίεζε ηελ παξαθάλσ ηαπηόηεηα ζε κία παξακεηξηθή 

πξνζέγγηζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο επαλαηνπνζέηεζεο πόισλ ελόο θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο. 

Οη Fahmy θαη  O‟Reilly(1982)[4,5,7] αλέπηπμαλ κηα  πην  γεληθεπκέλε θαη  απινπζηεπκέλε  

πξνζέγγηζε από απηήλ  ηνπ Brogan, ηελ νπνία θαη ζα πεξηγξάςνπκε, πνπ πεξηιακβάλεη θαη 

ηελ πεξίπησζε επαλαιακβαλόκελσλ ηδηνηηκώλ, δειαδή ηδηνηηκώλ κε πνιιαπιόηεηα 

κεγαιύηεξε ηεο κνλάδαο, θαζώο επίζεο επηρεηξεί λα ππνινγίζεη όινπο ηνπο ειεγθηέο 

κειεηώληαο ηηο δηαθνξεηηθέο Jordan κνξθέο ηνπ ζπζηήκαηνο . 

           Η κέζνδνο απηή ζα κπνξνύζε λα αλήθεη ζηελ πξνεγνύκελε θαηεγνξία γηαηί  ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα ηα δηαλύζκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ επαλαηνπνζέηεζε ησλ 

επηζπκεηώλ ηδηνηηκώλ  γελλνύλ ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλύζκαηα, ή αληίζηξνθα, ε 

πξνεγνύκελε κέζνδνο ζα κπνξνύζε λα νλνκαζζεί θαη παξακεηξηθή κηαο θαη νη πίλαθεο F  

πνπ ππνινγίζακε παξακεηξνπνηνύληαη ιόγσ ησλ δηαλπζκάησλ 
ja . Έηζη δηαπηζηώλνπκε 

άιιε κηα θνξά όηη ε ηαμηλόκεζε ησλ δηαθόξσλ κεζόδσλ επαλαηνπνζέηεζεο πόισλ-

ηδηνηηκώλ είλαη ππνθεηκεληθή ιόγσ ηεο αιιεινεπηθάιπςεο.  
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ΓΗΑΣΤΠΧΖ ΣΟΤ ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΟ 

 

Αο ζεσξήζνπκε έλα γξακκηθό ρξνληθά ακεηάβιεην ζύζηεκα ζην ρώξν ησλ θαηαζηάζεσλ 

πνπ πεξηγξάθεηαη από ηηο εμηζώζεηο 

     ,     x Ax Bu y Cx Du     (6.2) 

 όπνπ , ,     n n n m p n p mA B C D           

  ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο θαη u ην δηάλπζκα εηζόδνπ  θαη αο  παξαζηήζνπκε 

 κε 

x

    

 u Fx  (6.3) 

                                           

ηνλ λόκν αλάδξαζεο θαηάζηαζεο . Σν θιεηζηό ζύζηεκα (compensated or closed-loop system)

 ζα δίλεηαη από ηηο εμηζώζεηο

 

 ( )x A BF x   (6.4) 

Σν πξόβιεκα  δηαηππώλεηαη σο εμήο: λα πξνζδηνξίζνπκε έλαλ πξαγκαηηθό πίλαθα 

αλάδξαζεο F  έηζη ώζηε ην ζύζηεκα (6.2) λα έρεη έλα απζαίξεην ζύλνιν από ηδηνηηκέο 

{ }i καδί κε έλα ζύλνιν ηδηνδηαλπζκάησλ. Απηό ππνλνεί ηελ ρξήζε ηνπ αληίζηνηρνπ 

ειάρηζηνπ πνιπσλύκνπ θαη όισλ ησλ πηζαλώλ Jordan κνξθώλ  ηνπ πίλαθα  A BF πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζην επηζπκεηό ζύλνιν ηδηνηηκώλ. Τπνζέηνπκε όηη ην { }  
δελ πεξηέρεη θακία 

από ηηο ηδηνηηκέο ηνπ αλνηθηνύ ζπζηήκαηνο. 

Όπσο πξνείπακε ν Brogan[3] εμέθξαζε ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ θιεηζηνύ 

ζπζηήκαηνο  

 ( ) nP I A BF     (6.5) 

σο  γηλόκελν δύν άιισλ νξηδνπζώλ, 

  1 1

1

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n n n

n n n

P I A BF I A I I A BF I A I I A BF

P I I A BF P I S F

     

   

 



             

    
 (6.6) 

όπνπ 0( )P  είλαη ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ αλνηθηνύ ζπζηήκαηνο, δειαδή 

0( ) nP I A    θαη   ( ) ( )S B   , όπνπ 1( ) ( )nI A    . 
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6.1 ΠΔΡΗΠΣΧΖ ΓΗΑΚΔΚΡΗΜΔΝΧΝ ΗΓΗΟΣΗΜΧΝ 

 

Αλ όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο είλαη δηαθεθξηκέλεο { }  
ηόηε ην  

ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο παίξλεη ηε κνξθή  

 
1 2( ) ( )( )...( ) 0nP             (6.7) 

Λόγσ ηεο ζρέζεο (6.1) θαη ηεο παξαδνρήο όηη ην { }  
δελ πεξηέρεη θακία από ηηο ηδηνηηκέο 

ηνπ αλνηθηνύ ζπζηήκαηνο έρνπκε  

 ( ) 0,        1,2,...,n iI FS i n    (6.8) 

 

Η νξίδνπζα κεδελίδεηαη, αλ  θαη κνλό αλ,  νη ζηήιεο ηνπ πίλαθα [ ( )]n iI FS 
 
είλαη 

γξακκηθά εμαξηεκέλεο. Έηζη γηα θάπνηα κε κεδεληθά δηαλύζκαηα n-δηάζηαζεο iw έρνπκε  

 

  ( ) 0n i iI FS w      ή   ( )i i iFS w w   (6.9) 

πνπ κπνξεί λα γξαθεί  

    1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( )n n nF S w S w S w w w w        (6.10) 

 

Σα δηαλύζκαηα iw
 
επηιέγνληαη απζαίξεηα ππό ηε ζπλζήθε όηη ηα n δηαλύζκαηα ( )i iS w

 

είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα. Σόηε  

 

   
1

1 2 3 1 1 2 2( ) ( ) ( )n nF w w w S w S w S w  


    . (6.11) 

 

Απηή είλαη ε παξακεηξηθή έθθξαζε γηα ηνλ πίλαθα αλάδξαζεο F , κε ηα δηαλύζκαηα iw  

λα είλαη νη ειεύζεξεο παξάκεηξνη, πξάγκα πνπ δείρλεη όηη ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο δελ 

είλαη κνλαδηθή. 

Η παξαπάλσ ζρέζε είλαη γελίθεπζε ηεο πξνζέγγηζεο ηνπ Brogan.  πγθεθξηκέλα ν  

Brogan πξόηεηλε γηα λα ηθαλνπνηείηαη ε ζρέζε (6.8)  λα κεδελίδεηαη κηα από ηηο ζηήιεο ηνπ 

πίλαθα  ( )n iI FS  . Απηή είλαη πξνθαλώο ηθαλή ζπλζήθε, αιιά όρη απαξαίηεηα 
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αλαγθαία. Η ιύζε ηνπ είλαη ε εηδηθή πεξίπησζε πνπ ηα 
iw
 
επηιέγνληαη λα είλαη ζηήιεο ηνπ 

κνλαδηαίνπ πίλαθα θαη γη‟ απηό είλαη  έλα ππνζύλνιν ησλ πηζαλώλ ιύζεσλ. 

          Σα δηαλύζκαηα ( )i iS w
 

είλαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ηα ηδηνδηαλύζκαηα 
iv  πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζηηο ηδηνηηκέο πνπ επαλαηνπνζεηνύληαη θαη ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε ηδηνηηκή-

ηδηνδηάλπζκα  

 ( ) i i iA BF v v  . (6.12) 

Πξάγκαηη  

 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i i i i i i

A BF S w AS w BFS w

A A Bw Bw A A Bw A A Bw

A A A Bw A Bw S w

  

   

     

  

 

   

           

        

 

 

         Αο ζπκεζνύκε όηη γηα έλαλ πξαγκαηηθό πίλαθα, ην ηδηνδηάλπζκα πνπ αληηζηνηρεί ζε 

κία πξαγκαηηθή ηδηνηηκή είλαη πξαγκαηηθό θαη ην δεύγνο ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ πνπ 

αληηζηνηρεί ζε έλα δεύγνο ζπδπγώλ ηδηνηηκώλ είλαη επίζεο ζπδπγείο κηγαδηθνί. Η 

πξνεγνύκελε πξνζέγγηζε επαλαηνπνζέηεζεο πόισλ ραξαθηεξίδεη ην ζύλνιν ησλ 

ηδηνδηαλπζκάησλ ζηελ απζηεξή παξακεηξηθή κνξθή 

1 1 1 2 2 2[ ( )  , ( )  ,...,  ( ) ]n n nv S w v S w v S w V        . Η ειεπζεξία ζηελ επηινγή ησλ 

παξακεηξηθώλ ηδηνδηαλπζκάησλ, αληηθαηνπηξίδεη ηελ ειεπζεξία πνπ πξνζθέξεηαη από ηελ 

αλάδξαζε θαηάζηαζεο ζηελ αλάζεζε ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ, πέξα από ηελ 

επαλαηνπνζέηεζε ηδηνηηκώλ [4]. 
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6.2 ΠΔΡΗΠΣΧΖ ΔΠΑΝΑΛΑΜΒΑΝΟΜΔΝΧΝ ΗΓΗΟΣΗΜΧΝ 

(ΓΔΝΗΚΖ ΠΔΡΊΠΣΧΖ) 

 

         Όηαλ κεξηθέο (ή θαη όιεο ) από ηηο  ηδηνηηκέο ηνπ θιεηζηνύ  ζπζηήκαηνο πνπ ζέινπκε 

λα επαλαηνπνζεηήζνπκε είλαη επαλαιακβαλόκελεο ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ 

πίλαθα A BF  γξάθεηαη  

 

                       
1 2

1 2( ) ( ) ( ) ...( ) 0  ,  smm m

sP s n           
 

(6.13)
 

  

όπνπ   
im    είλαη νη αιγεβξηθέο πνιιαπιόηεηεο ησλ s  ηδηνηηκώλ 

i   κε 1,2,...,i s  θαη  

1 2 ... sm m m n    . 

Γηα λα απνηειεί  ην ζύλνιν { }i , ην ζύλνιν ησλ ηδηνηηκώλ(θάζκα) ηνπ θιεηζηνύ 

ζπζηήκαηνο πξέπεη λα ηθαλνπνηνύληαη νη παξαθάησ ζρέζεηο: 

 

 ( ) 0,      1,2,...,iP i s    (6.14) 

θαη  

 ( ) 0,        =1,2,..., 1.i i

d
P m

d




 


   (6.15) 

 

         Οη ηειεπηαίεο δύν ζρέζεηο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα πξνζδηνξίζνπκε  n   

αλεμάξηεηεο δηαλπζκαηηθέο εμηζώζεηο   έηζη ώζηε ν θαηάιιεινο πίλαθαο αλάδξαζεο 

θαηάζηαζεο  F  λα βξεζεί. Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαθεθξηκέλσλ ηδηνηηκώλ 

κπνξνύκε λα γξάςνπκε γηα θάζε ηδηνηηκή i , ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε  (6.14), έλα  

πιήζνο εμηζώζεσλ, αο πνύκε iq ,  ηεο κνξθήο  

 

 ( ) , 1,2,...,i ij ij iFS w w j q    (6.16) 

 

θαη πξνζζέηνπκε i im q
 
εμηζώζεηο ηεο κνξθήο  
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( )

0, 1,2,...,i
ij ij

d S
F w p

d









   (6.17) 

 

όπνπ ην πιήζνο ησλ παξαγώγσλ πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε
1 2 ...

ii i iq ip p p m    . 

Υσξίο πεξηνξηζκό ηεο γεληθόηεηαο, ππνζέηνπκε 
1 2 ...

ii i iqp p p  
 

 

πιιέγνληαο ηώξα ηα  ηηο n  δηαλπζκαηηθέο εμηζώζεηο   πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο ζρέζεηο 

(6.16) θαη (6.17) έρνπκε  

 

 1 2 1 2[ ( ) ( ) ... ( )] [ ... ]s sF D D D W W W     (6.18) 

όπνπ   

 
1 2

1 2

0 ... 0 | 0 ... 0 | ... | 0 ... 0

| | | ... | |

i

i

i i i iq

i i iq

W w w w

p p p

   

     
 (6.19) 

θαη 

1 1

1 1

1 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) | ... | ( ) ( ) ... ( )
i i

p pi ii i i

p p

i i i i i i i i iq i iq i iq

d d d d
D S w S w S w S w S w S w

d dd d
      

  
 

  
 
 



  

  (6.20) 

 

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαθεθξηκέλσλ ηδηνηηκώλ, ηα n-δηάζηαηα παξακεηξηθά 

δηαλύζκαηα 
ijw

 
επηιέγνληαη απζαίξεηα ππό ηε ζπλζήθε όηη νη ζηήιεο ηνπ πίλαθα 

1 2[ ( ) ( ) ... ( )]sD D D  
 
λα είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο θαη ηόηε ν πξαγκαηηθόο πίλαθαο 

F εθθξάδεηαη σο εμήο: 

 1

1 2 1 2[ ... ][ ( ) ( ) ... ( )]s sF W W W D D D     (6.21) 

 

        Έρνληαο αλαπηύμεη ηελ πξνεγνύκελε έθθξαζε ηνπ πίλαθα αλάδξαζεο, πξνθεηκέλνπ 

λα επαλαηνπνζεηήζνπκε έλα ζπγθεθξηκέλν ζύλνιν ηδηνηηκώλ { }i  ηνπ θιεηζηνύ 

ζπζηήκαηνο, αλαγλσξίδνπκε ζηηο ζηήιεο ησλ ( )iD   ην αληίζηνηρν ζύλνιν ησλ 

γεληθεπκέλσλ ηδηνδηαλπζκάησλ. Έηζη κπνξνύκε λα εθθξάζνπκε ηνλ πίλαθα (6.20)  κε έλαλ 

δηαθνξεηηθό αιιά πην εύρξεζην ηξόπν, ζηνλ νπνίν ρξεζηκνπνηνύληαη ηα γεληθεπκέλα 

ηδηνδηαλύζκαηα. 
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1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 12 1 1 2( ) , ,..., | ... | , ,...,
i i i i iqi

i i i i i i

i p q q q pD v v v v v v  
 

 (6.22) 

 

όπνπ ηα δηαλύζκαηα ζηελ πξώηε «αιπζίδα» ππνινγίδνληαη κε ηηο παξαθάησ ζρέζεηο  

 

 

( )

11 1

( ) 1

1 1 1

( )

( 1) ( ) , 2,3,...,

i

i i

i j j

j i i i

v Bw

v Bw j p

 

 

 


   

 (6.23) 

 

         Σώξα είκαζηε ζε ζέζε λα εμεγήζνπκε όια ηα πξνεγνύκελα απνηειέζκαηα. Σν 

θιεηζηό ζύζηεκα ( )x A BF x   έρεη έλα απζαίξεην ζύλνιν από ηδηνηηκέο { }i . Γηα θάζε 

ηδηνηηκή i ε αιγεβξηθή πνιιαπιόηεηα είλαη im
 
θαη ε γεσκεηξηθή πνιιαπιόηεηα είλαη 

iq (όηαλ έρνπκε δηαθεθξηκέλεο ηδηνηηκέο είλαη 1i im q  ). Οη «αιπζίδεο» ησλ 

γεληθεπκέλσλ ηδηνδηαλπζκάησλ ηεο ζρέζεο (6.22) πεξηγξάθνληαη κε απζηεξά παξακεηξηθή 

κνξθή κε ηα 
ijw  λα είλαη  ηα ειεύζεξα παξακεηξηθά δηαλύζκαηα, πνπ ν ζπλνιηθόο αξηζκόο 

ηνπο είλαη 1 2 ... sq q q   . Η Jordan θαλνληθή κνξθή ηνπ πίλαθα A BF απνηειείηαη από 

iq
 
Jordan blocks γηα θάζε ηδηνηηκή i , ην πξώην block είλαη ηάμεο 1 1i ip p , ην δεύηεξν 

είλαη ηάμεο 2 2i ip p  θ.ν.θ. 

Η ειεπζεξία ζηελ επηινγή ησλ παξακεηξηθώλ δηαλπζκάησλ απνδεηθλύεη πσο ε ιύζε 

δελ είλαη κνλαδηθή [4]. 
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       ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ 6.1 

 

Αο ζεσξήζνπκε έλα ζύζηεκα ζπλερνύο ρξόλνπ ηεο κνξθήο     x Ax Bu  όπνπ  

 

0 1 2 1 2

2 3 0 , 1 0

2 1 0 0 0

A B

   
   

  
   
       

 

θαη έζησ νη επηζπκεηέο ηδηνηηκέο { 1, 1, 2}   . 

Η Jordan θαλνληθή κνξθή ηνπ πίλαθα A BF  ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο ζα έρεη κία 

από ηηο παξαθάησ κνξθέο : 

 1 2

1 0 0 1 1 0

0 1 0 , 0 1 0

0 0 2 0 0 2

J J

    
   

   
   
       

 

ηελ πξώηε πεξίπησζε ζηελ ηδηνηηκή 1 1    αληηζηνηρνύλ 1 2q   Jordan blocks, ην 

πξώην ηάμεο  11 11 1 1p p  
 
θαη ην δεύηεξν ηάμεο 12 12 1 1p p   .  Έηζη έρνπκε  

  

              

 (1) (1)

1 11 21( ) |D v v      

 όπνπ  

(1) 1 1

11 1 11 11 11

(1) 1 1

21 1 12 12 12

1 4

26 13

7 2
( ) ( )

26 13

9 10

26 13

1 4

26 13

7 2
( ) ( )

26 13

9 10

26 13

v I A Bw I A Bw w

v I A Bw I A Bw w





 

 

 
  
 
        
 
 
  
  

 
  
 
        
 
 
  
  

θαη 

          Δλώ ζηε δεύηεξε ηδηνηηκή 2 2      αληηζηνηρεί  2 1q    Jordan block ηάμεο     
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 21 21 1 1p p   .  Έηζη έρνπκε (2)

2 11( )D v      όπνπ  

(2) 1 1

11 2 21 21 21

1 5

8 12

1 1
( ) ( 2 )

4 6

1 1

4 2

v I A Bw I A Bw w  

 
  
 
        
 
 
  
  

 

Δπηιέγνπκε, απζαίξεηα ηα 
11 12 21, ,w w w

 
ώζηε νη ζηήιεο ηνπ  πίλαθα 

1 2[ ( ) ( )]D D   λα είλαη 

γξακκηθά αλεμάξηεηεο, έζησ  

 
11 12 21

1 0
,

0 1
w w w

   
     
   

 

θη έηζη                1 2

1 4 5

26 13 12

7 2 1
[ ( ) ( )]

26 13 6

9 10 1

26 13 2

D D 

 
   
 
    
 
 
   
  

 

 

1

1

1 2

1 4 5 4 13 1

26 13 12 3 3 3

7 2 1 13 11
[ ( ) ( )] 2

26 13 6 4 4

4 2 29 10 1

26 13 2

D D 





   
      
   
        
   
   

 
     
      

 

 1

11 12 21 1 2

1 0 0
[ ][ ( ) ( )]

0 1 1
F w w w D D    
   

 

4 13 1

3 3 3

13 11
2

4 4

4 2 2

 
 

 
 
 
 
 
 
  

4 13 1

3 3 3

5 3
2

4 4

 
 

  
  
  

 

ηε  δεύηεξε πεξίπησζε ζηελ ηδηνηηκή 1 1    αληηζηνηρεί 1 1q   Jordan block, ηάμεο 

11 11 2 2p p   . Έηζη έρνπκε  

  

              

 (1) (1)

1 11 12( ) |D v v      

 όπνπ  
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(1) 1 1

11 1 11 11 11

(1) 2 1 1 2 1 2

12 1 11 11 11

1 4

26 13

7 2
( ) ( )

26 13

9 10

26 13

89 35

676 169

1 11
( 1) (( ) ) (( ) )

676 169

57 49

676 169

v I A Bw I A Bw w

v I A Bw I A Bw w





 

  

 
  
 
        
 
 
  
  

 
 
 
         
 
 
  
  

θαη 

Δλώ ζηε δεύηεξε ηδηνηηκή 2 2      αληηζηνηρεί  2 1q    Jordan block ηάμεο 

21 21 1 1p p   . Έηζη έρνπκε (2)

2 11( )D v      όπνπ  

(2) 1 1

11 2 21 21 21

1 5

8 12

1 1
( ) ( 2 )

4 6

1 1

4 2

v I A Bw I A Bw w  

 
  
 
        
 
 
  
  

 

Δπηιέγνπκε, απζαίξεηα ηα 11 21,w w
 
ώζηε νη ζηήιεο ηνπ  πίλαθα 1 2[ ( ) ( )]D D   λα 

είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο, έζησ  

 11 21

0 1
,

1 1
w w

   
    
     

ηόηε 

 1 2

4 35 13

13 169 24

2 11 5
[ ( ) ( )]

13 169 12

10 49 3

13 169 4

D D 
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1

1

1 2

4 35 13

13 169 24

2 11 5
[ ( ) ( )]

13 169 12

10 49 3

13 169 4

D D 





 
  
 
   
 
 
   
  

 

 

1

1

11 11 21 1 2

4 35 13

13 169 24

0 0 1 2 11 5
[ ][ ( ) ( )]

1 1 1 13 169 12

10 49 3

13 169 4

F w w w D D 





 
  
 

          
 
   
    

γηα ηνλ νπνίν εύθνια δηαπηζηώλνπκε όηη επαλαηνπνζεηεί  ηηο ηδηνηηκέο ηνπ θιεηζηνύ 

ζπζηήκαηνο ζηηο  επηζπκεηέο ζέζεηο.        □ 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ 

 

ΔΝΣΟΛΔ ΣΟ MATHEMATICA ΚΑΗ ΣΟ MATLAB ΠΟΤ 

ΤΠΟΛΟΓΗΕΟΤΝ ΣΟΝ ΠΗΝΑΚΑ ΑΝΑΓΡΑΖ 

 

          Η  Wolfram Research εμέδσζε ηνλ Ινύιην ηνπ 2006  έλα θαηλνύξην παθέην 

εξγαιεηνζήθε γηα ην Mathematica, ην Polynomial Control System(PCS), πνπ επεθηείλεη ηε 

ιεηηνπξγηθόηεηα ηνπ πξνγελέζηεξνπ Control System Professional Suite (CSPS) (είρε 

πξσηνθπθινθνξήζεη  ζηα κέζα ηνπ 2003) ην νπνίν ηώξα πηα  απνηειείηαη από ην Control 

System Professional(CSP), ην Advanced Numerical Methods(ANM) θαη ην λέν 

Polynomial Control Systems. 

         Tν PCS παξνπζηάδεη θαηλνύξηα εξγαιεία γηα ηελ   κνληεινπνίεζε, ηελ αλάιπζε θαη 

ην ζρεδηαζκό ζπζηεκάησλ ειέγρνπ πνπ πεξηγξάθνληαη από εμηζώζεηο πνιπσλπκηθώλ 

πηλάθσλ ή ξεηώλ πηλάθσλ.  Θα  αζρνιεζνύκε εδώ κε θάπνηεο λέεο εληνιέο θαη ζα ηηο 

ζπγθξίλνπκε κε ηηο αληίζηνηρεο πνπ είλαη δηαζέζηκεο ζην Matlab [10]. 

          Tν PCS   παξέρεη αξθεηά εξγαιεία ζρεδηαζκνύ θαη ζύλζεζεο πξνθεηκέλνπ λα καο 

βνεζήζεη ζηελ δηαδηθαζία ζρεδηαζκνύ ηνπ απηνκάηνπ ειέγρνπ, εηδηθά ζηα ζπζηήκαηα 

πνιιώλ εηζόδσλ, πνιιώλ εμόδσλ (ΜΙΜΟ systems). 

 

ΔΠΑΝΑΣΟΠΟΘΔΣΖΖ ΠΟΛΧΝ ΜΔ ΑΝΑΓΡΑΖ ΚΑΣΑΣΑΖ 

 

Αο ζεσξήζνπκε έλα γξακκηθό ρξνληθά ακεηάβιεην ζύζηεκα ζην ρώξν ησλ 

θαηαζηάζεσλ πνπ πεξηγξάθεηαη από ηηο εμηζώζεηο 

     ,     x Ax Bu y Cx Du   
 

Έζησ όηη δίλνληαη νη πίλαθεο n nA   θαη  n mB  , όπνπ n θαη m  είλαη ην πιήζνο ησλ 

εηζόδσλ θαη ησλ εμόδσλ, αληίζηνηρα. Σν πξόβιεκα ηεο επαλαηνπνζέηεζεο πόισλ  κε 

αλάδξαζε θαηάζηαζεο είλαη λα βξνύκε έλαλ ζηαζεξό πίλαθα αλάδξαζεο  θαηάζηαζεο  
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m nK  , όπνπ K wk , ώζηε νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα ηνπ  θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο 

cA A BK    λα    βξίζθνληαη ζε επηζπκεηέο ηνπνζεζίεο . 

       Οξίδνπκε πξώηα ηνπο πίλαθεο  , ,A B C  θαη  έπεηηα βξίζθνπκε ηελ πεξηγξαθή ζην 

ρώξν ησλ θαηαζηάζεσλ.  Όπσο γλσξίδνπκε  κπνξνύκε λα βξνύκε ηνλ πίλαθα αλάδξαζεο 

αλ θαη κόλνλ αλ ην ζύζηεκα είλαη ειέγμηκν. ηε ζπλέρεηα πξνζδηνξίδνπκε ηηο επηζπκεηέο 

ηδηνηηκέο ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο. 

 

<<PolynomialControlSystems` 

 <<LinearAlgebra`MatrixManipulation` 

 A={{0,1,0},{0,0,1},{0,2,-1}}; 

 B={{0,1},{1,1},{0,0}}; 

 aircraft=StateSpace[A,B] 

 Controllable[aircraft] 

 True 
  desiredCLSPoles={-1-i,-1+i,-2}; 
 
 
          Σo  PCS επεθηείλεη ηελ εληνιή StateFeedbackGains[ ]  ηνπ CSP, εηζάγνληαο ηξεηο 

θαηλνύξηεο κεζόδνπο: Mapping, Spectral, FullRank πξνθεηκέλνπ λα ππνινγίζνπκε ηνλ 

πίλαθα αλάδξαζεο. Οη δύν πξώηεο, όπσο θαη ε κέζνδνο  Ackermann ηνπ CSP,  παξάγνπλ 

πίλαθεο πξώηεο ηάμεο. Η Spectral παξάγεη πην αθξηβή απνηειέζκαηα όζνλ αθνξά ηνπο  

αξηζκεηηθνύο ππνινγηζκνύο, ελώ ε Mapping πην γξήγνξα απνηειέζκαηα, όηαλ νη 

ππνινγηζκνί γίλνληαη κε ζπκβνιηθό ηξόπν. 

         Η εληνιή Rationalize ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα πάξνπκε ηελ αθξηβή πεξηγξαθή ηνπ   

ζπζηήκαηνο. ηηο κεζόδνπο  απηέο είλαη απαξαίηεηε ε επηινγή ηνπ δηαλύζκαηνο 

(ControlInput) w πνπ νξίδεη ηε βαξύηεηα ησλ εηζόδσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

   StateFeedbackGains[Rationalize[aircraft],desiredCLSPoles, 
   MethodMapping,ControlInput{0,1,0}] 

 
 StateFeedbackGains[Rationalize[aircraft],desiredCLSPoles, 
   MethodSpectral,ControlInput{0,1,0}] 
 

Σα ίδηα αθξηβώο  αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα κπνξνύκε λα έρνπκε ζην Matlab κε ηελ 

εληνιή place. Όηαλ ε ηάμε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη κηθξή (κηθξόηεξε  ηνπ  10) δελ ππάξρεη 

θακία ζεκαληηθή δηαθνξά αλάκεζα ζηα αξηζκεηηθά  απνηειέζκαηα θαη ζηνπο αθξηβείο 

ππνινγηζκνύο ηνπ Mathematica. Γηα ζπζηήκαηα κεγαιύηεξεο ηάμεο έρνπκε κεγάιεο 

απνθιίζεηο. 
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A=[0,1,0;0,0,1;0,2,-1] 

B=[0,1;1,1;0,0] 

desiredCLSPoles=[-1-i,-1+i,-2] 

w=[0,1,1;1,0,0] 

k1=place(A,B*w,desiredCLSPoles) 

F=w*k1 

eig(A-B*F) 

 

 
         Η κέζνδνο FullRank ρξεζηκνπνηεί ηελ Luenberger ειέγμηκε θαλνληθή κνξθή γηα λα 

ππνινγίζεη έλαλ πιήξεο ηάμεο πίλαθα αλάδξαζεο. Σν πιενλέθηεκα ζε ζρέζε κε ηελ 

KNVD κέζνδν ηνπ  CSP, πνπ ζηεξίδεηαη ζηνλ αιγόξηζκν ησλ  Kautsky-Nichols-Van 

Dooren είλαη όηη επηηξέπεη αθξηβείο θαη ζπκβνιηθνύο ππνινγηζκνύο. Αλ όκσο νη 

ππνινγηζκνί είλαη αξηζκεηηθνί ηόηε ε KNVD κέζνδνο είλαη πην εύξσζηε (robust) θαη γηα 

απηό πξνηηκόηεξε. Έλα άιιν κεηνλέθηεκα ηεο κεζόδνπ  FullRank  είλαη όηη νη επηζπκεηνί 

ζπδπγείο πόινη ηνπ θιεηζηνύ ζπζηήκαηνο πξέπεη λα είλαη ζπκβαηνί κε ηνπο δείθηεο 

ειεγμηκόηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο (ControllabilityIndices[2]). Έηζη γηα παξάδεηγκα αλ νη 

δείθηεο ειεγμηκόηεηαο είλαη {2,1,2} είλαη δπλαηό λα επαλαηνπνζεηήζνπκε κόλν δύν δεύγε 

ζπδπγώλ κηγαδηθώλ, ελώ αλ νη δείθηεο ειεγμηκόηεηαο είλαη {3,1,1} είλαη δπλαηό λα 

επαλαηνπνζεηήζνπκε κόλν έλα  δεύγνο ζπδπγώλ κηγαδηθώλ, ιόγσ ηεο ηδηαίηεξεο δνκήο ηεο 

Luenberger ειέγμηκεs θαλνληθήs κνξθήs. 

 
StateFeedbackGains[Rationalize[aircraft],desiredCLSPoles, 
MethodFullRank] 

 

  Κακία από ηηο εληνιέο ηνπ Matlab πνπ γλσξίδνπκε δελ ρξεζηκνπνηεί αιγόξηζκν 

όπσο  ηεο κεζόδνπ  FullRank. Η πιεζηέζηεξε είλαη κάιινλ ε παξαθάησ κνξθή ηεο  

εληνιήο place πνπ παξάγεη έλαλ πιήξεο ηάμεο πίλαθα αλάδξαζεο θαηάζηαζεο 

ρξεζηκνπνηώληαο έλαλ αιγόξηζκν παξόκνην κε απηόλ ηεο KNVD κεζόδνπ  ηνπ  CSP. 

 

A=[0,1,0;0,0,1;0,2,-1] 

B=[0,1;1,1;0,0] 

desiredCLSPoles=[-1-i,-1+i,-2] 

F=place(A,B,desiredCLSPoles) 

eig(A-B*F) 
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