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                                      ΠΕΡΙΛΗΨΗ
Η παρούσα εργασί πραγματεύεται τις έννοιες ισοδυναμίας πολυμετάβλητων πολυωνυμικών πινάκων. Ειδικότερα το κεφάλαιο 1 έχει ένα προπαρασκευαστικό χαρακτήρα γιατι δίνουμε τις έννοιες των δακτυλίων και των ιδεωδώ που στις επομόμενες ενότητες θα μας φανούν χρήσιμες. Στο κεφάλαιο 2 γίνεται μια περιγραφή των πινάκων και των ιδιοτήτων τους. Δίνονται οι ορισμοι της   Smith κανονικης μορφής του μέγιστου  κοινου διαιρετη, των στοιχειωδών μετασχηματισμών. Στο κεφάλαιο 3 ανφερόμαστε στους πολυωνυμικούς πίνακες 2 μεταβλητών και στις έννοιες του αντιστρέψιμου πίνακα, των μηδενικά πρώτων και πραγοντικά πρώτων πινάκων και στις σχέσεις ισοδυναμίας.

Κλείνουμε με το κεφάλαιο 4 όπου γινεται μια αναφορα στις ισοδυναμίες  συστημάτων και συγκεκριμένα στην ισοδυναμία Rosenbrock , στην ισοδυναμια στο χώρο των καταστάσεων, στην αντιστρέψιμη ισοδυναμία και στην ισοδυναμία συστημάτων Fuhrmann.  
                                                     ABSTRACT
The present paper concerns about 2-D polynomial matrices  and their equivalence relations.

The paper is divide in four sections. More precisely, the first section deals with the structure of rings and ideals. The second section is about polynomial matrices, greatest common divisor, Smith canonical form, the elementary transformation of those as well as the geometric interpretation of invariants that these transformations keep in a relation to the solutions of the linear differential equations of the matrices. There is an extensive analysis of the unimodular equivalence which is about polynomial matrices of the same dimension and of the extended unimodular equivalence that is about polynomial matrices of different dimensions.
The third section is abput polynomial matrices, zeros and factor coprimeness and zero, factor and elemantary equivalences.
The fourth section is about system equivalence and specifically state-space systems equivalence, Rosenbrock’s strict system equivalence, unimodular equivalence systems and Fuhrmann’s system equivalence.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

               ΠΕΡΙ ΔΑΚΤΥΛΙΩΝ ΚΑΙ ΙΔΕΩΔΩΝ

 1.1 Μεταθετικοί Δακτύλιοι και Ιδεώδη
Το κεφάλαιο αυτό έχει προπαρασκευαστικό χαρακτήρα. Θα καθιερώσουμε συμβολισμούς και θα υπενθυμίσουμε ορισμούς και στοιχειώδεις προτάσεις για δακτύλιους και ιδεώδη.

Συμβολισμοί
Με  
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 συμβολίζουμε το σύνολο των ακεραίων αριθμών και το σύνολο των μη αρνητικών ακεραίων αριθμών αντίστοιχα. Το σύνολο των ρητών αριθμών είναι  
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, το σύνολο των πραγματικών αριθμών συμβολίζεται με  
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 ενώ το σύνολο των μιγαδικών αριθμών είναι  
[image: image8.wmf]{,}

abiab

=+Î

£¡

 όπου  
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. Για σύνολα Α και Β, χρησιμοποιούμε το συμβολισμό 
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 για να δηλώσουμε ότι το Α είναι υποσύνολο του Β, ενώ ο συμβολισμός 
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 σημαίνει ότι το Α είναι γνήσιο υποσύνολο του Β, δηλαδή
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. Ο πληθικός αριθμός ενός πεπερασμένου συνόλου Α συμβολίζεται με  #Α. Αν  
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ΔΑΚΤΥΛΙΟΙ
Δακτύλιος είναι ένα μη κενό σύνολο R εφοδιασμένο με δύο εσωτερικές πράξεις, πρόσθεση  
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 τέτοιες ώστε:
 α) το R ως προς την πρόσθεση είναι αβελιανή ομάδα, β) ισχύουν 
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 και γ) υπάρχει στοιχείο 
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Ένας δακτύλιος R καλείται μεταθετικός αν ισχύει  
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Εφεξής θα γράφουμε 
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 στη θέση του  
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Επειδή θα ασχοληθούμε αποκλειστικά με μεταθετικούς δακτυλίους, όταν γράφουμε “δακτύλιο” θα εννοούμε μεταθετικό δακτύλιο. Έτσι για παράδειγμα η φράση “έστω R δακτύλιος” σημαίνει έστω R μεταθετικός δακτύλιος. 

Ένα υποσύνολο S ενός δακτυλίου R ονομάζεται υποδακτύλιος του R αν το S είναι δακτύλιος ως προς τις ίδες πράξεις και  
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Έστω R ένας δακτύλιος και Ι ένα μη κενό υποσύνολο του R. Το Ι καλείται ιδεώδες του R αν  α) 
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Ένα ιδεώδες Ι του R λέγεται γνήσιο αν 
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. Ένα ιδεώδες του δακτυλίου R λέγεται κύριο αν έχει τη μορφή  
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ΑΚΕΡΑΙΕΣ ΠΕΡΙΟΧΕΣ ΚΑΙ ΣΩΜΑΤΑ
Ένας δακτύλιος R (μεταθετικός όπως πάντα!) ονομάζεται ακέραια περιοχή ή απλώς περιοχή  αν  
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 και η σχέση 
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 ισχύει μόνο αν  
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. Για παράδειγμα οι δακτύλιοι 
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 είναι περιοχές ενώ ο 
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 δεν είναι.

Πρόταση 1.1.1
Ο  δακτύλιος  
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 είναι περιοχή αν και μόνο αν ο 
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Απόδειξη
Έστω 
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 πρώτος. Αν 
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 στο 
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 τότε το 
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 διειρεί το γινόμενο 
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. Εφόσον ο n είναι πρώτος, θα διαιρεί έναν τουλάχιστον από τους  
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 και 
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 και συνεπώς ο 
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Αντίστροφα, έστω ότι ο 
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Αυτό είναι άτοπο.           
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Ένας δακτύλιος R λέγεται σώμα αν 
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 και κάθε  
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 είναι αντιστρέψιμο. Προφανώς κάθε σώμα είναι περιοχή. 

Πρόταση 1.1.2 
Κάθε πεπερασμένη περιοχή είναι σώμα.

Πόρισμα1.1.3
Ο δακτύλιος 
[image: image70.wmf]n
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  είναι σώμα αν και μόνον αν ο n είναι πρώτος.
1.2 Παραγοντοποίηση σε Ακέραιες Περιοχές
Γνωρίζουμε ότι στο 
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 κάθε στοιχείο εκτός από το 
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  και τα 
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 γράφεται ως γινόμενο πρώτων αριθμών κατά τρόπο ουσιαστικά μοναδικό. Από τη Βασική Άλγεβρα ξέρουμε ότι κάτι ανάλογο συμβαίνει στο δακτύλιο πολυωνύμων 
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 , όπου k είναι σώμα. Σκοπός μας εδώ είναι να μελετήσουμε ακέραιες περιοχές που έχουν την ιδιότητα της “μοναδικής παραγοντοποίησης”.
Έστω 
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 ένας δακτύλιος και 
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Ορισμός 1.2.1
Θα λέμε  ότι α)  το 
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  διαιρεί to 
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 (συμβολισμός 
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 τέτοιο ώστε  
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 αν 
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  για κάποιο αντιστρέψιμο 
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 Η σχέση στο 
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 που ορίζεται από 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image88.wmf]a

 και 
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 είναι συντροφικά είναι σχέση ισοδυναμίας.

Για παράδειγμα, τα μόνα συντροφικά στοιχεία του 3 στο 
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 είναι το 3 και το -3 
Ορισμός 1.2.2
Έστω 
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 μια ακέραια περιοχή και 
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 ονομάζεται ανάγωγο στο 
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α) το 
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 δεν είναι μηδέν και δεν είναι αντιστρέψιμο και 

β) 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image97.wmf]ab
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 ή το 
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 είναι αντιστρέψιμο.

Προφανώς οι πρώτοι αριθμοί είναι ανάγωγοι στο 
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. Όμως ο πρώτος αριθμός 5 δεν είναι ανάγωγο στοιχείο στο 
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(Απόδειξη: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image107.wmf]21
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 το οποίο δεν έχει ακέραιες λύσεις.  Όμοια για το 
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Ορισμός 1.2.3
Μια ακέραια περιοχή R ονομάζεται περιοχή μοναδικής παραγοντοποίησης αν ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες: 
α) Κάθε στοιχείο του R που δεν είναι 0 ή αντιστρέψιμο γράφεται ως γινόμενο αναγώγων στοιχείων στο R.
β) Αν 
[image: image110.wmf]1
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[image: image111.wmf]1
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 είναι γινόμενα αναγώγων στοιχείων του R τότε 
[image: image112.wmf]rs
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 και μετά από κάποια αρίθμηση  το 
[image: image113.wmf]i
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 είναι συντροφικό του 
[image: image114.wmf]i
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 για κάθε 
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Γνωστά παραδείγματα είναι οι δακτύλιοι  
[image: image116.wmf]¢

 και 
[image: image117.wmf][]
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 όπου 
[image: image118.wmf]k

 σώμα. Ένα άλλο παράδειγμα είναι ο δακτύλιος 
[image: image119.wmf]1
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 των πολυωνύμων πολλών μεταβλητων με συντελεστές από μία ακέραια περιοχή R.  Ο 
[image: image120.wmf][]

i

¢

 είναι επίσης περιοχή μοναδικής παραγοντοποίησης όπως θα δούμε παρακάτω. Υπάρχουν πολλές περιοχές που δεν είναι περιοχές μοναδικής παραγοντοποίησης.
Ορισμός 1.2.4
Μια περιοχή R ονομάζεται περιοχή κυρίων ιδεωδών αν κάθε ιδεώδες του R είναι κύριο.
1.3 Κύρια Ιδεώδη και Παραγοντοποίηση
Θεώρημα 1.3.1
Κάθε περιοχή κυρίων ιδεών είναι περιοχή μοναδικής παραγοντοποίησης.
Το πρώτο βήμα στην απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος είναι να δείξουμε ότι σε κάθε περιοχή κυρίων ιδεωδών κάθε μη μηδενικό, μη αντιστρέψιμο στοιχείο γράφεται ως γινόμενο αναγώγων στοιχείων. Για το σκοπό αυτό χρειαζόμαστε το ακόλουθο λήμμα.
Λήμμα 1.3.2
Έστω R μια περιοχή κυρίων ιδεωδών και έστω 
[image: image121.wmf]12
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 μια αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του R. Τότε υπάρχει 
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Απόδειξη
Θεωρούμε την ένωση  
[image: image124.wmf]1

i

i

II

¥

=

=

È

. Θα δείξουμε ότι το Ι είναι ιδεώδες του R. Πράγματι, έστω  
[image: image125.wmf],
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. Άρα  
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.  Συνεπώς το I είναι ιδεώδες. Τώρα, επειδή ο R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών,  έχουμε  
[image: image131.wmf]()
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1.4 Περιοχές Μοναδικής Παραγοντοποίησης και Πολυώνυμα
Θεώρημα 1.4.1
Αν ο δακτύλιος R είναι περιοχή μοναδικής παραγοντοποίησης τότε και ο  
[image: image139.wmf][]

Rx

 είναι περιοχή μοναδικής παραγοντοποίησης.
Θα δώσουμε εδώ την κλασσική απόδειξη που οφείλεται ουσιαστικά στον Gauss. Έχει το πλεονέκτημα ότι τα κύρια βήματα είναι “διαισθητικά προφανή”. Η κεντρική ιδέα είναι η ακόλουθη: έστω R μια περιοχή μοναδικής παραγοντοποίησης και  
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 . Θεωρούμε το σώμα πηλίκων του R, έστω k, και την παραγοντοποίηση του  
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. Συγκρίνοντας τα ανάγωγα στοιχεία του 
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 με του 
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 λαμβάνουμε την παραγοντοποίηση του 
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Αν 
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 είναι στοιχεία –όχι όλα μηδέν– μιας ακέραιας περιοχής μπορούμε να θεωρήσουμε στοιχεία d έτσι ώστε  
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Αν τώρα 
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 είναι ένα μη μηδενικό πολυώνυμο,  
[image: image149.wmf]()[]
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  όπου R ακεραία περιοχή, με την ιδιότητα κάθε κοινός διαιρέτης των

[image: image150.wmf]012

,,,...,

n

aaaa

 είναι αντιστρέψιμο στοιχείο του R, τότε αυτό ονομάζεται πρωταρχικό πολυώνυμο. Για παράδειγμα το 
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 δεν είναι. 

Λήμμα  1.4.2
Έστω 
[image: image154.wmf]()[]
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 ένα μη σταθερό πολυώνυμο, όπου R περιοχή μοναδικής παραγοντοποίησης. Έστω  
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 όπου 
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 είναι περιεχόμενα του  
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 και  
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,
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 είναι πρωταρχικά πολυώνυμα. Τότε υπάρχουν αντιστρέψιμα  
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 έτσι ώστε  
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Απόδειξη
Η σχέση 
[image: image164.wmf]'
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 προκύπτει άμεσα από τον ορισμό του περιεχομένου. Για τη δεύτερη σχέση παρατηρούμε ότι  
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Λήμμα 1.4.3(Gauss)

Έστω R μια περιοχή μοναδικής παραγοντοποίησης. Τότε το γινόμενο δύο πρωταρχικών πολυωνύμων στο 
[image: image167.wmf][]
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 είναι πρωταρχικό 

Λήμμα 1.4.4
Έστω R μια περιοχή μοναδικής παραγοντοποίησης και k το σώμα πηλίκων του R. Έστω 
[image: image168.wmf]()[]
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 ένα μη σταθερό πολυώνυμο.

α) Αν το 
[image: image169.wmf]()
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 είναι ανάγωγο στο 
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 τότε είναι ανάγωγο και στο 
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β) Αν   
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 είναι ανάγωγο στο 
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 και πρωταρχικό στο 
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, τότε είναι ανάγωγο και στο 
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Πόρισμα1.4.5
Οι δακτύλιοι 
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[image: image177.wmf]1

[,...,]

n

kxx

  (k σώμα)  είναι περιοχές μοναδικής παραγοντοποίησης.

Απόδειξη
Επαγωγή στο n χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.4.1 και το γεγονός ότι ο 
[image: image178.wmf]¢

 και ο k είναι περιοχές μοναδικής παραγοντοποίησης.
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1.5 Ευκλείδεις Περιοχές
Έχουμε διαπιστώσει ότι οι δακτύλιοι
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 (k σώμα) έχουν πολλές κοινές ιδιότητες. Μία απ’ αυτές είναι η ταυτότητα διαίρεσης συνέπεια της οποίας είναι ότι οι 
[image: image182.wmf]¢

 και  
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 είναι δακτύλιοι κυρίων ιδεωδών. Εδώ θα μελετήσουμε περιοχές που έχουν μια “ταυτότητα διαίρεσης”. Αυτές ονομάζονται Ευκλείδειες περιοχές.

Ορισμός 1.5.1
Μια Ευκλείδεια περιοχή είναι μία ακέραια περιοχή R εφοδιασμένη με μία συνάρτηση
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Η συνάρτηση φ ονομάζεται Ευκλείδεια συνάρτηση του R.
Πρόταση 1.5.2
 Κάθε Ευκλείδεια περιοχή είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.
 Απόδειξη
Έστω I ιδεώδες της Ευκλείδειας περιοχής R με 
[image: image193.wmf]0
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. Έστω 
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 με την ιδιότητα 
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b

j

 ελάχιστο. Θα δείξουμε ότι 
[image: image196.wmf]()

Ib

=

.  Αρκεί να δείξουμε ότι  
[image: image197.wmf]()

Ib

Í

. Έστω 
[image: image198.wmf]aI

Î

 έχουμε 
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 συμπεραίνουμε ότι 
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Σημειώνουμε ότι δεν χρησιμοποιήσαμε την ιδιότητα (α) του ορισμού. Αυτή είναι συχνά χρήσιμη στον προσδιορισμό των αντιστρέψιμων στοιχείων μια Ευκλείδειας περιοχής, όπως δείχνει η παρακάτω πρόταση.
Πρόταση 1.5.3
Έστω R Ευκλείδεια περιοχή με Ευκλείδεια συνάρτηση φ. Τότε το 
[image: image206.wmf]uR
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 είναι αντοστρέψιμο αν και μόνο αν 
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1.6 Ομοπαραλληλικές Πολλαπλότητες
Στο κεφάλαιο αυτό k συμβολίζει ένα σώμα. 

Αν J είναι ιδεώδες του πολυωνυμικού δακτυλίου 
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 με 
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[image: image214.wmf]1

(,...,)

n

Paa

=

 και 
[image: image215.wmf]1

()(,...,)

n

fPfaa

=

. Έτσι το 
[image: image216.wmf]()

VJ

είναι το σύνολο των σημείων του 
[image: image217.wmf]n

k

 στα οποία κάθε πολυώνυμο του J μηδενίζεται. 

Ορισμός 1.6.1

Ένα υποσύνολο 
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 ονομάζεται αλγεβρικό ή ομοπαραλληλική πολλαπλότητα αν 
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Απόδειξη
Αν 
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 είναι ένα σύνολο πολυωνύμων του 
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 όπου κάθε 
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 μηδενίζεται είναι το 
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. Για τον λόγο αυτό, η απαίτηση στον ορισμό το J να είναι ιδεώδες δεν μας περιορίζει.

Έστω J ένα ιδεώδες του 
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Επομένως οι ομοπαραλληλικές πολλαπλότητες είναι ακριβώς τα υποσύνολα του 
[image: image234.wmf]n
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 που είναι λύσεις κάποιων συστημάτων πολυωνυμικών εξισώσεων. Η μελέτη τέτοιων υποσυνόλων του 
[image: image235.wmf]n
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 είναι –μιλώντας με μεγάλο βαθμό ελευθερίας– το αντικείμενο της Αλγεβρικής Γεωμετρίας.

Πρόταση 1.6.2

Έστω ιδεώδη I, J του 
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για οποιαδήποτε οικογένεια 
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Θεώρημα 1.6.3(Cauchy-Binnet)
Έστω Α,Β πίνακες του δαχτυλίου R,  lxn και nxm αντίστοιχα. Τότε τα ελάχιστα στοιχεία του πίνακα C=AB rxr είναι:
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όπου 
[image: image246.wmf]

EMBED Equation.DSMT4[image: image247.wmf]1≤i1‹i2‹…‹ir≤l
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
Πολυωνυμικοί πίνακες και ισοδυναμίες
Μερικές Αρχικές Μαθηματικές Έννοιες  
Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε δίνοντας αρχικά κάποιους γενικούς ορισμούς πινάκων και θα ακολουθήσουν οι έννοιες των πολυωνυμικών και των βαθμωτών πινάκων. Τελειώνοντας, θα υπάρξει μια αναφορά στη γενικευμένη και στην αντιστρέψιμη ισοδυναμία.
2.1 Προκαταρκτικοί ορισμοί
Ένας πολυωνυμικός πίνακας  Αp×q(z)  ορίζεται ως μια διάταξη πολυωνύμων 
[image: image248.wmf]()()
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  με p γραμμές και  q στήλες για i=1,2…, p καιj=1,2,…,q  όπου z είναι ένα απροσδιόριστο σύνολο και F ένας συντελεστής δακτυλίου (coefficient ring) στο [image: image249.png]


 ή στο [image: image250.png]


. Ο αριθμός των απροσδιόριστων συνόλων αναπαριστάται από z και προσδιορίζει τη διάταξη του πολυωνύμου. Επομένως, και τη διάταξη του πολυωνυμικού πίνακα.
Ένας πίνακας καλείται τετραγωνικός αν ο αριθμός των γραμμών είναι ίσος με τον αριθμό των στηλών. Στην αντίθετη περίπτωση ονομάζεται ορθογώνιος.

Έτσι ένας n-διάστατος πολυωνυμικός πίνακας   Μp×q(z) ορίζεται ως 

                  Μ(z)=
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 όπου (Z)=( z1, z2,… zn ) και mij ∈ F[z1, z2,… zn ] για  i=1,2,…,p και j=1,2,…,q
Ορισμός 2.1.1( κύρια διαγώνιος/ principal diagonal)
Η κύρια διαγώνιος ενός πολυωνυμικού πίνακα Αp×q(z)   ορίζεται να είναι τα στοιχεία που βρίσκονται στις θέσεις (i,i) για i=1,2,…min(p,q).

Ορισμός 2.1.2( διαγώνιος πολυωνυμικός πίνακας)

Ως  διαγώνιο πολυωνυμικό πίνακα ορίζουμε να είναι ο πίνακας που στην κύρια διαγώνιο του έχει μη μηδενικά στοιχεία.
· Έτσι ένας p×q ορθογώνιος διαγώνιος πίνακας έχει μη μηδενικά στοιχεία στις γραμμές του στις θέσεις q+1 έως p εάν p›q, ή στις στήλες, στις θέσεις p+1 έως q εάν p‹q.

· Ο ταυτοτικός πίνακας ℓp  είναι ένας τετραγωνικός διαγώνιος πίνακας με p γραμμές και στήλες, με μονάδα όλα τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου και μηδενικά τα υπόλοιπα.

Η ελάχιστη μορφή ενός διαγώνιου πίνακα είναι ο τριγωνικός πίνακας.

Ορισμός 2.1.3( Άνω τριγωνικός πολυωνυμικός πίνακας/upper triangular
                          polynomial matrix) 

Ως άνω τριγωνικός πολυωνυμικός πίνακας  Ηp×q(z)  ορίζεται ο πίνακας που έχει όλα τα στοιχεία του κάτω από την κύρια διαγώνιο μηδέν  

Εάν p≥q
Η(z)=
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 Η(z)=
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      εάν p≤q   .

Ομοίως ο κάτω τριγωνικός πολυωνυμικός πίνακας είναι αυτός που έχει μηδενικά στοιχεία πάνω από  την κύρια διαγώνιο. 
Ορισμός 2.1.4(Ορίζουσα/Minor)
Η ορίζουσα τάξης F του πολυωνυμικού πίνακα Μp×q(z) είναι η ορίζουσα του πολυωνυμικού πίνακα επιλέγοντας r γραμμές και r στήλες του Μp×q(z) όπου r=min(p,q). Πρακτικά , η ορίζουσα διαμορφώνεται από (δες σελίδα 24) διαλέγοντας τις γραμμές i1,i2,…ir και τις στήλες j1, j2,…jr
Σημείωση: για τον πίνακα με p γραμμές και q στήλες ισχύει: 

[image: image255.png]



[image: image257.png]


      ορίζουσες  τάξης r.

Η μέγιστης τάξης ορίζουσα( high order minor) του πίνακα Mp×q(z) ορίζεται να είναι η ορίζουσα της τάξης min(p,q). 

Επομένως, εάν p≤q οι μέγιστες τάξεις ορίζουσας διαμορφώνονται διαλέγοντας κάθε γραμμή του M(z) μαζί με p στήλες. Άρα για τον πίνακα με p γραμμές και q στήλες με p≤q ισχύει:

[image: image259.png]B D)



      
Ορισμός 2.1.5 (Στοιχειώδεις μετασχηματισμοί γραμμών/Elementary row )                        
Έστω Αp×q(z)  πολυωνυμικός πίνακας με στοιχεία στο F(z). Ένας από τους ακόλουθους μετασχηματισμούς ορίζεται σα στοιχειώδης μετασχηματισμός γραμμών του πίνακα Αp×q(z). Αυτοί οι μετασχηματισμοί γραμμών είναι αποτελεσματικοί προ-πολλαπλασιασμό των πινάκων Ε1, Ε2,Ε3.

1. Πολλαπλασιάζουμε τη γραμμή i του Αp×q(z) με ένα στοιχείο 
[image: image260.wmf]aF
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2. Προσθέτουμε τη γραμμή i με τη γραμμή j και πολλαπλασιάζοντάς τη με 
[image: image263.wmf]()()
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 και έχουμε
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3. Μεταθέτοντας τις γραμμές i και j έχουμε
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Οι μετασχηματισμοί στηλών ορίζονται ομοίως και οι στοιχειώδεις πίνακες προκύπτουν από μετασχηματισμούς που ορίζονται από μετα-πολλαπλασιαμό (pro-multiplicative) p×q αντιστρέψιμων πινάκων της ίδιας μορφής που δόθηκε στον ορισμό 2.1.5.

Οι αντιστρέψιμοι πίνακες είναι τετράγωνοι. Άρα αν 
[image: image271.wmf][]
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Για γενικούς δακτυλίους F[z1,z2,…,zn] me n≥2 οι περισσότεροι αντιστρέψιμοι (Οι αντιστρέψιμοι πίνακες είναι τετράγωνοι. Άρα αν 
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) πίνακες διαμορφώνονται ως προϊόν στοιχειωδών πινάκων. Αυτό οφείλεται  στην απουσία του αλγόριθμου διαιρέσεως. Αυτός ο ισχυρισμός βρίσκει εφαρμογή στο ακόλουθο παράδειγμα.

Παράδειγμα
Θεωρούμε τη 2-διάστατη πολυωνυμική διοφαντική εξίσωση 
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Όπου x(z1z2), y(z1z2) άγνωστα πολυώνυμα των μεταβλητών 
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Αυτή η ισότητα έχει ως λύση :
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Τώρα │U(z1, z2)│=1. Έτσι ο U(z1, z2), είναι αντιστρέψιμος πίνακας στο

 [image: image280.png]


[ z1, z2] δακτύλιο. Παρ’ όλα αυτά υπάρχουν μη στοιχειώδεις μετασχηματισμοί που μπορούν να παρασταθούν ως (1- z1z2       z12)  και να έχουν λύση την (1   0) όπου το z12 να μη διαιρεί κανένα στοιχείο του 1- z1z2.

Έτσι ο U(z1, z2) δεν μπορεί να παραχθεί ως προϊόν στοιχειωδών πινάκων.

Πίνακες αυτής της μορφής ονομάζονται δευτερεύοντες πίνακες(secondary matrices).

2.2 Μετασχηματισμοί ομοιότητας σταθερών πινάκων

Ορισμός2.2
Έστω Α ένας n×n πίνακας με στοιχεία από το [image: image281.png]


([image: image282.png]


) και έστω λ ένας πραγματικός( μιγαδικός) αριθμός για τον οποίο η εξίσωση Αχ=λχ έχει μια μη τετριμένη λύση ( δηλ. χ≠0).  Η τιμή 
[image: image283.wmf]l

Î
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 ορίζεται ως ιδιοτιμή του πίνακα Α. το μη μηδενικό διάνυσμα που ικανοποιεί την εξίσωση Αχ=λχ ονομάζεται ιδιοδιάνυσμα  του Α που αντιστοιχεί στην τιμή Α.

2.2.1 Σχέσεις ισοδυναμίας

Μια σχέση 
[image: image284.wmf]Â

 πάνω στο σύνολο Χ, δηλαδή ένα υποσύνολο 
[image: image285.wmf]Â

 του καρτεσιανού γινομένου Χ×Χ ονομάζεται σχέση ισοδυναμίας αν και μόνο αν ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες.

a. Ανακλαστική  Ιδιότητα 
(χ,χ)∈ℛ για κάθε χ∈Χ

           Δηλαδή κάθε στοιχείο του χ∈Χ είναι ισοδύναμο με τον εαυτό του.

b. Συμμετρική Ιδιότητα 

    (χ,y)∈ℛ συνεπάγεται ότι και (y,χ)∈ℛ
Δηλαδή το στοιχείο  χ∈Χ είναι ισοδύναμο με το y∈Y αν και μόνο αν το y∈Y είναι ισοδύναμο με το χ∈Χ. 

c. Μεταβατική Ιδιότητα
   (χ,y)∈ℛ και (y,z)∈ℛ  συνεπάγεται ότι και (χ,z)∈ℛ.  

2.2.2 Αναλλοίωτα στοιχεία στο [image: image286.png]



Αν Τ είναι ένα σύνολο τότε μια συνάρτηση f:X→T  ονομάζεται αναλλοίωτο στοιχείο του ℝ όταν (x,y)∈ℝ ⇒  f(x)=f(y)

Δηλαδή η f:X→T  είναι ένα αναλλοίωτο στοιχείο του ℝ όλα τα στοιχεία y∈Y τέτοια ώστε (x,y)∈ℝ έχουν την ίδια εικόνα διαμέσου της f.

Πλήρες αναλλοίωτο στο [image: image287.png]



Αν Τ ένα σύνολο τότε μια συνάρτηση f:X→T   ονομάζεται πλήρες αναλλοίωτο στοιχείο στο [image: image288.png]


 όταν (x,y)∈ℝ 
[image: image289.wmf]Û

  f(x)=f(y).

Ορισμός 2.2.2
 Οι πίνακες Α΄και Α λέγονται όμοιοι πίνακες όταν υπάρχουν μετασχηματισμοί της μορφής Α΄=Τ-1ΑΤ όπου  Α αντιστρέψιμος πίνακας. Οι πίνακες αυτοί έχουν την ίδια τάξη και τις ίδιες ιδιοτιμές. Ο πίνακας Τ λέγεται πίνακας μετασχηματισμού.

· Όμοιοι πίνακες παριστάνουν τον ίδιο γραμμικό μετασχηματισμό σε διαφορετικές βάσεις. Οι μετασχηματισμοί ομοιότητας αφήνουν αναλλοίωτες τις ιδιοτιμές του πίνακα.

2.3 Πολυωνυμικοί Πίνακες
2.3.1 Στοιχειώδεις Πράξεις 
Ως πολυωνυμικό πίνακα ορίζουμε έναν ρητό πίνακα Τ(z) με στοιχεία του πολυώνυμα.

Ορίζουμε τώρα στοιχειώδεις πράξεις επί των γραμμών και των στηλών ενός πολυωνυμικόυ πίνακα Τ(z)∈ [image: image290.png]


[z]p×p :

- Την εναλλαγή δύο γραμμών ή  στηλών του Τ (z)

- Πολλαπλασιασμό της i-γραμμής(στήλης) του Τ (z) με οποιοδήποτε μη              μηδενικό στοιχείο του [image: image291.png]


( αντιστρέψιμο στοιχείο)

- Πολλαπλασιασμός της i-γραμμής(στήλης) του Τ (z) με μη μηδενικό στοιχείο t(z) του [image: image292.png]


[z] και πρόσθεση της σε οποιαδήποτε άλλη γραμμή(στήλη) j του Τ (z).

Ορισμός 2.3.1 (Rosenbrock 1970)

Ο πολυωνυμικός πίνακας 
[image: image293.wmf]()()
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καλείται αντιστρέψιμος(unimodular) στο 
[image: image294.wmf]()
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 εάν η ορίζουσα του είναι μέρος του 
[image: image295.wmf]()

Fz

, δηλαδή 
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Ισοδύναμα ένας αντιστρέψιμος πίνακας του 
[image: image297.wmf]()

Fz

 έιναι ένας πολυωνυμικός πίνακας του οποίου ο αντίστροφος πίνακας είναι πολυωνυμικός πίνακας. Σημειώνεται ότι οποιοσδήποτε πολυωνυμικός πίνακας  Α(z) )∈ 
[image: image298.wmf]()

Fz

pxp που ικανοποιεί την 
[image: image299.wmf]()0
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 είναι ένας αντιστρέψιμος που συχνά το αποτέλεσμα γενικεύεται σε έναν πίνακα μέσω της ρητής συνάρτησης 
[image: image300.wmf]()

Fz

.

Οι στοιχειώδεις πράξεις επί των γραμμών(στηλών) του 
[image: image301.wmf]()

Tz

 επιτυγχάνονται με πολλαπλασιασμό του 
[image: image302.wmf]()

Tz

 από αριστερά(δεξιά) με τους στοιχειώδεις αντιστρέψιμους(unimodular) πίνακες οι οποίοι παράγονται εκτελώντας τις αντίστοιχες στοιχειώδεις πράξεις στο μοναδιαίο πίνακα Ιp(Im).
 Μπορεί ακόμα να δειχθεί ότι κάθε αντιστρέψιμος(unimodular) πίνακας μπορεί να γραφεί ως γινόμενο στοιχειωδών πινάκων.

       Ορισμός 2.3.2 (Gantmacher 1959)
Δύο πολυωνυμικοί πίνακες Τ1 (z), Τ2 (z)∈ [image: image303.png]


[z]p×p καλούνται αντιστρέψιμα ισοδύναμοι( unimodular equivalent) αν υπάρχουν αντιστρέψιμοι(unomodular) πίνακες ΤL(z) ∈ [image: image304.png]


[z]m×m τέτοιοι ώστε   ΤL(z) Τ1 (z)ΤR(z)= Τ2 (z).
      Θεώρημα 2.3.3
 Η αντιστρέψιμη ισοδυναμία(unimodular equivalent) είναι μια σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο των p×m πολυωνυμικών πινάκων.

Απόδειξη
a. Ανακλαστική  Ιδιότητα

Έστω Τ1(z) ∈ [image: image305.png]


[z]p×m  . Ισχύει, ΙpT1(z)Im=T1(z)
b. Συμμετρική  Ιδιότητα
Έστω Τ1 (z), Τ2 (z)∈ [image: image306.png]


[z]p×m αντιστρέψιμα ισοδύναμοι( unimodular equivalent) πολυωνυμικοί πίνακες, δηλαδή  υπάρχουν αντιστρέψιμοι πίνακες                   ΤL (z)∈ [image: image307.png]


[z]p×p  και  ΤR(z)∈ [image: image308.png]


[z]m×m  τέτοιοι ώστε ΤL(z) Τ1 (z)ΤR(z)= Τ2 (z), τότε θα έχουμε Τ1 (z)ΤR(z)= ΤL-1(z) Τ2 (z)⇔ Τ1 (z)= ΤL-1(z) Τ2 (z)ΤR-1(z) όπου ΤR-1(z) , ΤL-1(z)∈ [image: image309.png]


[z]p×p   γιατί είναι αντιστρέψιμοι.

c. Μεταβατική  Ιδιότητα 
Έστω Τ1 (z), Τ2 (z)∈ [image: image310.png]


[z]p×m αντιστρέψιμα ισοδύναμοι
πολυωνυμικοί πίνακες, δηλαδή  υπάρχουν αντιστρέψιμοι πίνακες  ΤL1 (z)∈ [image: image311.png]


[z]p×p  και  ΤR1(z)∈ [image: image312.png]


[z]m×m  τέτοιοι ώστε ΤL1(z) Τ1 (z)ΤR1(z)= Τ2 (z) και 

Τ2 (z), Τ3(z) 
[image: image313.wmf]Î

 [image: image314.png]


[z]p×m αντιστρέψιμα ισοδύναμοι. Άρα υπάρχουν αντιστρέψιμοι πίνακες ΤL2 (z) 
[image: image315.wmf]Î

 [image: image316.png]


[z]p×p  και  ΤR2(z) 
[image: image317.wmf]Î

∈ [image: image318.png]


[z]m×m   τέτοιοι ώστε ΤL2(z)T2(z)TR2(z)=T3(z) 

τότε θα έχουμε T2(z)TR(z)= ΤL-1(z) Τ3(z) 
[image: image319.wmf]Þ

 T2(z)= ΤL-1(z) Τ3(z) ΤR-1(z).

Επομένως 

ΤL(z) Τ1 (z)ΤR(z)= Τ2 (z) 
[image: image320.wmf]Û

ΤL(z) Τ1 (z)ΤR(z)= ΤL-1(z) Τ3(z) ΤR-1(z) 
[image: image321.wmf]Û



[image: image322.wmf]Û

Τ1 (z)= ΤL-1(z) ΤL-1(z) Τ3(z) ΤR-1(z) 
[image: image323.wmf]Û



[image: image324.wmf]Û

Τ1 (z)= ΤL-1(z) ΤL-1(z) Τ3(z) ΤR-1(z) ΤR-1(z) 
[image: image325.wmf]Û



[image: image326.wmf]Û

Τ1 (z) [ΤL(z) ΤL(z) ]-1  T3(z)[ ΤR(z) ΤR(z)]-1 
όπου [ΤR(z) ΤR(z)]-1 , [ΤL(z) ΤL(z) ]-1  ) 
[image: image327.wmf]Î

 [image: image328.png]


[z]p×p   γιατί οι πίνακες είναι αντιστρέψιμοι.
Ορισμός 2.3.4. (Στοιχειώδεις Διαιρέτες/Determinal divisors)

Ο i×i στοιχειώδης διαιρέτης Di(z) ενός πολυωνυμικού πίνακα Αp×p(z) ορίζεται ως ο Μέγιστος Κοινός Διαιρέτης(Μ.Κ.Δ.) όλων των οριζουσών τάξης  ι του Α(z).

Ορισμός 2.3.5 (Αναλλοίωτα Πολυώνυμα/invariant polynomials)  

Το ith αναλοίωτο πολυώνυμο Εi(z) ενός  p×q πολυωνυμικού πίνακα Α(z) είναι το πολυώνυμο που δίνεται από τη σχέση 
[image: image329.wmf]()
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, για i=1,2,…min(p.q) και D0=1

Το πολυώνυμο Ε1(z) συχνά αναφέρεται ως το πρώτο αναλλοίωτο πολυώνυμο και το Εmin(p,q(z) ως το τελευταίο αναλλοίωτο πολυώνυμο.

Θεώρημα 2.3.6 (Gantmacher 1959, Smith μορφή ενός πολυωνυμικού πίνακα)

Η Smith μορφή Sp×p(z) ενός πολυωνυμικού πίνακα Τp×p(z) ορίζεται ακολούθως :
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Απόδειξη
Μεταξύ όλων των στοιχείων aik(s) του T(s) που δεν είναι ίσα με το μηδέν

διαλέγουμε ένα ελαχίστου βαθμού στο s και με κατάλληλες μεταθέσεις των γραμμών και στηλών πηγαίνουμε αυτό το στοιχείο στη θέση a11(s). Μετά βρίσκουμε τα πηλίκα και τα υπόλοιπα των πολυωνύμων ai1(s) και a1k(s) με το a11(s):
αi1 (s) = α11 (s)qi1 (s) +ri1(s) ,   a1k(s)=a11(s)q1k(s)+r1k(s)

για  i = 2,3,...,m,  k = 2,3,...,n
Αν έστω και ένα από τα υπόλοιπα ri1(s)  r1k(s) για i = 2,3,...,m, k = 2,3,...,n για π.χ. το r1k(s)  δεν είναι ίσο με το μηδέν, τότε με αφαίρεση από την k - th στήλη της πρώτης στήλης πολλαπλασιασμένη με q1k(s) αντικαθιστούμε το a1k(s)  με το υπόλοιπο r1k(s)  που είναι μικρότερου βαθμού από το a11(s) . 

Μετά, ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με παραπάνω μπορούμε να μειώσουμε το βαθμό του στοιχείου στην πάνω αριστερή γωνία του πίνακα βάζοντας στη θέση του ένα στοιχείο μικρότερου βαθμού ως προς z.

Αλλά εάν όλα τα υπόλοιπα r21(s),...,rm1(s), r12(s),...,r1n(s) είναι ίσα με το μηδέν,

τότε αφαιρώντας από την i — th γραμμή την πρώτη πολλαπλασιασμένη με q11(s)  για i = 2,...,m και από την k-th στήλη την πρώτη πολλαπλασιασμένη με q1k(s)  για k = 2,...,η ανάγουμε τον πολυωνυμικό πίνακα στη μορφή
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         (1.3.1)                                                                                    
	Εάν έστω και ένα από τα στοιχεία aik(s) για i = 2,...,m, k = 2,...,n δεν είναι

διαιρετό χωρίς υπόλοιπο από το a11(s), τότε προσθέτουμε στη πρώτη στήλη, αυτή τη στήλη η οποία περιέχει τέτοια στοιχεία στα οποία καταλήξαμε στην προηγούμενη διαδικασία και μπορούμε να αντικαταστήσουμε ξανά το στοιχείο a11(s) με ένα πολυώνυμο μικρότερου βαθμού.

Εφόσον το αρχικό στοιχείο a11(s) είχε ένα καθορισμένο βαθμό και εφόσον η

διαδικασία μείωσης αυτού του βαθμού δε μπορεί να συνεχιστεί απεριόριστα, πρέπει μετά από ένα πεπερασμένο αριθμό στοιχειωδών πράξεων να πάρουμε έναν πίνακα της μορφής:
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Στον οποίο όλα τα στοιχεία bik(s) είναι διαιρετά, χωρίς υπόλοιπο, με το ε1(s). Αν μεταξύ αυτών των στοιχείων bik(s) υπάρχει ένα που δεν είναι ίσο με το μηδέν, τότε συνεχίζουμε την ίδια διαδικασία στον υποπίνακα που προκύπτει από τις γραμμές 2,...,m και τις στήλες 2,..., η, και ανάγουμε τον πίνακα (1) στη μορφή:
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όπου ε2(s) είναι διαιρετό χωρίς υπόλοιπο με το a1(s) και όλα τα πολυώνυμα aik(s) όπου i=3,...,m, k=3,...,n είναι διαιρετά χωρίς υπόλοιπο με το ε2(s).

Συνεχίζοντας την διαδικασία, τελικά καταλήγουμε σε ένα πίνακα της μορφής:

                         
[image: image334.wmf]1

2

()0...00...0

0()...00...0

....................

00...()0...0

00...00...0

.....................

00...00...0

s

z

z

z

e

e

e

       (1.3.4)

όπου τα πολυώνυμα ε1(s),ε2(s),...,εs(s) με s < mm(m,n) δεν είναι ίσα με μηδέν και το καθένα είναι διαιρετό με το προηγούμενο.

Πολλαπλασιάζοντας τις πρώτες s γραμμές με τους κατάλληλους μη μηδενικούς παράγοντες, μπορούμε να συμφωνήσουμε ότι οι μεγαλύτεροι συντελεστές των πολυωνύμων ε1(s),ε2(s),...,εs(s) είναι ίσοι με 1. 

Λήμμα 2.3.7
Η Smith μορφή ενός πολυωνυμικού πίνακα είναι ένας πολυωνυμικός πίνακας.

Ορισμός 2.3.8(Gantmacher 1959)

Έστω Τ (z) 
[image: image335.wmf]Î

 [image: image336.png]


[z]p×m  .τότε τα μηδενικά του πολυωνυμικού πίνακα Τ (z) ορίζονται ως τα μηδενικά των πολυωνύμων 
[image: image337.wmf]()
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r που ορίστηκαν από τη σχέση : ScT(s)(s)=diag[ε1(s),ε2(s),…εr(s), 0m-r,p-r].

Παράδειγμα 2.3.8
Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε την Smith μορφή του
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Μεταξύ όλων των στοιχείων του A(s) που δεν είναι ίσα με το μηδέν διαλέγουμε αυτό που είναι ελάχιστης τάξης και το πηγαίνουμε με εναλλαγές γραμμών στην θέση (1,1) a11{s). Έτσι με εναλλαγή της πρώτης και δεύτερης γραμμής παίρνουμε:
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Μετά βρίσκουμε τα πηλίκα και τα υπόλοιπα των πολυωνύμων a21(s) και a12(s) με το a11(s). Οπότε a21(s) = a11(s)q21(s) + r21(s) <=> s2 +s = (s + l)s + 0 καi α12(s)= α11(s)q12(s)+r12  ⇔ s+1 = (s+1)×1 + 0. Επειδή όλα τα υπόλοιπα είναι ίσα με μηδέν αφαιρούμε τη δεύτερη γραμμή από την πρώτη πολλαπλασιασμένη με το q21(s) δηλαδή με το s.
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Έπειτα αφαιρούμε τη δεύτερη στήλη από την πρώτη πολλαπλασιαμένη με το q12(s) δηλαδή με το 1.
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Πολλαπλασιάζουμε την δεύτερη γραμμή με -1.
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Όπου UL(s) το γινόμενο:
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Και UR(s) ο πίνακας:      
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2.3.2 Μεγιστος κοινός διαιρέτης πολυωνυμικών πινάκων 1 μεταβλητής
Ο Μέγιστος Κοινός Διαιρέτης   δύο, πολυωνύμων 
[image: image347.wmf]()
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 και 
[image: image348.wmf]()
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 είναι ένα πολυώνυμο που διαιρεί και το
[image: image349.wmf]()

px

  και το 
[image: image350.wmf]()

qx

. Ο ορισμός αυτός είναι βασισμένος στον ορισμό του Μ.Κ.Δ. των ακέραιων αριθμών όπου  είναι ο μεγαλύτερος ακέραιος που διαιρεί και τους δύο αριθμούς και αφήνει μηδενικό υπόλοιπο. Για τα πολυώνυμα όμως αυτή η συνθήκη είναι λίγο μπερδεμένη γιατί δεν υπάρχει η έννοια του μεγαλύτερου σε αυτά. Εξαιτίας αυτού έχει επιλεγεί να είναι Μ.Κ.Δ ένα πολυώνυμο του οποίου ο βαθμός να είναι ο μέγιστος δυνατός και  και ο αντίστοιχος τελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου μονάδα.

Σημείωση:  
[image: image351.wmf]()
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και 
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 πολυώνυμα όχι και τα δύο μηδενικά  με συντελεστές  

                       σ’ένα σώμα 
[image: image353.wmf]F

.
Ο Μέγιστος Κοινός Διαιρέτης  των πολυωνύμων 
[image: image354.wmf]()
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 και  
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qx

 ορίζουμε να είναι το monic πολυώνυμο ( ο συντελεστης του μεγιστοβάθμιου όρου του είναι μονάδα) 
[image: image356.wmf]()

dx

 για το οποίο ισχύουν
· Είναι κοινός διαιρέτης των 
[image: image357.wmf]()

px

και 
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· Να διαιρείται από κάθε άλλον κοινό διαιρέτη των
[image: image359.wmf]()
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 κα ι
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Ακόμα μπορούμε να ορίσουμε το Μ.Κ.Δ των 
[image: image361.wmf]()

px

 και 
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 να είναι το πολυώνυμο εκείνο με τον  μεγαλύτερο βαθμό ανάμεσα στους κοινούς διαιρέτες των δύο πολυωνύμων. Αν είναι 
[image: image363.wmf]()()0
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 τότε κάθε πολυώνυμο είναι κοινός διαιρέτης τους. Ο αριθμός 1 είναι πάντοτε κοινός διαιρέτης τους. Αν ο 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image365.wmf]1
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 τότε τα πολυώνυμα 
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px

 και 
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 είναι πρώτα μεταξύ τους και επομένως ο ΜΚΔ είναι 1.

Μερικές ιδιότητες του ΜΚΔ είναι οι εξής:

· Ο ΜΚΔ δύο πολυωνύμων  όχι και τα δύο αναγκαστικά μηδενικά, με συντελεστές από ένα σώμα  θα υπάρχει πάντα και θα είναι μοναδικός
· Αν 
[image: image368.wmf]()
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 κάποιος κοινός διαιρέτης των 
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px

 και 
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 τότε θα διαιρεί και το ΜΚΔ τους.

· 
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· Ο ΜΚΔ δύο πολυωνύμων 
[image: image372.wmf]()

px

 και 
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qx

 είναι το μικρότερο σε βαθμό  πολυώνυμο το οποίο μπορεί να γραφεί σα γραμμικός συνδυασμός των 
[image: image374.wmf]()

px

 και 
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. Να υπάρχουν δηλαδή  κάποια πολυώνυμα 
[image: image376.wmf]()

rx

 και 
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sx

 όχι απαραίτητα μοναδικά τα οποία να ανήκων στο ίδιο σώμα 
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 με τα 
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 και 
[image: image380.wmf]()

qx

 για τα οποία ισχύει 
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· Είναι δυνατόν να ορίσουμε το ΜΚΔ τριών η παραπάνω πολυωνύμων επαγωγικά, δηλαδή  
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 και γενικότερα 
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Παράδειγμα
Να βρεθεί ο ΜΚΔ τω πολυωνύμων  
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Επομένως ο ΜΚΔ των 
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 και 
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 είναι 
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2.4 Κανονική Μορφή Ενός λ πίνακα

Σ’αυτήν την ενότητα θα εξετάσουμε ποια μορφή μπορούμε να πάρουμε από έναν τετράγωνο πολυωνυμικό πίνακα Α(λ) με μόνο αριστερά και μόνο δεξιά στοιχειώδεις πράξεις.

Θεώρημα 2.4.1
Ένας τυχείος πολυωνυμικός πίνακας τάξης m×n μπορεί πάντα να έρθει στη μορφή 

Για m≤n

[image: image391.wmf]11211

2222

()()...()...()

0()...()...()

..................

00...()...()

mn

mn

mmmn

bbbb

bbb

bb

llll

lll

ll

(1.4.1)

Για m≥n
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με αριστερά στοιχειώδεις πράξεις όπου τα πολυώνυμα b1k(λ),  
b2k(λ),..., bk-1,k(λ) είναι βαθμού μικρότερου του bkk(λ) , εφόσον bkk(λ) ≠0 και είναι όλα ίσα με το μηδέν αν bkk(λ)=σταθερό≠0.

Θεώρημα 2.4.2 
Ένας τυχαίος ορθογώνιος πολυωνυμικός πίνακας τάξης mxn μπορεί

πάντα να έρθει στη μορφή:

Για m≤n
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Για m≥n
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     (1.4.2)

με δεξιά στοιχειώδεις πράξεις, όπου τα πολυώνυμα ck1(λ),ck2(λ),...,ck-1,κ( λ) είναι βαθμού μικρότερου του ckk(X) , εφόσον ckk(A) ≠ 0 και είναι όλα ίσα με το μηδέν αν ckk (λ) = σταθ. ≠0.
Πόρισμα 2.4.3

Αν η ορίζουσα ενός τετράγωνου πολυωνυμικού πίνακα Ρ(λ) δεν εξαρτάται από το λ, και είναι διαφορετική του μηδενός , τότε ο πίνακας μπορεί να αναπαρασταθεί στη μορφή ενός γινομένου πεπερασμένων στοιχειωδών πινάκων.

Από το θεώρημα 2.4.1 ο πίνακας Ρ(λ) μπορεί να έρθει στη μορφή
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     (1.4.3)

με αριστερά στοιχειώδεις πράξεις, όπου η είναι η τάξη του Ρ(λ). Εφόσον στην

εφαρμογή στοιχειωδών πράξεων σε ένα τετράγωνο πολυωνυμικό πίνακα η ορίζουσα του πίνακα είναι πολλαπλασιασμένη μόνο με σταθερούς 

μη-μηδενικούς συντελεστές, η ορίζουσα του προηγούμενου πίνακα όπως αυτήν του P(λ), δεν εξαρτάται από το λ και είναι διάφορη του μηδενός, δηλαδή:

 b11(λ), b22(λ),…, bnm(λ)=σταθερό ≠0 

Επίσης από το θεώρημα 2.4.1 ο πίνακας έχει τη διαγώνια μορφή και μπορεί να αναχθεί στον μοναδιαίο πίνακα Ε με αριστερά στοιχειώδεις πράξεις. Τότε όμως αντίστοιχα ο μοναδιαίος πίνακας Ε μπορεί να μετασχηματιστεί σε P(λ) με αριστερά στοιχειώδεις πράξεις των οποίων οι πίνακες είναι S1, S2,…, Sp . 

Συνεπώς, P(s)=SpSp-1…S1Sp-1 …S
Ορισμός 2.4.4
Ένας ορθογώνιος πολυωνυμικός πίνακας καλείται κανονικός διαγώνιος πίνακας αν είναι στη μορφή :  
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Όπου α) τα πολυώνυμα ε1(λ), ε2(λ),…, εs(λ) δεν είναι ίσα με το μήδεν 

Και β) καθένα από τα πολυώνυμα ε2(λ),…, εs(λ) είναι διαιρετό με το προηγούμενο. Επιπλέον, θεωρείται δεδομένο ότι οι μεγαλύτεροι συντελεστές των πολυωνύμων ε1(λ), ε2(λ),…, εs(λ)είναι ίσοι με 1.

2.5 Πρώτα Πολυώνυμα
(Coprimeness of polynomial matrices)

Στη θεωρία μονοδιάστατων συστημάτων με εκφυλισμένη τάξη μπορεί να διαβαστεί ως ένα προιόν δυο πολυωνυμικών πινάκων, ενός με πλήρη τάξη και ενός με εκφυλισμένη. Η μορφή αυτών των πινάκων ορίζεται από τον Rosenbrock  ως σχετικά πρώτος πίνακας και ο δεύτερος ως Μέγιστος Κοινός Διαιρέτης.

Θεώρημα 2.5.1  

Ο πολυωνυμικός πίνακας Αpxq(z1) με p≤q ονομάζεται σχετικά (αριστερός) πρώτος αν και μόνον αν ικανοποιούνται μια από τις επόμενες συνθήκες ισοδυναμίας.

α) Η τάξη του Α(z1) είναι  p για όλα τα z1∈
[image: image397.wmf]£


β) Η Smith μορφή του Α(z1) είναι [Ιp│Ο(q-p)xp]

γ) Υπάρχει πολυωνυμικός πίνακας Χ(q-p)xp(z1) τέτοιος ώστε η Smith μορφή του τετραγωνικού πίνακα [ΑΤ(z1)│ ΧΤ(z1)]Τα είναι Ιq+p
δ) Υπάρχει ένας σχετικά (δεξιός) πρώτος πίνακας Χpxq(z1) τέτοιος ώστε Αpxq(z1) Χqxp(z1)=Ιp.

Ομοίως υπάρχει χαρακτηρισμός για τον σχετικά (δεξιό) πρώτο πίνακα με P≥q.

Εάν αυτοί οι χαρακτηρισμοί θεωρούνται ένα πολυδιάστατο πλαίσιο, είναι αμέσως φανερό ότι υπάρχουν περισσότερα από ένα αντιλληπτά πρώτο.

Υπάρχουν τρία διαφορετικά πλαίσια για τους n-διάστατους πολυωνυμικούς πίνακες. Αυτά είναι Συντελεστής πρώτων, Ορίζουσα πρώτων και Μηδενικά πρώτων.

Ορισμός 2.5.2(Πρώτοι Πίνακες/Matrix Coprimeness)

Έστω Αpxq(z1) ένας n-διάστατος πολυωνυμικός πίνακας με p≤q. 

Τότε:

i) Α(z) είναι συντελεστής(αριστερών) πρώτων εάν όλοι οι συντελεστές Α(z)=Q(z)A*(z)  όπου A*(z)  είναι πολυωνυμικοί πίνακες τέτοι ώστε  Q(z) αντιστρέψιμος, τότε ο πίνακας όλων των αριστερών διαιρετών του Α(z) είναι αντοστρέψιμοι.

ii) Ο Α(z) είναι ορίζουσα(αριστερών) πρώτων, εάν όλες οι pxp ορίζουσες του Α(z) είναι της μορφής ενός συνόλου παραγόντων πρώτων πολυωνύμων.

iii) Ο Α(z)  είναι μηδενικό(αριστερό) πρώτων, εάν υπάρχει ένα μη n-tuple zτο οποίο είναι μηδενικό όλων των pxp οριζουσών του Α(z).

Θεώρημα 2.5.3(Ισοδυναμίες Πρώτων/Coprimeness Equivalence)

i) Για n=1 οι τρείς ορισμοί των πρώτων είναι ίδιοι.

ii) Για n=2 ορίζουσα και συντελεστής πρώτων είναι ισοδύναμοι ενώ τα μηδενικά πρώτων είναι διαφορετικά

iii) Για n≥2 κανένας από τους ορισμούς δεν είναι ισοδύναμοι.

iv) Για κάθε n μηδενικό πρώτων⇒ορίζουσα πρώτων⇒συντελεστής πρώτων.

Θεώρημα 2.5.4(Ταυτότητες Bézout)

Δύο πολυωνυμικοί Amxp(z) και Βmxq(z) με p+q≥m≥1 είναι:

i) Μηδενικά(αριστεροί) πρώτων εάν και μόνον εάν υπάρχουν δύο πολυωνυμικοί πίνακες Xpxm(z) και Yqxm(z)  τέτοιοι ώστε A(z)X(z)+B(z)Y(z)=Im
ii) Ορίζουσα(αριστερή) πρώτων αν και μόνον αν υπάρχει pxm πολυωνυμικοί πίνακες  Χ1(z), Χ2(z),…, Χn(z) και qxm πολυωνυμικοί πίνακες 

Υ1(z), Υ2(z),…, Υn(z) τέτοιοι ώστε Α(z) Χ1(z)+B(z) Υ1(z)=Ψ1(zc1)Im
                                                  A(z) X2(z)+B(z) Υ2(z)= Ψ2(zc2)Im
                                                   
[image: image398.wmf]M


                                                 A(z) Χn(z)+B(z) Υn(z)= Ψn(zcn)Im
Όπου Ψi(zci) είναι ένα πολυώνυμο των n-1 μεταβλητών z1,…,zi-1,zi+1,…zn.

Χρησιμοποιώντας τα δύο θεωρήματα και τους ορισμούς των πρώτων είναι πιθανόν να εξηγηθεί η ισοδυναμία των μονο-διάστατων πρώτων που δίνεται από το θεώρημα 2.5.1 σε έναν n-διάστατο σκελετό.

Κλείνοντας θεωρούμε κλάσματα πολυωνυμικών πινάκων και ορισμούς ομοιότητας ένα πηλίκο πολυωνυμικών πίνακων δεν μπορεί να οριστεί απλα ως πηλίκο ενός βαθμωτού πολυωνύμου εξαιτίας της μη-αντιμεταθετικότητας των πινάκων. Ο παρανομαστής βαθμωτό πολυώνυμο της αναλογίας βαθμωτών πολυωνύμων μπορεί να δοθεί ως πολλαπλασιαστικά αντίστροφος του βαθμωτού πολυωνύμου. 

Ένας πολυωνυμικός πίνακας ως παρανομαστής μπορεί να οριστεί ως ο αντίστροφος του πολυωνυμικού πίνακα. Έτσι ορίζεται ο αριστερός παρανομαστής, από τα αριστερά και ο δεξιός παρονομαστής από πολλαπλασιασμό από τα δεξιά. 
Υποθέτουμε Gpxq(z) είναι ένας πίνακας που περιλαμβάνει στοιχεία ρητών πολυωνύμων(καλείται ρητός πολυωνυμικός πίνακας), τότε ο G μπορεί να γραφτεί ως:
G(z)=N1(z)D1-1(z)       (1)

G(z)=D2-1(z) N2(z)      (2)

Όπου N1(z), N2(z) είναι pxq πολυωνυμικοί πίνακες και D1(z) ένας qxq πολυωνυμικός πίνακας και D2(z) ένας pxp πολυωνυμικός πίνακας. Εάν επιπλέον τα ζευγάρια N1(z), D1(z) και N2(z), D2(z)δεν έχουν κανέναν πίνακα διαιρετών ως επακόλουθο δεξιών και αριστερών πίνακα κλασμάτων, μπορούν να δοθούν ως ανάγωγα. Σ’αυτήν την περίπτωση στον ακόλουθο ορισμό ορίζονται οι μη-ουσιώδεις ανωμαλίες.

Ορισμός 2.5.5(Πίνακας μη-ουσιωδών ιδιομορφιών/Matrix Non-Essential      Singularities)

Οι ιδιομορφίες των ανάγωγων πινάκων κλασμάτων (1) λέγεται ότι είναι

i) Μη-ουσιώδεις ιδιομορφίες 1ου είδους εάν │D1(z)│=0 και ο πίνακας 
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 είναι πλήρους τάξης.

ii) Μη-ουσιώδεις ιδιομορφίες 2ου είδους εάν │D1(z)│=0 και ο πίνακας 
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 δεν είναι πλήρους τάξης.

2.6 Βαθμωτα Πολυώνυμα

Σ’αυτήν την ενότητα θα ασχοληθούμε με τα βαθμωτά πολυώνυμα και τις έννοιες  των συντελεστών και των πρώτων πολυωνύμων.

Οι πολυωνυμικόι πίνακες πλεονεκτούν γιατί συντομεύουν τη μελέτη των πρώτων (coprimeness), των βαθμωτών πολυωνύμων, οι έννοιες των οποίων δίνονται παρακάτω. Οι ιδέες αναπτύχθηκαν όταν  αναφέρθηκε η περίπτωση των πολυωνυμικών πινάκων.

Το σύνολο των απροσδιόριστων πολυωνύμων α1(z), α2(z),…, αk(z) ορίζονται ως πρώτα μεταξύ τους εάν υπάρχει τιμή 
[image: image402.wmf][0]
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τέτοια ώστε τα πολυώνυμα  α1(z1[0]), α2(z1[0]),…, αk(z1[0]) να είναι όλα μηδέν.

Εάν μια τιμή υπάρχει στο πολυώνυμο z1-z1[0] , τότε είναι συντελεστής του συνόλου όλων των πολυωνύμων.

Παράδειγμα 
Έστω δύο πολυώνυμα α(z1,z2), b(z1,z2) όπου α(z1,z2)= z1  και b(z1,z2)= z2 .

Έτσι υπάρχει μια τιμή του (z1,z2) για την οποία α(z1,z2)=0 και b(z1,z2)=0, 

η (z1,z2)=0 . Συχνά, δύο πολυώνυμα δεν έχουν τον ίδιο πολυωνυμικό συντελεστή γιατί τα z1,z2 είναι ανεξάρτητα.

Τα 
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δεν έχουν κοινό παράγοντα. Συνεπώς είναι παραγοντικά πρώτα( factor coprime). Έχουν όμως σημείοστο οποίο μηδενίζονται ταυτόχρονα 
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. Άρα δεν είναι μηδενικά πρώτα μεταξύ τους( zero coprime).

Ορισμός 2.6.1(Συντελεστές Πρώτων Πολυωνύμων/Factor Coprime Polynomials)

Τα  βαθμωτά πολυώνυμα α1(z), α2(z),…, αk(z) ονομάζονται Παραγοντικά Πρώτα Πολυωνύμων εάν δεν υπάρχει κοινός διαιρέτης g(z) των α1(z), α2(z),…, αk(z).

Ορισμός 2.6.2(Μηδενικά Πρώτων Πολυωνύμων/Zero Coprime Polynomial)

Τα  βαθμωτά πολυωνύμων α1(z), α2(z),…, αk(z) ονομάζονται Μηδενικά Πρώτα Πολυωνύμων εάν δεν υπάρχει τιμή  z των απροσδιόριστων z1, z2,…,zn ώστε τα πολυώνυμα α1(z), α2(z),…, αk(z) να είναι ταυτόχρονα μηδέν.

· Τα μηδενικά των πρώτων πολυωνύμων είναι ένα υποσύνολο των συντελεστών πρώτων πολυωνύμων.

Λήμμα 2.6.3(Hilbert’s  Nullstellensatz)

 Εάν f είναι ένα πολυώνυμα που ανήκει στο F[z1,z2,… zn] όπου ‘’εξαφανίζει’’ 

(vanishes) όλα τα κοινά μηδενικά των πολυωνύμων f1,f2,…,fr 

τότε: υπάρχει ακέραιος P τέτοιος ώστε  fp=a1f1+ a2f2+…+ arfr 

και ισχύει για ακέραιους P  και α1,α2,…,αr ∈F[z1,z2,… zn] και αντίστροφα.

Η μορφή του Nullstellensatz παίζει σημαντικό ρόλο στη θεωρία των πολυδιάστατων συστημάτων στην περίπτωση που τα πολυώνυμα f1,f2,…,fr 

δεν έχουν κανένα κοινό μηδενικό.

Πόρισμα 2.6.4
Εάν τα f1,f2,…,fr 
[image: image406.wmf]Î

F[z1,z2,… zn] δεν έχουν κανενα κοινό μηδενικό τότε ισχύει:

 1= a1f1+ a2f2+…+ arfr για α1,α2,…,αr 
[image: image407.wmf]Î

F[z1,z2,… zn]

Απόδειξη
Η απόδειξη είναι μια ειδική περίπτωση του παραπάνω λήμματος. Πιο συγκεκριμένα, εάν τα πολυώνυμα f1,f2,…,fr  δεν έχουν κανένα κοινό μηδενικό τότε αυτά έχουν το ίδιο κοινό μηδενικό με το πολυώνυμο ‘’1’’.

Θεωρούμε μια ‘’αναλογία’’  f(z) των πολυωνύμων α(z) ,b(z) όπου 
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Αυτό καλείται πολυωνυμικό κλάσμα ή πιο συνηθισμένα  Ρητό πολυώνυμο

Πρόσθετα περιγράφεται ως μη ανάγωγο εάν α(z) και b(z) παραγοντικά πρώτα(factor coprime). 

Η ιδιομορφία των f(z) συμβαίνει όταν b(z)=0. Αυτή η περίπτωση έχει δύο ενδεχόμενα που δίνοντε από τον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 2.6.5
Η ιδιομορφία  των ρητών πολυωνύμων f(z) όπου 
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 είναι:

i) Η πρώτου είδους ιδιομορφία εάν b(z)=0  και α(z) ≠0
ii) Η δεύτερου είδους ιδιομορφία εάν b(z)=0  και α(z)=0.

Για να κατανοήσουμε πλήρως τα βαθμωτά πολυώνυμα δίνεται ένα αποτέλεσμα συσχέτισης της διαίρεσης των πρώτων πολυωνυμικών μόντουλων ως σύνολο των συντελεστών των πρώτων των πολυωνύμων(factor coprime set of polynomials). Αυτή, η καλή γνώση του αποτελέσματος είναι θεμελειώδης για έναν αριθμό αποτελεσμάτων, ιδιαίτερα για το MFD θεώρημα συσχέτισης. 

Θεώρημα 2.6.6
 Έστω 
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  και υποθέτουμε ότι α│αib για i=1,2,…n
όπου 
[image: image411.wmf]1
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είναι ένα σύνολο παραγοντικά πρώτων πολυωνύμων (x│y σημαίνει ότι το χ διαιρεί το Y). Τότε α│b.

Απόδειξη
Η 
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 είναι μια μοναδική παραγοντοποίηση(factorisation) πεδίου. Επομένως όλα τα στοιχεία του 
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  μπορούν να διαχωριστούν ως προϊόντα της δύναμης των ανάγωγων στοιχείων.

Γράφουμε: 
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Όπου p1,p2,…,p​k είναι ανάγωγοι συντελεστές του α. 

Τότε
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για i=1,2,…,m και j=1,2,…,k
Ιδιαίτερα  

Είτε  
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  για i=1,2,…,m και j=1,2,…,k
ή  
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για j=1,2,…,k  

αφού 
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  είναι παράγοντες πρώτων τότε υπάρχουν μη-ανάγωγα στοιχεία 
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 τέτοια ώστε qj│ai για i=1,2,…,m.

Οι ανάγωγοι παράγοντες του αi για i=1,2,…,m στον ℝ[z1,z2,…,zn] δεν περιλαμβάνουν κανένα q. Έτσι δεν υπάρχει pj για i=1,2,…,m ανάγωγος συντελεστής του α στο 
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 που να είναι διαιρέτης του αi για i=1,2,…,m.

Επομένως :
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για i=1,2,…,m και j=1,2,…,k
2.7 Ισοδυναμία πρωτοβάθμιων πολυωνυμικών πινάκων

Στις προηγούμενες ενότητες θεωρούσαμε ορθογώνιους λ − πίνακες. Σε αυτήν, θεωρούμε δύο τετράγωνους λ − πίνακες A(λ ) και B(λ ) τάξης n , στους οποίους όλα τα στοιχεία είναι τάξης όχι μεγαλύτερης από 1. Αυτοί οι πολυωνυμικοί πίνακες μπορούν να αναπαρασταθούν στη μορφή πολυωνυμικών πινάκων A(λ ) = Α0λ +Α1, B(λ ) = Β0λ +Β1. Θα υποθέσουμε ότι αυτά τα πολυώνυμα είναι βαθμού 1 και ομαλά: δηλαδή ότι  |Α0 |≠ 0 , |Β0​ |≠ 0 . Το ακόλουθο θεώρημα δίνει ένα κριτήριο για την ισοδυναμία τέτοιων πρωτοβάθμιων πολυωνυμικών πινάκων.

Θεώρημα 2.7.1 

Αν δύο ομαλά πολυώνυμα πρώτου βαθμού Α0λ+Α1 και Β0λ+Β1
είναι ισοδύναμα, τότε είναι αυστηρά ισοδύναμα δηλαδή στην ταυτότητα

Β0λ+Β1 = P(λ )(Α0λ +A1 )Q(λ )        (2.7.1)

οι πίνακες P(λ ) και Q(λ ) - με σταθερές μη-μηδενικές ορίζουσες- μπορούν να

αντικατασταθούν από σταθερούς ομαλούς πίνακες P και Q:

Β0λ+Β1 = P(Α0λ +A1 )Q                 (2.7.2)

Απόδειξη
Εφόσον η ορίζουσα του P(λ ) δεν εξαρτάται από το λ και είναι διαφορετική από το μηδέν, ο αντίστροφος πίνακας Μ(λ ) = P−1(λ ) είναι επίσης πολυωνυμικός πίνακας.Μετη βοήθεια αυτού του πίνακα γράφουμε την (2.7.1) στη μορφή
 Μ(λ )(B0λ+B1 ) = (A0λ +A1 )Q(λ )         (2.7.3)

Διαιρούμε τους πολυωνυμικούς πινακες Μ(λ ) και Q(λ ) διαιρούμε τον Μ(λ ) από αριστερά με τον 0 1 A λ + A και από δεξιά αντίστοιχα με τονB0λ +B1 :

M(λ ) = (A0λ +A1 )S(λ ) +M    (4)

Q(λ ) = T(λ )(B0λ +B1 ) +Q     (5)

Εδώ οι M και Q είναι σταθεροί τετράγωνοι πίνακες (ανεξάρτητοι του λ ) τάξης n.

Αντικαθιστόντας τις σχέσεις (4), (5) στην σχέση (3) θα έχουμε:

 [(A0λ +A1 )S(λ ) +M](B0λ +B1 ) = (A0λ +A1 )[T(λ )(Β0 λ +Β1 ) +Q] 
[image: image422.wmf]Û


 (A0λ +A1 ) [T(λ ) − S(λ )] (B0λ +B1 ) = M(B0λ +B1 )− (A0λ +A1 )Q    (2.7.6)
Οι διαφορές στις αγκύλες πρέπει να είναι ίσες με το μηδέν, διαφορετικά το γινόμενο στο αριστερό μέλος της πρέπει να είναι βαθμού μεγαλύτερου του 2, καθώς το πολυώνυμο στο δεξιά μέλος της εξίσωσης είναι βαθμού όχι μεγαλύτερου του 1. Επομένως S(λ ) = T(λ ) Αλλά τότε παίρνουμε από την (2.7.6) 
                    M(B0λ +B1 ) = (A0λ +A1 )Q   (2.7.7)

Θα δείξουμε ότι ο M είναι ομαλός πίνακας. Γι’αυτό το σκοπό διαρούμε τον 

P(λ ) από τα αριστερά με B0λ+B1 : 

                              P(λ ) = (B0λ+B1 )U(λ)+P       (2.7.8)

Από τις (3), (4) και (8) συμπεραίνουμε:

Ι = M(λ )P(λ ) = M(λ )(B0λ+B1 )U(λ )+M(λ )P

=(A0λ+A1 )Q(λ )U(λ )+(A0λ+A1 )S(λ ) +MP

=(A0λ+A1 )[Q(λ )U(λ ) + S(λ )P]+MP                  (2.7.9)

Εφόσον ο τελευταίος όρος αυτής της (2.7.9) πρέπει να είναι βαθμού μηδενικού (γιατί είναι ίσος με Ι), η σχέση στις αγκύλες πρέπει να είναι ίση με το 0.

Συνεπώς από την (9) έχουμε MP = Ι               (2.7.10)

Άρα |M |≠ 0 και M−1 = P .

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της (2.7.7) από τα αριστερά με P  παίρνουμε: B0λ+B1 = P(A0λ+A1 )Q.                                     (2.7.11)

Το γεγονός ότι ο P είναι ομαλός προκύπτει από την (1.40). Ότι οι P και Q είναι ομαλοί προκύπτει απευθείας από την (1.32), εφόσον αυτή η ταυτότητα δείχνει:B0 = PA0Q
και συνεπώς | P || A0 ||Q |=| B0 |≠ 0 .
2.8 Γενικευμένη Αντιστρέψιμη Ισοδυναμία
(Extended Unimodular equivalence)

Σ’ αυτήν την ενότητα θα μελετήσουμε μια καινούρια ισοδυναμία που υπερτερεί

από την αντιστρέψιμη ισοδυναμία, με την οποία ασχοληθήκαμε στις προηγούμενεςενότητες και αυτό γιατί αναφέρεται σε πολυωνυμικούς πίνακες διαφορετικώνδιαστάσεων. Πριν όμως θα αναφέρουμε κάποιους ορισμούς απαραίτητους για τηνκατανόηση αυτής της ισοδυναμίας.

Δεδομένων τριών πολυωνυμικών πινάκω 
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που ικανοποιούν τη σχέση A(s)=B(s)C(s) τότε λέμε ότι ο B(s) είναι ο αριστερός διαιρέτης του Α(s), και ο C(s)  είναι δεξιός διαιρέτης του A(s) και A(s) είναιαριστερό πολλαπλάσιο του C(s) ή δεξιό πολλαπλάσιο του B(s) . Θεωρούμε τώρα δύο πολυωνυμικούς πίνακες T1(s) , T2(s) με τον ίδιο αριθμό γραμμών (στηλών) δηλαδή 
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 και έστω 
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 ένας αριστερός (δεξιός) διαιρέτης του T1(s) και του T2(s) , δηλαδή έστω 
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όπου 
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ορισμός 2.8.1
Ο TL (s) (TR(s)) ονομάζεται κοινός αριστερός (δεξιός) διαιρέτης των

T1(s) και T2(s) . Αν TL (s) (TR(s))  είναι δεξιό (αριστερό) πολλαπλάσιο κάθε κοινού αριστερού (δεξιού) διαιρέτη 
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των T1(s) και T2(s)  αν δηλαδή 
[image: image438.wmf]3

()()()

LL

TsTsTs

-

=

(
[image: image439.wmf]3

()()()

RR

TsTsTs

-

=

)για κάποιο 
[image: image440.wmf]3

()[]([])

pxpmxm

Tsss

ÎÎ

¡¡

τότε ο TL (s) (TR(s)) ονομάζεται μέγιστος κοινός αριστερός (δεξιός) διαιρέτης των T1(s) και T2(s).

Ορισμός 2.8.2
Δύο πολυωνυμικοί πίνακες με τον ίδιο αριθμό γραμμών, 
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 ονομάζονται αριστερά πρώτοι (left coprime) αν ο μέγιστος αριστερός κοινός διαιρέτης των T1(s) και T2(s) είναι αντιστρέψιμος (unimodular).

Ορισμός 2.8.3
Δύο πολυωνυμικοί πίνακες με τον ίδιο αριθμό στηλών, 
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 ονομάζονται δεξιά πρώτοι (right

coprime) αν ο μέγιστος δεξιός κοινός διαιρέτης των T1(s) και T2(s) είναι

αντιστρέψιμος (unimodular).

Λήμμα 2.8.4

Έστω ο διαχωρισμένος τετράγωνος πολυωνυμικός πίνακας 
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ο οποίος είναι αντιστρέψιμος (unimodular), τότε οι 

α)
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Ds

)είναι δεξιά πρώτοι
Έστω P(m,l) η τάξη των (r + m)×(r + l) πολυωνυμικών πινάκων όπου l καιm

είναι σταθεροί ακέραιοι και ο r παίρνει τιμές μεταξύ των ακέραιων που είναι

μεγαλύτεροι από το max(−m,−l) . Έστω P(s) , P1(s)∈ P(m,l) και θεωρούμε την

σχέση που παράγεται από την

                                       M(s)P(s) = P1​(s)N(s)   (1)

όπου  P1 και M είναι αριστερά πρώτοι και P και N είναι δεξιά πρώτοι.

Θεώρημα 2.8.5

Η σχέση που παράγεται από την (2.8.1) είναι μια σχέση ισοδυναμίας.

Απόδειξη
α) Aνακλαστική ιδιότητα:

Η σχέση είναι ανακλαστική εφόσον η (2.8.1) ισχύει για P1 = P όπου M και N

μοναδιαίοι πίνακες κατάλληλων μεγεθών.

β) Συμμετρική ιδιότητα:

Για την συμμετρικότητα έχουμε ότι οι P και  P ικανοποιούν την (2.8.1) η οποία

μπορεί να γραφεί 
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Εφόσον M , P1 είναι αριστερά πρώτοι, θα υπάρχουν πολυωνυμικοί πίνακες Χ1 και Χ2( οι οποίοι μεταξύ τους είναι δεξιά πρώτοι) τέτοιοι ώστε
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Ομοίως υπάρχουν αριστερά πρώτοι πολυωνυμικοί πίνακες Χ3, Χ4 τέτοιοι ώστε
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Θεωρούμε τώρα το ζεύγος πινάκων Χ3, Χ4 που ορίζεται από τη σχέση
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Τότε 


[image: image460.wmf](

)

(

)

^^^^2

1

3434341

4

2

,

rl

X

PPP

XXXXXXMPI

X

NNN

+

æö

æöæöæö

æöæö

=-=

ç÷ç÷

ç÷

ç÷ç÷ç÷

---

èøèø

èøèøèø

èø

   (2.8.6)

Ακόμη 
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Οι σχέσεις2.8. 22.8.,3, 2.8.6, 2.8.7 μπορούν να συγκεντρωθούν στη σχέση
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           (2.8.8)

Αλλά οι δύο πίνακες στο αριστερό μέλος της (2.8.8) είναι και οι δύο τετράγωνοι και της ίδιας διάστασης. Συνεπώς ο ένας είναι ο αντίστροφος του άλλου. Επίσης εφόσον και οι δύο είναι πολυωνυμικοί, είναι και οι δύο αντιστρέψιμοι. Από τις ιδιότητες της αντιστρεψιμότητας
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Από τις (2.8.1) και (2.8.2) παίρνουμε 
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Επίσης από το Λήμμα 2.8.4  οι Χ1 και Χ4 είναι πρώτοι μεταξύ τους εφόσον
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είναι αντιστρέψιμοι (unimodular). Έτσι η συμμετρικότητα της (2.8.1) αποδείχτηκε.

γ) Μεταβατική ιδιότητα:

Για την μεταβατικότητα της (2.8.1) υποθέτουμε

                             MP=P1N                                                  (2.8.11a)

                             M’P1 =P2N’                                              (2.8.11β)

Από την (11α) έχουμε M’MP=M’P1N
Και αντικαθιστώντας το M’P1 στην (11β) έχουμε M’MP= P2N’Ν (2.8.12)

Πρέπει τώρα να δειχθεί ότι οι απαιτούμενες συνθήκες των πρώτων εμφανίζονται. Από τις ιδιότητες των πρώτων σε συνδυασμό με την (2.8.11α), υπάρχουν πολυωνυμικοί πίνακες Q1,Q2,Q3,Q4 τέτοιοι ώστε 

                         Μ Q1+ P1 Q2=
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                        Μ’ Q3+ P2 Q4=
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Από τη (2.8.13) 

                       Μ’ Μ Q1+Μ’ P1 Q2=Μ’

Δηλαδή από την (11β) 

                       Μ’ Μ Q1+P2N’ Q2=Μ’

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με Q3 παίρνουμε

                   Μ’ΜQ1Q3+’ P2N’ Q2,Q3
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                   Μ’ΜQ1Q3+ P2(N’ Q2,Q3- Q4)=
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Η (2.8.15) δείχνει ότι οι πολυωνυμικοί πίνακες M’M και P2 είναι αριστερά πρώτοι.

Ομοίως οι P και N 'N αποδεικνύει ότι είναι δεξιά πρώτοι,και h μεταβατικότητα προκύπτει από την (12). Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του θεωρήματος.

Η σχέση ισοδυναμίας που παράγεται από την (1) καλείται γενικευμένη αντιστρέψιμη ισοδυναμία (extended unimodular ισοδυναμία).            

Πρόταση 2.8.6
Οι πολυωνυμικοί πίνακες ίδιας διάστασης που είναι αντιστρέψιμα

(unimodular) ισοδύναμοι είναι επίσης και γενικευμένοι αντιστρέψιμα ισοδύναμοι(extended unimodular equivalent).

Ως αποτέλεσμα αυτής της πρότασης και του θεωρήματος 2.8.5 έχουμε:

Πρόταση 2.8.7
Αν δύο πολυωνυμικοί πίνακες στο P(m,l) είναι γενικευμένοι

αντιστρέψιμα ισοδύναμοι (extended unimodular equivalent) τότε το ίδιο είναι και οι αντίστοιχες Smith μορφές τους.

Θεώρημα2.8.8
Αν ο (r + m)×(r + l) πίνακας P και ο  (r1 + m)×(r1+l)  πίνακας P1
είναι γενικευμένοι αντιστρέψιμα ισοδύναμοι (exteded unimodular equivalent), τότε
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Όπου S(P) και S(P1) είναι οι αντίστοιχες μορφές Smith των P και P1.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ  n  ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ
3.1 n-Διάστατοι Πολυωνυμικοί Πίνακες:Αρχικές Σκέψεις και Ορισμοί

Ορίζουμε την F[z] ως F[z1,z2,…zn] του πολυωνυμικού δακτυλίου σε n απροσδιόριστα z1,z2,…zn  με συντελεστή στο πεδίο της F. Κατά κανόνα το πεδίο ορισμού της Fείναι το 
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 ή το 
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. Το 
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 είναι αλγεβρικά κλειστό, ενώ η κλειστότητα του 
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είναι 
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Ένας  n-διάστατος (n-D) πολυωνυμικός πίνακας Α(z) n-μεταβλητών διάστασης 
[image: image478.wmf]pq

´

 όπου p οι γραμμές και q οι στήλες και του οποίου τα στοιχεία καλούνται n-διάστατα πολυώνυμα που ανήκουν στην F[z].

Οι πολυωνυμικοί πίνακες n-D αναπαραστόνται ως εξής:
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Όπου  aij
[image: image480.wmf]Î

F[z] για i=1,2,…,p και j=1,2,…q.  Ο  πολυωνυμικός πίνακας καλείται τετραγωνικός στην περίπτωση που p=q και καλείται ( to be order nifits dimension is n×n).

Ορισμός 3.1.1
Έστω ένα στοιχείο i ελάχιστης τάξης ενός n-διάστατου πολυωνυμικού πίνακα Α(z)p×q, τότε i≤min(p,q) είναι η ορίζουσα ενός πολυωνυμικού πίνακα που αποτελείται από i γραμμές και i στήλες του P(z). Το ith ελάχιστης τάξης ορίζεται από έναν 
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12

,,...,

,,...,

i

i

iii

jjj

A

, όπου i1,i2,…,i​i  οι γραμμές και j1,j2,…,ji οι στήλες του Α(z).

Ορισμός 3.1.2
Η τάξη ενός n-διάστατου πολυωνυμικού πίνακα Α(z)p×q είναι Γ εάν υπάρχει ένα μη-μηδενικό Γ ελάχιστης τάξης και όλα τα υπόλοιπα Γ+1 να είναι μηδενικά. Ο πίνακας αυτός καλείται πλήρους κανονικής τάξης( full normal rank) εάν Γ=min(p,q).

Τα ακόλουθα δύο αποτελέσματα είναι γνωστά ως ανάπτυγμα του Laplace και τύπος των Cauchy-Binet. Το ανάπτυγμα του Laplace  επεκτείνεται σε μια ορίζουσα τετραγωνικού πίνακα τάξης n  με τους ελάχιστους όρους να  είναι τάξης μικρότεροι από n.

Ο τύπος των Cauchy-Binet εκφράζει ένα οποιοδήποτε r×r ελάχιστο στοιχείο του πίνακα C=AB, όρο ενός γραμμικού συνδυασμού r×r των πινάκων Α,Β.
Υπενθυμίζουμε ότι η ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα 
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 ελφράζεται από τα στοιχεία της 
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 γραμμής και των συμπληρωματικών τους 
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 ελάχιστης τάξης 
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 δίνεται από τη σχέση :
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Ομοίως οι όροι της 
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 στήλης απο τη σχέση:
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Μια εναλλακτική μορφή του τύπου (1) για την ορίζουσα  του 
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 είναι η :

                                             
[image: image490.wmf]12

12

...

...1122

...

n

n

rrr

jjjnn

I

Aarjarjarj

d

=

å

       (3.1.3)  

Όπου 
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Στους τύπους (3.1.1) και (3.1.2) η ορίζουσα του 
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 τάξης 
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 αναπτύσσεται από τα στοιχεία της  
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 γραμμής (
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 στήλης) και των συμπληρωματικών τους 
[image: image500.wmf](1)
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 τάξης.

Το ανάπτυγμαα του Laplace λειτουργεί ως εξής: διαλέγουμε μια 
[image: image501.wmf]q

 γραμμή του πίνακα 
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 και λέμε ότι τα  
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 δε μεταβάλλουν την τάξη των γραμμών (
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). Η μορφή όλων των δυνατών υποοριζουσών της τάξης 
[image: image505.wmf]q

 δίνεται από αυτές τις γραμμές. Τότε η μορφή του αθροίσματος των παραγώγων αυτών των οριζουσών και των συνμπληρωματικών τους  
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 πολλαπλασιάζοντάς τα είναι το άθροισμα 
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 Έτσι ο μετασχημετισμός του Laplace της 
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 γράφεται:
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όπου 
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 εκφράζουν τις γραμμές και τις στήλες των υποοριζουσών και τα 
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 τις γραμμές και τις στήλες των συμπληρωματικών τους.

Υπενθυμίζουμε  ότι οι στοιχειώδεις μετασχηματισμοί των γραμμών( στηλών) στην περίπτωση των πινάκων πάνω στο πεδίο 
[image: image514.wmf]F

 ορίζοντια ως εξής:
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     Πολλαπλασιασμός  οποιασδήποτε γραμμής(στήλης) από ένα μη-μηδενικό στοιχείο του 
[image: image516.wmf]F
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     Προσθέτουμε σε οποιαδήποτε γραμμή (στήλη) ένα πολλαπλάσιο από ένα  

                   Στοιχείο του 
[image: image518.wmf]F

 από οποιαδήποτε άλλη γραμμή (στήλη).
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      Εναλλάσουμε δύο γραμμές (στήλες).

Το αντίθετο είναι εφικτό στην περίπτωση που ο πολυωνυμικός πίνακας πάνω στο 
[image: image520.wmf][]
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 με πολλαπλασιασμό από τα αριστερά ( πολ/μο από δεξιά) του 
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 από έναν αντιστρέψιμο πίνακα μπορεί να επιτευχθεί μετά από εκτέλεση με κατάλληλη σειρά των στοιχειωδών μετασχηματισμό γραμμών (στηλών) στον 
[image: image522.wmf]1
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. Έτσι οποιοσδήποτε 1-D αντιστρέψιμος πίνακας μπορεί να διαχωριστεί σε προϊόν των στοιχειωδών πινάκων. Σε γενικές περιπτώσεις των n-D πολυωνυμικών πινάκων 
[image: image523.wmf]2
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 ο Sebek  έχει δείξει ότι υπάρχουν αντιστρέψιμοι πίνακες οι οποίοι δεν μπορούν να γραφούν ως προϊόντα στοιχειωδών πινάκων χρησιμοποιώντας το παρακάτω αντιπαράδειγμα.

Παράδειγμα
Η λύση της ισότητας των 2-D πολυωνύμων 
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Για τις μεταβλητές 
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   (3.1.8)

Επομένως 
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 και ο πίνακας 
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 δεν διαιρεί κανέναν όρο των 
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 και αντίστροφα κανένας όρος των 
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 δε διαιρεί  το 
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. Αυτό σημαίνει ότι δεν υπάρχει στοιχειώδης μετασχηματισμός ο οποίος να μπορεί να εφαρμοστεί στον πίνακα 
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 και να τον αναγάγει σε 
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. Έτσι ο αντοστρέψιμος πίνακας  
[image: image535.wmf]12

(,)

Uzz

 δεν μπορεί να γραφεί ως αποτέλεσμα κάποιων στοιχειωδών πινάκων στο 
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Εδώ υπάρχει μια βασική διαφορά στη μελέτη ανάμεσα στα πολυώνυμα μιας μετβλητής και σ’αυτην που βασίζεται  στα πολυώνυμα πολλών μεταβλητών και αυτή είναι η βασική δομή του δακτυλίου. Ο δακτύλιος των πολυωνύμων 
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 είναι μια μοναδική περιοχή παραγοντοποίησης( unique factorization domain)  μη-ευκλείδεια. Η ευκλείδεια φύση του 
[image: image538.wmf]1
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 επιτρέπει σ’έναν αλγόριθμο  διαιρέσεως να οριστεί. Αυτός ο αλγόριθμος διαιρέσεως είναι χρήσιμος στο να επεξεργάζεται  πίνακες στον 
[image: image539.wmf]1
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. Για παράδειγμα η Smith κανονική μορφή από την οποία παίρνουμε χρήσιμες πληροφορίες  σχετικά μ’έναν πίνακα μπορεί να επιτευχθεί με από αριστερά και δεξιά πολλαπλάσιασμό αντιστρέψιμων πινάκων.  Προφανώς ο πολυωνυμικός δακτύλιος είναι ευκλείδειος και όλοι αντοστρέψιμοι πίνακες είναι αποτέλεσμα στοιχειωδών πινάκων. Έτσι η Smith  κανονική μορφή μπορεί να παραχθεί από μια σειρά μετασχηματισμών γραμμών και στηλών όπως υπολογιστικές έννοιες.. δυστυχώς οι μη-ευκλείδειοι δακτύλιοι δεν έχουν ευκλείδειο αλγόριθμο διαιρέσεως , έτσι οι στοιχειώδεις μετασχηματισμοί που χρησιμοποιούνται για να επεξεργάζονται πίνακες στον 
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 δεν είναι πλήρους τάξης των αντιστρέψιμων πινάκων. Οι αντιστρέψιμοι πίνακες οι οποίοι παράγονται από στοιχειώδεις μετασχηματισμούς  όπως στο παράδειγμα λέγονται δευτερεύοντες πίνακες. Το βασικό πρόβλημα από τη μη- ευκλείδεια φύση του δακτυλίου 
[image: image541.wmf]1
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 είναι υπολογιστικής παραγωγής (derivations) βασισμένη σε στοιχειώδεις μετασχηματισμούς κανονικών μορφών όπως η Smith. Επομένως για να ορίσουμε τα αναλλοίωτα πολυώνυμα και την κανονική μορφή ενός n-D πολυωνυμικού πίνακα πρέπει να δώσουμε τον ορισμό των στοιχειωδών διαιρετών.

Ορισμός 3.1.3
Η Smith κανονική μορφή 
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 ενός πολυωνυμικού πίνακα 
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Όπου 
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 ανναλοίωτο πολυώνυμο ενός n-D πολυωνυμικού πίνακα 
[image: image549.wmf]()

Az

.

Στην 1-D Smith κανονική μορφή όπου το 
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. Αυτό είναι βασικό αποτέλεσμα της αλγοριθμικής μεθόδου η απόδειξη της οποίας χρησιμοποιείται για τους στοιχειώδεις μετασχηματισμούς αποδεικνλυοντας ότι οποιοσδήποτε πίνακας  
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 είναι ίσος με έναν πίνακα της μορφής 
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. Αυτό προέρχετια από το γεογονός ότι τα n-D αναλλοίωτα πολυώνυμα 
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 έχουν την ίδια δυνατότητα διαιρετότητας.

Για τους 1-D ισχύει: οποιοσδήποτε πολυωνυμικός πίνακας 
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 ορισμός 3.1.3 από μια σειρά μετασχηματισμών γραμμών και στηλών. Συχνά τα αναλλοίωτα πολυώνυμα των 1-D πολυωνυμικών πινάκων και έτσι και της Smith κανονικής μορφής χαρακτηρίζουν ακριβώς έναν πίνακα που χάνει τάξη. Αυτό δε συμβαίνει στην περίπτωση των n-D πολυωνυμικών πινάκων για 
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Παραδειγμα3.1.4
Έστω ένας 2D πολυωνυμικός πίνακας  
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Το παραπάνω παράδειγμα εξηγεί τη βασική διαφορά ανάμεσα σε 1-D και 2-D. Παραγοντικά πρώτα και μηδενικά πρώτα είναι ισοδύναμες έννοιες στα 1-D πολυώνυμα ενώ δεν είναι ισοδύναμες έννοιες στην περίπτωση των n-D πολυωνύμων.

Στο παράδειγμα οι δύο είσοδοι των πίνακων 
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 είναι παραγοντικά πρώτες. Συχνά και οι δύο μπορεί να είναι ίσες με μηδέν 
[image: image567.wmf](

)

2

00

Î

£

 άρα δεν είναι μηδενικά πρώτες. Αυτό σημαίνει ότι ο μη κοινός παράγοντας  δε συνεπάγεται απαραίτητα με κοινά μηδενικά και απο κοινα μηδενικά δε συνεπάγεται κοινός παράγοντας. 

Ορισμός 3.1.5 
 Ένα σύνολο 
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 λέγεται μηδενικά πρώτο (zero coprime) αν δεν υπάρχει 
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Ορισμός 3.1.6
Ένα σύνολο 
[image: image571.wmf]1

{,...,}

s

Sff

=

 είναι παραγοντικά πρώτο (factor coprime) αν δεν υπάρχει 
[image: image572.wmf]1

[,...,]

n

gzz

Î

 το οποίο να είναι κοινός διαιρέτης των 
[image: image573.wmf]1

,...,

s

ff

.

Λήμμα 3.1.7
Έστω 
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Ορισμός 3.1.8
Δύο n-D πολυωνυμικοί πίνακες 
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α) αριστερά μηδενικά πρώτοι αν  
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β) αριστερά παραγοντικά πρώτα στην περίπτωση ύπαρξης πολυωνυμικής παραγοντοποίησης  
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συνεπάγεται ότι 
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Θεώρημα 3.1.9
α)  Για 2-D πολυωνυμικούς πίνακες 

     Μηδενικά πρώτα 
[image: image588.wmf]Þ

 minor coprime
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 παραγοντικά πρώτα

β)  Για n-D πολυωνυμικούς πίνακες 

     Μηδενικά πρώτα 
[image: image590.wmf]Þ

 minor coprime
[image: image591.wmf]Þ

 παραγοντικά πρώτα

3.1.2 Μέγιστος Κοινός Διαιρέτης πολυωνύμων δύο μεταβλητών
Τα πολυώνυμα μπορουν να κατηγοριοποιηθούν εξαιτίας πολλών διαφορετικών ιδιοτήτων. Μια από τις κατηγοριοποιήσεις είναι βασισμένη  στον αριθμό των μεταβλητών που έχει κάθε πολυώνυμο. Γνωρίζουμε ότι πολυώνυμο 
[image: image592.wmf]f

 με μεταβλητές 
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 σώμα είναι πεπερασμένος γραμμικός συνδυασμός μονονύμων. Και το πολυώνυμο 
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 παίρνει τη μορφή 
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Όπου το άθροισμα είναι ένας πεπερασμένος αριθμός ν-άδων 
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Το σύνολο αυτών  των πολυωνύμων με μεταβλητές 
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Ας είναι 
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2. 
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 τότε τον 
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 θα τον ονομάζουμε όρο του πολυωνύμου 
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3. Ο συνολικός βαθμός ενός πολυωνύμου 
[image: image609.wmf]f

 συμβολίζεται 
[image: image610.wmf]deg()
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 και είναι μέγιστο των εθετών συμπεριλαμβανομένου και του αθροίσματος των εκθετών σε όρο του πολυωνύμου. Που περιέχει το γινόμενο των μεταβλητών.

Ο υπολογισμός του ΜΚΔ πολυωνύμων με δύο μεταβλητές γίνεται με:

· Παρεμβολή 

· Με τη χρήση DFT
· Με τη μέθοδο ‘κατά προσέγγιση’

· Με τον αλγόριθμο Modular
· Με τον Black box αλγόριθμο

· Με τον αλγόριθμο subresultant
· κτλ

3 .2 Έννοιες ισοδυναμίας

Οι στοιχειώδεις μετασχηματισμοί των γραμμών και των στηλών είναι βασικοί για την υπολογιστική ανάπτυξη και οδηγός για τη βασική μορφή ισοδυναμίας.

Ορισμός 3.2.1
Δύο n-D πολυωνυμικοί πίνακες 
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 είναι ισοδυναμία στοιχειωδών μετασχηματισμών (elementary operations equivalent/ EO-E) αν μπορούν να παραχθούν από ακολουθία στοιχειωδών μετασχηματισμών γραμμής και στήλης πάνω στο  
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Ορισμός 3.2.2
Εάν 
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τότε οι πολυωνυμικοί πίνακες  
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 είναι αντιστρέψιμα ισοδύναμοι.

Ορισμός 3.2.3

Δύο n-D πολυωνυμικοί πίνακες 
[image: image617.wmf]12

(),()(,)

PzPzPml

Î

 είναι  Zero Coprime Equivalent  (ZC-E) όταν υπάρχουν πολυωνυμικοί πίνακες 
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με 
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 μηδενικά πρώτοι και  
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 δεξιά μηδενικά πρώτοι.

 Ορισμός 3.2.4 (παραγοντική ισοδυναμία/ factor coprime equivalent(FC-E)
Έστω 
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 πολυωνυμικοί πίνακες. 

Αν έχουμε την ισότητα  
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όπου 
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3.3Δομή Μηδενικών
Κοινό μηδενικό πολυώνύμου αντιστοιχεί σε κοινούς διαιρέτες και αντίστροφα.

Ένα σύνολο n-D πολυωνύμων με 
[image: image632.wmf]1
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 δεν έχουν μη-τετριμμένο κοινό διαιρέτη (δηλαδή είναι παραγοντικά πρώτοι) τότε διατηρούν το κοινό μηδενικό (δηλαδή δεν είναι μηδενικά πρώτοι).

Παράδειγμα 3.3.1
Δύο 2-D πολυώνυμα  
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 είναι παραγοντικά πρώτοι αλλα όχι μηδενικά πρώτοι αν έχουν κοινό μηδενικό, 
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Σάυτές τις περιπτώσεις υπάρχει άμεση εμπλοκή του ορισμού για τη δομή των μηδενικών που τα στοιχεία των πινάκων είναι n-D πολυώνυμα.

Ορισμός 3.3.2
 Ο 
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 στοιχειώδης διαιρέτης (Determinantal Divisor) 
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Τα μηδενικά του 
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 στοιχειώδη μηδενικά (Determinantal Zeros) του 
[image: image644.wmf]()

Pz

.

Ο 
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 στοιχειώδης διαιρέτης (Determinantal Divisor) είναι ένα μοναδικό modulo πολλαπλασιαστικά σταθερό για την περίπτωση του 1-D, όπου χαρακτηρίζει ακριβώς την κατάσταση  στην οποία ο 1-D πίνακας χάνει τάξη. Το πιο σύνηθες  παράδειγμα είναι 
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 το οποίο θεωρήθηκε ότι είναι ανεπαρκές για n-D πολυωνυμικούς πίνακες όταν ο  
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Ορισμός 3.3.3

Τα 
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τάξης αναλλοίωτα μηδενικά 
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 ενός n-D πολυωνυμικού πίνακα 
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Ορισμός 3.3.4
Η αλγεβρική τάξη(algebraic order) ενός αναλλοίωτου μηδενικού 
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Πόρισμα 3.3.5

Αν ο 
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Θεώρημα 3.3.6
Ο 
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)  n-D  πολυωνυμικός πίνακας είναι αριστερά μηδενικά πρώτος αν και μόνο αν  δεν έχει αναλοίωτα μηδενικά δηλαδή 
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Απόδειξη

Ο 
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 είναι αριστερά μηδενικά πρώτος αν η τάξη του 
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 (ορισμός 3.1.6). Έτσι οι 
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 αναλλοίωτα μηδενικά. Επομένως, δεν έχει αναλλοίωτα μηδενικά.. 

 Θεώρημα 3.3.7
Η ZC-E είναι μια σχέση ισοδυναμίας

Απόδειξη 

Έστω 
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Με 
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 μηδενικά (δεξιά) πρώτοι και  
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1) Ανακλαστικότητα
Έστω 
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  μηδενικά (αριστερά) πρώτοι και 
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2) Μεταβατικότητα
Υποθέτουμε ότι
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Η 3.3.2 
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Επομένως χρειάζεται να αποδείξουμε ότι 
[image: image699.wmf]223
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 μηδενικά (αριστερά) πρώτοι.

Ομοίως αποδεικνύεται για 
[image: image700.wmf]112

,,

QQT

-

  μηδενικά (δεξιά) πρώτοι.

3) Συμμετρία
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Από την (3.3.1)
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Τότε 
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όπου     
[image: image705.wmf]1212
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τώρα αν πολλαπλασιάσουμε από αριστερά την  (3.3.7) με 
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 όπου  
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τετραγωνικοί πίνακες  ίδιου μεγέθους, που   είναι  αντίστροφα πολυώνυμα  μεταξύ τους  πρέπει να είναι αντιστέψιμοι και  να δίνουν
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και οι ισότητες είναι: 
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Έτσι από την (3.3.9)  
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 μηδενικά (αριστεροί) πρώτοι και από την  (3.3.10)
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Άρα είναι συμμετρική.
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Θεώρημα 3.3.8
1) Η ZC-E είναι ανακλαστική, μεταβατική και συμμετρική σχέση.

2) Η FC-E  είναι ανακλαστική σχέση

Απόδειξη
1) Ανάλογα  με το θεώρημα 3.3.7
2) Έστω οι πίνακες 
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Οι 
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 παραγοντικά (αριστερά) πρώτοι.
3.4 Η Αναλλοίωτη Φύση των Μηδενικών

Απόδείξαμε παραπάνω ότι η ZC-E είναι μια σχέση ισοδυναμίας. Το θεώρημα που ακολουθεί μας δείχνει τι παραμένει αναλοίωτο από τη ZC-E. 

Θεώρημα 3.4.1
Υποθέτουμε ότι οι n-D πολυωνυμικοί πίνακες  
[image: image729.wmf]()

ii

pq

i

Pz

´

 της τάξης  
[image: image730.wmf]i

r

 με 
[image: image731.wmf]1,2

i

=

 όπου 
[image: image732.wmf]1122

()

pqpqpq

-=-=-

 είναι ZC-E και ισχύει 
                                             
[image: image733.wmf]21

()()()()

MzPzPzNz

==

                   (3.4.1)

Τότε 
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με 
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Μέρος 1
Υποθέτουμε ότι 
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Είναι ξεκάθαρο ότι τα ιδεώδη γενικεύονται από διάφορες υποορίζουσες των 
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Τώρα 
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Έτσι από τη μεταβατικότητα της ZC-E έχουμε ότι οι 
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Αποδείξαμε το θεώρημα για 
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Μέρος 2
Έστω 
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Από τις  (3.3.1) και (3.3.4) έχουμε:
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όπου 
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Για  οποιοδήποτε πίνακα 
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όπου  
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Οι ορίζουσες των 
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Η μορφή του 
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 δείχνει  ότι κάθε παράγοντας του 
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 που εμφανίζεται από τα αριστερά  στον τύπο (3.3.7)  όπου τα  
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. Ένας παράγοντας  εκφράζεται μέσω των μετασχηματισμών Laplace  ως όρος  των υποοριζουσών των πινάκων 
[image: image779.wmf]M

 και  
[image: image780.wmf]'

1

P

 . Έτσι  
[image: image781.wmf],...,

1

1

'

2,...,

ii

k

k

jj

P

 εκφράζεται ως ένας γραμμικός συνδυασμός των υποοριζουσών του 
[image: image782.wmf]'

1

P

 τάξης 
[image: image783.wmf]k

. 
Αποτέλεσμα των παραπάνω έιναι η σχέση 
[image: image784.wmf]''

21

[][]

PP

kk

II

Ì

 , 
[image: image785.wmf]1,...,

kh

=

 όπου 
[image: image786.wmf]''

min(,)

hpq

=

.

Από την ιδοότητα της συμμετρίας της ZC-E  
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Επομένως έχουμε :
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Μέρος 3
Έστω 
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 Από 
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Έτσι                                     
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και  οι σχέσεις (3.4.8) δίνουν: 
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Πόρισμα 3.4.2
Εάν ένας n-D πολυωνυμικός πίνακας 
[image: image809.wmf]()
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είναι μηδενικά πρώτος τότε  η έννοια του ‘πρώτου’ είναι αναλλοίωτη μέσα σε μια ZC-E
Κεφάλαιο 4
Ισοδυναμίες Συστημάτων

4.1 Εισαγωγή

Τα γραμμικά πολυμετάβλητα συστήματα χρησιμοποιούνται για να αναπαραστήσουν μαθηματικώς αρκετά φυσικά συστήματα όπως ένα ηλεκτρικό κύκλωμα. Κάποιες από τις περισσότερες κοινές μεθόδους που περιγράφουν τη δυναμική συμπεριφορά των μονοδιάστατων συστημάτων είναι οι πίνακες κλασμάτων περιγραφής, οι συναρτήσεις μεταφοράς πίνακα, η προσέγγιση στο χώρο των καταστάσεων, η περιγραφή πολυωνυμικών πινάκων και η προσέγγιση συμπεριφοράς.

Στις αρχές της δεκαετίας του ’60 η προσέγγιση των χώρων καταστάσεων έγινε γνωστή μέσα από έρευνα πολλών επιστημόνων.

Ένας τυπικός χώρος καταστάσεων αναπαρίσταται από μονοδιάστατο γραμμικό πολυμετάβλητο σύστημα με τον εξής τρόπο:
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                         (2.1.1)


[image: image811.wmf]()()()()()

YtCtXtDtUt

·

=+

                          (2.1.2)

Όπου φαίνεται ο διαχωρισμός λαμβάνοντας το χρόνο t. Το X(t) είναι ένα nx1 διάνυσμα συνάρτησης του χρόνου και ονομάζεται διάνυσμα κατάστασης, το U(t)  είναι ένα lx1 διάνυσμα συνάρτησης και ονομάζεται είσοδος σήματος και το Υ(t) είναι ένα mx1 διάνυσμα συνάρτησης και ονομάζεται έξοδος σήματος.

Η πρώτη ισότητα ονομάζεται κατάσταση ισότητας  και περιγράφει το πώς η κατάσταση ενός συστήματος είναι εξελίσιμη με το χρόνο, ενώ η δεύτερη ισότητα καλείται ισότητα εξόδου και περιγράφει τη μορφή της εξόδου.Η αναπαράσταση του χώρου των καταστάσεων είναι αναλλοίωτη στο χρόνο αν οι πίνακες συντελεστές A(t),B(t),C(t),D(t)  είναι συνεχείς μεταβλητές του χρόνου. 

Στα τέλη της δεκαετίας του ’60 ο Rosenbrock άρχισε να μεταφράζει το χρόνο με βάση τα αποτελέσματα του χώρου των καταστάσεων προσεγγίζοντας έναν σκελετό πολυωνυμικού πίνακα , χρησιμοποιώντας ήδη γνωστά αποτελέσματα σχετικά με τους πολυωνυμικούς πίνακες από τη δουλειά των Wedderburn, Mc Duffee και Gantmacher. Στα τέλη της δεκαετίας του ’60 η περιγραφή των πολυωνυμικών πινάκων έγινε μια εύρωστη μέθοδος για την ανάλυση των γραμμικών συστημάτων. Οι εξισώσεις του χώρου των καταστάσεων αναπαριστούν ένα γραμμικό σύστημα το οποίο περιγράφεται από ένα σύνολο διαφορετικών εξισώσεων. Συχνά τα μονοδιάστατα γραμμικά συστήματα περιγράφονται από ένα μίγμα υψιλής τάξης διαφορετικών  γραμμικών εξισώσεων με σταθερό συντελεστή και γραμμικές αλγεβρικές εξισώσεις. Η μορφή των εξισώσεων είναι η εξής:
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Όπου T(p),U(P),V(p),W(p)  είναι πολυωνυμικοί πίνακες με διαφορετικό τελεστή 
[image: image814.wmf]d
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στις κατάλληλες διαστάσεις. 
[image: image815.wmf]()
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είναι ένα διάνυσμα του συστήματος μεταβλητών,
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 είναι ένα διάνυσμα εισόδου και το 
[image: image817.wmf]()
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είναι ένα διάνυσμα εξόδου.

Κάνοντας μετασχηματισμούς Laplace στις σχέσεις (2.1.2) και (2.1.3) και προσλαμβάνοντας μηδενικά αρχικών συνθηκών μετασχηματισμών των εξισώσεων, τώρα οι πίνακες T(p),U(P),V(p),W(p) είναι πολυωνυμικοί μέσα από τους μετασχηματισμούς Laplace  μεταβλητής S.

Ο Rosenbrock  σημειώνει για τη μελέτη των συστημάτων της μορφής:
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Όπου (r+m)(r+l)  πολυωνυμικός πίνακας
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γνωστός ως πίνακας Rosenbrock (Rosenbrock system matrix)

Αυτός ο πίνακας είναι ένα πολύτιμο εργαλείο για την ανάλυση ενός γραμμικά πολυμετάβλητου συστήματος. Οι φυσικές ιδιότητες αυτού του συστήματος είναι επανακωδικοποιημένες ως αλγεβρικές ιδιότητες ενός pαrtioned πίνακα, για παράδειγμα η ελεγξιμότητα ενός συστήματος είναι ισοδύναμη  με το αριστερό αρχικό block του πίνακα
[image: image820.wmf](
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 . Ομοίως, η παρατηρησιμότητα ενός συστήματος με το δεξιό block  του πίνακα 
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 από την εξίσωση (2.1.5) η έξοδος της εξίσωσης (2.1.6) δίνει:
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Η συμπεριφορά εισόδου-εξόδου του συστήματος παριστάνεται από τις εξισώσεις (5) και (6) και περιγράφονται από ένα mxl πίνακα
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και καλέιται  Συνάρτηση Μεταφοράς Πίνακα(Transfer Function Matrix) και συνδέεται με το P(S).

Στην περίπτωση που:

T(s)=sI-A    ,         U(s)=B                                                        (2.1.9)

V(s)=C         ,         W(s)=D(s)                                                 (2.1.10)

 Ο πίνακας P(s) είναι μια μορφή του χώρου των καταστάσεων(State Space Form) με συνάρτηση μεταφοράς τον πίνακα 
[image: image825.wmf]1
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4.2 Πολυδιάστατα Γραμμικά Πολυμετάβλητα Συστήματα

Τα πολυδιάστατα (n-D) συστήματα, είναι συστήματα τα οποία μπορούν να φανούν καθώς προσδιορίζονται σαν ένα σύνολο μερικών διαφορικών εξισώσεων ή πολυδιάστατων διαφορών( multidimensional different equations).

Αναφορικά, η εφαρμογή των πολυδιάστατων συστημάτων περιλαμβάνεται σε πολυδιάστατα ψηφιακά φίλτρα σήματος και εικόνας διαμοίρασης παραμέτρων των συστημάτων, η X-ray εικόνα σεισμικές μεθόδους δεδομένων και γραμμικών επαναληπτικών μεθόδων, όπως κομμάτια μεγάλου μήκους άνθρακα και μεταλλικές τεχνικές ολίσθησης.

Το 2-διάστατο Roesser  μοντέλο ήταν ένα από τα πρώτα 2-διάστατα μοντέλα που έχουν κατευθείαν γενικευθεί ως μοντέλα του χώρου των καταστάσεων .

Ο παραλληλισμός ανάμεσα στα 1-διάστατα με το 2-διάστατο Roesser  μοντέλο είναι ότι έχουν επιτρέψει τη γενίκευση μερικών από τα θεμελιώδη σχέδια των 1-διάστατων στα 2-διάστατα όπως οι ιδέες της ελεγξιμότητας και της παρατηρησιμότητας. Άλλες μέθοδοι είναι των Attasi και Fornasini-Marchesini.

Ορισμός 4.2.1
Η τάξη n ενός συστήματος Σ που περιγράφεται από μια πολυωνυμική

περιγραφή πινάκων [T(s),Q(s), R(s),W(s) ], (PMD) ορίζεται ως ο βαθμός του T(s) δηλαδή

                          n = deg |T(s) |.                                   (2.2.1)

4.2.2 Αποσυζευτικά Μηδενικά (Decoupling zeros)

Έστω
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ένας Rosenbrock πίνακας συστήματος που περιγράφει ένα γραμμικό πολυμεταβλητό σύστημα. Έστω  
[image: image827.wmf]()[]

rxr

L

Gss

Î

¡

 ένας μέγιστος αριστερός διαιρέτης των T(s) και Q(s) ,δηλαδή έστω 
[image: image828.wmf][

]

______

()()()()()

L

TsQsGsTsQs

éù

êú

ëû

(3)
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Ορισμός 4.2.3

Τα αποσυζευτικά μηδενικά εισόδου του συστήματος είναι τα μηδενικά

του GL(s).

Ομοίως έστω 
[image: image832.wmf]()[]
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  ένας μέγιστος δεξιός διαιρέτης των T(s) και R(s)  
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Όπου 
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Ορισμός 4.2.4
Τα αποσυζευτικά μηδενικά εξόδου του συστήματος είναι τα μηδενικά του

GR(s).

Έστω GL(s) ο μέγιστος αριστερός διαιρέτης των T(s) και Q(s) όπως είναι

στη σχέση (3). Τότε
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Έστω τώρα 
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Όπου 
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 είναι αριστερά πρώτοι.

Ορισμός 4.2.5
Τα αυστηρά αποσυζευτικά μηδενικά εξόδου του συστήματος είναι τα

μηδενικά του 
[image: image844.wmf]____
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ορισμός 4.2.6

Τα αυστηρά αποσυζευτικά μηδενικά εισόδου του συστήματος είναι τα

μηδενικά του 
[image: image845.wmf]____
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ορισμός 4.2.7
Τα αποσυζευτικά μηδενικά εισόδου-εξόδου του συστήματος είναι αυτά τα αποσυζευτικά μηδενικά εισόδου τα οποία δεν είναι αυστηρά αποσυζευτικά μηδενικά εισόδου. Ισοδύναμα τα αποσυζευτικά μηδενικά εισόδου-εξόδου του συστήματος είναι αυτά τα αποσυζευτικά μηδενικά εξόδου τα οποία δεν είναι αυστηρά αποσυζευτικά μηδενικά εξόδου.

4.3 Τύποι συστημάτων και αυστηρή ισοδυναμία συστημάτων

Υπάρχουν τέσσερις τύποι για τις αναπαραστάσεις συστημάτων: i) το σύστημα στο χώρο καταστάσεων (S), ii) η δεξιά κλασματική περιγραφή πίνακα (MFD) (R), iii) η αριστερή κλασματική περιγραφή πίνακα MFD (L) και iv) η πολυωνυμική περιγραφή πίνακα (PMD) (P).

Ορισμός 4.3.1
Έστω m, n και p σταθεροί θετικοί ακέραιοι και r ένας τυχαίος θετικός ακέραιος. Ορίζουμε:
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Αν και έχουμε ορίσει την MFDs ως ζευγάρια πολυωνυμικών πινάκων, συχνά θα τους θεωρούμε ως τετράδα. Με αυτόν τον τρόπο θα μπορούμε να μιλάμε για αυστηρήισοδυναμία συστημάτων (SSE) για τις κλασματικές περιγραφές πινάκων (MFDs) εφόσον η τετραπλή αναπαράσταση θα είναι στοιχείο του P.

Συμβολίζουμε με ~s και ~u την ομοιότητα συστημάτων (SS) και την

αντιστρέψιμη ισοδυναμία (UE) αντίστοιχα.
Ορισμός 4.3.2(State Space Ομοιότητα)

Έστω 
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Ορισμός 2.3.3(αντιστρέψιμη ισοδυναμία για δεξιά MFDs)

Έστω 
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}

(),()

iii

NsDs

Â=Î

¡

 για i=1,2. Τότε 
[image: image854.wmf]12

u

ÂÂ

:

 αν και μόνο αν

υπάρχει ένας unimodular πίνακας  
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Ορισμός 4.3.4(αντιστρέψιμη ισοδυναμία για αριστερές MFDs)

Έστω 
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υπάρχει ένας unimodular πίνακας 
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Επεκτείνουμε τον πίνακα συστήματος 
[image: image861.wmf]()
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μοναδιαία στοιχεία κατά μήκος της διαγωνίου με τον ακόλουθο τρόπο:
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Θα συμβολίζουμε την SSE Rosenbrock με 
[image: image864.wmf]R

:

.
Ορισμός 4.3.5(Rosenbrock αυστηρή ισοδυναμία συστημάτων SSE)
Έστω 
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όπου ο q επιλέγεται έτσι ώστε να ικανοποιεί την σχέση
[image: image869.wmf]12
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Το επόμενο θεώρημα δείχνει ότι η Rosenbrock ισοδυναμία διατηρεί

αναλλοίωτες την τάξη n ενός συστήματος και τη συνάρτηση μεταφοράς του.

Θεώρημα 4.3.6
Έστω P1(s), P2(s) δύο Rosenbrock πίνακες συστήματος και υποθέτουμε ότι είναι αυστηρά ισοδύναμοι. Τότε 
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Θεώρημα 4.3.7

Έστω 
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4.3.2 Μετασχηματισμός ενός Rosenbrock πίνακα συστήματος στο χώρο καταστάσεων

Έστω ένας Rosenbrock πίνακας συστήματος 
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με 
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Είναι η Smith μορφή του 
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έτσι ώστε: 
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Τώρα οι πίνακες 
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Θεωρούμε τώρα το γινόμενο των πινάκων
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Όπου 
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Από το θεώρημα της διαίρεσης για πολυωνυμικούς πίνακες δεδομένων πινάκων 
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και (εφόσον ο 
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Ξαναγράφοντας την (20) 
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Συνδυάζοντας τις αριστερές και δεξιές αντιστρέψιμες πράξεις στο Pel(s) έχουμε:
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Οπότε 
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Αν ονομάσουμε τον 
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Θεώρημα 4.3.8
Κάθε εκτεταμένος πίνακας συστήματος 
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είναι αυστηρά ισοδύναμος με ένα πίνακα συστήματος στο χώρο καταστάσεων.

Θεώρημα 4.3.9
Κάθε πίνακας συστήματος 
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όπου 
[image: image945.wmf]^
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είναι στο χώρο των καταστάσεων.

4.3.4 Fuhrmann ισοδυναμία συστημάτων
Ορισμός 4.4.1
Έστω 
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Όπου 
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 και  
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Αν 
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[image: image956.wmf]12

(),(),(),()

MsNsXsXs

είναι μη τετράγωνοι πολυωνυμικοί πίνακες και ακόμα και αν 
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(σε αυτήν την περίπτωση είναι τετράγωνοι) τότε δε χρειάζεται να είναι unimodular.

Ο Levy (1977) απέδειξε ότι οι ορισμοί του SSE που δόθηκαν από τον

Rosenbrock και Fuhrmann οδηγούν στην ίδια σχέση ισοδυναμίας.
Θεώρημα $.4.2
Έστω 
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Δηλαδή δύο πίνακες συστήματος είναι FSE αν και μόνο αν είναι SSE.

Από τα θεωρήματα 4.3.6 και 4.4.2 παίρνουμε το ακόλουθο πόρισμα.

Πόρισμα 4.4.3
Έστω 
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της ισοδυναμίας αυτής.
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4.4 Αυστηρή ισοδυναμία συστημάτων για κλασματικούς πίνακες
Έστω 
[image: image967.wmf]{(),()}

iii

NsDs

Â=Î

¡

για i=1,2και υποθέτουμε ό,τι 
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Υπάρχει δηλαδή ένας unimodular πίνακας U(s)τέτοιος ώστε:
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Θεώρημα 4.4.1
Έστω 
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Δηλαδή δύο πίνακες συστήματος είναι αντιστρέψιμα ισοδύναμοι για δεξιά

MFDs αν και μόνο αν είναι SSE.   

Θεώρημα 4.4.2
Έστω   
[image: image973.wmf]{(),()}
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  για i=1,2. Τότε 
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       (4.4.5) Δηλαδή δύο πίνακες συστήματος είναι αντιστρέψιμα ισοδύναμοι για αριστερά MFDs αν και μόνο αν είναι SSE.

Για να ολοκληρώσουμε αυτή την ενότητα θα δώσουμε μια συνθήκη έτσι ώστε

μια αριστερή MFD και μια δεξιά MFD να είναι SSE. Ορίζουμε ένα σύστημα      
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[image: image981.wmf]()

Rs

είναι δεξιά πρώτοι. Αυτό είναι ένα σημαντικό αποτέλεσμα του Rosenbrock για συστήματα ελάχιστης τάξης.

Θεώρημα 4.4.3
Έστω 
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για i=1,2 το οποίο είναι ελάχιστης τάξης. 

Τότε 
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όπου 
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Δηλαδή αν 
[image: image986.wmf]12
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 είναι δύο Rosenbrock πίνακες συστήματος ελάχιστης τάξης (δεν έχουν αποσυζευτικά μηδενικά) τότε είναι FSE (ισοδύναμα SSE) αν και μόνο αν έχουν την ίδια συνάρτηση μεταφοράς.

Θεώρημα 4.4.4
Έστω 
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