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Εισvαγωγή [3]

Το θέμα

Tο γενικευμένο πρόβλημα της επανατοποθέτησvης πόλων

: ψάχνουμε να βρούμε έναν ελεγκτή, κανονικό που θα σvυνδεθεί σvτο
κλεισvτό σvύσvτημα με ανάδρασvη εξόδου, και θα κάνει τα αναλλοίωτα
πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος, ίσvα με τα επιθυμητά.

Αναγκαία και Ικανή σvυνθήκη του προβλήματος.

Η δομή

1 Χρήσvιμοι ορισvμοί.

2 Δυναμικοί δείκτες, αναλλοίωτοι κάτω απο μετασvχηματισvμό που
περιλαμβάνει ανάδρασvη εξόδου.

3 Εισvαγωγή σvτο πρόβλημα.

4 Διαφορετικές περιπτώσvεις ικανής και αναγκαίας σvυνθήκης.

5 Παραδείγματα.
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Ισvοδυναμία πινάκων

Δυο ρητοί πίνακες T1 (s) ,T2 (s) ∈ R(s)pxm είναι ισvοδύναμοι (equivalent) (σvτο C), αν
υπάρχουν TL (s) ∈ R [s]pxp ,TR (s) ∈ R [s]mxm

αντισvτρέψιμοι τέτοιοι ώσvτε

TL (s)T1 (s)TR (s) = T2 (s) .

Smith-McMillan μορφή, αναλλοίωτα πολυώνυμα

΄Εσvτω T (s) ∈ R(s)pxm με rankR(s)T (s) = r , r ≤min{p,m} . Tότε ο T (s) είναι ισvοδύναμος (σvτο

C), με ένα διαγώνιο πίνακα

SC
T (s) := diag

[
ε1 (s)

ψ1 (s)
,

ε2 (s)

ψ2 (s)
, . . . ,

εr (s)

ψr (s)
,0m−r ,p−r

]

όπου εi (s) ,ψi (s) ∈ R [s] είναι κανονικοποιημένα και πρώτα πολυώνυμα με το
εi (s)/εi+1 (s) , i = 1,2, . . . , r −1 και ψi+1 (s)/ψi (s) , i = 1,2, . . . , r −1.

Αν ψi (s) = 1, i ∈ r ⇒ SC
T (s)

Smith μορφή του T (s) (σvτο C).

Aν ψi (s) όχι σvταθερά ⇒ SC
T (s)

McMillan μορφή του T (s) (σvτο C).

Οι ρητές σvυναρτήσvεις εi (s)/ψi (s) =: fi (s) ∈ R(s) , i ∈ r είναι ένα σvύνολο αναλλοιώτων του EC,
όπου EC

ορίζει τη σvχέσvη ισvοδυναμίας σvτο R(s)pxm, δηλαδή [T1 (s) ,T2 (s)] ∈ EC ⇔ T1 (s) και
T2 (s) έχουν το ίδιο σvύνολο {fi (s)}, και λέγονται αναλλοίωτες ρητές σvυναρτήσvεις
(invariant rational functions) του T (s) , και τα εi (s) ,ψi (s) αναλλοίωτα πολυώνυμα
(invariant polynomials).
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Πολυωνυμική (polynomial) Bάσvη

΄Εσvτω T (s) ∈ R(s)pxm ,p ≥m = rankR(s)T (s) κι ο ρητός διανυσvματικός χώρος, Y (s) , που

ορίζεται από τις σvτήλες tj (s) ∈ R(s)px1 , j ∈m του T (s). Tότε ο πίνακας T (s) είναι μια βάσvη

του , Y (s), κι αν T1 (s) ∈ R(s)mxm , rankR(s)T1 (s) = m τότε

T̄ (s) := T (s)T1 (s)R(s)pxm (1)

είναι επίσvης μια βάσvη του Y (s) .

΄Εσvτω ότι

T (s) = B (s)A(s)−1

όπου B (s) ∈ R [s]pxm ,A(s) ∈ R [s]mxm
με rankR[s]B (s) = m. Tότε από την (1), ο B (s) είναι μια

βάσvη του Y (s) , η πολυωνυμική.

Κανονική (normal) Βάσvη

΄Εσvτω μια πολυωνυμική βάσvη B (s) του Y (s) , μπορούμε να αναδιατάξουμε τις σvτήλες

bj (s) ∈ R [s]px1 , j ∈m, έτσvι ώσvτε ο B̂ (s) := B (s)Q όπου Q ∈ Rmxm , |Q| 6= 0, θα έχει σvτήλες

b̂j (s) ∈ R [s]px1 , j ∈m, που θα έχουν την διάταξη,

degb̂1 (s)≥ degb̂2 (s)≥ ...≥ degb̂m (s) .

΄Ετσvι B̂ (s) είναι κανονική (normal) βάσvη του Y (s) .
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Ελεύθερο R [s]−πρότυπο (free R [s]−module) : Μ

΄Εσvτω B (s) ∈ R [s]p×m μια πολυωνυμική βάσvη του ρητού διανυσvματικού χώρου Y (s), κι

έσvτω M όλων των πολυωνυμικών διανυσvμάτων t (s) ∈ R [s]px1, τα οποία μπορούν να
γραφούν σvαν γραμμικοί σvυνδυασvμοί πάνω σvτο δακτύλιο R [s], των σvτηλών

bj (s) ∈ R [s]px1 , j ∈m της B (s) . Tότε το σvύνολο M είναι ένα ελεύθερο R [s]−πρότυπο και
οι (σvτήλες) του B (s) μια βάσvη του M .

Ελάχισvτης Συμπλεκτικότητας (least complexity) Βάσvη

Μια βάσvη κανονική (κατά γραμμές ή σvτήλες ) B̄ (s) ∈ R [s]p×m του R [s]− πρότυπου M
ορίζεται ως βάσvη ελάχισvτης σvυμπλεκτικότητας (γραμμών ή σvτηλών) του M.

Aναλλοίωτοι ελάχισvτοι βαθμοί των σvτηλών (invariant minimal column degrees)

Οι διετεταγμένοι βαθμοί των σvτηλών νj := degb̂j (s) ∈ N,

ν1 ≥ ν2 ≥ . . .≥ νm

μιας κανονικής κατά σvτήλες και κανονικής βάσvης B̂ (s) =
[
b̂1 (s) , b̂2 (s) , ..., b̂m (s)

]
του M,

είναι οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι βαθμοί των σvτηλών του M.
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Παράδειγμα

΄Εσvτω η πολυωνυμική βάσvη

B (s) =

 (s +1)3 (s +1)2

s 1
−(s +1) 0

= [b1 (s) ,b2 (s)]

με degb1 (s) = 3,degb2 (s) = 2,cc (B) = 3+2 = 5> 3 = degB (s) .

ο B (s) δεν είναι κανονικός κατά σvτήλες ⇒ πολλαπλασvιάζουμε από τα δεξιά με

έναν αντισvτρέψιμο πίνακα U (s) =

[
0 −1
1 s +1

]
και έχουμε την κανονική κατά

σvτήλες και κανονική βάσvη :

B̂ (s) =
[
b̂1 (s) , b̂2 (s)

]
=

 (s +1)2 0
1 1
0 s +1

= B (s)U (s)

με degb̂1 (s) = 2,degb̂2 (s) = 1,cc
(
B̂
)

= 2+1 = 3 = degB̂ (s) = degB (s) .

ν1 = 2,ν2 = 1 είναι οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι βαθμοί των σvτηλών του
R [s]−προτύπου M.
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Βάσvη Ελάχισvτου Βαθμού (least degree)

΄Εσvτω B (s) ∈ R [s]pxm του Y (s) κι έσvτω ότι ο B (s) δεν είναι αρισvτερά αντισvτρέψιμος. ΄Εσvτω
ακόμη

B (s) = Bi (s)Qi (s) , i = 1,2, ...

όπου Qi (s) ∈ R [s]mxm , i = 1,2, ... δεξιοί κοινοί διαιρέτες, μη αντισvτρέψιμοι και όχι απαραίτητα
μέγισvτοι με βαθμούς 1≤ degQ1 ≤ degQ2 ≤ ....

Tότε για τα R [s]−πρότυπα MBi
, i = 1,2, ... που παράγονται από τις σvτήλες των

Bi (s) , i = 1,2, ..., ισvχύει MB ⊂MB1
⊂ . . .⊂MBi

, i = 1,2, ...

Αφού degB (s) είναι πεπερασvμένος θα υπάρχει i = µ ∈ Z+
έτσvι ώσvτε ο

Qµ (s) =: QGR (s) ∈ R [s]mxm
να είναι ένας μέγισvτος κοινός δεξιός διαιρέτης των γραμμών του

B (s)
B (s) = Bµ (s)QGR (s)

για κάποιον αρισvτερά αντισvτρέψιμο πολυωνυμικό πίνακα Bµ (s) ∈ R [s]pxm .

΄Ετσvι για το ελεύθερο R [s]−πρότυπο M∗ ισvχύει MB ⊂MB1
⊂ . . .⊂MBµ

=: M∗ .

΄Ετσvι μια αρισvτερά αντισvτρέψιμη πολυωνυμική βάσvη Bµ (s) ∈R [s]pxm του R [s]−προτύπου M∗ ,
ορίζεται ως ελάχισvτου βαθμού πολυωνυμική βάσvη του ρητού διανυσvματικού χώρου

Y (s) .

΄Εσvτω μια κανονική και ελάχισvτης, κατά σvτήλες, σvυμπλεκτικότητας βάσvη

B̂µ (s) =
[
b̂µ1 (s) , b̂µ2 (s) , ..., b̂µm (s)

]
∈ R [s]pxm

του M∗ , τότε οι ηi := degb̂µj (s) ∈ N, j ∈m, δηλαδή οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι βαθμοί των
σvτηλών του M∗ , για τους οποίους η1 ≥ η2 ≥ . . .≥ ηm, είναι οι μικρότεροι μεταξύ όλων των
βαθμών των σvτηλών των πολυωνυμικών βάσvεων του Y (s) .
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Ελάχισvτη Βάσvη (minimal basis), Ελάχισvτοι Δείκτες (minimal indices)

Μια πολυωνυμική βάσvη ενός ρητού διανυσvματικού χώρου Y (s) που είναι ελάχισvτου
βαθμού (αρισvτερά αντισvτρέψιμη) και ελάχισvτης σvυμπλεκτικότητας (κανονική κατά
σvτήλες) ορίζεται ως μια ελάχισvτη βάσvη του Y (s) .

Οι βαθμοί των σvτηλών ηi ∈ N μιας ελάχισvτης βάσvης B̂µ (s) ενός ρητού διανυσvματικού
χώρου Y (s), ορίζονται ως αναλλοίωτοι ελάχισvτοι δείκτες του Forney ή αλλιώς ως
δείκτες του Kronecker.

Παράδειγμα

΄Εσvτω

B̂ (s) =
[
b̂1 (s) , b̂2 (s)

]
=

 (s +1)2 0
1 1
0 s +1


ν1 = degb̂1 (s) = 2> 1 = degb̂2 (s = ν2) , που είναι κανονικός κατά σvτήλες αλλά όχι αρισvτερά
αντισvτρέψιμος.

Τότε

B̂ (s) =

 (s +1)2 0
1 1
0 s +1

=

 s +1 0
0 1
−1 s +1

[ s +1 0
1 1

]
=: B̂1 (s)Q (s)

όπου Q (s) =

[
s +1 0
1 1

]
ο μέγισvτος κοινός δεξιός διαιρέτης των γραμμών του B̂ (s) και

B̂1 (s) =
[
b̂11 (s) , b̂12 (s)

]
είναι αρισvτερά αντισvτρέψιμος και κανονικός κατά σvτήλες.
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Παράδειγμα (σvυνέχεια)

΄Εσvτω το πρότυπο M
B̂
που παράγεται από τις σvτήλες b̂1 (s) , b̂2 (s) του B̂ (s) και το πρότυπο

M
B̂1
που παράγεται από τις σvτήλες b̂11 (s) , b̂12 (s) του B̂1 (s) με M

B̂
⊂M

B̂1
, αφού

b̂1 (s) =

 (s +1)2

1
0

=

 s +1
0
−1

(s +1) +

 0
1

s +1

1
To B̂1 (s) είναι τότε μια ελάχισvτη βάσvη του Y (s) .

Οι η1 := degb̂11 (s) = 1< ν1 = 2, η2 := degb̂12 (s) = 1 = ν1 είναι οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι

δείκτες του Y (s) .

Αναλλοίωτοι ελάχισvτοι δυναμικοί δείκτες (invariant minimal dynamical indices)

΄Εσvτω T (s) ∈ R [s]p×m και

T (s) = B2 (s)A2 (s)−1 = B̄2 (s) Ā2 (s)−1

με A2 (s) , Ā2 (s) ∈ R [s]mxm
κανονικοί κατά σvτήλες και B2 (s) , B̄2 (s) ∈ R [s]pxm.

Tότε
A2 (s) = Ā2 (s)V (s)

για V (s) ∈ R [s]mxm .
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Αναλλοίωτοι ελάχισvτοι δυναμικοί δείκτες (invariant minimal dynamical indices)

΄Εσvτω, ότι οι A2 (s) , Ā2 (s) είναι κανονικοί πολυωνυμικοί πίνακες. Τότε θα είναι κανονικές
και κανονικές κατά σvτήλες βάσvεις του προτύπου M που παράγεται από τις σvτήλες τους,
με degaj (s) = degāj (s) , j ∈m, όπου ai (s) , āi (s) ∈ R [s]mx1 .

Τότε οι ηj = degaj (s) , j ∈m είναι αναλλοίωτοι του T (s).

Και ορίζονται ως αναλλοίωτοι ελάχισvτοι δυναμικοί κατά σvτήλες δείκτες του

πίνακα T (s) .

Παράδειγμα

΄Εσvτω

T (s) =

 1

(s+1)2
1

(s+1)(s+2)
1

(s+1)(s+2)
s+3

(s+2)2

 ∈ Rpr (s)2x2 .

Ισvχύει

T (s) =

[
s +2 0

(s +3)(s +1) −1

][
0 s +1

(s +2)2 (s +1) −(s +2)

]−1
= B2 (s)A2 (s)−1 .

με τον A2 (s) να είναι κανονικός κατά σvτήλες, αφού [A2 (s)]hc =

[
0 1
1 −1

]
και

rankR [A(s)]hc = 2.

Tότε οι η1 = 3,η2 = 1 είναι οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι δυναμικοί κατά σvτήλες δείκτες του
T (s) .
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Oρισvμοί [3]

Αναλλοίωτοι ελάχισvτοι δυναμικοί δείκτες (invariant minimal dynamical indices)

΄Εσvτω, ότι οι A2 (s) , Ā2 (s) είναι κανονικοί πολυωνυμικοί πίνακες. Τότε θα είναι κανονικές
και κανονικές κατά σvτήλες βάσvεις του προτύπου M που παράγεται από τις σvτήλες τους,
με degaj (s) = degāj (s) , j ∈m, όπου ai (s) , āi (s) ∈ R [s]mx1 .

Τότε οι ηj = degaj (s) , j ∈m είναι αναλλοίωτοι του T (s).

Και ορίζονται ως αναλλοίωτοι ελάχισvτοι δυναμικοί κατά σvτήλες δείκτες του

πίνακα T (s) .

Παράδειγμα

΄Εσvτω

T (s) =

 1

(s+1)2
1

(s+1)(s+2)
1

(s+1)(s+2)
s+3

(s+2)2

 ∈ Rpr (s)2x2 .

Ισvχύει

T (s) =

[
s +2 0

(s +3)(s +1) −1

][
0 s +1

(s +2)2 (s +1) −(s +2)

]−1
= B2 (s)A2 (s)−1 .

με τον A2 (s) να είναι κανονικός κατά σvτήλες, αφού [A2 (s)]hc =

[
0 1
1 −1

]
και

rankR [A(s)]hc = 2.

Tότε οι η1 = 3,η2 = 1 είναι οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι δυναμικοί κατά σvτήλες δείκτες του
T (s) .
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Oρισvμοί [3]

Δείκτες ελεγξιμότητας (cotrollability indices)

΄Εσvτω A,nxn και B,nxp κι έσvτω ότι το (A,B) είναι ελέγξιμο με πίνακα ελεγξιμότητας τον

C =
[

B AB A2B . . . An−1B
]

που έχει τάξη n, και σvυνεπώς n γραμμικά ανεξάρτητες σvτήλες.

Μπορούμε να βρούμε n τέτοιες σvτήλες σvτον
Ck =

[
B AB A2B . . . Ak−1B

]
,1≤ k ≤ n .

Τότε το μικρότερο k, έσvτω µ, για το οποίο ο Ck έχει τάξη n, λέγεται δείκτης
ελεγξιμότητας του (A,B).

΄Εσvτω ότι

C =
[

b1b2 . . .bp Ab1Ab2 . . .Abp A2b1A
2b2 . . .A

2bp . . . An−1b1An−1b2 . . .An−1bp
]

αναδιατάσvσvοντας τις γραμμικά ανεξάρτητα σvτήλες έχουμε

[
b1Ab1 . . .A

µ1−1b1 b2Ab2 . . .A
µ2−1b2 . . . bpAbp . . .A

µp−1bp
]

με µi είναι ο αριθμός των γραμμικά ανεξάρτητα σvτηλών.

Το σvύνολο

{
µ1 ,µ2 , . . . ,µp

}
θα έιναι οι δείκτες ελεγξιμότητας ου (A,B).

΄Ομοια για τους δείκτες παρατηρησvιμότητας, αν θεωρήσvουμε τον ανάσvτροφο του

πίνακα παρατηρησvιμότητας O =


C

.

.

.

CAn−1

 .
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Δυναμικοί Δείκτες

Ορισvμός

΄Εσvτω το σvύσvτημα με ελάχισvτη τάξη, σvτο πεδίο Laplace,

sx = Ax +Bu
y = Cx +D (s)u

⇒
(

sI −A B
)[ x
−u

]
= 0 (2)

όπου A,B,C ∈ R(s)pxm και D (s) ∈ R [s] .

Οι δείκτες ελεγξιμότητας είναι αναλλοίωτοι κάτω από τον μετασvχηματισvμό :

1. x1 = Hx

2. u1 = Ku

3. u2 = u+Fx

όπου H,K ομαλοί πίνακες.

Προκύπτει αν D (s) = 0, ότι

G (s) = C (sI −A+BF )−1BK−1

Αν G κανονική οι δυναμικοί δείκτες ταυτίζονται με τους δείκτες ελεγξιμότητας.
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Δυναμικοί Δείκτες

Στόχος

Να δείξουμε ότι αν η G είναι κανονική, οι δυναμικοί δείκτες ταυτίζονται με τους δείκτες
ελεγξιμότητας και όταν η G είναι αυσvτηρά κανονική παραμένουν αναλλοίωτοι κάτω από
τον μετασvχηματισvμό :

F1: x1 = Hx, όπου H ∈ R ένας ομαλός πίνακας

F2: u1 = Ku, όπου K ∈ R ένας ομαλός πίνακας

F3: u2 = u+F1x +F2D (s)u, όπου F1 ,F2 ∈ R

που περιέχει ανάδρασvη εξόδου, όπως φαίνεται :
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Πίνακες σvυσvτημάτων

Ορισvμός

Αν

T (s)ξ = U (s)u
y = V (s)ξ +W (s)u

(3)

όπου T r×r ,Ur×l ,Vm×r ,Wm×l ∈ R [s]και n=τάξη=deg |T (s)| , r=διάσvτασvη του T
έχουμε την

G (s) = V (s)T−1 (s)U (s) +W (s)

πίνακας σvυσvτήματος της (3) ορίζεται ο

P =

[
T (s) U (s)
−V (s) W (s)

]
βαθμός του σvυσvτήματος d , ο μεγαλύτερος που βρίσvκουμε μεταξύ των όρων

P] , P i1
j1

]
, P i1 i2

j1j2

]
, . . .

δηλαδή, ο όρος P i1 i2
j1j2

]
αποτελείται από τις 1,2, . . . , r , r + i1, r + i2 γραμμές και τις

1,2, . . . , r , r + j1, r + j2 σvτήλες του πίνακα P, και σvυγκεκριμένα P] = |T | .
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Πίνακες σvυσvτημάτων

Συμπεράσvματα

1 ο P έχει ελάχισvτο βαθμό, όταν ο βαθμός του d ισvούται με το βαθμό
δ (G) της McMillan μορφής της G

2 G (s) κανονική αν και μόνο αν d = n

3 αν c = d , όπου c η σvυμπλεκτικότητα, τότε ο P έχει την ελάχισvτη
σvυμπλεκτικότητα.

4 αν c = δ (G), τότε ο P ελάχισvτος

Ισvοδυναμία

Δυο πίνακες σvυσvτημάτων P,P1 είναι αυσvτηρά ισvοδύναμοι όταν ισvχύει :

[
M (s) 0
X (s) Im

][
T (s) U (s)
−V (s) W (s)

][
N (s) Y (s)
0 Il

]
=

[
T1 (s) U1 (s)
−V1 (s) W1 (s)

]
όπου M (s) ,N (s) ,X (s) ,Y (s) ∈ R [s] και M (s) ,N (s) είναι αντισvτρέψιμοι
πίνακες.
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Πίνακες σvυσvτημάτων

Συμπεράσvματα

1 ο P έχει ελάχισvτο βαθμό, όταν ο βαθμός του d ισvούται με το βαθμό
δ (G) της McMillan μορφής της G

2 G (s) κανονική αν και μόνο αν d = n

3 αν c = d , όπου c η σvυμπλεκτικότητα, τότε ο P έχει την ελάχισvτη
σvυμπλεκτικότητα.

4 αν c = δ (G), τότε ο P ελάχισvτος

Ισvοδυναμία

Δυο πίνακες σvυσvτημάτων P,P1 είναι αυσvτηρά ισvοδύναμοι όταν ισvχύει :

[
M (s) 0
X (s) Im

][
T (s) U (s)
−V (s) W (s)

][
N (s) Y (s)
0 Il

]
=

[
T1 (s) U1 (s)
−V1 (s) W1 (s)

]
όπου M (s) ,N (s) ,X (s) ,Y (s) ∈ R [s] και M (s) ,N (s) είναι αντισvτρέψιμοι
πίνακες.
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Πίνακες σvυσvτημάτων

Συμπέρασvμα

Από την ισvοδυναμία έχουμε

P ′ (s) =

 I 0 0
0 T (s) I
0 −V (s) D (s)


με T ,V σvχετικά δεξιά πρώτα και με G (s) = V (s)T−1 (s) +D (s) . Ακόμη
προκύπτει ότι

P (s) =

 I 0 0
0 T (s) I
0 − [V (s) +D (s)T (s)] 0

=

 I 0 0
0 T (s) I
0 −V1 (s) 0

 (4)

με

Q (s) =

[
T (s)

− [V (s) +D (s)T (s)]

]
οπότε αν Q (s) ,Q ′ (s) δυο ελάχισvτες βάσvεις, οι βαθμοί των σvτηλών δi του Q
είναι ίδιες με τους αντίσvτοιχους βαθμούς δ ′i του Q ′ (δυναμικοί δείκτες) και θα
ορίζουν τον ίδιο διανυσvματικό χώρο ⇒ όλοι οι ελάχισvτοι πίνακες σvυσvτημάτων
P (4), έχουν το ίδιο σvύνολο δυναμικών δεικτών δ1,δ2, . . . ,δl (αν η G κανονική
είναι ακριβώς οι δείκτες ελεγξιμότητας).
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Θεώρημα : Οι δυναμικοί δείκτες παραμένουν αναλλοίωτοι κάτω από το σvύνολο F

Απόδειξη

΄Εσvτω

GC = C (sI −A)−1B = G (s)−D (s) ,m× l ⇒ GC (s) = VC (s)T−1 (s)

GF (s) = F1 (sI −A)−1B, l× l ⇒ GF (s) = VF (s)T−1 (s)

με VC ,T και VF ,T σvχετικά πρώτοι. Ο παρακάτω πίνακας σvυσvτήματος

 I 0 0
0 TM I
0 −(VC +DT )M 0

 (5)

είναι ελάχισvτος και οι βαθμοί των σvτηλών του, δ1,δ2, . . . ,δl είναι οι δυναμικοί δείκτες
της G .

ο F1 αφήνει τη G αμετάβλητη

ο F2 αντικαθισvτά τη G με τη GK−1⇒

 I 0 0
0 KTM I
0 −(VC +DT )M 0



που είναι ελάχισvτο.
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Θεώρημα : Οι δυναμικοί δείκτες παραμένουν αναλλοίωτοι κάτω από το σvύνολο F

Απόδειξη

ο F3 αντικαθισvτά το σvύσvτημα (2) με το


sI −A B 0 0
C D (s) I 0
F1 −F2D (s)− I 0 I
0 0 −I 0




x
−u
y
−u2

=


0
0
0
−y

 (6)

κι αν θέσvουμε x = (sI −A)−1Bu έχουμε

u = (I +GF +F2D (s))−1 u2

και σvυνάρτησvη μεταφοράς

(GC +D)(I +GF +F2D)−1 = (VC +DT )(T +VF +F2DT )−1 (7)

που προκύπτει από τον

 I 0 0
0 (T +VF +F2DT )M I
0 −(VC +DT )M 0

 (8)

ο οποίος έχει την ίδια τάξη με αυτή του (6), δηλ. ελάχισvτη.
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Θεώρημα : Οι δυναμικοί δείκτες παραμένουν αναλλοίωτοι κάτω από το σvύνολο F

Απόδειξη

Οι βαθμοί της δεύτερης σvτήλης του (8) είναι[
(T +VF −F2VC )M
−(VC +DT )M

]
=

[
(I +GF −F2GC )TM
−(VC +DT )M

]
κι έσvτω η i-οσvτή σvτήλη έχει βαθμό pi , τότε

lims→∞

[
TM

−(VC +DT )M

]
diag(s−pi ) = lims→∞

[
(I +GF −F2GC )TM
−(VC +DT )M

]
diag(s−pi ) (9)

κι άρα pi = δi , i = 1,2, . . . , l . Ακόμη από (9) ο σvυντελεσvτής του sδi είναι ίδιος με αυτόν

του (5).
΄Αρα

οι (5) και (8) έχουν ελάχισvτη σvυμπλεκτικότητα

οι δi είναι οι δυναμικοί δείκτες της (7)

αναλλοίωτοι κάτω από τον F3

Παχή Ελένη, Επιβλέπων: Ν.Καραμπετάκης, Καθηγητής Α.Π.ΘTο γενικευμένο πρόβλημα της επανατοποθέτησvης πόλων



Δυναμικοί Δείκτες

Παράδειγμα

΄Εσvτω 
s +1 2 0 0
−1 −1 1 0
F1 F2−1 0 1
0 0 1 0


με A = s +1, B = 2, C = 1, D =−1. Η σvυνάρτησvη μεταφοράς θα είναι

G =
y

u2
=

Cx +D (s)u

u+F1x +F2D (s)u

και θέτοντας x = (sI −A)−1Bu , έχουμε

G =
C (sI −A)−1Bu+D (s)u

u+F1 (sI −A)−1Bu+F2D (s)u
=

GC +D (s)

I +GF +F2D (s)

αν F1 = F2 =−1
G =

2

s+1 −1
1− 2

s+1 +1
=
−s +1

2s−2+2
=
−(s−1)

2s

με δ1 = 1 και τάξη

∣∣∣∣ s +1 2
−1 −2

∣∣∣∣= |−2s−2+2|= |−2s|.
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Δυναμικοί Δείκτες

Παράδειγμα

αν F1 = F2 = 0

G =
2

s+1
−1

1
=
−(s−1)

s +1

με δ1 = 1 και τάξη

∣∣∣∣ s +1 2
0 −1

∣∣∣∣= |−s−1| .

αν F1 = 0,F2 = 1

|T (s)|=

∣∣∣∣∣∣
s +1 2 0
1 −1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣= 0

oπότε οι πίνακες αυτοί πρέπει να εξαιρεθούν από τον F3.

Αν F1 = 1,F2 = 2 τότε αν αφαιρέσvουμε τη δεύτερη σvτήλη από την
πρώτη, βλέπουμε ότι η πρώτη διαιρείται από το s−1, δηλαδή τα T ,V
δεν είναι σvχετικά πρώτα άρα κι αυτά πρέπει να εξαιρεθούν από τον F3.
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Δυναμικοί Δείκτες

Ιδιότητες

΄Εσvτω το

Ex̊ = Ax +Bu
y = Cx

}
όπου x ,u,y ∈ R και E ,A,B,C ∈ R(s) με E πιθανώς μη ομαλό και με πίνακα
σvυσvτήματος

P (s) =

[
sE −A B
−C 0

]
με |sE −A| 6= 0.

To σvύνολο των μετασvχηματισvμών (μη κανονικές G (s))

ℑ1 : x1 = Hx , όπου H ομαλός πίνακας πάνω σvτο R

ℑ2 : u1 = Ku, όπου K ομαλός πίνακας πίνακας πάνω σvτο R

ℑ3 : u2 = u+Fx , όπου F πίνακας πάνω σvτο R

αφήνει τους ελάχισvτους δείκτες αναλλοίωτους και αν το σvύσvτημα δεν έχει

αποσvυζευκτικά μηδενικά, ταυτίζονται με τους δυναμικούς.

Παχή Ελένη, Επιβλέπων: Ν.Καραμπετάκης, Καθηγητής Α.Π.ΘTο γενικευμένο πρόβλημα της επανατοποθέτησvης πόλων



Δυναμικοί Δείκτες

Ιδιότητες

Αν

ẋ = A1x +B1u
y = C1x +D (s)u

}
όπου x ,u,y ∈ R, A1,B1,C1 ∈ R(s) και D (s) ∈ R [s].

Το σvύνολο το μετασvχηματισvμών

ℑ
′

1
: x1 = H1x , όπου H ομαλός πίνακας πάνω σvτο R

ℑ
′

2
: u1 = Ku, όπου K ομαλός πίνακας πάνω σvτο R

ℑ
′

3
: u2 = u+F1x +F2D (s)u, όπου F1,F2 πίνακες πάνω σvτο R

αναφέρεται σvτους δυναμικούς δείκτες με F1,F2 τέτοιοι ώσvτε το σvύσvτημα που
θα προκύψει, να είναι καλά ορισvμένο και να έχει ελάχισvτη τάξη

ℑ′ ⊂ ℑ
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Το πρόβλημα

Ορισvμός

΄Εσvτω την G = T−1G UG , με TG ,UG σvχετικά αρισvτερά πρώτοι, λ1 ≥ λ2 ≥ . . .λl ,

µ1 ≥ µ2 ≥ . . .≥ µm και τον

PG (s) =

 I 0 0
0 TG (s) UG (s)
0 −I 0



κι ένα δεύτερο σvύσvτημα με K = T−1K UK και

PK (s) =

 I 0 0
0 TK (s) UK (s)
0 −I 0



και λόγω της ισvοδυναμίας έχουμε

PC (s) =


I 0 0 0
0 TG UG UG
0 −UK TK 0
0 −I 0 0

=

[
TC UC
−VC 0

]
, |TC (s)| 6= 0 (10)
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Το πρόβλημα

Ορισvμός

΄Εσvτω ακόμη την Smith μορφή

S (s) =


I 0 0 . . . 0
0 φl 0 . . . 0
0 0 φl−1 . . . 0
0 0 0 . . . φ1

 (11)

με το φi να διαιρεί το φi−1, i = 1,2, . . . , l .

αν υπάρχει ένας κανονικός, ρητός πίνακας K = T−1K UK , l ×m, o oποίος

αν εφαρμοσvτεί με ανάδρασvη σvτο σvύσvτημα να κάνει τα αναλλοίωτα

πολυώνυμα του σvυσvτήματος ίσvα με τα φi . ΄Η αλλιώς τη Smith μορφή

του πίνακα TC (s) ίσvη με τη S (s).

η � καλύτερη � ικανή σvυνθήκη για να ισvχύει
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Το πρόβλημα

Ορισvμός

΄Εσvτω ακόμη την Smith μορφή

S (s) =


I 0 0 . . . 0
0 φl 0 . . . 0
0 0 φl−1 . . . 0
0 0 0 . . . φ1

 (11)

με το φi να διαιρεί το φi−1, i = 1,2, . . . , l .

αν υπάρχει ένας κανονικός, ρητός πίνακας K = T−1K UK , l ×m, o oποίος

αν εφαρμοσvτεί με ανάδρασvη σvτο σvύσvτημα να κάνει τα αναλλοίωτα

πολυώνυμα του σvυσvτήματος ίσvα με τα φi . ΄Η αλλιώς τη Smith μορφή

του πίνακα TC (s) ίσvη με τη S (s).

η � καλύτερη � ικανή σvυνθήκη για να ισvχύει
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Το πρόβλημα

Αναγκαία Συνθήκη

΄Εσvτω G = T−1G UG ,m× l αυσvτηρά κανονική με TG ,UG σvχετικά αρισvτερά

πρώτοι, και K = T−1K UK κανονικός.

΄Εσvτω ακόμη, η Smith μορφή του πίνακα TC της σvχέσvης (10) να είναι η
(11).

Τότε οι βαθμοί δ (φi ) των φi ικανοποιούν την αναγκαία σvυνθήκη

k

∑
i=1

δ (φi )≥max

(
k

∑
i=1

(
λGi + µK ,l+1−i

)
,

k

∑
i=1

(
λG ,l+1−i + µKi

))
,k = 1,2, . . . , l

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l , αν και μόνο αν TK ,UK είναι

σvχετικά αρισvτερά πρώτοι.
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Το πρόβλημα

Ικανή Συνθήκη

΄Εσvτω G = T−1G UG ,m× l με l ≤m, δείκτες ελεγξιμότητας τους λG1 ≥ . . .≥ λGl και

παρατηρησvιμότητας τους µG1 ≥ . . .≥ µGm. Aκόμη TG ,UG σvχετικά αρισvτεροί πρώτοι

και έσvτω φi κανονικοποιημένα πολυώνυμα με το φi να διαιρεί το φi−1, ι = 1,2, . . . , l .
Τότε ικανή σvυνθήκη για την ύπαρξη κανονικού l×m ρητού πίνακα K = T−1K UK ,
έτσvι ώσvτε η Smith μορφή του πίνακα TC που θα προκύψει σvτη σvχέσvη (10) να είναι η
(11), είναι η :

k

∑
i=1

δ (φi )≥
k

∑
i=1

(λGi + µG1−1) ,k = 1,2, . . . , l (12)

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l .
Απόδειξη

΄Εσvτω G = VG T̃
−1
G , όπου VG , T̃G σvχετικά δεξιά πρώτοι με την i σvτήλη του

[
−VG

T̃G

]
να έχει βαθμό λGi , και TG ,UG τέτοια ώσvτε η i γραμμή του

(
TG UG

)
να έχει

βαθμό µGi .
Κατασvκευάζουμε ομαλό l× l πολυωνυμικό πίνακα Φ, με Smith μορφή την

S =

 φl 0 . . . 0
0 φl−1 . . . 0
0 0 . . . φ1

 (13)

που ικανοποιεί την lims→∞

[
diag (s−αi )Φ(s)diag

(
s−βi

)]
= I με αi = µG1−1,βi = λGi .
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Ικανή Συνθήκη

Απόδειξη

Επιλέγουμε(
−UK TK

)
=
(

ΦM−1X −QTG ΦM−1Y −QUG

)
με κάθε σvτοιχείο του UK να έχει βαθμό μικρότερο από το µG1.
Οπότε το όριο

lims→∞diag
[
s−(µG1−1)

][
−UK Φdiag

(
s−λGi

) ]
υπάρχει (κατασvκευή του Φ), κι άρα ο K = T−1K UK υπάρχει και είναι

κανονικός η Smith μορφή του πίνακα TC που θα προκύψει σvτη σvχέσvη (10) να
είναι η (13) που ισvούται με αυτή του πίνακα UKVG +TK T̃G = Φ.

Παρατηρήσvεις

1 Η επιλογή γίνεται με τον UK να έχει κάποιες ιδιότητες.

2 Ανάλογο αποτέλεσvμα αν αντισvτραφούν οι ρόλοι των λGi ,µGi ,λKi ,µKi .

3 Μπορεί να υπάρχει μικρότερο nK = δ (|TK |) = ∑
l
i=1

(µG1−1) από αυτό
που δίνει η (12).
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Ικανή Συνθήκη

Απόδειξη

Επιλέγουμε(
−UK TK

)
=
(

ΦM−1X −QTG ΦM−1Y −QUG

)
με κάθε σvτοιχείο του UK να έχει βαθμό μικρότερο από το µG1.
Οπότε το όριο

lims→∞diag
[
s−(µG1−1)

][
−UK Φdiag

(
s−λGi

) ]
υπάρχει (κατασvκευή του Φ), κι άρα ο K = T−1K UK υπάρχει και είναι

κανονικός η Smith μορφή του πίνακα TC που θα προκύψει σvτη σvχέσvη (10) να
είναι η (13) που ισvούται με αυτή του πίνακα UKVG +TK T̃G = Φ.

Παρατηρήσvεις

1 Η επιλογή γίνεται με τον UK να έχει κάποιες ιδιότητες.

2 Ανάλογο αποτέλεσvμα αν αντισvτραφούν οι ρόλοι των λGi ,µGi ,λKi ,µKi .

3 Μπορεί να υπάρχει μικρότερο nK = δ (|TK |) = ∑
l
i=1

(µG1−1) από αυτό
που δίνει η (12).
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Το πρόβλημα εναλλακτικά

Αναγκαία Συνθήκη

΄Εσvτω το πρόβλημα όπως ορίσvτηκε. Το σvύσvτημα έχει αναλλοίωτα
πολυώνυμα φ1,φ2, . . . ,φl με το φi να διαιρεί το φi−1, i = 1,2, . . . , l .

Tότε θα ισvχύει

k

∑
i=1

degφi ≥max
1≤j≤

(
m
k

)Sk
j ,k = 1,2, . . . , l

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l , όπου

Sk
j =

k

∑
a=1

λGja
+ µ

Gl−ja
+1, j1 6= j2 6= . . . 6= jk

με λG1 ≥ λG2 ≥ . . .≥ λGl οι δείκτες ελεγξιμότητας και µK1 ≥ µK2 ≥ . . .≥ µKm

οι δείκτες παρατηρησvιμότητας.
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Το πρόβλημα εναλλακτικά

Συμπέρασvμα

πιο �αυσvτηρή� από την προηγούμενη, αφού

k

∑
i=1

degφi ≥max
1≤j≤

(
l
k

)Sk
j ≥max

(
k

∑
i=1

(
λGi + µK ,l+1−i

)
,

k

∑
i=1

(
λG ,l+1−i + µKi

))
,k = 1,2, . . . , l

Παράδειγμα

Αν λ1 = 1,λ2 = 1,λ3 = 0 δείκτες ελεγξιμότητας και
µ1 = 2,µ2 = 2,µ3 = 1 δείκτες παρατηρησvιμότητας τότε από την πρώτη

degφ1 ≥ 2,degφ1φ2 ≥ 5,degφ1φ2φ3 ≥ 7

ενώ από τη δεύτερη

degφ1 ≥ 3,degφ1φ2 ≥ 5,degφ1φ2φ3 = 7
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Το πρόβλημα εναλλακτικά

Συμπέρασvμα

πιο �αυσvτηρή� από την προηγούμενη, αφού

k

∑
i=1

degφi ≥max
1≤j≤

(
l
k

)Sk
j ≥max

(
k

∑
i=1

(
λGi + µK ,l+1−i

)
,

k

∑
i=1

(
λG ,l+1−i + µKi

))
,k = 1,2, . . . , l

Παράδειγμα

Αν λ1 = 1,λ2 = 1,λ3 = 0 δείκτες ελεγξιμότητας και
µ1 = 2,µ2 = 2,µ3 = 1 δείκτες παρατηρησvιμότητας τότε από την πρώτη

degφ1 ≥ 2,degφ1φ2 ≥ 5,degφ1φ2φ3 ≥ 7

ενώ από τη δεύτερη

degφ1 ≥ 3,degφ1φ2 ≥ 5,degφ1φ2φ3 = 7
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Το πρόβλημα εναλλακτικά

Ικανή Συνθήκη

΄Εσvτω G (s) = T−1G UG = VG T̃
−1
G , με TG κανονικός κατά γραμμές και T̃G κανονικός

κατά σvτήλες, με λ1 ≥ λ2 ≥ . . .≥ λl και µ1 ≥ µ2 ≥ . . .≥ µm και φ1,φ2, . . . ,φl με το φi να

διαιρεί το φi−1, i = 1,2, . . . , l . Tότε ένας κανονικός ελεγκτής K , που κάνει τα
αναλλοίωτα πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος ίσvα με τα φi , υπάρχει αν

k

∑
i=1

degφi ≥
k

∑
i=1

(λi + µ1−1) ,k = 1,2, . . . , l

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l .
Απόδειξη

Κατασvκευάζουμε l× l πίνακα
Φ(s) = diag (φ1 ,φ2 , . . . ,φl )

και βρίσvκουμε έναν Φ′ με degriΦ
′ = degciΦ

′ = λi + µ1−1, i = 1,2, . . . , l .
Λύνουμε την

P ′ (s) T̃G (s) +Q ′ (s)VG (s) = Φ′ (s) (14)

και κάνουμε τη διαίρεσvη

Q ′ (s) = R (s)TG (s) +UK (s)

με degQ ≤ µi −1,αφού µi = degrjTG .

Τότε το (TK = P ′+RVG ,UK ) ικανοποιεί τη σvχέσvη (14) κι o T−1K UK είναι κανονικός

ρητός πίνακας.
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Το πρόβλημα εναλλακτικά

Παράδειγμα

΄Εσvτω

G (s) =

 1

(s+1)2
1

(s+1)(s+2)
1

(s+1)(s+2)
s+3

(s+2)2

 ∈ Rpr (s)2x2

και αν G (s) = T−1G UG = VG T̃−1G με TG ,UG σvχετικά αρισvτερά πρώτα, ˜TG ,VG σvχετικά δεξιά

πρώτα, TG κανονικό κατά γραμμές και T̃G κανονικό κατά σvτήλες, τότε

TG =

[
s3 +4s2 +4s +1 s +2
−(s +1) s +2

]
,UG =

[
s +2 s +2
0 1

]

T̃G =

[
0 s +1

(s +2)2 (s +1) −(s +1)

]
,VG =

[
s +2 0

(s +3)(s +1) −1

]

Το σvύσvτημα έχει δείκτες ελεγξιμότητας λG1 = 3,λG2 = 1 και δείκτες παρατηρησvιμότητας
τους µG1 = 3,µG2 = 1.

΄Εσvτω τα επιθυμητά πολυώνυμα να είναι

φ1 (s) = (s +2)2 (s +4)2 (s +5)

φ2 (s) = (s +2)2 (s +5)

όπου φ2/φ1.
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Το πρόβλημα εναλλακτικά

Παράδειγμα

Παρατηρούμε ότι ικανοποιούν τη σvυνθήκη

3

∑
i=1

deg {φi (s)} ≥
k

∑
i=1

(λGi + µG1−1)

αφού

⇒ deg {φ1 (s)}+deg {φ2 (s)} ≥ (λG1 + µG1−1) + (λG2 + µG1−1)

⇒ 5+3≥ (3+3−1) + (1+3−1)

⇒ 8≥ 8

΄Αρα από Λήμμα [1]
Φ′ (s) = diag {φ1 (s) ,φ2 (s)}⇒

Φ′ (s) =

[
(s +2)2 (s +4)2 (s +5) 0

0 (s +2)2 (s +5)

]
όπου Φ′ (s) κανονικοποιημένος κατά γραμμές και σvτήλες και
degriΦ

′ = degciΦ
′ = λGi + µG1−1, i = 1,2.

Λύνουμε τη διοφαντική εξίσvωσvη

P ′ (s) T̃G (s) +Q ′ (s)VG (s) = Φ′ (s)
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Το πρόβλημα εναλλακτικά

Παράδειγμα

Κι έχουμε

P ′ (s) =

[
s2 +13s +22 s2 +1.3s−20
s2 +8s +12 −1.5s−5.5

]

Q ′ (s) =

[
22s2 +93s +110 11s2 +53s +63

2.5s2 +9.1s +6.5 1.5s2 +4.4s +2.9

]
Κάνουμε τη διαίρεσvη

Q ′ (s) = R (s)TG (s) +UK (s)

κι έχουμε

R (s) =


11s+31

(s+1)(s+2)2

(11s+31)
(
s2+3s+1

)
(s+1)(s+2)2

−
(
10s2+87s+118

)
10(s2+3s+2)2

15s4+74s3+141s2+187s+146

10(s2+3s+2)2


UK =

[
22s2 +93s +110 11s2 +42s +32
5

2
s2 + 58

5
s + 131

10

3

2
s2 + 29

10
s + 3

2

]
με degriUK ≤ µG1−1, i = 1,2.

Και από

TK = P ′+RVG ⇒
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Το πρόβλημα εναλλακτικά

Παράδειγμα

TK =


12s5+126s4+488s3+868s2+717s+243

(s+1)(s+2)2

−
(
−10s5−63s4+165s3+1496s2+2588s+1110

)
(s+1)(s+2)2

25s6+274s5+1212s4+2843s3+3770s2+2613s+682

10(s2+3s+2)2
−
(
15s5+160s4+599s3+1036s2+907s+366

)
10(s2+3s+2)2


Οπότε έχουμε K = T−1K UK ένα κανονικό ρητό πίνακα με

K (s) =



250s8 +6285s7 +56378s6 +253286s5

+652852s4 +1038135s3

+1071908s2 +724882s +257190
x(s)

150s8 +3035s7 +24637s +111112s5

+305781s4 +527749s3

+567568s2 +356300s +100470
x(s)

10(250s8 +3511s7 +21966s6 +82200s5

+203304s4 +335330s3

+347643s2 +196908s +43187)
x(s)

10(95s +1646s7 +12248s6 +50729s5

+127351s4 +197354s3

+182628s2 +90813s +18179)
x(s)


όπου x (s) = (250s8 +4865s7 +37032s6 +143776s5 +297689s4 +291420s3 +67139s2−25484s +33090).
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Η περίπτωσvη που δεν ικανοποιείται η ικανή σvυνθήκη

Το πρόβλημα

΄Εσvτω το σvύσvτημα ϕ με G = T−1G UG = VG (s) T̃−1G (s) ,m× l με l ≤m, δείκτες ελεγξιμότητας τους
λG1 ≥ . . .≥ λGl και παρατηρησvιμότητας τους µG1 ≥ . . .≥ µGm. Aκόμη TG ,UG σvχετικά αρισvτεροί

πρώτοι, ο TG να είναι κανονικός κατά γραμμές και T̃G (s) ,VG (s) δυο σvχετικά δεξιά πρώτοι με τον

T̃G κανονικό κατά σvτήλες. Τότε

PG (s) =

[
TG (s) UG (s)
−I D

]

κι έσvτω το σvύσvτημα K με

PK (s) =

[
TK (s) UK (s)
−I D

]
Ορίζουμε

XK (s) = TK (s)
YK (s) = UK (s) +TK (s)D

(15)

κι αν σvυνδεθούν με ανάδρασvη εξόδου έχουμε

PH (s) =

[
TH (s) UH (s)
−VH (s) 0

]
=

 TG (s) UG (s) UG (s)
−YK (s) XK (s) 0
−I 0 0


Και τα τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του πίνακα TH (s) ισvούνται με αυτά του

Φ(s) =
[
−YK (s) XK (s)

][ −VG (s)
˜TG (s)

]
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Το γενικό πρόβλημα επανατοποθέτησvης πόλων

Πιο �αυσvτηρή� ικανή σvυνθήκη

΄Εσvτω φi (s) , i = 1,2, . . . , l κανονικοποιημένα πολυώνυμα τέτοια ώσvτε

φi (s)/φi−1 (s) = wi+1 (s)ψi (s) , i = 1,2, . . . , l−1

όπου wi+1 (s) ανάγωγο πραγματικό πολυώνυμο και τα wi+1 (s) ,φ1 (s)/wi+1 (s) σvχετικά πρώτα.
Ακόμη, έσvτω ότι

k−1
∑
i=1

deg
{
wi+1 (s)

}
≤ µG1−µGk

Tότε το κανονικό σvύσvτημα Kob υπάρχει πάντα αν

deg {φ1 (s)} ≥ λG1 + µG1−1

και

k

∑
i=1

deg {φi (s)} ≥
k

∑
i=1

(λGi + µG1−1)−
k

∑
j=2

(k− j +1)deg
{
wj (s)

}
,k = 2,3, . . . , l

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l.
Απόδειξη

Κατασvκευάζουμε τα φ̄i (s) , i = 1,2, . . . , l όπως παρακάτω :

φ̄1 (s) = φ1 (s)

φ̄i (s) = φi (s) ·∏i
j=2wj (s)
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Πιο �αυσvτηρή� ικανή σvυνθήκη

Απόδειξη

΄Εχουμε

φ̄i (s)/φ̄i−1 (s)

κι αφού τα φ̄i (s) ικανοποιούν τη

k

∑
i=1

deg
{

φ̄i (s)
}
≥

k

∑
i=1

(λGi + µG1−1) ,k = 1,2, . . . , l

ορίζουμε

Zk (s) =
[
−Yk (s) Xk (s)

]
που περιγράφει το σvύσvτημα (15) και οι βαθμοί των γραμμών του θα είναι µG1−1. Θα ισvχύει

[
−Yk (s) Xk (s)

][ −VG (s)

T̃G (s)

]
= Φ̃(s)

με τον Φ̃(s) να έχει Smith μορφή την

S̃ (s) = diag
{

φ̄l (s) , φ̄l−1 (s) , . . . , ¯φ1 (s)
}
.

Ακόμη ορίζουμε

Rt (s) =
[

TG (s) UG (s)
]
t =

[
[TG (s)]t [UG (s)]t

]
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Πιο �αυσvτηρή� ικανή σvυνθήκη

Απόδειξη

Και

Qt
G (s) =

[
[TG (s) UG (s)]
−YK (s) XK (s)

]
=

[
Rt
G (s)

ZK (s)

]
΄Εσvτω ότι το wj (s) έχει τj ανάγωγους παράγοντες και το w i

j (s)

αναπαρισvτά τον i-οσvτό ανάγωγο παράγοντα του wj (s).

Aφού το w i
j (s) , i = 1,2, . . . ,τj , j = 1,2, . . . , l είναι ένας παράγοντας του

φ̄l (s) ⇒ όλοι οι (m+1)× (m+1) όροι του Qm
G (s) διαιρούνται από το

w i
j (s) ⇒ όλοι οι (m+1)× (m+1) όροι του Qt

G (s) ,t = m− l +1, . . . ,m

αντίσvτοιχα, διαιρούνται από το w i
j (s).
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Πιο �αυσvτηρή� ικανή σvυνθήκη

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ

Bήμα 1 : Επιλέγουμε

Z (1) (s) = ZK (s)

όπου Zk (s) =
[
−Yk (s) Xk (s)

]
.

Bήμα 2 : Για κάθε k = 1,2, . . . l ορίζουμε

Q
(k)
G (s) =

[
Rm−k
G (s)

Z (k) (s)

]

Bήμα 3 : Θεωρούμε τα w i
k+1 (s) για i = 1 και βρίσvκουμε τους πίνακες

A
(k)
i (s) =


0k×t

ak+1,1 (s) ak+1,2 (s) . . . ak+1,t (s)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
al1 (s) al2 (s) . . . alt (s)



B
(k)
i (s) =


Ik 0k×(l−k)

bk+1,1 (s) . . . bk+1,k (s)

.

.

.

.

.

.

.

.

. It−k
bl1 (s) · · · blk (s)


έτσvι ώσvτε οι τελευταίες l−k γραμμές του πίνακα
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Πιο �αυσvτηρή� ικανή σvυνθήκη

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ

Z̄ (k) (s) = A
(k)
i (s)Rt (s) +B

(k)
i (s)Z (k) (s)

να διαιρούνται από το w
(i)
k+1 (s).

Bήμα 4 : Διαιρούμε τις τελευταίες l−k γραμμές του πίνακα Z̄ (k) (s) με το w
(i)
k+1 (s), και

έσvτω Ẑ (k) (s) o πίνακας που προκύπτει.

Βήμα 5 : Αν ο πίνακας Ẑ (k) (s) δεν είναι κανονικός κατά γραμμές, τότε τον
πολλαπλασvιάζουμε με έναν αντισvτρέψιμο πίνακα N (s) έτσvι ώσvτε να γίνει.

Βήμα 6 : Ορίζουμε

Z̃ (k) (s) = Z
(k)
(1)

(s)

Βήμα 7 : Εφαρμόζουμε τα βήμα 3 έως 6 για i = 1,2, . . . ,τk+1

Bήμα 8 : Ορίζουμε

Z
(k)(
τk+1

) (s) = Z (k+1) (s)

Bήμα 9 : Εφαρμόζουμε τα βήματα 2 εώς 8 για k = 1,2, . . . , l−1

΄Ετσvι ο Z (k) (s) κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος ίσvα με τα
φi (s) , i = 1,2, . . . , l, αφού τα wj (s) , j ≤ k , σvυμβαίνουν μόνο σvτα αναλλοίωτα πολυώνυμα

φ̄
(k)
1

(s) , . . . , φ̄
(k)
j−1 (s) και ακόμη περιγράφει ένα κανονικό σvύσvτημα K .
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Πιο �αυσvτηρή� ικανή σvυνθήκη

⇒
Συμπεράσvματα

1 Tα ίδια ισvχύουν αν αντισvτραφούν οι ρόλοι των λGi ,µGi .

2 Αν φj (s) ,wi (s) κανονικοποιημένα πολυώνυμα, ικανοποιούν τις σvυνθήκες και

deg
{
wi+1 (s)

}
= µGi −µG ,i+1 τότε υπάρχει πάντα κανονικό σvύσvτημα ανάδρασvης Kob το οποίο

κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος ίσvα με τα φj (s) , j = 1,2, . . . , l αν
ισvχύει

k

∑
j=1

deg
{

φj (s)
}
≥

k

∑
j=1

(
µGj + λGj −1

)
,k = 1,2, . . . , l

3 H τάξη του K dK = min
{

∑
l
i=1 (µGi −1) ,∑m

i=1 (λGi −1)
}
μικρότερη από την προηγούμενη

dK = min{l (µG1−1) ,m (λG1−1)} .
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Πιο �αυσvτηρή� ικανή σvυνθήκη

⇒
Συμπεράσvματα

1 Tα ίδια ισvχύουν αν αντισvτραφούν οι ρόλοι των λGi ,µGi .

2 Αν φj (s) ,wi (s) κανονικοποιημένα πολυώνυμα, ικανοποιούν τις σvυνθήκες και

deg
{
wi+1 (s)

}
= µGi −µG ,i+1 τότε υπάρχει πάντα κανονικό σvύσvτημα ανάδρασvης Kob το οποίο

κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος ίσvα με τα φj (s) , j = 1,2, . . . , l αν
ισvχύει

k

∑
j=1

deg
{

φj (s)
}
≥

k

∑
j=1

(
µGj + λGj −1

)
,k = 1,2, . . . , l

3 H τάξη του K dK = min
{

∑
l
i=1 (µGi −1) ,∑m

i=1 (λGi −1)
}
μικρότερη από την προηγούμενη

dK = min{l (µG1−1) ,m (λG1−1)} .
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Παράδειγμα

΄Εσvτω το ελάχισvτης τάξης σvύσvτημα με

G (s) =

 1/s4 1/s2 0

−1/s6
(
s2−1

)
/s4 1/s

1/s6
(
1− s2

)
/s4 0


και πίνακες σvυσvτήματος, τους

PG (s) =

[
TG (s) UG (s)
−I 0

]
=


0 s s 0 0 1

1 s2 0 0 1 s
s4 0 0 1 s2 0

−I3 03×3



[
T̃G (s) I3
−VG (s) 0

]
=


s4 −s2 0

−s2 s2 +1 0 I3
0 0 s
0 −1 0
1 −1 −1 03×3
−1 1 0


με TG ,UG σvχετικά αρισvτερά πρώτα και

˜TG ,VG σvχετικά δεξιά πρώτα.

Παρατηρώ ότι έχει δείκτες ελεγξιμότητας τους λG1 = 4,λG2 = 2,λG3 = 1 και
παρατηρησvιμότητας τους µG1 = 4,µG2 = 2,µG3 = 1.

Κι έσvτω τα

φ1 (s) =
(
s2 + s +1

)
(s +2)2 (s +4)2 (s +5)

φ2 (s) = (s +2)2 (s +5)
φ3 (s) = (s +2)
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Παράδειγμα

ΔΕΝ ικανοποιούν τη σvυνθήκη

3

∑
i=1

deg {φi (s)} ≥
k

∑
i=1

(λGi + µG1−1)

αφού

⇒ deg {φ1 (s)}+deg {φ2 (s)}+deg {φ3 (s)} ≥ (λG1 + µG1−1) + (λG2 + µG1−1) + (λG3 + µG1−1)
⇒ 7+3+1≥ (4+4−1) + (2+4−1) + (1+4−1)

⇒ 11≥ 16,άτοπο

΄Αρα υπάρχουν

w2 (s) = s2 + s +1
w3 (s) = s +5

που ικανοποιούν τη

k−1
∑
i=1

deg
{
wi+1 (s)

}
≤ µG1−µGk

2

∑
i=1

deg
{
wi+1 (s)

}
≤ µG1−µG3

⇒ deg {w2 (s)}+deg {w3 (s)} ≤ 4−1

⇒ 3≤ 3
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Παράδειγμα

΄Αρα κατασvκευάζουμε φ̄1 (s) , φ̄2 (s) , φ̄3 (s) τέτοια ώσvτε

φ̄1 (s) = φ1 (s) = s7 +18s6 +130s5 +485s4 +1012s3 +1220s2 +864s +320

φ̄2 (s) = φ2 (s)
(
s2 + s +1

)
= s5 +10s4 +34s3 +53s2 +44s +20

φ̄3 (s) = φ3 (s)
(
s2 + s +1

)
(s +5) = s4 +8s3 +18s2 +17s +10

τα οποία ικανοποιούν τη

3

∑
i=1

deg {φi (s)} ≥
k

∑
i=1

(λGi + µG1−1)

⇒ deg
{

φ̄1 (s)
}

+deg
{

φ̄2 (s)
}

+deg
{

φ̄3 (s)
}
≥ (λG1 + µG1−1) + (λG2 + µG1−1) + (λG3 + µG1−1)

⇒ 7+5+4≥ (4+4−1) + (2+4−1) + (1+4−1)

⇒ 16≥ 16

Οπότε ψάχνουμε ένα κανονικό σvύσvτημα K , το οποίο κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του
κλεισvτού σvυσvτήματος ίσvα με τα φ̄i (s) , i = 1,2,3, τέτοιο ώσvτε

ZK (s) =
[
−YK (s) XK (s)

]
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Παράδειγμα

που θα ικανοποιεί την [
−YK (s) XK (s)

][ −VG (s)

T̃G (s)

]
= Φ̂(s)

με τον Φ̂(s) να έχει Smith μορφή

S̄ (s) = diag
{

φ̄l (s) , φ̄l−1 (s) , . . . , φ̄1 (s)
}

VG , T̃G γνωσvτοί και για τον Φ̂, για ai = µG1−1,βi = λGi έχουμε

δ
(
φ̄1

)
= µG1−1+ λG1 ⇒ 7 = 4−1+4⇒ 7 = 7

δ
(
φ̄2

)
= µG1−1+ λG2 ⇒ 5 = 4−1+2⇒ 5 = 5

δ
(
φ̄3

)
= µG1−1+ λG3 ⇒ 4 = 4−1+1⇒ 4 = 4

άρα [1]

Φ̂(s) = diag
{

φ̄1 (s) , φ̄2 (s) , φ̄3 (s)
}
⇒

Φ̂(s) =
s7 +18s6 +130s5 +485s4

+1012s3 +1220s2 +864s +320
0 0

0 s5 +10s4 +34s3 +53s2 +44s +20 0

0 0 s4 +8s3 +18s2 +17s +10
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Παράδειγμα

Λύνουμε τη

[
−YK (s) XK (s)

][ −VG (s)

T̃G (s)

]
= Φ̂(s)⇒ YK (s)VG (s) +XK (s) T̃G (s) = Φ̂(s)⇒

YK (s)

 0 1 0
−1 1 1
1 −1 0

+XK (s)

 s4 −s2 0

−s2 s2 +1 0
0 0 s

= Φ̂(s)

κι έχουμε

Z
(1)
K (s) =

[
−YK (s) XK (s)

]
=

−1142s3−1705s2
−1876s−1540 864s −320 s3 +18s2

+131s +503
s3 +18s2

−1012s−1220 864

−34s3−53s2−44s−20 0 0 s +10 s3 +10∗ s2 0

0 −10 −10 0 0 s3 +8s2 +18s +17
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Παράδειγμα

΄Αρα για k = 1 διαγράφουμε το w2 (s) = s2 + s +1 από τα φ̄2 (s) , φ̄3 (s) κι έχουμε

Q(1) (s) =

[
R2 (s)

Z (1) (s)

]
=

 0 s s 0 0 1

1 s2 0 0 1 s

Z (1) (s)


αφού [

TG (s) UG (s)
]

=

 0 s s 0 0 1

1 s2 0 0 1 s
s4 0 0 1 s2 0


Βρίσvκουμε A

(1)
1

(s) ,B
(1)
1

(s) τέτοιοι ώσvτε οι τελευταίες l−k = 2 γραμμές του

Z̄
(1)
K (s) = A

(1)
1

(s)R2 (s) +B
(1)
1

(s)Z
(1)
K (s) να διαιρούνται από το w2 (s) = s2 + s +1, άρα

A
(1)
1

(s) =

 0 0

20
(
5s3 +283s2 +443s +432

)
/(113s +486) −4

(
−25s2 +1415s +1999

)
/(113s +486)

−10(s +1) 0



B
(1)
1

(s) =

 1 0 0
−(s +10)/(113s +486) 1 0

0 0 1
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Παράδειγμα

Διαιρούμε τις τελευταίες l−k = 2 γραμμές του Z̄
(1)
K (s) με το w2 (s) = s2 + s +1 κι έχουμε

Ẑ
(1)
K (s) =


−1142s3−1705s2
−1876s−1540 864s −320 s3 +18s2

+131s +503
s3 +18s2

−1012s−1220 864

−2700s2−6688s
−2316 0

−100s2 +5760s
+3200

−s2−27s
−170

112s2 +1476s
+4204

0

0 −10 −10 0 0 s +7


Αφού Ẑ

(1)
K (s) κανονικός είναι

Z̃K
(1)

(s) = Ẑ
(1)
K (s)

Θέτουμε Z̃K
(1)

(s) = Z
(2)
K (s) και για k = 2 διαγράφουμε το w3 (s) = s +5 από το φ̄3 (s) κι

έχουμε

Q(2) (s) =

[
0 s s 0 0 1

Z (2) (s)

]
με

R1 (s) =
[

0 s s 0 0 1
]

΄Ομοια βρίσvκουμε τους A
(2)
1

(s) ,B
(2)
1

(s) έτσvι ώσvτε οι τελευταίες l−k = 3−2 = 1 γραμμές του

Z̄
(2)
K = A

(2)
1

(s)R1 (s) +B
(2)
1

(s)Z
(2)
K (s) να διαιρούνται με το w3 (s) = s +5, οπότε

A
(2)
1

(s) =

 0
0
−2

 ,B(2)
1

(s) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1
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Παράδειγμα

Διαιρούμε τις τελευταίες l−k = 1 γραμμές του Z̄
(2)
K (s) με το w3 (s) = s +5 κι έχουμε

Ẑ
(2)
K (s) =


−1142s3−1705s2
−1876s−1540 864s −320 s3 +18s2

+131s +503
s3 +18s2

−1012s−1220 864

−2700s2−6688s
−2316 0

−100s2 +5760s
+3200

−s2−27s
−170

112s2 +1476s
+4204

0

0 −2 −2 0 0 1


Aφού είναι κανονικός κατά γραμμές ẐK

(2)
(s) = Z̃

(2)
K (s) = Z

(3)
K (s) κι άρα ο ζητούμενο

σvύσvτημα Kob είναι κανονικό αφού περιγράφεται από τον

Z
(3)
K (s) =

[
−YK (s) XK (s)

]
με

PKob
(s) =

[
TK (s) UK (s)
−VK (s) DK (s)

]
όπου XK (s) = TK (s), YK (s) = UK (s) +TK (s)D και

VK (s) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 και D =

 1108 −544 0
34 0 0
0 2 2
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Παράδειγμα

Κάνοντας τις πράξεις έχουμε

PKob
(s) =



s3 +18s2

+131s +503
s3 +18s2

−1012s−1220 864
−18851s2
−108864s
−514304

544s3 +9792s2

+70400s
+275360

2048

s2−27s
−170

112s2 +1476s
+4204

0 47940−13580s −544s2−14688s
−92480

−100s2 +5760s
+1472

0 0 1 0 −4 −4
−1 0 0 1108 −544 0
0 −1 0 34 0 0
0 0 −1 0 2 2
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