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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Στην παρούσvα διπλωματική εργασvία μελετάμε το πρόβλημα της επανατοποθέτησvης πεπερασvμένων πόλων ενός

γραμμικού, χρονικά αναλλοίωτου σvυσvτήματος το οποίο περιγράφεται από μια σvυνάρτησvη μεταφοράς.
Στο πρώτο κεφάλαιο, αναφέρονται χρήσvιμοι ορισvμοί με τους οποίους ο αναγνώσvτης καταλαβαίνει το νόημα

του θέματος και του επιλύουν οποιαδήποτε τυχούσvα απορία.
Στο δεύτερο κεφάλαιο, εισvάγουμε την έννοια των δυναμικών δεικτών, που σvτη δική μας περίπτωσvη δεν είναι

άλλοι από τους δείκτες ελεγξιμότητας ενός σvυσvτήματος . Ακόμη αναφέρονται κάποιες ιδιότητές τους και εξηγούμε
πως αυτοί παραμένουν αναλλοίωτοι κάτω από ένα σvύνολο μετασvχηματισvμών που περιέχει και ανάδρασvη εξόδου.
Στο τρίτο κεφάλαιο, εισvάγουμε το γενικό πρόβλημα της επανατοποθέτησvης πόλων μιας σvυνάρτησvης μεταφοράς

κατά το οποίο ψάχνουμε να βρούμε έναν ελεγκτή που θα περιγράφεται από έναν πίνακα σvυσvτήματος, θα είναι
κανονικός και αφού θα σvυνδεθεί σvτο κλεισvτό σvύσvτημα με ανάδρασvη εξόδου, θα έχει την ιδιότητα να κάνει τα
αναλλοίωτα πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος, που δεν είναι άλλα από αυτά που περιέχουν τους ίδιους τους
πόλους του σvυσvτήματος, ίσvα με τα επιθυμητά. Στη σvυνέχεια αναφέρονται οι ικανές και αναγκαίες σvυνθήκες, που
προτάθηκαν από τους Rosenbrock και Hayton και θα πρέπει να ισvχύουν για να πετύχουμε την εύρεσvη ενός τέτοιου
ελεγκτή, καθώς επίσvης και κάποια σvυμπεράσvματα. Ακόμη αναφέρουμε μια πιο αυσvτηρή αναγκαία σvυνθήκη καθώς
επίσvης και μια διαφορετική προσvέγγισvη της ικανής που προτάθηκαν αργότερα από τους Zagalak και Κucera, αλλά
και την εφαρμογή της μεθόδου σvε ένα παράδειγμα. Να σvημειώσvουμε ότι για την εύρεσvη του ελεγκτή θα πρέπει
να λάβουμε υπόψη τους δείκτες ελεγξιμότητας του σvυσvτήματος, και γι αυτό το λόγο το δεύτερο κεφάλαιο είναι
ιδιαίτερα σvημαντικό αφού μας δείχνει ακριβώς ότι κατά την εφαρμογή του ελεγκτή σvτο σvύσvτημα με ανάδρασvη

εξόοδου οι δείκτες ελεγξιμότητας παραμένουν αναλλοίωτοι.
Στο τέταρτο και τελευταίο κεφάλαιο, εξετάζουμε την περίπτωσvη κατά την οποία δεν ισvχύουν οι παραπάνω

σvυνθήκες που ορίσvτηκαν και προτείνουμε μια νέα σvυνθήκη και μαζί έναν αλγόριθμο για να αντιμετωπίσvουμε την

προκειμένη περίπτωσvη. Στη σvυνέχεια ακολουθεί ο προγραμματισvμός του αλγόριθμου σvτο περιβάλλον του Μatlab
καθώς και η εφαρμογή του σvε ένα παράδειγμα.
Τέλος, αναφέρεται η σvχετική βιβλιογραφία που βοήθησvε σvτην υλοποίησvη της παρούσvας εργασvίας, καθώς

επίσvης και ένα παράρτημα με την απόδειξη μιας ιδιότητας των δυναμικών δεικτών.

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ

Δυναμικοί Δείκτες, Πίνακας Συσvτήματος, Αναλλοίωτα Πολυώνυμα, Κανονικό Σύσvτημα
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ABSTRACT

In this postgraduate thesis, we study the general problem of pole assignment in a linear, time-invariant
system which can be described by a transfer function matrix.

The �rst chapter provides all relevant de�nitions so that the reader can understand the issues addressed
by the current thesis.

In the second chapter, dynamical indices, for the purposes of this thesis there are de�ned as the controlla-
bility indices of a transfer function of a system as well as some properties of them. Also we explain how these
indices are invariant under a transformation group that includes the output feedback.

In third chapter, we introduce the general problem of pole assignment of a transfer function matrix. Our
goal is to �nd a proper system matrix, that if is connected with the closed-loop system with output feedback,
it will make the invariant polynomials of the closed-loop system equal to the desired ones. Consequently,
we examine the necessary and su�cient conditions for the accomplishment of this goal, that proposed by
Rosenbrock and Hayton, as well as some results. Also, we consider an alternative route and a necessary
condition stricter than the one discussed previously. Following that, we provide a more constructive proof of
the �rst su�cient condition and we represent the route of the new method in an example. Both necessary and
su�cient conditions proposed earlier by Zagalak and Kucera.

In the last chapter, we examine the case in which the previous conditions do not hold. So, a new condition
and an algorithm are proposed to deal with this case. Next, the programming of this algorithm is represented
in Matlab software and its application in an example is discussed.

The current thesis closes with the provision of the bibliography used, as well as with an appendix outlining
the proof of a property of dynamical indices.

ΚΕY WORDS

Dynamical Indices, System Matrix, Invariant Polynomials, Proper System
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Κεφάλαιο 1

Bασvικές ΄Εννοιες

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσvιάσvουμε βασvικές έννοιες, που χρησvιμοποιούνται σvε όλη την εργασvία,
θεωρήματα και προτάσvεις καθώς και παραδείγματα. [1, 2]

Ορισvμός 1.1. ΄Εσvτω R το σvύνολο των πραγματικών αριθμών, R [s] o δακτύλιος πολυωνύμων με
σvυντελεσvτές από το R και R (s) το παρακάτω πεδίο κλασvμάτων πάνω σvτο R [s]

R (s) :=

{
t (s) |t (s) =

n (s)

d (s)
, d (s) ∈ R [s] , d (s) 6= 0

}
.

To R (s) λέγεται πεδίο (πραγματικών) ρητών σvυναρτήσvεων (�eld of real functions).
΄Εσvτω R (s)

p
, p ∈ Z+ := {1, 2, ..} να είναι το σvύνολο των διατεταγμένων p-άδων των ρητών σvυ-

ναρτήσvεων, οι οποίες θεωρούνται σvαν � διανύσvματα σvτήλες�, δηλαδή έσvτω

R (s)
p

; =
{
t (s) |t (s) = [t1 (s) , t2 (s) , . . . , tp (s)]

T
, ti (s) ∈ R (s) , i ∈ p

}
Aν ορίσvουμε το άθροισvμα των δυο σvτοιχείων t (s) = [t1 (s) , . . . , tp (s)]

T ∈ R (s)
p
και u (s) =

[u1 (s) , . . . , up (s)]
T ∈ R (s)

p
ως

t (s) + u (s) = [t1 (s) + u1 (s) , . . . , tp (s) + up (s)]
T

και το γινόμενο του a (s) ∈ R (s) με το t (s) ∈ R (s)
p
ως

a (s) t (s) := [a (s) t1 (s) , . . . , a (s) tp (s)]
T

τότε ο R (s)
p
έχει τη δομή ενός γραμμικού διανυσvματικού χώρου και τον καλούμε (πραγματικό) ρητό

διανυσvματικό χώρο (real vector space). Τα σvτοιχεία του R (s)
p
λέγονται ρητά διανύσvματα

(real rational vectors).
Ακόμη έσvτω ότι R (s)

pxm
oρίζει το σvύνολο των pxm πινάκων με σvτοιχεία από το R (s) . Τότε ένας

πίνακας T (s) ∈ R (s)
pxm
ονομάζεται (πραγματικός) ρητός πίνακας (real rational matrix).

Oρισvμός 1.2. ΄Ενας ρητός πίνακας T (s) του οποίου τα σvτοιχεία είναι πολυώνυμα, λέγεται πολυων-
υμικός πίνακας (polynomial matrix).
΄Ενας πολυωνυμικός πίνακας T (s) ∈ R [s]

p×p
λέγεται αντισvτρέψιμος (unimodular), αν υπάρχει

T̂ (s) ∈ R [s]
pxp
τέτοιο ώσvτε

T (s) T̂ (s) = Ip

ή ισvοδύναμα αν

detT (s) = c ∈ R, c 6= 0.

΄Εσvτω T (s) ∈ R [s]
pxm

, rankR[s]T (s) =min{p,m} . Aν εκφράσvουμε τις p γραμμές του T (s) με τα

διανύσvματα t̃i (s) = [ti1 (s) , ti2 (s) , ..., tim (s)] ∈ R [s]
1xm

, i ∈ p και τις m σvτήλες αντίσvτοιχα, με τα

διανύσvματα tj (s) = [t1,j (s) , t2j (s) , ..., tpj (s)]
T ∈ R [s]

px1
, j ∈ m, τότε ο T (s) μπορεί να γραφεί με την

εξής μορφή :
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T (s) =


t̃1 (s)
t̃2 (s)
...

t̃p (s)

 ή T (s) =
[
t1 (s) t2 (s) . . . tm (s)

]

Oρισvμός 1.3. ΄Ετσvι, ορίζουμε ως σvυμπλεκτικότητα κατά γραμμές (σvτήλες) (row (col-
umn) complexity) ενός πολυωνυμικού πίνακα T (s) ∈ R [s]

p×m
, και σvυμβολίζουμε με cr (T ) , (cc (T ))

αντίσvτοιχα, το άθροισvμα των βαθμών των γραμμών (σvτηλών) των μη- μηδενικών διανυσvμάτων, δηλαδή

cr (T ) :=

p∑
i=1

degt̃i (s) , cc (T ) :=

m∑
j=1

degt (s)

΄Εσvτω ο πολυωνυμικός πίνακας T (s) ∈ R [s]
pxm

με τα διανύσvματα των γραμμών να είναι t̃i (s) ∈
R [s]

1xm
, i ∈ p και αντίσvτοιχα τα διανύσvματα σvτηλών tj (s) ∈ R [s]

px1
, j ∈ m, όπως ορίσvτηκε παραπάνω .

΄Εσvτω ακόμη ri = degt̃i (s) , i ∈ p και qj = degtj (s) , j ∈ m. ΄Ετσvι μπορούμε να γράψουμε ότι,

t̃i (s) =

ri∑
k=0

t̃Tiks
k, i ∈ p

όπου t̃Tik ∈ R1xm, i ∈ p, k = 0, 1, 2, ..., ri και

tj (s) =

qj∑
k=0

tjks
k, j ∈ m

όπου tjk ∈ Rmx1, j ∈ m, k = 0, 1, 2, ..., qj .
Tότε ο T (s) παίρνει την παρακάτω μορφή

T (s) =


sr1 0

sr2

. . .

0 srp


 t̃T1r1

...
t̃prp

+ Tr (s)

ή αντίσvτοιχα

T (s) = [t1q1,t2q2 , ..., tmqm ]


sq1 0

sq2

. . .

0 sqm

+ Tc (s)

όπου Tr (s) (Tc (s)) ∈ R [s]
pxm
και οι γραμμές (σvτήλες) του έχουν μικρότερο βαθμό από το ri (qi) .

Oρισvμός 1.4. ΄Ετσvι, ονομάζουμε πίνακα σvυντελεσvτή μέγισvτου βαθμού κατά γραμμές

(highest row degree coe�cient matrix) του πίνακα T (s), και σvυμβολίζουμε με [T (s)]
h
r , τον πίνακα

[T (s)]
h
r :=

 t̃T1r1
...

t̃Tprp

 ∈ Rp×m
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δηλαδή, σvε κάθε διάνυσvμα γραμμής επιλέγουμε το μεγισvτοβάθμιο πολυώνυμο και παίρνουμε τον σvυν-
τελεσvτή του.
Αντίσvτοιχα έχουμε το πίνακα σvυντελεσvτή μέγισvτου βαθμού κατά σvτήλες (highest col-

umn degree coe�cient matrix), που σvυμβολίζεται ως εξής :

[T (s)]
h
c :=

[
t1q1 . . . tmqm

]
∈ Rp×m

Παράδειγμα 1.1. ΄Εσvτω

T (s) =

[
2s2 + 3s+ 1 s2 + 2 s

4s3 s3 + 4s 3s2 + 3

]
(1)

Τότε έχουμε

[T (s)]
h
r =

[
2 1 0
4 1 0

]
και [T (s)]

h
c =

[
0 0 0
4 1 3

]
.

Oρισvμός 1.5. ΄Ενας πολυωνυμικός πίνακας T (s) ∈ R [s]
p×m

είναι κανονικός κατά γραμμές

(σvτήλες) (row (column) proper) αν

rankR [T (s)]
h
r = min {p,m} ,

(
rankR [T (s)]

h
c = min {p,m}

)
.

Παράδειγμα 1.2. Ο πολυωνυμικός πίνακας της (1) είναι κανονικός κατά γραμμές αφού rankR [T (s)]
h
r =

min {2, 3} = 2 ενώ δεν είναι κανονικός κατά σvτήλες αφού rankR [T (s)]
h
c = 1 6= min {2, 3} = 2.

Oρισvμός 1.6. Δυο ρητοί πίνακες T1 (s) , T2 (s) ∈ R (s)
pxm
είναι ισvοδύναμοι (equivalent) (σvτο

C), αν υπάρχουν αντισvτρέψιμοι πίνακες TL (s) ∈ R [s]
pxp

, TR (s) ∈ R [s]
mxm

τέτοιοι ώσvτε

TL (s)T1 (s)TR (s) = T2 (s) .

Θεώρημα 1.1. (Smith-McMillan μορφή ενός ρητού πίνακα (σvτο C). ΄Εσvτω T (s) ∈ R (s)
pxm

με

rankR(s)T (s) = r, r ≤ min {p,m} . Tότε ο T (s) είναι ισvοδύναμος (σvτο C), με ένα διαγώνιο πίνακα
SC
T (s) (s) που έχει τη μορφή

SC
T (s) (s) := diag

[
ε1 (s)

ψ1 (s)
,
ε2 (s)

ψ2 (s)
, . . . ,

εr (s)

ψr (s)
, 0m−r,p−r

]
όπου τα εi (s) , ψi (s) ∈ R [s] είναι κανονικοποιημένα 1

και πρώτα πολυώνυμα τέτοια ώσvτε το εi (s) να
διαιρεί το εi+1 (s) , i = 1, 2, . . . , r − 1, και το ψi+1 (s) να διαιρεί το ψi (s) , i = 1, 2, . . . , r − 1. N

Αν T (s) ∈ R (s)
rxm
τότε ψi (s) = 1, i ∈ r και ο SC

T (s) θα είναι ένας πολυωνυμικός πίνακας που λέγεται

Smith μορφή του T (s) (σvτο C).
Aν ο T (s) δεν είναι πολυωνυμικός, για κάποια i = 1, 2, . . . j; 0 ≤ j ≤ r, τότε τα ψi (s) δεν θα είναι

σvταθερά πολυώνυμα, κι έτσvι ο SC
T (s) θα είναι ένας μη πολυωνυμικός πίνακας, που λέγεται McMillan

μορφή του T (s) (σvτο C).

Ορισvμός 1.7. Οι ρητές σvυναρτήσvεις εi (s) /ψi (s) =: fi (s) ∈ R (s) , i ∈ r αποτελούν ένα σvύνολο
αναλλοιώτων του EC, όπου EC

ορίζει τη σvχέσvη ισvοδυναμίας σvτο R (s)
pxm

, δηλαδή

1
Αν o σvυντελεσvτής του μεγισvτοβάθμιου όρου ενός πολυωνύμου xn + an−1xn−1 + . . .+ a1x+ a0 ισvούται με τη μονάδα,

τότε το πολυώνυμο λέγεται κανονικοποιημένο (monic).

12



[T1 (s) , T2 (s)] ∈ EC ⇔ T1 (s) και T2 (s) έχουν το ίδιο σvύνολο {fi (s)}

και λέγονται αναλλοίωτες ρητές σvυναρτήσvεις (invariant rational functions) του T (s) ,
και τα εi (s) , ψi (s) αναλλοίωτα πολυώνυμα (invariant polynomials).

Ορισvμός 1.8. Τα μηδενικά (zeros) του T (s) ∈ R (s)
pxm
σvτο C, ορίζονται ως τα μηδενικά των

πολυωνύμων εi (s) , i ∈ r και οι πόλοι (poles) του ως τα μηδενικά των ψi (s) , i ∈ r πολυωνύμων.

Παράδειγμα 1.3. ΄Εσvτω ότι έχουμε τον πίνακα

T (s) =

[ 1
s+1 0

1
s+2

1
s+3

]
που έχει Smith μορφή την

SC
T (s) =

[ 1
(s+1)(s+2)(s+3) 0

0 (s+ 2)

]
τότε

ε1 (s) = 1, ε2 (s) = s+ 2

ψ1 (s) = (s+ 1) (s+ 2) (s+ 3) , ψ2 (s) = 1

έτσvι το μηδενικό του T (s) (σvτο C) είναι το −2 και οι πόλοι τα −1,−2,−3.

Ορισvμός 1.9. ΄Εσvτω A (s) ∈ R [s]
pxm

, B (s) ∈ R [s]
pxq

, C (s) ∈ R [s]
qxm

τρεις πολυωνυμικοί

πίνακες που ικανοποιούν τη σvχέσvη

A (s) = B (s)C (s) .

Θα λέμε ότι ο B (s) είναι ένας αρισvτερός διαιρέτης (left divisor) του A (s) κι ο C (s) ένας
δεξιός διαιρέτης (right divisor) αντίσvτοιχα. Kι ακόμη ο A (s) είναι ένα αρισvτερό πολλαπλάσvιο
(left multiple) του C (s) ή ένα δεξί πολλαπλάσvιο (right multiple) του B (s).

΄Εσvτω δυο πολυωνυμικοί πίνακες T1 (s) ∈ R [s]
pxl
(
∈ R [s]

lxm
)
, T2 (s) ∈ R [s]

pxt
(
∈ R [s]

txm
)
, κι

έσvτω TL (s) ∈ R [s]
pxp

(TR (s) ∈ R [s]
mxm

) να είναι ένας αρισvτερός (δεξιός) διαιρέτης των T1, T2, δηλαδή

T1 (s) = TL (s) T̄1 (s) και T2 (s) = TL (s) T̄2 (s)

T1 (s) = T̄1 (s)TL (s) και T2 (s) = T̄2 (s)TL (s)

όπου T̄1 (s) ∈ R [s]
pxl
(
∈ R [s]

lxm
)
, T̄2 (s) ∈ R [s]

pxt
(
∈ R [s]

txm
)
.

Ορισvμός 1.10. Tότε ο TL (s) (TR (s)) λέγεται κοινός αρισvτερός (δεξιός) διαιρέτης (com-
mon left (right) divisor) των T1, T2. Κι ακόμη αν ο TL (s) (TR (s)) είναι ένα δεξί (αρισvτερό) πολ-
λαπλάσvιο και κοινού αρισvτερού (δεξιού) διαιρέτη : T̄L (s) ∈ R [s]

pxp (
T̄R (s) ∈ R [s]

mxm)
των T1, T2,

δηλαδή αν

TL (s) = T̄L (s)T3 (s) (TR (s) = T3 (s) T̄R (s))

για κάποιο T3 (s) ∈ R [s]
pxp

(∈ R [s]
mxm

), τότε ο TL (s) (TR (s)) λέγεται μέγισvτος κοινός αρισvτερός
(δεξιός) διαιρέτης (greatest common left (right) divisor) των T1, T2.
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Ορισvμός 1.11. Οι T1 (s) ∈ R [s]
pxl
(
∈ R [s]

lxm
)
, T2 (s) ∈ R [s]

pxt
(
∈ R [s]

txm
)
με l + t ≥ p =

rankR(s)

[
T1 (s) T2 (s)

](
l + t ≥ m = rankR(s)

[
T1 (s)
T2 (s)

])
, λέγονται αρισvτερά (δεξιά) πρώτοι

(left (right) prime), αν ο μέγισvτος κοινός αρισvτερός (δεξιός) διαιρέτης TGL (s) ∈ R [s]
pxp

(TGR (s) ∈ R [s]
mxm

)
είναι αντισvτρέψιμος.

Πρότασvη 1.1. ΄Εσvτω T (s) ∈ R [s]
p×m

με rankR(s)T (s) = r, 1 ≤ r ≤ min {p,m} . Tότε υπάρχουν
πάντα πίνακες A1 (s) ∈ R [s]

pxp
, B1 ∈ R [s]

pxm
αρισvτερά πρώτοι και A2 (s) ∈ R [s]

mxm
, B2 ∈ R [s]

pxm

δεξιά πρώτοι τέτοιοι ώσvτε

T (s) = A1 (s)
−1
B1 (s) = B2 (s)A2 (s)

−1

Ορισvμός 1.12. Η παραπάνω μορφή του πίνακα T (s) λέγεται αρισvτερή (δεξιά) πολυωνυ-
μική κλασvματική έκφρασvη, (left (right) coprime polynomial matrix fraction description
(MFD)) του T (s).

Παράδειγμα 1.4. Θεωρώντας τον ρητό πίνακα του Παραδείγματος 1.3., τότε

T (s) =

[ 1
s+1 0

1
s+2

1
s+3

]
=

[
s+ 2 0
s+ 1 1

] [
(s+ 1) (s+ 2) 0

0 s+ 3

]−1

= B2 (s)A2 (s)
−1

είναι μια δεξιά κλασvματική έκφρασvη του T (s) .

΄Εσvτω T (s) ∈ R (s)
pxm

, p ≥ m = rankR(s)T (s) κι έσvτω ο ρητός διανυσvματικός χώρος, Y (s) , που

ορίζεται από τις σvτήλες tj (s) ∈ R (s)
px1

, j ∈ m του T (s). Tότε ο πίνακας T (s) είναι μια βάσvη του ,
Y (s) , κι αν T1 (s) ∈ R (s)

mxm
, rankR(s)T1 (s) = m τότε

T̄ (s) := T (s)T1 (s)R (s)
pxm

(2)

είναι επίσvης μια βάσvη του Y (s) . ΄Εσvτω τώρα μια δεξιά πολυωνυμική κλασvματική έκφρασvη του T (s), την

T (s) = B (s)A (s)
−1

όπου B (s) ∈ R [s]
pxm

, A (s) ∈ R [s]
mxm

με rankR[s]B (s) = m. Tότε προκύπτει από την (2) ότι ο
B (s) είναι επίσvης, μια βάσvη του Y (s) , και μάλισvτα η πολυωνυμική (polynomial) του βάσvη. ΄Ετσvι
προκύπτει ότι οποιοσvδήποτε ρητός διανυσvματικός χώρος έχει πολυωνυμικές βάσvεις.
Ας παρατηρήσvουμε ότι, αν έχουμε μια πολυωνυμική βάσvη B (s) του Y (s) , μπορούμε πάντα να ανα-

διατάξουμε τις σvτήλες bj (s) ∈ R [s]
px1

, j ∈ m, πολλαπλασvιάζοντας με έναν σvταθερό πίνακα Q ∈
Rmxm, |Q| 6= 0, έτσvι ώσvτε ο πίνακας B̂ (s) := B (s)Q που θα προκύψει, θα έχει σvτήλες b̂j (s) ∈
R [s]

px1
, j ∈ m, που θα έχουν την εξής διάταξη,

degb̂1 (s) ≥ degb̂2 (s) ≥ ... ≥ degb̂m (s) .

Tότε ο B̂ (s) λέγεται μια κανονική (normal) βάσvη του Y (s) .
΄Εσvτω B (s) ∈ R [s]

p×m
μια πολυωνυμική βάσvη του ρητού διανυσvματικού χώρου Y (s), κι έσvτω το

σvύνολο M όλων των πολυωνυμικών διανυσvμάτων t (s) ∈ R [s]
px1

, τα οποία μπορούν να γραφούν σvαν

γραμμικοί σvυνδυασvμοί πάνω σvτο δακτύλιο R [s], των σvτηλών bj (s) ∈ R [s]
px1

, j ∈ m της B (s) . Tότε το
σvύνολο M είναι ένα ελεύθερο R [s]−πρότυπο (free R [s]−module) και οι (σvτήλες) του B (s) μια
βάσvη του M .
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΄Εσvτω την σvυμπλεκτικότητα κατά σvτήλες cc (B) =
∑m
j=1 degbi (s) , της βάσvης B (s) του προτύπου M .

Τότε έχουμε

cc (B) ≥ degB (s)

και αν U (s) αντισvτρέψιμος πίνακας έχουμε

B̄ (s) = B (s)U (s)

με τον B̄ (s) να είναι κανονικός κατά σvτήλες. Τότε

cc (B) ≥ cc
(
B̄
)

= degB̄ (s) = degB (s)

δηλαδή, η σvυμπλεκτικότητα κατά σvτήλες μιας κανονικής κατά σvτήλες βάσvης B̄ (s), cc
(
B̄
)
είναι η ελάχισvτη

σvυμπλεκτικότητα μεταξύ των σvυμπλεκτικοτήτων όλων των βάσvεων του προτύπου M . ΄Ετσvι προκύπτει το
παρακάτω.

Oρισvμός 1.13. Μια βάσvη κανονική (κατά γραμμές ή σvτήλες ) B̄ (s) ∈ R [s]
p×m

του R [s]− προτύπου
M ορίζεται ως βάσvη ελάχισvτης σvυμπλεκτικότητας (γραμμών ή σvτηλών), (least complexity),
του M .

Ορισvμός 1.14. Οι διετεταγμένοι βαθμοί των σvτηλών νj := degb̂j (s) ∈ N, δηλαδή

ν1 ≥ ν2 ≥ . . . ≥ νm

μιας κανονικής κατά σvτήλες και κανονικής βάσvης B̂ (s) =
[
b̂1 (s) , b̂2 (s) , ..., b̂m (s)

]
του προτύπου M ,

ορίζονται ως οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι βαθμοί των σvτηλών (invariant minimal column
degrees) του προτύπου M.

Παράδειγμα 1.5. ΄Εσvτω η πολυωνυμική βάσvη

B (s) =

 (s+ 1)
3

(s+ 1)
2

s 1
− (s+ 1) 0

 = [b1 (s) , b2 (s)]

με degb1 (s) = 3, degb2 (s) = 2, cc (B) = 3 + 2 = 5 > 3 = degB (s) . Παρατηρούμε ότι ο B (s) δεν
είναι κανονικός κατά σvτήλες. ΄Ετσvι τον πολλαπλασvιάζουμε από τα δεξιά με έναν αντισvτρέψιμο πίνακα

U (s) =

[
0 −1
1 s+ 1

]
και έχουμε την κανονική κατά σvτήλες και κανονική βάσvη :

B̂ (s) =
[
b̂1 (s) , b̂2 (s)

]
=

 (s+ 1)
2

0
1 1
0 s+ 1

 = B (s)U (s)

με degb̂1 (s) = 2, degb̂2 (s) = 1, cc

(
B̂
)

= 2 + 1 = 3 = degB̂ (s) = degB (s) . ΄Ετσvι ν1 = 2, ν2 = 1 είναι

οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι βαθμοί των σvτηλών του R [s]−προτύπου M που παράγεται από τις σvτήλες του

B (s) ή του B̂ (s) .
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΄Εσvτω μια βάσvη (όχι απαραίτητα κανονική κατά γραμμές) B (s) ∈ R [s]
pxm
του ρητού διανυσvματικού

χώρου Y (s) κι υποθέτουμε ότι οB (s) δεν είναι αρισvτερά αντισvτρέψιμος. ΄Εσvτω ακόμηQi (s) ∈ R [s]
mxm

, i =
1, 2, ... να είναι δεξιοί κοινοί διαιρέτες και όχι απαραίτητα μέγισvτοι, των γραμμών του B (s), δηλαδή

B (s) = Bi (s)Qi (s) , i = 1, 2, ...

και οι βαθμοί των Qi (s) να είναι τέτοιοι ώσvτε 1 ≤ degQ1 ≤ degQ2 ≤ .... Tότε τα R [s]−πρότυπα
MBi , i = 1, 2, ... που παράγονται από τις σvτήλες των Bi (s) , i = 1, 2, ..., είναι μια ακολουθία υποπροτύπων
(submodules)

MB ⊂MB1
⊂ . . . ⊂MBi , i = 1, 2, ...

αφού το B (s) δεν είναι μια βάσvη του MB1 , κ.ο.κ.
Τώρα, αφού ο βαθμός του B (s) είναι πεπερασvμένος θα υπάρχει κάποιος δείκτης i = µ ∈ Z+

για τον

οποίον ο Qµ (s) =: QGR (s) ∈ R [s]
mxm

θα είναι ένας μέγισvτος κοινός δεξιός διαιρέτης των γραμμών του

B (s), τέτοιος ώσvτε degB (s) = degBµ (s) + degQGR (s) και

B (s) = Bµ (s)QGR (s)

για κάποιον αρισvτερά αντισvτρέψιμο πολυωνυμικό πίνακα Bµ (s) ∈ R [s]
pxm

.
Σε αυτή την περίπτωσvη, το ελεύθερο R [s]−πρότυπο M∗, που παράγεται από τις σvτήλες του Bµ (s) ,

ικανοποιεί την παρακάτω ακολουθία υποπροτύπων

MB ⊂MB1
⊂ . . . ⊂MBµ =: M∗.

Οι βαθμοί των βάσvεων Bi (s) , i = 1, 2, ... των R [s]−προτύπωνMBi ικανοποιούν την ανισvοτική σvχέσvη

degB (s) > degB1 (s) > . . . > degBµ (s) .

Oρισvμός 1.15. Μια αρισvτερά αντισvτρέψιμη πολυωνυμική βάσvηBµ (s) ∈ R [s]
pxm
του R [s]−προτύπου

M∗, ορίζεται ως ελάχισvτου βαθμού (least degree) πολυωνυμική βάσvη του ρητού διανυσvματικού
χώρου Y (s) . To πρότυπο M∗, που παράγεται από τις σvτήλες μιας ελάχισvτης βάσvης Bµ (s) του Y (s) ,
λέγεται μέγισvτο πρότυπο (maximal module) του Y (s) .

Aν θεωρήσvουμε μια κανονική και ελάχισvτη, κατά σvτήλες, σvυμπλεκτικότητας βάσvη

B̂µ (s) =
[
b̂µ1 (s) , b̂µ2 (s) , ..., b̂µm (s)

]
∈ R [s]

pxm

του M∗, τότε οι βαθμοί των σvτηλών της ηi := degb̂µj (s) ∈ N, j ∈ m, δηλαδή οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι
βαθμοί των σvτηλών του M∗,

η1 ≥ η2 ≥ . . . ≥ ηm
είναι οι μικρότεροι βαθμοί σvτηλών μεταξύ όλων των βαθμών των σvτηλών των πολυωνυμικών βάσvεων του

Y (s) .

Oρισvμός 1.16. Μια πολυωνυμική βάσvη ενός ρητού διανυσvματικού χώρου Y (s) που είναι ελάχισvτου
βαθμού και ελάχισvτης σvυμπλεκτικότητας ορίζεται ως μια ελάχισvτη βάσvη (minimal basis) του Y (s) .
Kι αντίσvτροφα, μια ελάχισvτη βάσvη ενός ρητού διανυσvματικού χώρου Y (s) , είναι μια πολυωνυμική βάσvη
του Y (s), που είναι αρισvτερά αντισvτρέψιμη και κανονική κατά σvτήλες.
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Οι βαθμοί των σvτηλών ηi ∈ N μιας ελάχισvτης βάσvης B̂µ (s) ενός ρητού διανυσvματικού χώρου Y (s),
δηλαδή οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι βαθμοί των σvτηλών ενός μέγισvτου προτύπου M∗, ορίζονται σvαν αναλ-
λοίωτοι ελάχισvτοι δείκτες (minimal indices) του Forney ή αλλιώς ως δείκτες (indices) του
Kronecker.

Παράδειγμα 1.6. ΄Εσvτω ο πολυωνυμικός πίνακας του Παραδείγματος 1.5.

B̂ (s) =
[
b̂1 (s) , b̂2 (s)

]
=

 (s+ 1)
2

0
1 1
0 s+ 1


με τις σvτήλες να έχουν βαθμό ν1 = degb̂1 (s) = 2 > 1 = degb̂2 (s) = ν2, που είναι κανονικός κατά σvτήλες
αλλά όχι αρισvτερά αντισvτρέψιμος. Τότε έχουμε

B̂ (s) =

 (s+ 1)
2

0
1 1
0 s+ 1

 =

 s+ 1 0
0 1
−1 s+ 1

[ s+ 1 0
1 1

]
=: B̂1 (s)Q (s)

όπου Q (s) =

[
s+ 1 0

1 1

]
είναι ο μέγισvτος κοινός δεξιός διαιρέτης των γραμμών του B̂ (s) και B̂1 (s) =[

b̂11 (s) , b̂12 (s)
]
είναι αρισvτερά αντισvτρέψιμος και κανονικός κατά σvτήλες. ΄Εσvτω το πρότυπο MB̂ που

παράγεται από τις σvτήλες b̂1 (s) , b̂2 (s) του B̂ (s) και το πρότυπο MB̂1
που παράγεται από τις σvτήλες

b̂11 (s) , b̂12 (s) του B̂1 (s) . Παρατηρούμε ότι MB̂ ⊂ MB̂1
, αφού το b̂1 (s) ∈ MB̂ μπορεί να γραφεί σvαν

γραμμικός σvυνδυασvμός των σvτηλών b̂11 (s) , b̂12 (s) του B̂1 (s) πάνω σvτο R [s]. Δηλαδή,

b̂1 (s) =

 (s+ 1)
2

1
0

 =

 s+ 1
0
−1

 (s+ 1) +

 0
1

s+ 1

 1

ενώ το αντίθετο δεν μπορεί να σvυμβεί. ΄Ετσvι το MB̂1
είναι ένα μέγισvτο πρότυπο που περιέχεται σvτο ρητό

διανυσvματικό χώρο Y (s) , που επεκτείνεται από τις σvτήλες του B̂ (s) ή B̂1 (s). To B̂1 (s) είναι τότε μια

ελάχισvτη βάσvη του Y (s) . Οι βαθμοί των σvτηλών η1 := degb̂11 (s) = 1 < ν1 = 2, η2 := degb̂12 (s) = 1 =
ν1 είναι οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι δείκτες του Forney του Y (s) .

Ορισvμός 1.17. Μια ρητή σvυνάρτησvη

t (s) =
n (s)

d (s)

όπου n (s) , d (s) ∈ R [s] , λέγεται κανονική (proper) ρητή σvυνάρτησvη αν

lims→∞t (s) = e ∈ R.

Aν e = 0, τότε η t (s) λέγεται αυσvτηρά κανονική (strictly proper) σvυνάρτησvη.
Aκόμη, έσvτω T (s) ∈ R (s)

pxm
, τότε ο T (s) λέγεται κανονικός ρητός πίνακας, αν όλα τα σvτοιχεία

tij (s) είναι κανονικές ρητές σvυναρτήσvεις ή ισvοδύναμα αν lims→∞T (s) = E ∈ Rpxm και αυσvτηρά κανον-
ικός αν E = 0p,m.
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Θα σvυμβολίζουμε ως Rpr (s) το σvύνολο των κανονικών ρητών σvυναρτήσvεων και με Rpr (s)
pxm

το

σvύνολο των κανονικών ρητών πινάκων.

΄Εσvτω T (s) ∈ R [s]
p×m

και

T (s) = B2 (s)A2 (s)
−1

= B̄2 (s) Ā2 (s)
−1

με A2 (s) , Ā2 (s) ∈ R [s]
mxm

κανονικοί κατά σvτήλες και B2 (s) , B̄2 (s) ∈ R [s]
pxm

. Tότε ισvχύει

A2 (s) = Ā2 (s)V (s)

για κάποιον αντισvτρέψιμο πίνακα V (s) ∈ R [s]
mxm

. ΄Εσvτω, χωρίς περιορισvμό της γενικότητας, ότι οι
A2 (s) , Ā2 (s) είναι κανονικοί πολυωνυμικοί πίνακες. Τότε και οι δύο θα είναι κανονικές και κανονικές
κατά σvτήλες βάσvεις του ελεύθερου R [s]−προτύπου M που παράγεται από τις σvτήλες τους, κι ακόμη θα
ισvχύει

degaj (s) = degāj (s) , j ∈ m

όπου ai (s) , āi (s) ∈ R [s]
mx1

. Tότε έχουμε τα εξής σvυμπεράσvματα.

Πρότασvη 1.2. Οι διετεταγμένοι βαθμοί των σvτηλών, ηj = degaj (s) , j ∈ m ενός οποιουδήποτε
κανονικού και κανονικού κατά σvτήλες πίνακα A2 (s) ∈ R [s]

mxm
, που εμφανίζεται σvε οποιοδήποτα δεξιά

κλασvματική έκφρασvη : B2 (s)A2 (s)
−1
οποιουδήποτε ρητού πίνακα T (s), είναι αναλλοίωτοι του T (s).

Ορισvμός 1.18. Οι βαθμοί των σvτηλών ηj ορίζονται ως αναλλοίωτοι ελάχισvτοι δυναμικοί
κατά σvτήλες δείκτες (invariant minimal column dynamical indices) του πίνακα T (s). Tο
άθροισvμα τους

∑m
j=1 ηj = degA2 (s) ορίζεται ως η αναλλοίωτη δυναμική τάξη (invariant dy-

namical order) του T (s).
Αντίσvτοιχα, μπορούμε να ορίσvουμε και τους αναλλοίωτους ελάχισvτους δυναμικούς κατά

γραμμές δείκτες (invariant minimal row dynamical indices), που θα αναφέρονται σvτους βαθ-
μούς των γραμμών ενός κανονικού και κανονικού κατά γραμμές πίνακα A1 (s) ∈ R [s]

pxp
, που εμφανίζεται

σvε οποιαδήποτε αρισvτερή κλασvματική έκφρασvη οποιουδήποτε ρητού πίνακα T (s).

Παράδειγμα 1.7. ΄Εσvτω

T (s) =

[
1

(s+1)2
1

(s+1)(s+2)
1

(s+1)(s+2)
s+3

(s+2)2

]
∈ Rpr (s)

2x2
.

Μια δεξιά κλασvματική έκφρασvη του T (s) είναι η

T (s) =

[
s+ 2 0

(s+ 3) (s+ 1) −1

] [
0 s+ 1

(s+ 2)
2

(s+ 1) − (s+ 2)

]−1

= B2 (s)A2 (s)
−1
.

Παρατηρούμε ότι ο A2 (s) είναι κανονικός κατά σvτήλες, αφού

[A2 (s)]
h
c =

[
0 1
1 −1

]
και rankR [A (s)]

h
c = 2.

Tότε οι βαθμοί των σvτηλών του A2 (s) είναι οι η1 = 3, η2 = 1, οι οποίοι είναι οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι
δυναμικοί κατά σvτήλες δείκτες του πίνακα T (s) .
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Παρατήρησvη 1.1. ΄Εσvτω T (s) ∈ Rpr (s)
pxm
και

T (s) = B2 (s)A2 (s)
−1

(3)

όπου B2 (s) = [b21 (s) , b22 (s) , ..., b2m (s)] ∈ R [s]
pxm
με b2j (s) ∈ R [s]

px1
, j ∈ m να είναι οι σvτήλες του

B2 (s) , A2 (s) = [a21 (s) , a22 (s) , ..., a2m (s)] ∈ R [s]
mxm

με a2j (s) ∈ R [s]
px1

, j ∈ m να είναι οι σvτήλες
του A2 (s) και ακόμη ο A2 (s) είναι κανονικός κατά σvτήλες, τότε έχουμε ([1], Πρότασvη 1.55)

degb2j (s) ≤ dega2j (s) = ηj , j ∈ m (4)

όπου ηj , j ∈ m οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι κατά σvτήλες δυναμικοί δείκτες του T (s) . Aν τώρα θεωρήσvουμε
το ρητό πίνακα [

T (s)
Im

]
∈ Rpr (s)

(p+m)xm

από την (3) έχουμε [
T (s)
Im

]
=

[
B2 (s)
A2 (s)

]
A2 (s)

−1
.

Αφού B2 (s) , A2 (s) είναι δεξιά πρώτοι και

[
B2 (s)
A2 (s)

]h
c

=

[
X

[A2 (s)]
h
c

]
, X ∈ Rpxm, έτσvι ώσvτε ο

[
B2 (s)
A2 (s)

]
∈ Rpr (s)

(p+m)xm
(5)

να είναι κανονικός κατά σvτήλες και επειδή από την (4) οι βαθμοί των σvτηλών ισvούνται με τους δυναμικούς
δείκτες ηj , j ∈ m, προκύπτει ότι ο πολυωνυμικός πίνακας σvτη σvχέσvη (5) είναι μια ελάχισvτη βάσvη ενός

ρητού διανυσvματικού χώρου Y (s), που επεκτείνεται από τις σvτήλες του ρητού πίνακα

[
T (s)
Im

]
, και ακόμη

οι αναλλοίωτοι ελάχισvτοι δείκτες του Forney του Y (s) , δηλαδή οι βαθμοί των σvτηλών του

[
B2 (s)
A2 (s)

]
,

ταυτίζονται με τους αναλλοίωτους ελάχισvτους κατά σvτήλες σvυναμικούς δείκτες του πίνακα T (s) .

Oρισvμός 1.19. ΄Εσvτω T (s) ∈ R [s]
p×m

με

T (s) = A1 (s)
−1
B1 (s) = B2 (s)A2 (s)

−1

με A1 (s) , B1 (s) σvχετικά αρισvτερά πρώτα και B2 (s) , A2 (s) σvχετικά δεξιά πρώτα.
Τότε ορίζουμε ως ελάχισvτη τάξη (least order) του T (s) , και σvυμβολίζουμε με ν (T ) , το

ν (T ) := degA1 (s) = degA2 (s)

΄Εσvτω T (s) ∈ R [s]
p×m

με

T (s) = Tsp (s) + Tpol (s)

όπου Tsp (s) ∈ Rpr (s)
p×m

είναι αυσvτηρά κανονικός (δηλ, lims→∞Tsp (s) = 0) και Tpol (s) ∈ R [s]
p×m

πολυωνυμικός πίνακας.
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Oρισvμός 1.20. Τότε ορίζουμε ως McMillan βαθμό (McMillan degree) του T (s) , και σvυμ-
βολίζουμε με δM (T ) , την ποσvότητα

δM (T ) := v (Tsp (s)) + v

(
Tpol

(
1

w

))
.

΄Εσvτω T (s) ∈ Rpr (s)
p×m

έτσvι ώσvτε

T (s) = Tsp (s) + E

όπου Tsp (s) είναι αυσvτηρά κανονικός και E ∈ Rpxm.

Ορισvμός 1.21. ΄Εσvτω T (s) ∈ Rpr (s)
p×m

. Τότε η τετράδα πινάκων A ∈ Rnxn, B ∈ Rnxm,
C ∈ Rpxn, E ∈ Rpxm, n ∈ Z+

τέτοια ώσvτε

T (s) = C (SIn −A)
−1
B + E

λέγεται μια πραγμάτωσvη (realization) του T (s) .

O όρος �πραγμάτωσvη� (A,B,C,E) του T (s) δικαιολογείται από το γεγονός ότι, αν θεωρήσvουμε ένα
σvύσvτημα Σ με διάνυσvμα εισvόδου u (t) και εξόδου y (t) , τότε η δυναμική σvυμπεριφορά του σvυσvτήματος
μπορεί να περιγραφεί από την παρακάτω πρώτης τάξεως διαφορική εξίσvωσvη με πίνακες καθώς και από την

έξοδο

ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t)
y (t) = Cx (t) + Eu (t)

.

Στη σvυνέχεια θα παρουσvιάσvουμε μια πραγμάτωσvη

(
Â, B̂, Ĉ, Ê

)
ενός κανονικού ρητού πίνακα T (s) ∈

Rpr (s)
p×m

.
΄Εσvτω ότι

T (s) = N (s)D (s)
−1

(6)

είναι μια πολυωνυμική κλασvματική έκφρασvη, όχι απαραίτητα δεξιά πρώτη, του T (s) μεN (s) ∈ R [s]
pxm

, D (s) ∈
R [s]

mxm
και κανονικός κατά σvτήλες. Θεωρούμε τη διαίρεσvη

N (s) = Q (s)D (s) +R (s)

με Q (s) , R (s) ∈ R [s]
pxm
και R (s)D (s)

−1
=: Tsp (s) ∈ Rpr (s) αυσvτηρώς κανονικός.

Από την (6) έχουμε

T (s) = R (s)D (s)
−1

+Q (s) (7)

και αφού ο T (s) είναι κανονικός ή ισvοδύναμα ([1], Κεφάλαιο 3) δε θα έχει πόλους σvτο s = ∞ :
lims→∞T (s) =: T (∞) ∈ Rpxm θα έχουμε από την (7) T (∞) = Q (∞).
Ορίζουμε

Ê := T (∞) .

΄Εσvτω dj (s) ∈ R [s]
mx1

, j ∈ m να είναι η j-οσvτή σvτήλη του D (s) , νj := degdj (s) , j ∈ m, n :=∑m
j=1 νj και με τον D (s) , να έχει την παρακάτω μορφή

D (s) = [D (s)]
h
c diag

[
sν1 , sν2, ..., sνm

]
+DbcS (s)
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όπου [D (s)]
h
c ∈ Rmxm είναι ο μεγισvτοβάθμιος κατα σvτήλες πίνακας σvυντελεσvτής τουD (s), καιDbcS (s) =:

Dc (s) ∈ R [s]
mxm

του οποίου η j-οσvτή σvτήλη έχει βαθμό μικρότερο από το νj , j ∈ m, έτσvι προκύπτει ότι

Dbc ∈ Rmxn και S (s) = block diag
[
Ŝ1 (s) , Ŝ2 (s) , ..., Ŝm (s)

]
∈ R [s] nxm, Ŝj (s) :=

[
1, s, ..., sνj−1

]T ∈
Rνj−1, j ∈ m.
΄Ετσvι ορίζουμε τους πίνακες

B̂m :=
[
[D (s)]

h
c

]−1

∈ Rmxm

Âm := −B̂mDbc ∈ Rmxn

B̃ := block diag [e1, e2, ..., em] ∈ Rnxm

ej = [0, 0, ..., 1]
T ∈ Rvjx1, j ∈ m

A0 := block diag [A01, A02, ..., A0m] ∈ Rnxn

A0j :=


0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 1
0 0 0 · · · 0 0

 ∈ Rνjxνj , j ∈ m

έτσvι ώσvτε μια πραγμάτωσvη Â ∈ Rnxn, B̂ ∈ Rnxm, Ĉ ∈ Rpxn, Ê ∈ Rpxm του T (s) ∈ Rpr (s)
pxm

να

δίνεται από τους παρακάτω πίνακες

Â := A0 + B̃Âm

B̂ := B̃B̂m

Ĉ τέτοιο ώσvτε ĈS (s) = R (s)

Ê := T (∞) .

΄Ομοια μια παραγμάτωσvη
(
A,B,C,E

)
ενός κανονικού ρητού πίνακα T (s) ∈ Rpr (s)

pxm
μπορεί να

βρεθεί και από μια αρισvτερή κλασvματική πολυωνυμική έκφρασvη του T (s) = A (s)
−1
B (s) με A (s) ∈

R [s]
pxp
και κανονικός κατά γραμμές και B (s) ∈ R [s]

pxm
. ΄Ετσvι θεωρώντας τη διαίρεσvη από �αρισvτερά�

τώρα, έχουμε
B (s) = A (s)Q (s) +R (s)

όπου R (s) ∈ R [s]
pxm

και από ([1], Πρότασvη 1.55) οι γραμμές του έχουν βαθμό μικρότερο από τον
αντίσvτοιχο του A (s) και Q (s) = T (∞) =: Ē ∈ Rpxm με τον T (s) να γράφεται ως εξής :

T (s) = A (s)
−1
R (s) + Ē.

Aν τώρα ai (s)
T ∈ R [s]

1xp
, i ∈ p, είναι οι γραμμές του A (s), ri := degai (s)

T
, i ∈ p, n :=

∑p
i=1 ri,

o A (s) θα γράφεται ως

A (s) = diag (sr1 , ..., srp) [A (s)]
h
r + S (s)Abr

όπου S̄ (s) = block diag
[
S̄1 (s) , ..., S̄p (s)

]
∈ R [s]

pxn
, S̄i (s) =

[
1, s, ..., sri−1

]
∈ R [s]

1xri , i ∈ p, Abr ∈
Rnxp και αντίσvτοιχα με πριν θα έχουμε :

Ĉp :=
[
[A (s)]

h
r

]−1

∈ Rpxp
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Âp := −AbrĈp ∈ Rnxp

C̃ := block diag [e1, e2, ..., em] ∈ Rpxn

ei = [0, 0, ..., 1] ∈ R1xri , i ∈ p

A0 := block diag [A01, A02, ..., A0p] ∈ Rnxn

A0i :=



0 0 0 · · · 0 0
1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 1 0


∈ Rrixri , i ∈ p

έτσvι ώσvτε μια πραγμάτωσvη Ā ∈ Rnxn, B̄ ∈ Rnxm, C̄ ∈ Rpxn, Ē ∈ Rpxm του T (s) ∈ Rpr (s)
pxm

να

δίνεται από τους παρακάτω πίνακες

Ā := A0 + ÂpC̃

B̄ τέτοιο ώσvτε S̄ (s) B̄ = R (s)

C̄ := ĈpC̃

Ē := T (∞) .

Παρατηρούμε ότι αν A,B,C,E είναι μια πραγμάτωσvη του T (s) ∈ Rpr (s)
pxm

και αν ορίσvουμε τους

πίνακες

Ã := U−1AU ∈ Rnxn

B̃ := U−1B ∈ Rnxm

C̃ := CU ∈ Rpxn

Ẽ := E ∈ Rpxm

όπου U ∈ Rnxn, rankRU = n, τότε ισvχύει

C̃
(
sIn − Ã

)−1

B̃ + Ẽ = CU
(
sIn − U−1AU

)−1
U−1B + E

= C (sIn −A)
−1
B + E

και έτσvι η τετράδα

(
Ã, B̃, C̃, Ẽ

)
είναι επίσvης μια πραγμάτωσvη του T (s) .

Αν θεωρήσvουμε την πραγμάτωσvη

(
Â, B̂, Ĉ, Ê

)
του T (s) ∈ Rpr (s)

pxm
που είδαμε προηγουμένως,

τότε έχουμε ([1], Πρότασvη 1.81) ότι [
sIn − Â, B̂

] [ S (s)
−D (s)

]
= 0

απ' όπου εξαιτίας της δομής του S (s) έχουμε ότι

rankC

[
S (s)
D (s)

]
= m,∀s ∈ C
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ή ισvοδύναμα ότι οι πολυωνυμικοί πίνακες S (s) ∈ Rnxm, D (s) ∈ Rmxm είναι δεξιά πρώτοι, από το οποίο
σvυνεπάγεται ότι οι

[
sIn − Â

]
, B̂ είναι αρισvτερά πρώτοι ή ισvοδύναμα ότι

rankC

[
sIn − Â, B̂

]
= n, ∀s ∈ C.

΄Ετσvι σvυμπεραίνουμε ότι

rankC

[
sIn − Â, B̂

]
= n, ∀s ∈ sp

(
Â
)

αφού για να χάσvει τάξη ο

[
sIn − Â, B̂

]
για κάποιο s0, θα πρέπει det

[
s0In − Â

]
= 0 ή ισvοδύναμα το s0

να είναι ιδιοτιμή του πίνακα Â.
΄Ομοια και θεωρώντας την πραγμάτωσvη

(
A,B,C,E

)
του T (s) ∈ Rpr (s)

pxm
έχουμε ότι

rank

[
sIn − Ā

C̄

]
= n,∀s ∈ sp

(
Ā
)
.

Θεωρώντας τώρα μια άλλη πραγμάτωσvη A := U−1ÂU, B := U−1B̂, C := ĈU , E := Ê της(
Â, B̂, Ĉ, Ê

)
του T (s) ∈ Rpr (s)

pxm
και A := U−1ĀU, B := U−1B̄, C := C̄U , E := Ē της

(
Ā, B̄, C̄, Ē

)
με U ∈ Rnxn,|U | 6= 0, θα έχουμε

rankC [sIn −A,B] = n, ∀s ∈ sp (A) (8)

και αντίσvτοιχα

rank

[
sIn −A

C

]
= n,∀s ∈ sp (A) . (9)

Oρισvμός 1.22. Μια πραγμάτωσvη A ∈ Rnxn, B ∈ Rnxm, C ∈ Rpxn, E ∈ Rpxm του T (s) ∈
Rpr (s)

pxm
έτσvι ώσvτε η σvχέσvη (8) να ικανοποιείται, λέγεται ελέγξιμη (contollable) πραγμάτωσvη του

T (s) και το ζεύγος (A,B) λέγεται ελέγξιμο (controllable pair). ΄Ομοια, αν η σvχέσvη (9) ικανοποιεί-
ται, τότε η πραγμάτωσvη λέγεται παρατηρήσvιμη (observable) και το ζεύγος (A,C) παρατηρήσvιμο
(observable pair).

Παρατήρησvη 1.2. Οι δείκτες νj , j ∈ m σvτην πραγμάτωσvη
(
Â, B̂, Ĉ, Ê

)
είναι γνωσvτοί ως δείκτες

ελεγξιμότητας (controllability indices) του
(
Â, B̂

)
και οι δείκτες ri, i ∈ p σvτην πραγμάτωσvη(

Ā, B̄, C̄, Ē
)
είναι γνωσvτοί ως δείκτες παρατηρησvιμότητας (observability indices) του

(
Ā, C̄

)
.

Παρατήρησvη 1.3. ΄Εχοντας τη σvχέσvη[
sIn − Â, B̂

] [
S (s)
−D (s)

]
= 0n,m

παρατηρούμε ότι ο πολυωνυμικός πίνακας[
S (s)
−D (s)

]
∈ R [s]

(n+m)xm

είναι αρισvτερά αντισvτρέψιμος και κανονικός κατά σvτήλες, έτσvι είναι μια ελάχισvτη βάσvη του ρητού διανυσv-
ματικού χώρου Y (s). Ακόμη, οι βαθμοί των σvτηλών του νj , j ∈ m, δηλαδή οι δείκτες ελεγξιμότητας του
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(
Â, B̂

)
είναι ακριβώς οι ελάχισvτοι αναλλοίωτοι δεικτες του Forney. To ίδιο ισvχύει και για τους δείκτες

παρατηρησvιμότητας, αντίσvτοιχα, του πίνακα

[
S̄ (s) , A (s)

] [ sIn − Ā
−C̄

]
= 0p,n.

Παρατήρησvη 1.4. Αν οι N (s) , D (s) είναι δεξιά πρώτοι, τότε οι δείκτες ελεγξιμότητας του
(
Â, B̂

)
ταυτίζονται με τους αναλλοίωτους ελάχισvτους κατά σvτήλες δυναμικούς δείκτες ηj , j ∈ m του T (s) . ΄Ομοια
αν A (s) , B (s) είναι αρισvτερά πρώτοι, οι δείκτες παρατηρησvιμότητας του

(
A,C

)
, ταυτίζονται με τους

αναλλοίωτους ελάχισvτους κατά γραμμές δυναμικούς δείκτες µi, i ∈ p του T (s) .

Oρισvμός 1.23. ΄Ενα σvύσvτημα λέγεται διακριτό ως προς το χρόνο (time discrete) όταν η
σvχέσvη εισvόδου- εξόδου έχει τη μορφή

y (kT ) = (Fx) (kT )

΄Ενα σvύσvτημα της μορφής

y (t) = (Fx) (t) (10)

λέγεται προσvθετικό αν για κάθε ζεύγος εισvόδων x (t) , u (t) ισvχύει

[F (x+ u)] (t) = (Fx) (t) + (Fu) (t)

και ομογενές αν για κάθε σvταθερά a ∈ C και είσvοδο x (t) ισvχύει

[F (ax)] (t) = a (Fx) (t)

΄Ετσvι το σvύσvτημα ονομάζεται γραμμικό (linear) να είναι και προσvθετικό και ομογενές.
Το σvύσvτημα

y (t) = (Fx) (t)

ονομάζεται χρονικά αναλλοίωτο (time invariant), αν για κάθε είσvοδο x (t) και κάθε t1, η έξοδος
σvε είσvοδο x (t− t1) ισvούται με την y (t− t1) , δηλαδή

y (t− t1) = (Fx (t− t1)) .

΄Εσvτω το σvύσvτημα της σvχέσvης (10), έτσvι ώσvτε να είναι σvύσvτημα μιας εξόδου και μιας εισvόδου, γραμμικό,
χρονικά αναλλοίωτο και πριν την εφαρμογή της εισvόδου κατά την αρχική χρονική σvτιγμή t = 0, να βρίσvκεται
σvε κατάσvτασvη ηρεμίας. Προκύπτει ([2], Κεφάλαιο 2) ότι ο τελεσvτής εισvόδου-εξόδου F είναι το ολοκλήρωμα
της σvυνέλιξης

y (t) =

ˆ t

0

h (τ)x (t− τ) dτ, t > 0 (11)

για x (t) = 0,∀t < 0, όπου h (t) είναι η κρουσvτική απόκρισvη του σvυσvτήματος.
Θεωρώντας το μετασvχηματισvμό Laplace της (11), προκύπτει ότι

Y (s) = H (s)X (s) .

Ορισvμός 1.24. H σvυνάρτησvη H (s) ονομάζεται σvυνάρτησvη μεταφοράς (transfer function)
του σvυσvτήματος.

24



Ας παρατηρήσvουμε ότι, αν η είσvοδος x (t) είναι μη μηδενική σvυνάρτησvη, έτσvι ώσvτε X (s) 6= 0, κι επειδή
το σvύσvτημα είναι μιας εισvόδου και μιας εξόδου, θα έχουμε ότι

H (s) =
Y (s)

X (s)

δηλαδή όταν οι αρχικές σvυνθήκες ισvούνται με το μηδέν, η σvυνάρτησvη μεταφοράς H (s) ενός γραμμικού και
χρονικά αναλλοίωτου σvυσvτήματος σvυνεχούς χρόνου, ισvούται με το λόγο του μετασvχηματισvμού Laplace
Y (s) της εξόδου y (t) δια του μετασvχηματισvμού Laplace X (s) της εισvόδου x (t) .

΄Εσvτω το σvύσvτημα n- τάξης που περιγράφεται από την παρακάτω γραμμική διαφορική εξίσvωσvη

dny (t)

dtn
+

n−1∑
i=0

ai
diy (t)

dti
=

m∑
i=0

bi
dix (t)

dti
,m ≤ n. (12)

Υποθέτοντας ότι x(i) (0) = 0, i = 0, 1, ...,m− 1 και y(i) (0) = 0, i = 0, 1, ..., n− 1 και από το μετασvχημα-
τισvμό Laplace έχουμε ότι

Y (s) =
N (s)

D (s)
X (s) =

bms
m + bm−1s

m−1 + ...+ b1s+ b0
sn + an−1sn−1 + ...+ a1s+ a0

X (s) .

΄Ετσvι η σvυνάρτησvη μεταφοράς του σvυσvτήματος είναι η

H (s) =
bms

m + bm−1s
m−1 + ...+ b1s+ b0

sn + an−1sn−1 + ...+ a1s+ a0
∈ Rpr (s) .

Oρισvμός 1.25. Το πολυώνυμο

D (s) = sn + an−1s
n−1 + ...+ a1s+ a0

ονομάζεται χαρακτηρισvτικό πολυώνυμο της (12) ή του σvυσvτήματος και η εξίσvωσvη

D (s) = sn + an−1s
n−1 + ...+ a1s+ a0 = 0

ονομάζεται χαρακτηρισvτική εξίσvωσvη του σvυσvτήματος.
Οι ρίζες pi ∈ C, i = 1, 2, ..., n της χαρακτηρισvτικής εξίσvωσvης ονομάζονται πόλοι (poles) του σvυσvτή-

ματος.

Ορισvμός 1.26. Οι ρίζες zi ∈ C, i = 1, 2, ...,m της

N (s) = bms
m + bm−1s

m−1 + ...+ b1s+ b0 = 0

ονομάζονται μηδενικά (zeros) του σvυσvτήματος.

Αν τώρα τα πολυώνυμα N (s) , D (s) δεν είναι πρώτα μεταξύ τους, τότε έχουμε ότι

N (s) = f (s) N̄ (s) και D (s) = f (s) D̄ (s)
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όπου N̄ (s) , D̄ (s) πρώτα μεταξύ τους πολυώνυμα και f (s) ∈ R [s] ο μέγισvτος κοινός διαιρέτης τους.
Tότε η σvυνάρτησvη μεταφοράς παίρνει τη μορφή

G (s) =
Ȳ (s)

X̄ (s)

και λέμε ότι δεν περιγράφει πλήρως το σvύσvτημα (12).

Ορισvμός 1.27. Οι ρίζες του f (s) λέγονται αποσvυζευκτικά μηδενικά του σvυσvτήματος (de-
coupling zeros).

Παράδειγμα 1.8. ΄Εσvτω το γραμμικό σvύσvτημα που περιγράφεται από την διαφορική εξίσvωσvη

d2y (t)

dt2
+
dy (t)

dt
− 2y (t) =

dx (t)

dt
− x (t) .

H χαρακτηρισvτική εξίσvωσvη του σvυσvτήματος είναι

D (s) = s2 + s− 2 = (s− 1) (s+ 2) = 0

κι άρα οι πόλοι του σvυσvτήματος είναι p1 = 1 και p2 = −2. H σvυνάρτησvη μεταφοράς τoυ σvυσvτήματος είναι

H (s) =
s− 1

s2 + s− 2
=

s− 1

(s− 1) (s+ 2)
=

1

s+ 2

από την οποία σvυμπεραίνουμε ότι το σvύσvτημα έχει ένα αποσvυζευκτικό μηδενικό, που είναι ρίζα του ΜΚΔ
f (s) = s − 1 των N (s) = s − 1 και D (s) = (s− 1) (s+ 2) και είναι ο πόλος p1 = 1 του σvυσvτήματος.
΄Αρα η σvυνάρτησvη μεταφοράς έχει μόνο έναν πόλο, τον p2 = −2 και δεν περιγράφει πλήρως το σvύσvτημα.
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Κεφάλαιο 2

Δυναμικοί Δείκτες

Το κεφάλαιο αυτό ασvχολείται, με τους δυναμικούς δείκτες ενός σvυσvτήματος. Αποτελεί, ουσvιασvτικά,
ένα πρώτο βήμα για την επίλυσvη του προβλήματος αφού θα δούμε ότι οι δυναμικοί δείκτες παραμέ-

νουν αναλλοίωτοι κάτω από εναν μετασvχηματισvμό που περιέχει την ανάδρασvη εξόδου. Ακόμη επειδή
οι δυναμικοί δείκτες ταυτίζονται με τους δείκτες ελεγξιμότητας σvε κανονικές σvυναρτήσvεις κι επειδή ο

ελεγκτής που ψάχνουμε θα εφαρμοσvτεί με ανάδρασvη εξόδου σvτο σvύσvτημα, ουσvιασvτικά αποδεικνύουμε
ότι οι δείκτες ελεγξιμότητας του σvυσvτήματος θα παραμείνουν αναλλοίωτοι και μετά την εφαρμογή του

ζητούμενου ελεγκτή.

2.1 Εισvαγωγή

΄Εσvτω ότι έχουμε ένα σvύσvτημα σvτο χώρο των κατασvτάσvεων

ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t)
y (t) = Cx (t) +Du (t)

που περιγράφεται από τις παρακάτω εξισvώσvεις σvτο πεδίο Laplace

sx = Ax+Bu
y = Cx+D (s)u

(13)

όπου A,B,C είναι πίνακες με σvτοιχεία από το σvύνολο των πραγματικών αριθμών R και D (s) πίνακας
με σvτοιχεία του πολυώνυμα από το δακτύλιο των πραγματικών πολυωνύμων R [s] με σvυντελεσvτές από το
R. Και υποθέτουμε ότι το παραπάνω σvύσvτημα έχει ελάχισvτη τάξη.
Κάνοντας τους απαραίτητους υπολογισvμούς το σvύσvτημα που ορίσvτηκε προηγουμένως, μπορεί να πάρει

την παρακάτω μορφή (
sI −A B

) [ x
−u

]
= 0 (14)

Mελέτες έδειξαν [3], ότι το παρακάτω σvύνολο μετασvχηματισvμών το οποίο αποτελείται από τους τρεις
επιμέρους μετασvχηματισvμούς όπως σvτη σvυνέχεια,

1. x1 = Hx

2. u1 = Ku

3. u2 = u+ Fx

όπου H,K ομαλοί πίνακες, ορίζει ένα σvύνολο αναλλοιώτων οι οποίοι ταυτίζονται με τους δείκτες
ελεγξιμότητας του σvυσvτήματος.
Ωσvτόσvο επειδή οι δείκτες αυτοί σvχετίζονται μόνο με την εξίσvωσvη (13) και αν υποθέσvουμε ότι D (s) =

0, με τον παραπάνω μετασvχηματισvμό να διατηρεί την ιδιότητα του σvυσvτήματος να έχει ελάχισvτη τάξη,
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προκύπτει ότι η σvυνάρτησvη μεταφοράς του σvυσvτήματος με τη βοήθεια των παραπάνω μετασvχηματισvμών

δίνεται από την εξίσvωσvη

G (s) = C (sI −A+BF )
−1
BK−1 (15)

΄Οπως είδαμε, μόνο όταν η G είναι κανονική οι δυναμικοί δείκτες ταυτίζονται με τους δείκτες ελεγξ-
ιμότητας, παρόλο που ο ορισvμός τους μπορεί να επεκταθεί κι όταν η G δεν είναι κανονική. Θα αποδείξ-
ουμε σvτη σvυνέχεια ότι οι δυναμικοί δείκτες παραμένουν αναλλοίωτοι κάτω από ένα γενικευμένο σvύνολο

μετασvχηματισvμών που περιλαμβάνει και ανάδρασvη εξόδου, σvτο οποίο η G ορίσvτηκε να είναι αυσvτηρά κανον-
ική. Πριν από αυτό όμως θα δούμε πως σvυνδέονται και με τις εξισvώσvεις του χώρου κατασvτάσvεων όπου
είναι ορισvμένος ο μετασvχηματισvμός.

2.2 Πίνακες σvυσvτημάτων

΄Οπως είδαμε οι δυναμικοί δείκτες ορίσvτηκαν σvε σvχέσvη με τη σvυνάρτησvη μεταφοράς ενός σvυσvτήματος,
έτσvι [9] οποιοδήποτε σvύσvτημα αλγεβρικών και διαφορικών εξισvώσvεων μπορεί να γραφεί μετά την εφαρμογή
του μετασvχηματισvμού Laplace σvτη μορφή :

T (s) ξ = U (s)u
y = V (s) ξ +W (s)u

(16)

με μηδενικές αρχικές σvυνθήκες και T r×r, Ur×l, V m×r,Wm×l ∈ R [s].
Υποθέτουμε ότι |T (s)| 6= 0, η τάξη του σvυσvτήματος ορίζεται σvαν το βαθμό του |T (s)| και έσvτω ότι

είναι n. Ακόμη υποθέτουμε ότι r ≥ n, όπου r η διάσvτασvη του πίνακα T.
Τότε η σvυνάρτησvης μεταφοράς είναι η :

G (s) = V (s)T−1 (s)U (s) +W (s) (17)

Aκόμη μπορούμε να ορίσvουμε σvαν ν (G) την ελάχισvτη τάξη μεταξύ όλων των σvυσvτημάτων από τα
οποία προκύπτει η σvυνάρτησvη μεταφοράς G.

Aν γράψουμε με τη μορφή πινάκων τις εξισvώσvεις (16) θα έχουμε[
T (s) U (s)
−V (s) W (s)

] [
ξ
−u

]
=

[
0
−y

]
(18)

κι έτσvι προκύπτει ο ακόλουθος ορισvμός :

Ορισvμός 2.2.1 [29] Ο πίνακας [
T (s) U (s)
−V (s) W (s)

]
καλείται πίνακας τους σvυσvτήματος (system matrix) της σvχέσvης (17).

Για παράδειγμα, αν έχουμε τη μορφή ενός σvυσvτήματος σvτο χώρο των κατασvτάσvεων

(sI −A)x = Bu
y = Cx+D (s)u

(19)

τότε αυτό έχει σvαν πίνακα σvυσvτήματος τον :[
sI −A B
−C D (s)

]
(20)
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Ακόμη, όταν οι πίνακες T, U είναι σvχετικά αρισvτερά πρώτοι και οι T, V σvχετικά δεξιά πρώτοι , τότε
το σvύσvτημα ( ή ο πίνακάς του ) έχει ελάχισvτη τάξη.
Στη σvυνέχεια θα ορίσvουμε την ισvοδυναμία δύο πινάκων σvυσvτημάτων.

Oρισvμός 2.2.2 [29] ΄Ετσvι, δυο πίνακες σvυσvτημάτων P, P1 είναι αυσvτηρά ισvοδύναμοι (strictly
equivalent) αν μπορούν να γραφούν σvτην παρακάτω μορφή:[

M (s) 0
X (s) Im

] [
T (s) U (s)
−V (s) W (s)

] [
N (s) Y (s)
0 Il

]
=

[
T1 (s) U1 (s)
−V1 (s) W1 (s)

]
(21)

όπου M (s) , N (s) , X (s) , Y (s) ∈ R [s] και M (s) , N (s) είναι αντισvτρέψιμοι πίνακες.

Επίσvης, μπορούμε να παρατηρήσvουμε ότι, αν έχουμε δύο πίνακες σvυσvτημάτων που έχουν ελάχισvτη
τάξη και η τιμή της μεταβλητής r παραμένει η ίδια, τότε θα είναι αυσvτηρά ισvοδύναμοι αν και μόνο αν έχουν
και την ίδια σvυνάρτησvη μεταφοράς.
Συνεχίζουμε, δίνοντας έναν ακόμη ορισvμό.

Ορισvμός 2.2.3 [29] Oρίζουμε ως βαθμό d ενός σvυσvτήματος το μεγαλύτερο βαθμό που σvυναντάται
μεταξύ όλων των όρων που έχουν τη μορφή

P ] , P i1j1
]
, P i1i2j1j2

]
, . . . (22)

και προκύπτουν από τον πίνακα του σvυσvτήματος.

Ας εξηγήσvουμε τη σvημασvία του παραπάνω ορισvμού με ένα παράδειγμα.
΄Εσvτω ότι έχουμε P i1i2j1j2

]
, τότε αυτό ερμηνεύεται ως εξής : ο όρος P αποτελείται από τις 1, 2, . . . , r, r+

i1, r + i2 γραμμές και τις 1, 2, . . . , r, r + j1, r + j2 σvτήλες του πίνακα P , και σvυγκεκριμένα P ] = |T | .

Μπορούμε να παρατηρήσvουμε ότι :

• αν ο P έχει ελάχισvτη τάξη τότε ο βαθμός του d ισvούται με το βαθμό δ (G) της McMillan μορφής
της G και λέμε ότι ο P έχει ελάχισvτο βαθμό.

• η σvυνάρτησvης μεταφοράς G (s) είναι κανονική αν και μόνο αν d = n.

• αν c = d, όπου c η σvυμπλεκτικότητα των σvτηλών, τότε ο P έχει την ελάχισvτη σvυμπλεκ-
τικότητα.

• αν c = δ (G), τότε ο P είναι ελάχισvτος.

Γενικά ισvχύει c ≥ d ≥ n και d − δ (G) = n − ν (G) και να σvημειώσvουμε ότι ενώ η τάξη και ο βαθμός
παραμένουν σvταθερά σvε ισvοδύναμα σvυσvτήματα, η σvυμπλεκτικότητα όχι.
Προφανώς η αυσvτηρή ισvοδυναμία πινάκων σvυσvτημάτων, μπορεί να μας οδηγήσvει σvτο σvυμπέρασvμα ότι

ένας πίνακας P1 με T1, U1 σvχετικά (αρισvτερά) πρώτα, μπορεί να πάρει τη μορφή :

P (s) =


I 0

... 0

0 T (s)
... I

· · · · · · · · · · · ·

0 −V (s)
... D (s)

 (23)
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οπότε αν έχουμε έναν ελάχισvτης τάξης πίνακα σvυσvτήματος, η σvυνάρτησvη μεταφοράς είναι η

G (s) = V (s)T−1 (s) +D (s) (24)

όπου V, T σvχετικά δεξιά πρώτοι, ο πίνακας |T | έχει βαθμό n = ν (G) και ακόμη ισvχύει V (s)T−1 (s)→
0 καθώς s→∞, δηλαδή η G είναι αυσvτηρώς κανονική.

2.3 Δυναμικοί Δείκτες

Στην ενότητα αυτή θα δώσvουμε αρχικά κάποια χρήσvιμα σvυμπεράσvματα και θα αποδείξουμε ότι οι

δυναμικοί δείκτες παραμένουν αναλλοίωτοι κάτω από ένα γενικευμένο σvύνολο μετασvχηματισvμών.
΄Εσvτω λοιπόν ότι έχουμε ένα πίνακα σvυσvτήματος P0 με T0, U0 σvχετικά πρώτα, ο οποίος έχει τη μορφή

της εξίσvωσvης (23). Αν πολλαπλασvιάσvουμε D (s) φορές τη δεύτερη γραμμή του πίνακα σvτην εξίσvωσvη (23)
και την αφαιρέσvουμε από την τρίτη τότε έχουμε :

P (s) =


I 0

... 0

0 T (s)
... I

· · · · · · · · · · · ·

0 − [V (s) +D (s)T (s)]
... 0

 =


I 0

... 0

0 T (s)
... I

· · · · · · · · · · · ·

0 −V1 (s)
... 0

 (25)

και έσvτω

Q (s) =

[
T (s)

− [V (s) +D (s)T (s)]

]
=

[
T (s)
−V1 (s)

]
(26)

τότε προκύπτουν τα παρακάτω σvυμπεράσvματα :

1. ΄ΕσvτωQ (s) , Q′ (s) δυο ελάχισvτες βάσvεις για έναν διανυσvματικό χώρο V, τότε οι βαθμοί των σvτηλών,
δηλαδή οι ελάχισvτοι δείκτες δi του Q ταυτίζονται με τους αντίσvτοιχους ελάχισvτους δ

′
i του Q

′
τα

οποία όταν οι T (s) , V (s) είναι σvχετικά πρώτοι ταυτίζονται με τους δυναμικούς δείκτες.

2. Oι δυναμικοί δείκτες του χώρου V ⊥ ( oρθογώνιος του V ) ταυτίζονται με τους δυναμικούς δείκτες
του V , όπου V o γραμμικός διανυσvματικός χώρος των βάσvεων.

3. Η σvυμπλεκτικότητα c και ο βαθμός d του P (s) ισvούνται με τη σvυμπλεκτικότητα και το βαθμό του
Q (s).

4. Ο P (s) είναι ελάχισvτος αν και μόνο αν ο Q (s) είναι μια ελάχισvτη βάσvη.

Θεώρημα 2.3.1 [29] ΄Εσvτω P, P ′ δύο πίνακες σvυσvτημάτων ελάχισvτης τάξης που έχουν τη μορφή
της εξίσvωσvης (25) και δίνουν την ίδια σvυνάρτησvη μεταφοράς G (s). ΄Εσvτω, ακόμη, Q,Q′ οι αντίσvτοιχοι
πίνακες της εξίσvωσvης (26). Τότε θα ισvχύει Q′ (s) = Q (s)R (s), όπου R (s) είναι ένας αντισvτρέψιμος
πίνακας, και οι σvτήλες του Q ορίζουν τον ίδιο διανυσvματικό χώρο V με τις σvτήλες του Q′.

Απόδειξη

΄Εχουμε

G = V1T
−1 = V ′1 (T ′)

−1
(27)

και θεωρούμε R = T−1T ′ τέτοιο ώσvτε
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T ′ = TR, V ′1 = V1R (28)

Φέρνουμε τον R σvτη McMillan μορφή, όπου M , N αντισvτρέψιμοι πίνακες.
Τότε

MRN = MT−1T ′N = EΨ−1 (29)

όπου E, Ψ διαγώνιοι πολυωνυμικοί πίνακες.
Από τις εξισvώσvεις (28), (29) προκύπτει ότι :[

T ′

V ′1

]
NΨ =

[
T
V1

]
M−1E (30)

και επειδή T, V1 και T
′, V ′1 είναι σvχετικά πρώτοι το ίδιο ισvχύει θα και για τους πίνακες E,Ψ. Προκύπτει

ότι E = Ψ = I οπότε ο πίνακας R = M−1N−1
είναι αντισvτρέψιμος και το πρώτο μέρος του θεωρήματος

έχει αποδειχθεί. Για το δεύτερο, η εξίσvωσvη (30) δείχνει ότι οποιοσvδήποτε γραμμικός σvυνδυασvμός των
σvτηλών του Q′ μπορεί να γραφεί ως γραμμικός σvυνδυασvμός των σvτηλών του Q και αντίσvτροφα. Ακόμη,
επειδή [

T
V1

]
T−1 =

[
T ′

V ′1

]
(T ′)

−1
=

[
I
G

]
(31)

αποδεικνύεται ότι οι σvτήλες του Q ορίζουν τον ίδιο διανυσvματικό χώρο με τις σvτήλες του Q′.N

Aς αναφέρουμε σvτη σvυνέχεια κάποια σvυμπεράσvματα.
Αν έχουμε μια σvυνάρτησvη μεταφοράς G τότε όλοι οι πίνακες της εξίσvωσvης (25) από τους οποίους

προκύπτει η G, ορίζουν τον ίδιο διανυσvματικό χώρο V . ΄Ετσvι όλοι οι ελάχισvτοι πίνακες σvυσvτημάτων P
(25) από τους οποίους προκύπτει η G, έχουν το ίδιο σvύνολο δυναμικών δεικτών δ1, δ2, . . . , δl [2]. ΄Ετσvι
από τον ορισvμό της σvυμπλεκτικότητας c και από το ότι ο P είναι ελάχισvτος προκύπτει ότι :

l∑
i=1

δi = c = δ (G) (32)

όπου δ (G) είναι ο βαθμός McMillan της G.
Αν η G είναι κανονική, τότε δ (G) = ν (G) και τα δi είναι οι δείκτες ελεγξιμότητας [2], ενώ δεν ισvχύει

το ίδιο αν η G δεν είναι κανονική.
Χρήσvιμο είναι ακόμη και το ακόλουθο λήμμα [9].

Λήμμα 2.3.1 ΄Εσvτω ότι η αυσvτηρά κανονική σvυνάρτησvη μεταφοράς G (s) έχει την παρακάτω μορφή :

G (s) = C (sI −A)
−1
B = V (s)T−1 (s) ,m× l (33)

όπου A,B,C ορίζουν ένα ελάχισvτης τάξης σvύσvτημα σvτο χώρο των κατασvτάσvεων και V, T σvχετικά
(δεξιά) πρώτοι.
Τότε αν

G1 (s) = C1 (sI −A)
−1
B,m1 × l (34)

θα υπάρχει ένας πολυωνυμικός πίνακας V1 (s) τέτοιος ώσvτε :

G1 (s) = V1 (s)T−1 (s) (35)

και αντίσvτροφα.
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Απόδειξη

Οι πίνακες σvυσvτημάτων [
sI −A B
−C 0

]
(36)

και  In−1 0 0
0 T (s) Il
0 −V (s) 0

 (37)

και οι δυο είναι ελάχισvτης τάξης και άρα προκύπτει η ίδια σvυνάρτησvη μεταφοράς G (s) . Τότε σvίγουρα
θα υπάρχει ένας μετασvχηματισvμός αυσvτηρής ισvοδυναμίας που θα τους σvυσvχετίζει, σvαν τον παρακάτω :

[
M (s) 0
X (s) Im

] [
sI −A B
−C 0

] [
N (s) Y (s)

0 Il

]
=


I 0

... 0

0 T (s)
... I

· · · · · · · · · · · ·

0 −V (s)
... 0

 (38)

To ίδιο ακριβώς θα ισvχύει και για τους πίνακες σvυσvτημάτων των σvχέσvεων (34) και (35) οπότε θα
έχουμε :

[
M (s) 0

0 Im

] [
sI −A B
−C1 0

] [
N (s) Y (s)

0 Il

]
=


I 0

.

.

. 0

0 T (s)
.

.

. I
· · · · · · · · · · · ·

−V2 (s) −V3 (s)
.

.

. W (s)


(39)

και με έναν επιπλέον μετασvχηματισvμό έχουμε ότι :


I 0

.

.

. 0

0 I
.

.

. 0
· · · · · · · · · · · ·

V2 (s) −W (s)
.

.

. I




I 0

.

.

. 0

0 T (s)
.

.

. I
· · · · · · · · · · · ·

−V2 (s) −V3 (s)
.

.

. W (s)


=


I 0

.

.

. 0

0 T (s)
.

.

. I
· · · · · · · · · · · ·

0 −V1 (s)
.

.

. 0


(40)

όπου V1 (s) = W (s)T (s) + V3 (s) έχοντας έτσvι το ζητούμενο.
Αντίσvτροφα, αν G1 (s) = V1 (s)T−1 (s) έχουμε

[
M (s) 0

0 Im

]−1


I 0

.

.

. 0

0 T (s)
.

.

. I
· · · · · · · · · · · ·

0 −V1 (s)
.

.

. 0


[
N (s) Y (s)

0 Il

]−1

=

[
sI −A B
−V4 (s) W1 (s)

]
(41)

και αφαιρώντας κατάλληλα πολλαπλάσvια των γραμμών
(
sI −A B

)
από τις γραμμές

(
−V4 (s) W1 (s)

)
,

μειώνουμε τον πίνακα −V4 (s) σvε έναν πίνακα C1. Αφού η G είναι αυσvτηρώς κανονική ο πίνακας
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W1 (s) σvυγκλίνει σvτο μηδέν με τον ίδιο μετασvχηματισvμό. ΄Ετσvι έχουμε αποδείξει και το αντίσvτροφο
του λήμματος.N

Aς ορίσvουμε τώρα το γενικευμένο σvύνολο των μετασvχηματισvμών κάτω από τους οποίους θα παραμεί-
νουν αναλλοίωτοι οι δυναμικοί δείκτες.
΄Εσvτω η σvυνάρτησvη μεταφοράς G (s) ενός σvυσvτήματος ελάχισvτης τάξης να περιγράφεται από τις

εξισvώσvεις (19). Να τονίσvουμε ότι το σvύσvτημα που προκύπτει από τους μετασvχηματισvμούς παραμένει
ελάχισvτης τάξης και καλά ορισvμένο.
Το γενικευμένο σvύνολο των μετασvχηματισvμών είναι το εξής :

F1: x1 = Hx, όπου H ∈ R ένας ομαλός πίνακας

F2: u1 = Ku, όπου K ∈ R ένας ομαλός πίνακας

F3: u2 = u+ F1x+ F2D (s)u, όπου F1 ∈ Rlxr, F2 ∈ Rlxm

Να σvημειώσvουμε ότι, εξαιρούνται εκείνα τα F1, F2, ανάλογα με το σvύσvτημα σvτο οποίο εφαρμόζουμε
το μετασvχηματισvμό, τα οποία μπορεί να οδηγήσvουν το σvύσvτημα είτε σvε |T (s) ≡ 0| και να μην είναι καλά
ορισvμένο είτε οι πίνακες V, T να μην είναι σvχετικά πρώτοι.
Παρακάτω φαίνεται το διάγραμμα ροής του σvυσvτήματος που προκύπτει από τον F3 με την ανάδρασvη

εξόδου να υπολογίζεται αν F1 = F2C.

Σχήμα 2.1 : Διάγραμμα ροής

Oπότε μπορούμε πλέον να αποδείξουμε το παρακάτω.

Θεώρημα 2.3.2 [29] Οι δυναμικοί δείκτες μιας σvυνάρτησvης μεταφοράς G παραμένουν αναλλοίωτοι
κάτω από το σvύνολο των μετασvχηματισvμών F .

Απόδειξη

΄Εσvτω τις αυσvτηρά κανονικές σvυναρτήσvεις μεταφοράς GC , GF που ορίζονται ως εξής :

GC = C (sI −A)
−1
B = G (s)−D (s) ,m× l (42)

GF (s) = F1 (sI −A)
−1
B, l × l (43)

όπου οι πίνακες A,B,C ορίζουν ένα σvύσvτημα ελάχισvτης τάξης σvτο χώρο των κατασvτάσvεων. ΄Εχουμε
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GC (s) = VC (s)T−1 (s) (44)

όπου VC , T σvχετικά πρώτοι, τότε από το προηγούμενο λήμμα προκύπτει ότι

GF (s) = VF (s)T−1 (s) (45)

΄Οπως έχουμε δει, ένα ελάχισvτης τάξης σvύσvτημα από το οποίο προκύπτει η G, μπορεί να έχει πίνακα
σvυσvτήματος τον 

I 0
... 0

0 T
... I

· · · · · · · · · · · ·

0 − (VC +DT )
... 0

 (46)

και αν δεν έχει ελάχισvτη σvυμπλεκτικότητα υπάρχει αντισvτρέψιμος πίνακας M (s) τέτοιος ώσvτε :
I 0

... 0

0 TM
... I

· · · · · · · · · · · ·

0 − (VC +DT )M
... 0

 (47)

oπότε πλέον έχει και ελάχισvτη τάξη αλλά και σvυμπλεκτικότητα και άρα είναι ελάχισvτος.
΄Εσvτω οι βαθμοί των σvτηλών του, δ1, δ2, . . . , δl να είναι οι δυναμικοί δείκτες της G.
O μετασvχηματισvμός F1 αφήνει τη G αμετάβλητη.
Ο μετασvχηματισvμός F2 αντικαθισvτά τη G με τη GK

−1
η οποία προκύπτει από το σvύσvτημα

I 0
... 0

0 KTM
... I

· · · · · · · · · · · ·

0 − (VC +DT )M
... 0

 (48)

το οποίο είναι ελάχισvτο και οι σvτήλες του έχουν τους ίδιους βαθμούς με αυτούς του πίνακα (47), οπότε
και ο δεύτερος μετασvχηματισvμός αφήνει τους δείκτες αναλλοίωτους.

O μετασvχηματισvμός F3 μπορεί να αντικατασvτήσvει το σvύσvτημα που δίνεται από τις σvχέσvεις (19) με τον
πίνακα σvυσvτήματος

sI −A B 0
... 0

−C D (s) I
... 0

F1 −F2D (s)− I 0
... I

· · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 −I
... 0




x
−u
y
−u2

 =


0
0
0
−y

 (49)
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όπου η τάξη του θα είναι ο βαθμός του

±

∣∣∣∣∣∣
sI −A B 0
−C D (s) I
F1 −F2Ds (s)− I 0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ sI −A B
F1 −F2D (s)− I

∣∣∣∣ (50)

= |sI −A| |−GF − F2D (s)− I| (51)

Πολλαπλασvιάζοντας με T (s) έχουμε

= α |−VF − F2D (s)T (s)− T (s)| (52)

Εναλλακτικά, αν αντικατασvτήσvουμε το x = (sI −A)
−1
Bu σvτον ορισvμό του F3 έχουμε

u = (I +GF + F2D (s))
−1
u2 (53)

και έτσvι η σvυνάρτησvη μεταφοράς που σvχετίζει την είσvοδο u2 με την έξοδο y είναι η

(GC +D) (I +GF + F2D)
−1

= (VC +DT ) (T + VF + F2DT )
−1

(54)

που προκύπτει από τον πίνακα σvυσvτήματος
I 0

... 0

0 (T + VF + F2DT )M
... I

· · · · · · · · · · · ·

0 − (VC +DT )M
... 0

 (55)

Παρατηρούμε ότι το παραπάνω σvύσvτημα έχει την ίδια τάξη με αυτή του σvυσvτήματος σvτη σvχέσvη (49),
αν σvυγκριθούν με τη σvχέσvη (52), κι έτσvι από τον ορισvμό ο μετασvχηματισvμός F3 έχει ελάχισvτη τάξη.
Οι βαθμοί των σvτηλών της δεύτερης σvτήλης του πίνακα (55) είναι[

(T + VF − F2VC)M
− (VC +DT )M

]
=

[
(I +GF − F2GC)TM
− (VC +DT )M

]
(56)

το οποίο προκύπτει αν προσvθέσvουμε F2 φορές την τρίτη γραμμή του πίνακα (55) σvτη δεύτερη γραμμή.
΄Εσvτω ότι η i-οσvτή σvτήλη σvτον πίνακα (56) έχει βαθμό pi, τότε

lims→∞

[
TM

− (VC +DT )M

]
diag(s−pi) (57)

=

{
lims→∞

[
I +GF − F2GC 0

0 I

]−1
}
×
{
lims→∞

[
(I +GF − F2GC)TM
− (VC +DT )M

]
diag(s−pi )

}

= lims→∞

[
(I +GF − F2GC)TM
− (VC +DT )M

]
diag(s−pi) (58)

το οποίο είναι πεπερασvμένο και έχει μια μη μηδενική είσvοδο σvε κάθε σvτήλη, οπότε σvυνεπάγεται ότι
pi = δi, i = 1, 2, . . . , l . Ακόμη η σvχέσvη (58) δείχνει ότι ο σvυντελεσvτής του sδi είναι ίδιος με αυτός της
σvχέσvης (47), οπότε έχει την ελάχισvτη σvυμπλεκτικότητα καθώς επίσvης και πλήρη τάξη. Το ίδιο ισvχύει και
για τον πίνακα (55), οπότε τα δi είναι οι δυναμικοί δείκτες της σvυνάρτησvης μεταφοράς που ορίζεται σvτη
σvχέσvη (54) και είναι αναλλοίωτοι και κάτω από το μετασvχηματισvμό F3 αποδεικνύοντας έτσvι το θεώρημα.N
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Μπορούμε να σvυμπεράνουμε από τη σvχέσvη

l∑
i=1

δi = c = δ (G)

ότι και ο McMillan βαθμός της σvυνάρτησvης μεταφοράς παραμένει αναλλοίωτος κάτω από το μετασvχημα-
τισvμό F .
Ας σvημειώσvουμε ότι ασvχοληθήκαμε μόνο με τους δείκτες που σvχετίζονται με την είσvοδο. Αντίσvτοιχα

υπάρχουν δυναμικοί δείκτες καθώς και ελάχισvτοι που σvχετίζονται με την έξοδο και σvτηρίζονται σvτην ίδια

θεωρία αρκεί να θεωρήσvουμε τον ανάσvτροφο του πίνακα P (s), δηλαδή τον PT (s).
Ας δούμε σvτη σvυνέχεια κάποια παραδείγματα πάνω σvτο μετασvχηματισvμό F .

2.4 Παράδειγμα

΄Εσvτω ότι έχουμε τον παρακάτω πίνακα σvυσvτήματος που έχει τη μορφή της σvχέσvης (49)

s+ 1 2 0
... 0

−1 −1 1
... 0

F1 F2 − 1 0
... 1

· · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 1
... 0


απ' όπου σvυμπεραίνουμε ότι οι πίνακες του σvυσvτήματος σvτο χώρο των κατασvτάσvεων είναι A = s+ 1,

B = 2, C = 1, D = −1. Εμείς ψάχνουμε να βρούμε τη σvυνάρτησvη μεταφοράς του σvυσvτήματος δίνοντας
διάφορες τιμές των F1, F2, με τη βοήθεια της θεωρίας που ορίσvτηκε. Είδαμε ότι η σvυνάρτησvη μεταφοράς
του σvυσvτήματος που σvυνδέει την έξοδο

y = Cx+D (s)u

με την είσvοδο

u2 = u+ F1x+ F2D (s)u

του μετασvχηματισvμού F , είναι η

G =
y

u2
=

Cx+D (s)u

u+ F1x+ F2D (s)u

και αν θέσvουμε x = (sI −A)
−1
Bu έχουμε

G =
C (sI −A)

−1
Bu+D (s)u

u+ F1 (sI −A)
−1
Bu+ F2D (s)u

=
GC +D (s)

I +GF + F2D (s)

• Αν F1 = F2 = 0 τότε

G =
2
s+1 − 1

1
=
− (s− 1)

s+ 1
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με δυναμικό δείκτη δ1 = 1, αφού ισvούται με το βαθμό της σvτήλης της σvχέσvης (56) με τάξη ίσvη με τη

μονάδα, αφού

∣∣∣∣ s+ 1 2
0 −1

∣∣∣∣ = |−s− 1|

• Αν F1 = F2 = −1 τότε

G =
2
s+1 − 1

1− 2
s+1 + 1

=
−s+ 1

2s− 2 + 2
=
− (s− 1)

2s

με δυναμικό δείκτη δ1 = 1 και με τάξη ίσvη με τη μονάδα, αφού

∣∣∣∣ s+ 1 2
−1 −2

∣∣∣∣ = |−2s− 2 + 2| = |−2s|

• Aν F1 = 0, F2 = 1 τότε

|T (s)| =

∣∣∣∣∣∣
s+ 1 2 0

1 −1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 0

oπότε οι πίνακες αυτοί πρέπει να εξαιρεθούν από τον F3.

• Αν F1 = 1, F2 = 2 τότε αν αφαιρέσvουμε τη δεύτερη σvτήλη από την πρώτη, βλέπουμε ότι η πρώτη
διαιρείται από το s − 1, δηλαδή τα T, V δεν είναι σvχετικά πρώτα άρα κι αυτά πρέπει να εξαιρεθούν
από τον F3.

• Αν F1 = 1
3 , F2 = 0 τότε

G =
2
s+1 − 1

1 + 2
3(s+1)

=
2− s− 1

3s+ 3 + 2
=
−s+ 1

3s+ 5

με δυναμικό δείκτη δ1 = 1 και με τάξη ίσvη με τη μονάδα, αφού

∣∣∣∣ s+ 1 2
1
3 −1

∣∣∣∣ =
∣∣−s− 1− 2

3

∣∣ =
∣∣−s− 5

3

∣∣
• Aν F1 = 0, F2 = 2 τότε

G =
−s+1
s+1

1− 2
=
−s+ 1

−s− 1

με δυναμικό δείκτη δ1 = 1 και με τάξη ίσvη με τη μονάδα, αφού

∣∣∣∣ s+ 1 2
0 1

∣∣∣∣ = |s+ 1|

Παρατηρούμε ότι ενώ τα δυο τελευταία ζευγάρια είναι αποδεκτά, η σvύνθεσvή τους δεν είναι, κι έτσvι
σvυμπεραίνουμε ότι ο μετασvχηματισvμός F δεν αποτελεί σvύνολο κλεισvτό ως προς τη σvύνθεσvη. Ακόμη
παρατηρούμε ότι ο δυναμικός δείκτης διατηρείται άρα και ο βαθμός McMillan, και σvυνεπώς και η τάξη του
σvυσvτήματος αφού η σvυνάρτησvη μεταφοράς είναι αυσvτηρώς κανονική.

2.5 Ιδιότητες των Δυναμικών Δεικτών

Στην ενότητα αυτή της εργασvίας θα θεωρήσvουμε το σvύσvτημα

Ex̊ = Ax+Bu
y = Cx

}
με E μη ομαλό πίνακα και θα δείξουμε ότι [15] οι ελάχισvτοι δείκτες παραμένουν αναλλοίωτοι κάτω από

ένα νέο σvύνολο μετασvχηματισvμών και σvτη σvυνέχεια ότι ισvούνται με τους δυναμικούς. Θα δούμε ακόμη
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πως καταλήγουμε σvτο προηγούμενο σvύνολο μετασvχηματισvμών που ορίσvαμε παραπάνω, καθώς επίσvης και
τη σvχέσvη που έχουν τα δυο σvύνολα μεταξύ τους. Τα σvύνολο των μετασvχηματισvμών που θα δούμε σvτη
σvυνέχεια αναφέρεται σvε δείκτες οι οποίοι έχουν ορισvτεί και για μη κανονικές σvυναρτήσvεις μεταφοράς.
΄Εσvτω λοιπόν, το πρώτης τάξης σvύσvτημα

Ex̊ = Ax+Bu
y = Cx

}
(59)

όπου χ, u, y ∈ R διανύσvματα και E,A,B,C πραγματικοί σvταθεροί πίνακες με E πιθανώς μη ομαλό.
Ο πίνακας σvυσvτήματος που αντισvτοιχεί σvτο (59) είναι ο

P (s) =

[
sE −A B
−C 0

]
(60)

με |sE −A| 6= 0, διότι θέλουμε το σvύσvτημα να είναι καλώς ορισvμένο.
Στη σvυνέχεια θα αποδείξουμε ότι [14], αν το σvύσvτημα δεν έχει πεπερασvμένα ή άπειρα αποσvυζευκ-

τικά μηδενικά, τότε οι ελάχισvτοι δείκτες, που προκύπτουν από τον μη ομαλό πίνακα
(
sE −A B

)
είναι ακριβώς οι δυναμικοί δείκτες της σvυνάρτησvης μεταφοράς του σvυσvτήματος, καθώς επίσvης και θα
θεωρήσvουμε το σvύνολο μετασvχηματισvμών που αντισvτοιχεί σvτους ελάχισvτους δείκτες.

Θεώρημα 2.5.1 [30] ΄Εσvτω το παρακάτω σvύνολο μετασvχηματισvμών = με

=1 : x1 = Hx, όπου H ομαλός πίνακας πάνω σvτο R

=2 : u1 = Ku, όπου K ομαλός πίνακας πίνακας πάνω σvτο R

=3 : u2 = u+ Fx, όπου F πίνακας πάνω σvτο R

΄Εσvτω ακόμη ότι ο P (s) της σvχέσvης (60) δεν έχει πεπερασvμένα ούτε άπειρα αποσvυζευκτικά μηδενικά
και έσvτω ακόμη P ′ (s) ο πίνακα σvυσvτήματος σvτον οποίον εφαρμόσvτηκε ο μετασvχηματισvμός να είναι ο

P ′ (s) =

[
sE′ −A′ B′

−C ′ 0

]
(61)

Τότε οι ελάχισvτοι δείκτες, που προκύπτουν από την ελάχισvτη βάσvη
(
sE′ −A′ B′

)
είναι αυτοί που

προκύπτουν από την
(
sE −A B

)
αντίσvτοιχα. Επιπλέον, αν ο P ′ (s) είναι καλά ορισvμένος και δεν έχει

και αυτός πεπερασvμένα ή άπειρα αποσvυζευκτικά μηδενικά, τότε οι δυναμικοί δείκτες της G′ (s) ταυτίζονται
με αυτούς της G (s), που σvτην ουσvία είναι οι ελάχισvτοι της βάσvης

(
sE −A B

)
.

Απόδειξη

Γνωρίζουμε ότι [13] για τις ελάχισvτες βάσvεις ισvχύει η ισvοδυναμία

X (s) ∼ Y (s) ⇐⇒ X (s) = LY (s)R (62)

με L,R σvταθερούς πίνακες, ομαλούς.
Σαν ειδική περίπτωσvη της παραπάνω ισvοδυναμίας σvτη σvχέσvη (62) ισvχυριζόμασvτε ότι(

sE′ −A′ B′
)

= L
(
sE −A B

)
R (63)
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΄Ετσvι αν R =

[
H 0
0 I

]
, η εξίσvωσvη (63) είναι ισvοδύναμη με το μετασvχηματισvμό =1.

΄Ομοια αν R =

[
I 0
0 K

]
, έχουμε το μετασvχηματισvμό =2 και αν R =

[
I 0
F I

]
, έχουμε το μετασvχη-

ματισvμό =3.
Οπότε οποιοσvδήποτε μετασvχηματισvμός σvτο σvύνολο = μπορεί να γραφεί ως γινόμενο τέτοιων πινάκων

και άρα οι ελάχισvτοι δείκτες, που προκύπτουν από τον
(
sE −A B

)
είναι αναλλοίωτοι κάτω από τον =.

Κι επειδή οι ελάχισvτοι δείκτες, είναι δυναμικοί δείκτες της G (s) καθώς επίσvης, κι επειδή ο P ′ (s) είναι καλά
ορισvμένος και δεν έχει άπειρα ή πεπερασvμένα αποσvυζευκτικά μηδενικά, σvυμπεραίνουμε ότι οι ελάχισvτοι
δείκτες, που προκύπτουν από τον

(
sE′ −A′ B′

)
, είναι οι δυναμικοί δείκτες της G′ (s). Αποδείξαμε

έτσvι το ζητούμενο.N

Αν τώρα το σvύσvτημα πάρει την παρακάτω μορφή, δηλαδή

ẋ = A1x+B1u
y = C1x+D (s)u

}
(64)

όπου τα διανύσvματα x, u, y ∈ R, A1, B1, C1 πραγματικοί, σvταθεροί πίνακες και D (s) ∈ R [s].
Μπορούμε να ορίσvουμε το ακόλουθο σvύνολο μετασvχηματισvμών το οποίο θα αναφέρεται σvτους δυναμικούς

δείκτες, το οποίο είδαμε σvτο προηγούμενο κεφάλαιο =′ :

=′1 : x1 = H1x, όπου H ομαλός πίνακας πάνω σvτο R

=′2 : u1 = Ku, όπου K ομαλός πίνακας πάνω σvτο R

=′3 : u2 = u+ F1x+ F2D (s)u, όπου F1, F2 πίνακες πάνω σvτο R

Να σvημειώσvουμε ότι οι πίνακες F1, F2 θα πρέπει να είναι τέτοιοι ώσvτε το σvύσvτημα που θα προκύψει,
αφού εφαρμόσvουμε το μετασvχηματισvμό, να είναι καλά ορισvμένο και να έχει ελάχισvτη τάξη. Ακόμη, επειδή
αναφέρονται σvτους δυναμικούς δείκτες το σvύνολο =′ δεν μπορεί να είναι κλεισvτό ως προς τη σvύνθεσvη, κάτι
το οποίο δεν σvυμβαίνει [3] με το σvύνολο = το οποίο σvχετίζεται με τους ελάχισvτους δείκτες. ΄Ετσvι αμέσvως
καταλήγουμε σvτο σvυμπέρασvμα ότι =′ ⊂ = το οποίο και θα αποδείξουμε σvτο παράρτημα της εργασvίας.
Τέλος, τα παραπάνω σvυμπεράσvματα ισvχυούν, χωρίς σvημαντικές διαφορές, αν, πρώτον, η διαφορική

εξίσvωσvη σvτην (59) αντικατασvταθεί με μια εξίσvωσvη διαφορών και δεύτερον αν το R αντικατασvταθεί με
οποιοδήποτε άλλο σvώμα. ΄Ομως, μόνο αν το σvώμα είναι πεπερασvμένο οι εξισvώσvεις διαφορών έχουν νόημα.
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Κεφάλαιο 3

To Πρόβλημα της Επανατοποθέτησvης Πόλων

Στo κεφάλαιο αυτό θα προσvδιορίσvουμε το κυρίως θέμα της διπλωματικής εργασvίας, δηλαδή το γενικευμένο
πρόβλημα της επανατοποθέτησvης πόλων μιας σvυνάρτησvης μεταφοράς [28], και θα αποδείξουμε μια ικανή
και αναγκαία σvυνθήκη για να ισvχύει το πρόβλημα. Βέβαια αυτό θα γίνει σvταδιακά, αποδεικνύοντας πρώτα
κάποια χρήσvιμα λήμματα και θεωρήματα. Τέλος, θα δείξουμε έναν εναλλακτικό υπολογισvμό της ικανής
και αναγκαίας σvυνθήκης, πιο αυσvτηρό που μελετήθηκε αργότερα [31] και θα παρουσvιάσvουμε επίσvης έναν
αλγόριθμο που επιλύει το ίδιο πρόβλημα.

3.1 Ορισvμός του Προβλήματος

Είναι γνωσvτό ότι [9] αν έχουμε μια ρητή και αυσvτηρά κανονική σvυνάρτησvη μεταφοράς G (s) ,mxl, με
ελάχισvτη τάξη nG, ο πίνακας σvυσvτήματος από τον οποίον προκύπτει θα έχει την παρακάτω μορφή

PG (s) =


I 0

... 0

0 TG (s)
... UG (s)

· · · · · · · · · · · ·

0 −I
... 0

 (65)

όπου TG, UG σvχετικά αρισvτερά πρώτοι πίνακες με G = T−1
G UG. Aκόμη ο βαθμός δ (|TG|) ισvούται με

το nG.
΄Εσvτω ότι έχουμε ένα δεύτερο σvύσvτημα το οποίο ορίζεται όπως παρακάτω, με

PK (s) =


I 0

... 0

0 TK (s)
... UK (s)

· · · · · · · · · · · ·

0 −I
... 0

 (66)

το οποίο δεν έχει απαραίτητα ελάχισvτη τάξη, αλλά από το οποίο προκύπτει μια κανονική σvυνάρτησvη
μεταφοράς K = T−1

K UK , lxm με δ (|TK |) = nK .

Σχήμα 3.1 : Σύνδεσvη Συσvτημάτων
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Aν σvυνδέσvουμε τα παραπάνω 2 σvυσvτήματα όπως σvτο Σχήμα 3.1 παραπάνω, τότε προκύπτει το σvύσvτημα
κλεισvτού σvυσvτήματος [10]

PC′ (s) =



I 0 0 0 0 0 0
... 0

0 TG 0 UG 0 0 0
... 0

0 0 TK 0 UK 0 0
... 0

0 −I 0 0 0 I 0
... 0

0 0 −I 0 0 0 I
... 0

0 0 0 −I 0 0 I
... I

0 0 0 0 −I −I 0
... 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 0 0 −I 0
... 0



(67)

το οποίο λόγω της αυσvτηρής ισvοδυναμίας σvυσvτημάτων παίρνει τη μορφή [9]

PC (s) =



I 0 0
... 0

0 TG UG
... UG

0 −UK TK
... 0

· · · · · · · · · · · · · · ·

0 −I 0
... 0


=

[
TC UC
−VC 0

]
(68)

με |TC (s)| 6= 0.
Να σvημειώσvουμε ότι ο TC έχει το πολύ l μη μοναδιαίες εισvόδους.
΄Εσvτω ότι έχουμε τoν παρακάτω πίνακα

S (s) =


I 0 0 . . . 0
0 φl 0 . . . 0
0 0 φl−1 . . . 0
0 0 0 . . . φ1

 (69)

έτσvι ώσvτε το φi να διαιρεί το φi−1, i = 1, 2, . . . , l. Ακόμη να σvημειώσvουμε ότι κανένα από τα PK , PC
δεν μπορούν να έχουν ελάχισvτη τάξη, αν ο παραπάνω πίνακας έχει περισvσvότερα από r = min (l,m) μη
μοναδιαία πολυώνυμα φi.
΄Ετσvι μπορούμε να δώσvουμε τον ορισvμό του προβλήματος ως εξής :

(i) ΄Εσvτω την αυσvτηρά κανονική, ρητή σvυνάρτησvη μεταφοράς G = T−1
G UG,m× l με TG, UG σvχετικά

αρισvτερά πρώτοι πίνακες, η οποία έχει δείκτες ελεγξιμότητας τους λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λl και δείκτες παρατηρησvιμότη-
τας τους µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µm. Ακόμη, έσvτω l μη μηδενικά κανονικοποιημένα πολυώνυμα φ1, φ2, . . . , φl
με φi να διαιρεί το φi−1, i = 1, 2, . . . , l.
Το ερώτημα είναι αν υπάρχει ένας κανονικός, ρητός πίνακας K = T−1

K UK , l ×m, που σvτην ουσvία θα
είναι ένας ελεγκτής, o oποίος αν εφαρμοσvτεί με ανάδρασvη σvτο σvύσvτημα να κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα
του σvυσvτήματος ίσvα με τα φi. ΄Η αλλιώς η Smith μορφή του πίνακα TC (s) να είναι ο S (s).
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Aν υπάρχει να βρεθεί.
(ii) Ποια είναι η � καλύτερη � ικανή σvυνθήκη για να ισvχύει πάντα το (i) ;

3.2 Χρήσvιμα Λήμματα

Πριν προχωρήσvουμε σvτην επίλυσvη του γενικεμεύνου προβλήματος της επανατοποθέτησvης πόλων μιας

σvυνάρτησvης μεταφοράς, χρειαζόμασvτε τα παρακάτω λήμματα τα οποία είναι ιδιαίτερα χρήσvιμα σvτην απόδειξη
της ικανής και αναγκαίας σvυνθήκης.

Λήμμα 3.2.1 [28] ΄Εσvτω ότι δίνονται οι ακέραιοι ai, βi που ικανοποιούν τις σvχέσvεις α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥
αl ≥ 0, β1 ≥ β2 ≥ . . . ≥ βl ≥ 0. Aκόμη, έσvτω φ1, φ2, . . . , φl κανονικοποιημένα πολυώνυμα τέτοια ώσvτε
το φi να διαιρεί το φi−1, i = 2, 3, . . . , l. Τότε μια ικανή και αναγκαία σvυνθήκη, για την ύπαρξη ενός l × l
πολυωνυμικού πίνακα Φ (s), ο οποίος έχει Smith μορφή την

S =

 φl 0 . . . 0
0 φl−1 . . . 0
0 0 . . . φ1

 (70)

και ικανοποιεί την

lims→∞
[
diag

(
s−αi

)
Φ (s) diag

(
s−βi

)]
= I (71)

είναι η

k∑
i=1

δ (φi) ≥
k∑
i=1

(αi + βi) , k = 1, 2, . . . , l (72)

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l.

Απόδειξη

Η σvυνθήκη είναι αναγκαία επειδή η σvχέσvη (71) δείχνει ότι ο Φ (s) έχει έναν p× p όρο (κάτω δεξιά) ο
οποίος έχει βαθμό ίσvο με το

∑l
i=l−p+1 (αi + βi) . Συνεπώς, ο μέγισvτος κοινός διαιρέτης φl−p+1, φl−p+2, . . . , φl

όλων των p× p όρων δεν μπορεί να έχει μεγαλύτερο βαθμό από τον παρακάτω

l∑
i=l−p+1

δ (φi) ≤
l∑

i=l−p+1

(αi + βi) (73)

όπου, σvύμφωνα με την (71), η ισvότητα ισvχύει όταν p = l σvτη σvχέσvη (73), και αλλάζοντας τις ανισvότητες
έχουμε το ζητούμενο.
Θα αποδείξουμε τώρα ότι είναι και μια ικανή σvυνθήκη με κατασvκευασvτικό τρόπο.
Αν δ (φi) = αi + βi, i = 1, 2, . . . , l τότε η (71) ικανοποιείται για Φ = diag (φi) . Αν δεν ισvχύει αυτό,

τότε θα υπάρχει τουλάχισvτον ένα q, λόγω της σvχέσvης (72), για το οποίο θα ισvχύει δ (φq) < αq + βq.
Θέτοντας k = q, βρίσvκουμε ένα p < q τέτοιο ώσvτε δ (φp) > αp + βp ≥ αq + βq > δ (φq). ΄Ετσvι σvύμφωνα
με μια διαδικασvία [9], μειώνουμε το βαθμό της σvτήλης p σvτο diag (φi) κατά μια μονάδα και αυξάνουμε το
βαθμό της σvτήλης q κατά μια μονάδα αντίσvτοιχα. Στον Φ1 πίνακα που προκύπτει, τα σvτοιχεία σvτη κύρια
διαγώνιο είναι κανονικοποιημένα και έχουν μεγαλύτερο βαθμό από οποιοδήποτε άλλο σvτοιχείο της σvτήλης

σvτην οποία ανήκουν. Ακόμη, ικανοποιούν τη σvυνθήκη της σvχέσvης (72) όπως ακριβώς και τα δ (φi). H
διαδικασvία αυτή σvυνεχίζεται μέχρι να προκύψει ένας πίνακας Φ2 με τα σvτοιχεία του σvτη κύρια διαγώνιο να

έχουν βαθμό (αi + βi), και τα υπόλοιπα σvτοιχεία της κάθε σvτήλης να έχουν μικρότερο βαθμό από αυτά
της κύριας διαγώνιου.
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Τώρα σvτη σvτήλη j < l, έσvτω ότι ο μεγαλύτερος βαθμός που σvυμβαίνει σvτα σvτοιχεία (i, j) , i > j,
να είναι ο r < αi + βi. Αφαιρούμε κατάλληλο πολλαπλάσvιο της σvτήλης j + 1 από τη σvτήλη j, έτσvι
ώσvτε ο βαθμός του σvτοιχείου (j + 1, j) να μειωθεί κάτω από το αj+1 + βj+1. Συνεχίζουμε με τη σvτήλη
j + 2 και μειώνουμε το βαθμό του σvτοιχείου (j + 2, j) κάτω από το αj+2 + βj+2. ΄Ομοια για τα σvτοιχεία
(j + 3, j) , . . . , (l, j) . Συνεπάγεται ότι σvτο τέλος του παραπάνω αλγόριθμου κανένα σvτοιχείο (i, j) , i < j,
δεν θα έχει βαθμό μεγαλύτερο από το αj+βj−1 ενώ ο βαθμός του σvτοιχείου (j, j) θα παραμείνει ο αj+βj .
Ακόμη, κανένα σvτοιχείο (i, j) , i > j, δεν έχει βαθμό που να υπερβαίνει το max (αj+1 + βj+1 − 1, r − 1),
έτσvι επαναλαμβάνουμε την παραπάνω διαδικασvία μέχρι κανένα από αυτά τα σvτοιχεία να έχει βαθμό που να

υπερβαίνει το αj+1 + βj+1 − 1. Τότε χρησvιμοποιώντας μόνο τις σvτήλες j + 2, j + 3, . . . , l, μειώνουμε το
βαθμό των σvτοιχείων (i, j) , i > j + 1 κάτω από το αj+2 + βj+2, κ.ο.κ για i = j + 1, j + 2, . . . , l και για
j = 1, 2, . . . , l− 1. O πίνακας Φ που προκύπτει ικανοποιεί τη σvχέσvη (71) και έτσvι έχουμε το ζητούμενο.N

Τα επόμενα δυο λήμματα παραθέτουν γνωσvτά σvυμπεράσvματα [21, 16].

Λήμμα 3.2.2 ΄Εσvτω ο
(
−U T

)
είναι ένας ρητός πίνακας, με T, l × l και έσvτω ότι υπάρχουν

ακέραιοι αi (όχι απαραίτητα θετικοί) τέτοιοι ώσvτε

lims→∞
[
diag

(
s−ai

) (
−U T

)]
= H =

(
H1 H2

)
(74)

όπου o H έχει τάξη l. Tότε ο T−1U υπάρχει και είναι κανονικός αν και μόνο αν ο H2 είναι ομαλός.
Ακόμη ο T−1U υπάρχει και είναι αυσvτηρά κανονικός αν και μόνο αν ο H2 είναι ομαλός και H1 = 0.

Aπόδειξη

Αν υπάρχει το όριο, έχουμε[
lims→∞diag

(
s−αi

)
T
] [
lims→∞T

−1U
]

=
[
lims→∞diag

(
s−αi

)
U
]

(75)

και επειδή λόγω ορισvμού των αi το πρώτο και το τρίτο όριο υπάρχουν, σvυνεπάγεται ότι

H2

[
lims→∞T

−1U
]

= H1 (76)

Tότε ο T−1U δεν μπορεί να υπάρχει και να είναι κανονικός αν ο H2 δεν είναι ομαλός, διότι αν ίσvχυε
κάτι τέτοιο θα είχαμε ότι o

H =
(
H1 H2

)
= H2

(
lims→∞T

−1U I
)

(77)

χάνει τάξη, κάτι το οποίο είναι άτοπο. ΄Ετσvι αφού ο H2 είναι ομαλός, από τη σvχέσvη (76) σvυνεπάγεται
ότι

lims→∞T
−1U = H−1

2 H1 (78)

δηλαδή ο T−1U είναι κανονικός. Ακόμη ο T−1U είναι αυσvτηρώς κανονικός αν H1 = 0.N

Λήμμα 3.2.3 ΄Εσvτω Q (s) ένας ρητός l× (m+ l) πίνακας, τάξης l. Τότε υπάρχει ένας αντισvτρέψιμος
πίνακας M (s) και ακέραιοι αi (όχι απαραίτητα θετικοί) με α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥ αl τέτοιοι ώσvτε

lims→∞
[
diag

(
s−αi

)
M (s)Q (s)

]
= H (79)

όπου ο H έχει τάξη l. Αν ο Q είναι πολυωνυμικός, τότε αl ≥ 0.

Aπόδειξη
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Για κάθε γραμμή qi τουQ επιλέγουμε έναν ακέραιο εκθέτη α
′

i τέτοιο ώσvτε το όριο lims→∞s
−α
′
iqi (s) =

h
′

i να υπάρχει και να είναι μη μηδενικό. Αν τα h
′

i είναι γραμμικώς εξαρτημένα, τότε υπάρχουν γi τέτοια
ώσvτε

h
′

k =

l∑
i=1,i6=k

γih
′

i (80)

όπου α
′

k ≥ α
′

i για όλα τα i με μη μηδενικό γi σvτο άθροισvμα. Τότε αφαιρώντας πολλαπλάσvια των

γis
α
′
k−α

′
i , όπου i οι αντίσvτοιχες γραμμές σvτον πίνακα Q, από τη γραμμή k, προκύπτει ότι ο εκθέτης που

αντισvτοιχεί σvτη γραμμή k, γίνεται μικρότερος από α
′

k. Εφόσvον ο εκθέτης β για όλους τους l × l όρους
δεν αλλάζει, η διαδικασvία θα σvταματά όταν το άθροισvμα δεν θα γίνεται μικρότερο από το β. ΄Οταν θα
σvυμβεί αυτό, οι εκθέτες των γραμμών θα είναι οι αi, και οι γραμμές του πίνακα H που προκύπτει θα είναι
γραμμικά ανεξάρτητες. Τέλος, κάνουμε μια ανακατάταξη σvτις γραμμές, έτσvι ώσvτε α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥ αl.
Και αν ο Q είναι πολυωνυμικός, τότε προφανώς αl ≥ 0, αφού τα αi σvυμβολίζουν εκθέτες.N

3.3 Ικανή και Αναγκαία Συνθήκη

Το υποκεφάλαιο αυτό περιλαμβάνει βασvικά θεωρήματα και τις αποδείξεις τους, καθώς επίσvης και
την απόδειξη της ικανής και αναγκαίας σvυνθήκης του γενικευμένου προβλήματος της επανατοποθέτησvης

πόλων.
Να σvημειώσvουμε ότι, δεν υποθέτουμε ότι |TG (s) 6= 0|, ούτε ότι η G = T−1

G UG, αν υπάρχει, είναι
αυσvτηρώς κανονική. Ακόμη, δεν υποθέτουμε ότι |TK (s) 6= 0|, oύτε ότι ο K = T−1

K UK , αν υπάρχει, είναι
κανονικός, ούτε ότι οι πίνακες TK , UK είναι σvχετικά αρισvτεροί πρώτοι κι ακόμη |TC (s) 6= 0|.

Θεώρημα 3.3.1 [28] Αν οι πίνακες TG, UG είναι σvχετικά αρισvτεροί πρώτοι, τότε ο TC έχει το πολύ
l μη μοναδιαία αναλλοίωτα πολυώνυμα.

Απόδειξη

Τα μη μοναδιαία αναλλοίωτα πολυώνυμα του TC , είναι οι μη μοναδιαίες είσvοδοι σvτη Smith μορφή του
παρακάτω (m+ l)× (m+ l) πίνακα [

TG UG
−UK TK

]
Eπειδή, οι TG, UG είναι σvχετικά αρισvτεροί πρώτοι, ο μέγισvτος κοινός διαρέτης των m ×m όρων της

σvχέσvης (80) ισvούται με τη μονάδα. ΄Αρα αποδείξαμε το ζητούμενο.N

Πριν προχωρήσvουμε σvτο επόμενο θεώρημα ας σvημειώσvουμε ότι, ένας εναλλακτικός πίνακας σvυσvτήματος
[9] από τον οποίον προκύπτει η G μπορεί να είναι ο

I 0
... 0

0 T̃G (s)
... I

· · · · · · · · · · · ·

0 −VG (s)
... 0

 (81)

όπου T̃G (s) , VG (s) σvχετικά δεξιά πρώτοι πίνακες.
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Θεώρημα 3.3.2 [28] ΄Εσvτω G = T−1
G UG = VGT̃

−1
G , όπου TG, UG σvχετικά αρισvτερά πρώτοι και

T̃G, VG σvχετικά δεξιά πρώτοι. Τότε η Smith μορφή S1 του πίνακα της σvχέσvης (80) είναι η[
Im 0
0 S2

]
όπου S2 είναι η Smith μορφή του TK T̃G + UKVG.

Απόδειξη

Οι πίνακες σvυσvτήματος

PG (s) =


I 0

... 0

0 TG (s)
... UG (s)

· · · · · · · · · · · ·

0 −I
... 0


και

PG (s) =


I 0

... 0

0 T̃G (s)
... I

· · · · · · · · · · · ·

0 −VG (s)
... 0


είναι και οι δυο ελάχισvτης τάξης και προκύπτει η ίδια σvυνάρτησvη μεταφοράς G. ΄Αρα μπορούμε να

ισvχυρισvτούμε από την αυσvτηρή ισvοδυναμία σvυσvτημάτων [9] ότι [10]

PC′′ (s) =



I 0 0 0 0 0 0
... 0

0 T̃G 0 0 0 0 0
... 0

0 0 TK 0 UK 0 0
... 0

0 −VG 0 0 0 I 0
... 0

0 0 −I 0 0 0 I
... 0

0 0 0 −I 0 0 I
... I

0 0 0 0 −I −I 0
... 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 0 0 −I 0
... 0



(82)

Aς παρατηρήσvουμε ότι ο PC′′ (s) και ο PC′ (s) (που ορίσvτηκε σvτην αρχή του κεφαλαίου) δεν είναι
πίνακες σvυσvτήματος, αν |TC (s)| ≡ 0. Από την ισvοδυναμία πινάκων, ο PC” (s) μπορεί να γραφεί ως

PC′′′ =


I 0

... 0

0 TK T̃G + UKVG
... TK

· · · · · · · · · · · ·

0 −VG
...

 =

[
TC′′′ UC′′′

−VC′′′ 0

]
(83)
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΄Ετσvι αν ο PC′ (s) είναι ισvοδύναμος με τον PC (s) σvτη σvχέσvη (67), το ίδιο θα ισvχύει και για τον
PC′′′ (s). ΄Ετσvι από τις ιδιότητες της ισvοδυναμίας, ο TC σvτην (68) θα έχει την ίδια Smith μορφή με τον
TC′′′ σvτην (83). Κι έτσvι αποδεικνύεται το θεώρημα.N

Στη σvυνέχεια, ας υποθέσvουμε ότι οι δείκτες ελεγξιμότητας λGi της G διατάσvσvονται ως εξής [15]
λG1 ≥ . . . ≥ λGl. ΄Ομοια, οι δείκτες παρατηρησvιμότητας του K μπορούν να διαταχθούν αντίσvτοιχα ως
µK1 ≥ . . . ≥ µKl. ΄Ετσvι, έχουμε την αναγκαία σvυνθήκη για τους βαθμούς δ (φi) των πολυωνύμων της
σvχέσvης (69).

Θεώρημα 3.3.3 (Αναγκαία Συνθήκη) [28] ΄Εσvτω η G = T−1
G UG,m× l αυσvτηρά κανονική με

TG, UG σvχετικά αρισvτερά πρώτοι, και K = T−1
K UK κανονικός. ΄Εσvτω ακόμη, η Smith μορφή του πίνακα

TC της σvχέσvης (68) να είναι η (69). Τότε οι βαθμοί δ (φi) των φi ικανοποιούν την αναγκαία σvυνθήκη,
γνωσvτή ως σvυνθήκη των Rosenbrock και Ηayton,

k∑
i=1

δ (φi) ≥ max

(
k∑
i=1

(λGi + µK,l+1−i) ,

k∑
i=1

(λG,l+1−i + µKi)

)
, k = 1, 2, . . . , l (84)

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l, αν και μόνο αν TK , UK είναι σvχετικά αρισvτερά πρώτοι.

Απόδειξη

΄Εσvτω G = VGT̃
−1
G , όπου VG, T̃G σvχετικά δεξιά πρώτοι και οι βαθμοί των σvτηλών του

[
−VG
T̃G

]
είναι

οι λG1 ≥ . . . ≥ λGl[9]. Από το Θεώρημα 3.3.2, τα μη μοναδιαία αναλλοίωτα πολυώνυμα φi του TC είναι
αυτά του πίνακα

Φ =
(
−UK TK

) [ −VG
T̃G

]
(85)

Από το Λήμμα 3.2.2, έχουμε ότι

lims→∞

[
−VG
T̃G

]
diag

(
s−λGi

)
=

[
0

HG2

]
(86)

όπου HG2 ομαλός πίνακας. Ακόμη από το Λήμμα 3.2.3, μπορούμε να βρούμε αντισvτρέψιμο πίνακα
M (s) και α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥ αl ≥ 0, τέτοια ώσvτε

lims→∞diag
(
s−αι

)
M
(
−UK TK

)
= HK =

(
HK1 HK2

)
(87)

όπου ο HK έχει τάξη l, και από το Λήμμα 3.2.2, ο HK2 είναι ομαλός. Τότε από τις σvχέσvεις (85-87)
έχουμε,

lims→∞diag
(
s−αι

)
MΦdiag

(
s−λGi

)
= HK2HG2 (88)

΄Ετσvι με τη βοήθεια του Λήμματος 3.2.1, παρόλο που μερικοί από τους p × p όρους σvτο δεξιό κάτω
μέρος του HK2HG2, μπορεί να είναι μηδέν, σvτις τελευταίες p σvτήλες του HK2HG2 θα υπάρχει τουλάχισvτον

ένας μη μηδενικός όρος, που o μέγισvτος βαθμός σvτο MΦ θα είναι

α1 + α2 + . . .+ αp + λG,l−p+1 + λG,l−p+2 + . . .+ λGl

το οποίο έιναι ένα άνω όριο για το βαθμό του μέγισvτου κοινού διαιρέτη φl, φl−1, . . . , φl−p+1 των p×p
του MΦ.
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Δηλαδή, όπως είδαμε, θα ισvχύει

k∑
i=1

δ (φi) ≥
k∑
i=1

(λGi + αl+1−i) , k = 1, 2, . . . , l (89)

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l.
Λαμβάνοντας υπόψη τις τελυταίες p γραμμές του MΦ, έχουμε όμοια

k∑
i=1

δ (φi) ≥
k∑
i=1

(λG,l+1−i + αi) , k = 1, 2, . . . , l (90)

Μένει, δηλαδή, να αποδείξουμε ότι µKi = αi.
Aν οι UK , TK δεν ήταν σvχετικά αρισvτερά πρώτοι, τότε θα υπήρχε κάποιο s0 για το οποίο ο[

−M (s0)UK (s0) M (s0)TK (s0)
]

= R (s0) (91)

θα είχε τάξη μικρότερη από l. Θα βρίσvκαμε τότε γi ∈ R τέτοιο ώσvτε οι γραμμές ri του R (s0) να
ικανοποιούν τη σvχέσvη

rk =

l∑
i=1,i6=k

γiri

όπου αk ≥ αi για όλα τα i με μηδενικά γi σvτο παραπάνω άθροισvμα. Τότε αν αφαιρέσvουμε κατάλληλα
πολλαπλάσvια των γi των i γραμμών του R (s0) από τη γραμμή k, προκύπτει μια γραμμή βαθμού αk , η οποία
διαιρείται από έναν γραμμικό παράγοντα. Διαιρώντας τη γραμμή k με αυτόν τον παράγοντα, μειώνουμε το
μέγισvτο βαθμό οποιούδηποτε lxl όρου κατά την ίδια ποσvότητα με αυτή που μείωσvαμε και το άθροισvμα των
βαθμών των γραμμών. ΄Οταν τελειώσvει η διαδικασvία αυτή [16], θα έχει δημιουργηθεί μια ελάχισvτη βάσvη
και οι βαθμοί των γραμμών θα είναι οι δείκτες ελεγξιμότητας µKi του K. Επειδή οι βαθμοί των γραμμών
αυξάνονται με τη διαδικασvία αυτή, και αν µK1 ≥ . . . ≥ µKl έχουμε ότι

µKi ≤ αi, i = 1, 2, . . . , l

με την ισvότητα να ισvχύει όταν οι UK , TK είναι σvχετικά αρισvτερά πρώτοι. ΄Αρα έχουμε από τις (89),
(90) ότι

k∑
i=1

δ (φi) ≥ max

(
k∑
i=1

(λGi + µK,l+1−i) ,

k∑
i=1

(λG,l+1−i + µKi)

)
, k = 1, 2, . . . , l

και αποδείξαμε έτσvι την αναγκαία σvυνθήκη της σvχέσvης (84).N

Στη σvυνέχεια παραθέτουμε κάποια άλλα σvυμπεράσvματα, χρήσvιμα για την απόδειξη της ικανής σvυνθήκης
του προβλήματος.
Αν Q είναι οποιοσvδήποτε ρητός πίνακας τότε ισvχύει ότι

Q = Q1 +Q2 (92)

όπου Q1 είναι ένας πολυωνυμικός πίνακας και Q2 αυσvτηρά κανονικός. Τότε ο τελεσvτής της προβολής
μπορεί να ορισvθεί ως

ΠQ = Q2 (93)
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Επίσvης, αν I είναι ο τελεσvτής της ταυτότητας, τότε

(I −Π)Q = Q1 (94)

Θεώρημα 3.3.4 [28] ΄Εσvτω G = VGT̃
−1
G ,m × l, όπου VG, T̃G σvχετικά δεξιά πρώτοι, και έσvτω Φ

ένας l × l πολυωνυμικός πίνακας. Τότε υπάρχουν πολυωνυμικοί πίνακες TK , UK τέτοιοι ώσvτε

UKVG + TK T̃G = Φ (95)

Aπόδειξη

΄Εχουμε ότι G = T−1
G UG,m× l, με TG, UG σvχετικά αρισvτερά πρώτοι. Τότε υπάρχουν [9] πολυωνυμικοί

πίνακες X,Y τέτοιοι ώσvτε ∣∣∣∣ TG UG
X Y

∣∣∣∣ = 1 (96)

Aκόμη (
TG UG

) [ −VG
T̃G

]
= TG

(
Im G

) [ −G
Il

]
T̃G = 0 (97)

τέτοιοι ώσvτε [
TG UG
X Y

] [
−VG
T̃G

]
=

[
0
M

]
(98)

όπου Μ πολυωνυμικός πίνακας. Από τη σvχέσvη (96), ο πρώτος πίνακας σvτη σvχέσvη (98) είναι αντι-
σvτρέψιμος, κι επειδή VG, T̃G σvχετικά πρώτοι [9], ο δεύτερος πίνακας της σvχέσvης (98), έχει τάξη l για όλα
τα s. Συνεπώς, ο πίνακας M δεν χάνει τάξη και είναι αντισvτρέψιμος. ΄Αρα από τη σvχέσvη (98) προκύπτει
ότι,

−XVG + Y T̃G = M

⇒ −M−1XVG +M−1Y T̃G = I

⇒ −ΦM−1XVG + ΦM−1Y T̃G = Φ

Oπότε αν (
−UK TK

)
=
(

ΦM−1X ΦM−1Y
)

(99)

αποδεικνύουμε το ζητούμενο του θεωρήματος το οποίο ικανοποιεί τη σvχέσvη (95).N

Ας δούμε το επόμενο σvυμπέρασvμα το οποίο είναι πιο χρήσvιμο, όταν θέλουμε να επιλέξουμε κατάλληλο
K = T−1

K UK , από το παραπάνω θεώρημα.

Συμπέρασvμα 3.3.1 [28] Επιλέγουμε TK , UK τέτοια ώσvτε ο UKT
−1
G να είναι αυσvτηρά κανονικός.

Απόδειξη

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισvμό της προβολής Π όπως φαίνεται σvτη σvχέσvη (93) έχουμε,[
Π
(
ΦM−1XT−1

G

)]
TG = ΦM−1X −

[
(I −Π)

(
ΦM−1XT−1

G

)]
TG (100)

= ΦM−1X −QTG
όπου Q πολυωνυμικός πίνακας. Τότε[

I 0
−Q I

] [
TG UG

ΦM−1X ΦM−1Y

] [
−VG
T̃G

]
=

[
0
Φ

]
(101)
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άρα η επιλογή (
−UK TK

)
=
(

ΦM−1X −QTG ΦM−1Y −QUG
)

(102)

ικανοποιεί το σvυμπέρασvμα, αφού

−
(
−QTG + ΦM−1X

)
VG +

(
ΦM−1Y −QUGT

)
T̃G = Φ

N.

Στο επόμενο θεώρημα θα δώσvουμε μια ικανή και αναγκαία σvυνθήκη έτσvι ώσvτε ο K = T−1
K UK να

υπάρχει και να είναι κανονικός.

Θεώρημα 3.3.5 [28] ΄Εσvτω G = VGT̃
−1
G ,m× l, όπου VG, T̃G σvχετικά δεξιά πρώτα, και έσvτω Φ ένας

ομαλός l × l πολυωνυμικός πίνακας. Ορίζουμε nG = δ
(∣∣∣T̃G∣∣∣) και p = δ (|Φ|) − nG και έσvτω TK , UK

πολυωνυμικοί πίνακες που ικανοποιούν τη σvχέσvη

UKVG + TK T̃G = Φ

Τότε το K = T−1
K UK υπάρχει και είναι κανονικός αν και μόνο αν ο μέγισvτος βαθμός οποιουδήποτε

l × l όρου του
(
−UK TK

)
είναι p.

Aπόδειξη

Χωρίς περιορισvμό της γενικότητας, επιλέγουμε VG, T̃G τέτοια ώσvτε οι βαθμοί των σvτηλών του πίνακα[
−VG
T̃G

]
να είναι οι λG1 ≥ . . . ≥ λGl.

Ακόμη επιλέγουμε M,ai όπως σvτη σvχέσvη (87).
Τότε από τη σvχέσvη

UKVG + TK T̃G = Φ

αν χρησvιμοποιήσvουμε την (86), έχουμε ότι

lims→∞diag
(
s−ai

)
M
(
UK TK

)
= lims→∞diag

(
s−ai

)
MΦdiag

(
s−λGi

)
H−1
G2 (103)

όπου το πρώτο όριο υπάρχει λόγω του ορισvμού των M,ai, οπότε θα υπάρχει και το δεύτερο.

Αφού
∑l
i=1 λGi = nG, βρίσvκουμε παίρνοντας την ορίζουσvα του δεξιού μέρους της (103), ότι ο πίνακας

είναι ομαλός αν και μόνο αν p =
∑l
i=1 ai. ΄Ετσvι από το Λήμμα 3.2.2 έχουμε το ζητούμενο.N

Ας σvυνεχίσvουμε με δυο σvυμπεράσvματα ακόμη.

Συμπέρασvμα 3.3.2 [28] ΄Εσvτω G,VG, T̃G,Φ, p, TK , UK για τα οποία ισvχύουν ακριβώς τα ίδια με

το παραπάνω θεώρημα και με VG, T̃G τέτοια ώσvτε οι βαθμοί των σvτηλών του πίνακα

[
−VG
T̃G

]
να είναι

οι λG1 ≥ . . . ≥ λGl. Τότε ο K = T−1
K UK υπάρχει και είναι κανονικός αν και μόνο αν υπάρχει ένας

αντισvτρέψιμος πίνακας M (s) και δείκτες ai, οι οποίοι ικανοποιούν τη σvχέσvη p =
∑l
i=1 ai, τέτοιοι ώσvτε

το ακόλουθο όριο να υπάρχει

lims→∞diag
(
s−ai

)
M
[
−UK Φdiags

(
s−λGi

) ]
(104)

Απόδειξη
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Αν το παραπάνω όριο υπάρχει, τότε από την (95) χρησvιμοποιώντας την (86), έχουμε

lims→∞diag
(
s−ai

)
M
(
−UK TK

) [ 0
HG2

]
= lims→∞diag

(
s−ai

)
MΦdiags

(
s−λGi

)
(105)

κι επειδή p =
∑l
i=1 ai, ο πίνακας σvτα δεξιά της παραπάνω σvχέσvης είναι ομαλός. Δηλαδή ο

lims→∞diag
(
s−ai

)
MTK (106)

υπάρχει και είναι ομαλός, οπότε από το Λήμμα 3.2.2 και ο K = (MTK)
−1
MUK υπάρχει και είναι

κανονικός. Αντίσvτροφα, Αν ο Κ υπάρχει και είναι κανονικός, η ύπαρξη κατάλληλων M,ai προκύπτει από
το προηγούμενο θεώρημα.N

Συμπέρασvμα 3.3.3 [28] ΄Εσvτω πάλι τα G,VG, T̃G,Φ, p, TK , UK όπως παραπάνω. Τότε ο K =
T−1
K UK υπάρχει και είναι κανονικός αν και μόνο αν ο ρητός πίνακας

diag
(
sλGi

)
Φ−1UK (107)

είναι κανονικός.

Απόδειξη

Βρίσvκουμε M,ai όπως σvτο Λήμμα 3.2.3 τέτοια ώσvτε

lims→∞diag
(
s−ai

)
M
[
−UK Φdiags

(
s−λGi

) ]
= H =

(
H1 H2

)
(108)

όπου ο H δεν χάνει τάξη. Τότε από το Λήμμα 3.2.2, ο πίνακας σvτη σvχέσvη (107) είναι κανονικός αν
και μόνο αν ο H2 είναι ομαλός. ΄Ετσvι, παίρνοντας τις ορίζουσvες βρίσvκουμε ότι αυτό αληθεύει αν και μόνο

αν p =
∑l
i=1 ai. Οπότε το αποτέλεσvμα προκύπτει πλέον από το Συμπέρασvμα 3.3.2.N

Αξίζει να σvημειωθεί ότι, επιλέγουμε TK , UK έτσvι ώσvτε ο UK να έχει κάποιες ιδιότητες κάτι το οποίο
είναι δύσvκολο να ισvχυρισvτούμε και για τον TK , αφού σvτις σvχέσvεις (104), (107) χρειαζόμασvτε μόνο τα
UK ,Φ, G. Aκόμη, ο τρόπος που ορίσvτηκαν οι δείκτες ai σvτη σvχέσvη (106), αφήνει ανοιχτό το ενδεχόμενο
να υπάρχουν και αρνητικές τιμές.
Μπορούμε πλέον να αποδείξουμε και την ικανή σvυνθήκη, που επιλύει το πρόβλημά μας.

Θεώρημα 3.3.6 (Ικανή Συνθήκη) [28] ΄Εσvτω G = T−1
G UG,m × l ένας αυσvτηρώς κανονικός

ρητός πίνακας με l ≤ m και δείκτες ελεγξιμότητας τους λG1 ≥ . . . ≥ λGl και παρατηρησvιμότητας τους
µG1 ≥ . . . ≥ µGm. Aκόμη οι TG, UG σvχετικά αρισvτεροί πρώτοι και έσvτω φi να είναι κανονικοποιημένα
πολυώνυμα που έχουν την εξής ιδιότητα, το φi να διαιρεί το φi−1, ι = 1, 2, . . . , l.
Τότε μια ικανή σvυνθήκη για την ύπαρξη κανονικού l ×m ρητού πίνακα K = T−1

K UK , τέτοια ώσvτε η
Smith μορφή του πίνακα TC που θα προκύψει σvτη σvχέσvη (68) να είναι η (69), είναι η παρακάτω :

k∑
i=1

δ (φi) ≥
k∑
i=1

(λGi + µG1 − 1) , k = 1, 2, . . . , l (109)

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l.
H σvυνθήκη αυτή είναι γνωσvτή, ως σvυνθήκη των Rosenbrock και Hayton.

Aπόδειξη
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Χωρίς περιορισvμό της γενικότητας, επιλέγουμε TG, UG τέτοια ώσvτε η i γραμμή του πίνακα
(
TG UG

)
να έχει βαθμό µGi. Aκόμη, ισvχύει ότι G = VGT̃

−1
G , όπου VG, T̃G σvχετικά δεξιά πρώτοι και η i σvτήλη του

πίνακα

[
−VG
T̃G

]
έχει βαθμό λGi. ΄Οπως σvτο Λήμμα 3.2.1, κατασvκευάζουμε έναν ομαλό l× l πολυωνυμικό

πίνακα Φ, οποίος έχει Smith μορφή την (70) και ικανοποιεί την (71) με αi = µG1 − 1, βi = λGi, κάτι το
οποίο μπορεί να σvυμβαίνει αν παρατηρήσvουμε την (109). Επιλέγουμε,

(
−UK TK

)
όπως σvτην (102),

κι επειδή η Π
(
ΦM−1XT−1

G

)
είναι αυσvτηρά κανονική, η εξίσvωσvη (100) δείχνει ότι κάθε σvτοιχείο του UK

έχει βαθμό μικρότερο από το µG1. ΄Αρα το όριο, κι από τη κατασvκευή του πίνακα Φ,

lims→∞diag
[
s−(µG1−1)

] [
−UK Φdiag

(
s−λGi

) ]
(110)

υπάρχει. ΄Ετσvι, από το Θεώρημα 3.3.5, το Συμπέρασvμα 3.3.2, ο K = T−1
K UK υπάρχει και είναι

κανονικός και από το Θεώρημα 3.3.2 έχουμε το ζητούμενο.N

Ας κάνουμε κάποιες παρατηρήσvεις.
Πρώτον, αν αντισvτραφούν οι ρόλοι των λGi, µGi, λKi, µKi τότε θα έχουμε αντίσvτοιχο αποτέλεσvμα

σvτην ικανή και αναγκαία σvυνθήκη.
Για παράδειγμα, αν αντί για τον πίνακα

I 0 0 0
0 TG UG UG
0 −UK TK 0
0 −I 0 0


είχαμε θεωρήσvει το πίνακα 

I 0 0 0

0 T̃G VK I

0 −VG T̃K 0
0 −VG 0 0


θα είχαμε ανάλογο αποτέλεσvμα σvτο Θεώρημα 3.3.6, με το l να έχει αντικατασvταθεί από το m, τα λGi

από τα µGi και το µG1 από το λG1.
Μια δεύτερη παρατήρησvη είναι ότι η σvχέσvη (166), μπορεί να μην είναι η καλύτερη ικανή σvυνθήκη, διότι

προκύπτει από σvυγκεκριμένη επιλογή των TK , UK και δίνει nK = δ (|TK |) =
∑l
i=1 (µG1 − 1) . Κάποια

άλλη επιλογή μπορεί να δίνει μικρότερο nK .

3.4 Εναλλακτική Προσvέγγισvη του Προβλήματος

Στo υποκεφάλαιο αυτό, θα δείξουμε μια πιο αυσvτηρή αναγκαία σvυνθήκη για την επίλυσvη του προβ-
λήματος που ορίσvαμε παραπάνω, καθώς επίσvης και θα δώσvουμε μια εναλλακτική απόδειξη για την ικανή
σvυνθήκη η οποία έχει μια πιο κατασvκευασvτική μορφή σvε σvχέσvη με τη προηγούμενη και βασvίζεται σvτον

αλγόριθμο της ευκλείδειας διαίρεσvης για τους πολυωνυμικούς πίνακες καθώς επίσvης και σvτην επίλυσvη

διοφαντικής εξίσvωσvης.
Θα ξεκινήσvουμε δίνοντας κάποιους βοηθητικούς ορισvμούς [31].

3.4.1 Βοηθητικοί Ορισvμοί
΄Εσvτω Q (s) ένας m× l πολυωνυμικός πίνακας.
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Θα σvυμβολίζουμε ως βαθμό της γραμμής i (της σvτήλης j) την ποσvότητα degriQ (degcjQ) και ως κύριο
πίνακα σvυντελεσvτή των γραμμών (σvτηλών) του Q, τον πίνακα QrL (QcL).
΄Ετσvι θα λέμε ότι ο Q είναι κανονικός κατά γραμμές (row reduced) αν rankQrL = m. ΄Ομοια,

ο Q είναι κανονικός κατά σvτήλες (column reduced) όταν rankQcL = l. Να σvημειώσvουμε ότι
η διαφορά σvε αυτόν τον ορισvμό σvε σvχέσvη με τον Ορισvμό 1.5 που δώσvαμε σvτο πρώτο κεφάλαιο, είναι ότι
αναφέρεται σvε ρητούς πίνακες γενικότερα, και όχι απαραίτητα σvε πολυωνυμικούς.

Tέλος, θα λέμε ότι ο Q είναι κανονικοποιημένος ως προς τις γραμμές (σvτήλες) (row
(column) monic) του, αν είναι τετράγωνος και QrL ( QcL ) είναι ο πίνακας ταυτότητα.

3.4.2 Ικανή και Αναγκαία Συνθήκη [31]
΄Εσvτω λοιπόν, ότι θεωρούμε το γνωσvτό κλεισvτό σvύσvτημα, δηλαδή

G (s) = T−1
G UG = VGT̃

−1
G

όπου TG, UG σvχετικά αρισvτερά πρώτοι, διάσvτασvης m×m,m× l αντίσvτοιχα, ενώ T̃G, VG σvχετικά δεξιά
πρώτοι, διάσvτασvης m× l, l × l αντίσvτοιχα. Ακόμη, μπορούμε να πάρουμε τον TG κανονικό κατά γραμμές
και τον T̃G κατά σvτήλες, αντίσvτοιχα.
Επίσvης, έσvτω K (s) τέτοιος ώσvτε

K (s) = T−1
K UK = VK T̃

−1
K

όπου TK , UK πίνακες διάσvτασvης l × l, l ×m αντίσvτοιχα, όχι απαραίτητα σvχετικά αρισvτερά πρώτοι και
T̃K , VK , πίνακες διάσvτασvης l ×m,m×m, όχι απαραίτητα σvχετικά δεξιά πρώτοι.
Ας δούμε τότε, λοιπόν, την καινούρια αναγκαία σvυνθήκη, που προτείνεται, για τους βαθμούς των

αναλλοίωτων πολυωνύμων του σvυσvτήματος.

Θεώρημα 3.4.2.1 (Νέα Αναγκαία Συνθήκη) ΄Εσvτω το κλεισvτό σvύσvτημα με την παραπάνω
αυσvτηρώς κανονική σvυνάρτησvη μεταφοράς, καθώς επίσvης και τον ελεγκτήK. Το σvύσvτημα έχει αναλλοίωτα
πολυώνυμα φ1, φ2, . . . , φl με το φi να διαιρεί το φi−1, i = 1, 2, . . . , l. Tότε θα ισvχύει

k∑
i=1

degφi ≥ max
1≤j≤

 m
k

S
k
j , k = 1, 2, . . . , l (111)

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l, όπου

Skj =

k∑
a=1

λGja + µKl−ja+1, j1 6= j2 6= . . . 6= jk

με λG1 ≥ λG2 ≥ . . . ≥ λGl οι δείκτες ελεγξιμότητας της σvυνάρτησvης μεταφοράς και µK1 ≥ µK2 ≥
. . . ≥ µKm οι δείκτες παρατηρησvιμότητας του ελεγκτή.

Απόδειξη

΄Εσvτω G (s) = VGT̃
−1
G με T̃G να είναι κανονικός κατά σvτήλες. Τότε

degcj T̃G > degcjVG, j = 1, 2, . . . , l (112)

και έσvτω για τις σvτήλες να ισvχύει ότι degcj T̃G = λj . Ακόμη, έσvτω K (s) = T−1
K UK με TK να είναι

κανονικός κατά γραμμές. Τότε

degriTK ≥ degriUK , i = 1, 2, . . . , l (113)
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και έσvτω για τις γραμμές του να ισvχύει ότι degriP = µKl−i+1
.

Tότε, από το προηγούμενο Θεώρημα 3.3.4, τα αναλλοίωτα πολυώνυμα φi του κλεισvτού σvυσvτήματος
είναι αυτά του παρακάτω πίνακα

Φ (s) = TK (s) T̃G (s) + UK (s)VG (s)

Oρίζουμε

Φ1 (s) := [TK (s)UK (s)] ,Φ2 (s) :=

[
T̃G
VG

]
Aπό τις σvχέσvεις (112),(113) προκύπτει ότι ο Φ1 είναι κανονικός κατά γραμμές, οι οποίες έχουν βαθμό

µKi, κι αντίσvτοιχα ο Φ2 είναι κανονικός κατά σvτήλες, που έχουν βαθμό τα λGi. Aκόμη, o Φ1rLΦ2cL =
TKrLT̃GcL είναι ομαλός.
Τότε από λήμμα [31], υπάρχουν αντισvτρέψιμοι πίνακες U1 (s) , U2 (s) τέτοιοι ώσvτε o U1ΦU2 να είναι

κανονικοποιημένος ως προς τις γραμμές και τις σvτήλες του με βαθμό γi = λGi + µKl−i+1, i = 1, 2, . . . .l.
΄Ετσvι, τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του U1ΦU2 ταυτίζονται με αυτά του Φ.
Για να βρούμε μια σvχέσvη μεταξύ των βαθμών των φi, γi θα πρέπει τα γi να διαταχθούν.
Ας θεωρήσvουμε, λοιπόν, τους σvυνδυασvμούς των ακεραίων από το σvύνολο (γ1, . . . , γl) παίρνοντας k τη

φορά με k = 1, 2, . . . , l. Υπάρχουν

(
l
k

)
τέτοιοι σvυνδυασvμοί, κι ας σvυμβολίσvουμε με Skj το άθροισvμα

των ακεραίων που εμφανίζεται σvτον j-οσvτό k σvυνδυασvμό. Τότε ο U1ΦU2 έχει k × k όρο, ο οποίος έχει

βαθμό ίσvο με το minSkj , 1 ≤ j ≤
(

l
k

)
. Συνεπώς, ο μέγισvτος κοινός διαιρέτης των φl, φl−1, . . . , φl−k+1

όλων των k × k όρων δεν μπορεί να έχει βαθμό μεγαλύτερο από τον

l∑
i=l−k+1

degφi ≤ min
1≤j≤

 l
k

S
k
j

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l. ΄Ετσvι, αλλάζοντας τις ανισvότητες προκύπτει το ζητούμενο.N

Παρατηρούμε ότι, η νέα αναγκαία σvυνθήκη είναι πιο �αυσvτηρή� από αυτή των Rosenbrock και Hayton,
που ορίσvτηκε σvε προηγούμενη υποκεφάλαιο. Αυτό φαίνεται από το γεγονός ότι

k∑
i=1

degφi ≥ max
1≤j≤

(
l
k

)Skj ≥ max
(

k∑
i=1

(λGi + µK,l+1−i) ,

k∑
i=1

(λG,l+1−i + µKi)

)
, k = 1, 2, . . . , l

Για να γίνει καλύτερα αντιληπτό ας δούμε και το εξής παράδειγμα.

3.4.2.1 Παράδειγμα
Αν έχουμε τους εξής δείκτες ελεγξιμότητας λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 0 αλλά και τους δείκτες παρατηρησvιμότη-

τας µ1 = 2, µ2 = 2, µ3 = 1, τότε η αναγκαία σvυνθήκη των Rosenbrock και Hayton δίνει για τους βαθμούς
των αναλλοίωτων πολυωνύμων ότι

degφ1 ≥ 2, degφ1φ2 ≥ 5, degφ1φ2φ3 ≥ 7

ενώ από τη νέα αναγκαία σvυνθήκη προκύπτει ότι

degφ1 ≥ 3, degφ1φ2 ≥ 5, degφ1φ2φ3 = 7
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παρατηρώντας έτσvι ότι η νέα σvυνθήκη είναι καλύτερη.

Θεώρημα 3.4.2.2 (Ικανή Συνθήκη) [31] ΄Εσvτω λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λl oι δείκτες ελεγξιμότητας
και µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µm oι δείκτες παρατηρησvιμότητας μιας αυσvτηρώς κανονικής σvυνάρτησvης μεταφοράς.
Ακόμη έσvτω φ1, φ2, . . . , φl πολυώνυμα κανονικοποιημένα, με το φi να διαιρεί το φi−1, i = 1, 2, . . . , l. Tότε
ένας κανονικός ελεγκτής K, o oποίος κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος ίσvα με
τα φi, υπάρχει αν

k∑
i=1

degφi ≥
k∑
i=1

(λi + µ1 − 1) , k = 1, 2, . . . , l

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l.

Aπόδειξη

Κατασvκευάζουμε έναν l × l πίνακα

Φ (s) = diag (φ1, φ2, . . . , φl)

και χρησvιμοποιώντας Λήμμα 3.2.1, τροποποιούμε τον Φ, κάνοντας πράξεις σvτις γραμμές και τις σvτήλες
του με αντισvτρέψιμους πίνακες, σvε έναν πίνακα Φ′ ο οποίος είναι κανονικοποιημένος και ως προς τις
γραμμές αλλά και τις σvτήλες του, και ακόμη ισvχύει

degriΦ
′ = degciΦ

′ = λi + µ1 − 1, i = 1, 2, . . . , l

Aν G (s) = T−1
G UG = VGT̃

−1
G με TG κανονικό κατά γραμμές και τον T̃G κανονικό κατά σvτήλες, τότε

λi = degciT̃G, i = 1, 2, . . . , l

µi = degrjTG, j = 1, 2, . . . ,m

΄Εσvτω, τώρα, P ′, Q′ πολυωνυμικοί πίνακες, οι οποίοι ικανοποιούν την παρακάτω διοφαντική εξίσvωσvη

P ′ (s) T̃G (s) +Q′ (s)VG (s) = Φ′ (s) (114)

αφού οι VG, T̃G είναι σvχετικά δεξιά πρώτοι [26].
Kάνοντας την παρακάτω διαίρεσvη

Q′ (s) = R (s)TG (s) + UK (s)

παίρνουμε το μοναδικό πιλήκο TG και το μοναδικό υπόλοιπο UK το οποίο ικανοποιεί τη σvχέσvη

degUK ≤ µi − 1

αφού µi = degrjTG.
Τότε το ζεύγος (TK = P ′ +RVG, UK) ικανοποιεί τη σvχέσvη (114) κι ακόμη ο πίνακας T−1

K UK είναι

κανονικός ρητός πίνακας, διότι αν πάρουμε τον πρώτο όρο του Φ′, δηλαδή του TK T̃G +UKVG έχουμε ότι

µi − 1 = degri [TKUK ]

και

[TKUK ]ri =
[
V −1
GrL UKrL

]
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΄Ετσvι, ο TK είναι κανονικός κατά γραμμές και degriTK ≥ degriUK , i = 1, 2, ..., l και ο K = T−1
K UK

είναι ο ζητούμενος ελεγκτής.N

Ας δούμε λοιπόν τα βήματα της προηγούμενης απόδειξης σvυνοπτικά σvε έναν αλγόριθμο.

Αλγόριθμος

Βήμα 1 : Θεωρούμε G (s) = T−1
G UG = VGT̃

−1
G , τέτοια ώσvτε ο TG να είναι κανονικός κατά γραμμές

και ο T̃G κανονικός κατά σvτήλες.
Βήμα 2 : Από τον Φ (s) βρίσvκουμε τον κατάλληλο Φ′ (s) [28].
Βήμα 3 : Λύνουμε την εξίσvωσvη (114) και εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο της διαίρεσvης βρίσvκουμε τα

TK , UK
Βήμα 4 : Θέτουμε K = T−1

K UK .

Προφανώς, ο ελεγκτής K = T−1
K UK είναι ο ζητούμενος που λύνει το πρόβλημά μας.

3.4.3 Kώδικας
Στο υποκεφάλαιο αυτό, θα δείξουμε τον κώδικα, που έγινε σvτο περιβάλλον τουMatlab και σvτον οποίον

προγραμματίσvαμε τον αλγόριθμο που αποδείξαμε σvτο υποκεφάλαιο 3.4.2. Αυτός εμπεριέχεται σvτο αρχείο
(script) example4.m και είναι ο εξής :

l = input('dwse to l, opou l oi eisodoi');

m = input('dwse to m, opou m oi exodoi ');

% inputs : δίνονται οι πίνακες που θα χρειασvτούν

%TU,U,TV,V, F

for i=1:l

for j=1:m

tu=input(['dwse to ' int2str(i) ', ' int2str(j) ' stoixeio tou pinaka TU: '], 's');

TU(i,j)=sym(tu);

end

end

for i=1:l

for j=1:m

tv=input(['dwse to ' int2str(i) ', ' int2str(j) ' stoixeio tou pinaka TV: '], 's');

TV(i,j)=sym(tv);

end

end

for i=1:l

for j=1:m

v=input(['dwse to ' int2str(i) ', ' int2str(j) ' stoixeio tou pinaka V: '], 's');

V(i,j)=sym(v);

end

end

for i=1:l

for j=1:m

u=input(['dwse to ' int2str(i) ', ' int2str(j) ' stoixeio tou pinaka U: '], 's');

U(i,j)=sym(u);

end

end

for i=1:l
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for j=1:m

f=input(['dwse to ' int2str(i) ', ' int2str(j) ' stoixeio tou pinaka F: '], 's');

F(i,j)=sym(f);

end

end

% επίλυσvη διοφαντικής

[P,Q]=xaybc(TV,V,F);

% διαίρεσvη πινάκων

[QQ,RR]=quorem(Q,TU);

R=QQ*inv(TU);

R=simplify(R);

% υπολογισvμός Uk

Uk=Q-R*TU;

Uk=simplify(Uk);

% υπολογισvμός Tk

Tk=P+R*V;

Tk=simplify(Tk);

K=inv(Tk)*Uk;

K=simplify(K);

3.4.4 Παράδειγμα
Στη σvυνέχεια, ακολουθεί μια εφαρμογή σvτον αλγόριθμο εύρεσvης κανονικού σvυσvτήματος K = T−1

K UK
τον οποίον αποδείξαμε σvτο υποκεφάλαιο 3.4.2. Η υλοποίησvη του παραδείγματος έγινε με τη βοήθεια του
κώδικα που αναφέραμε προηγουμένως.
Ας θεωρήσvουμε το σvύσvτημα ελάχισvτης τάξης ϕ το οποίο έχει αυσvτηρώς κανονική σvυνάρτησvη μεταφοράς

την

G (s) =

[
1

(s+1)2
1

(s+1)(s+2)
1

(s+1)(s+2)
s+3

(s+2)2

]
∈ Rpr (s)

2x2

Ξέρουμε ότι υπάρχουν TG, UG σvχετικά αρισvτερά πρώτα και ˜TG,VG σvχετικά δεξιά πρώτα, με TG κανονικό
κατά γραμμές και T̃G κανονικό κατά σvτήλες, τέτοια ώσvτε

G (s) = T−1
G UG = VGT̃

−1
G

κι έσvτω

TG =

[
s3 + 4s2 + 4s+ 1 s+ 2
− (s+ 1) s+ 2

]
, UG =

[
s+ 2 s+ 2

0 1

]
και

T̃G =

[
0 s+ 1

(s+ 2)
2

(s+ 1) − (s+ 1)

]
, VG =

[
s+ 2 0

(s+ 3) (s+ 1) −1

]
Συμπεραίνουμε από τους βαθμούς των γραμμών του TG, ότι το σvύσvτημα έχει δείκτες ελεγξιμότητας

τους λG1 = 3, λG2 = 1. Αντίσvτοιχα από τους βαθμούς των σvτηλών του T̃G, το σvύσvτημα έχει δείκτες
παρατηρησvιμότητας τους µG1 = 3, µG2 = 1.
΄Εσvτω ακόμη, τα επιθυμητά κανονικοποιημένα πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος να είναι τα

φ1 (s) = (s+ 2)
2

(s+ 4)
2

(s+ 5)

φ2 (s) = (s+ 2)
2

(s+ 5)
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με το φ2 να διαιρεί το φ1 και τα οποία ικανοποιούν την ικανή σvυνθήκη των Rosenbrock και Ηayton, αφού

k∑
i=1

deg {φi (s)} ≥
k∑
i=1

(λGi + µG1 − 1) , k = 1, 2.

• Για k = 1, έχουμε
⇒ deg {φ1 (s)} ≥ (λG1 + µG1 − 1)

⇒ 5 ≥ (3 + 3− 1)⇒ 5 ≥ 5

• Για k = 2, έχουμε

⇒ deg {φ1 (s)}+ deg {φ2 (s)} ≥ (λG1 + µG1 − 1) + (λG2 + µG1 − 1)

⇒ 5 + 3 ≥ (3 + 3− 1) + (1 + 3− 1)

⇒ 8 ≥ 8

΄Ετσvι κατασvκευάζουμε πίνακα, από το Λήμμα 3.2.1,

Φ′ (s) = diag {φ1 (s) , φ2 (s)} ⇒

Φ′ (s) =

[
(s+ 2)

2
(s+ 4)

2
(s+ 5) 0

0 (s+ 2)
2

(s+ 5)

]
με τον Φ′ (s) να είναι κανονικοποιημένος κατά γραμμές και σvτήλες και ακόμη

degriΦ
′ = degciΦ

′ = λGi + µG1 − 1, i = 1, 2

Στη σvυνέχεια λύνουμε την παρακάτω διοφαντική εξίσvωσvη

P ′ (s) T̃G (s) +Q′ (s)VG (s) = Φ′ (s) .

από την οποία προκύπτει με την βοήθεια του προγράμματος, ότι

P ′ (s) =

[
s2 + 13s+ 22 s2 + 1.3s− 20
s2 + 8s+ 12 −1.5s− 5.5

]

Q′ (s) =

[
22s2 + 93s+ 110 11s2 + 53s+ 63
2.5s2 + 9.1s+ 6.5 1.5s2 + 4.4s+ 2.9

]
.

Oπότε κάνοντας τη διαίρεσvη
Q′ (s) = R (s)TG (s) + UK (s)

προκύπτει από τον προγραμματισvμό σvτο περιβάλλον του Matlab, ότι

R (s) =

 11s+31
(s+1)(s+2)2

(11s+31)(s2+3s+1)
(s+1)(s+2)2

−(10s2+87s+118)
10(s2+3s+2)2

15s4+74s3+141s2+187s+146
10(s2+3s+2)2


UK =

[
22s2 + 93s+ 110 11s2 + 42s+ 32
5
2s

2 + 58
5 s+ 131

10
3
2s

2 + 29
10s+ 3

2

]
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με degriUK ≤ µG1 − 1 = 3− 1 = 2, i = 1, 2.

Και άρα έχουμε

TK = P ′ +RVG ⇒

TK =

 12s5+126s4+488s3+868s2+717s+243
(s+1)(s+2)2

−(−10s5−63s4+165s3+1496s2+2588s+1110)
(s+1)(s+2)2

25s6+274s5+1212s4+2843s3+3770s2+2613s+682
10(s2+3s+2)2

−(15s5+160s4+599s3+1036s2+907s+366)
10(s2+3s+2)2

 .
Οπότε ο K = T−1

K UK είναι ένας κανονικός ρητός πίνακας με degriTK ≥ degriUK , i = 1, 2 κι έτσvι
κάνοντας τις απαραίτητες πράξεις έχουμε ότι

K (s) =


250s8 + 6285s7 + 56378s6 + 253286s5 + 652852s4

+1038135s3 + 1071908s2 + 724882s+ 257190
x(s)

150s8 + 3035s7 + 24637s+ 111112s5 + 305781s4

+527749s3 + 567568s2 + 356300s+ 100470
x(s)

10(250s8 + 3511s7 + 21966s6 + 82200s5 + 203304s4

+335330s3 + 347643s2 + 196908s+ 43187)
x(s)

10(95s+ 1646s7 + 12248s6 + 50729s5 + 127351s4

+197354s3 + 182628s2 + 90813s+ 18179)
x(s)



όπου x (s) = (250s8 + 4865s7 + 37032s6 + 143776s5 + 297689s4 + 291420s3 + 67139s2 − 25484s+ 33090).

Ακόμη παρατηρούμε ότι ισvχύει και η αναγκαία σvυνθήκη των Rosenbrock και Hayton αφού για τους
δείκτες ελεγξιμότητας λG1 = 3, λG2 = 1 και για τους δείκτες παρατηρησvιμότητας µK1 = 2, µK2 = 2, που
προέκυψαν από τους βαθμούς των γραμμών του πίνακα TK , έχουμε

k∑
i=1

degφi ≥ max

(
k∑
i=1

(λGi + µK,l+1−i) ,

k∑
i=1

(λG,l+1−i + µKi)

)
, k = 1, 2, 3

• Για k = 1, έχουμε
degφ1 ≥ max ((λG1 + µK2) , (λG2 + µK1))

⇒ 5 ≥ max (2 + 3, 3) = 5

• Για k = 2, έχουμε

degφ1 + degφ2 ≥ max ((λG1 + µK2 + λG2 + µK1) , (λG2 + µK1 + λG1 + µK2))

⇒ 8 ≥ max (5 + 3, 3 + 5) = 8

΄Ετσvι ο ελεγκτής K (s) είναι ο ζητούμενος, αφού ικανοποιεί τις ικανές και αναγκαίες σvυνθήκες του
προβλήματος.
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Κεφάλαιο 4

Ο Aλγόριθμος

Στο τελευταίο αυτό κεφάλαιο της εργασvίας, θα δούμε μια διαφορετική προσvέγγισvη της ικανής σvυνθήκης
η οποία μπορεί να εφαρμοσvτεί σvε περίπτωσvη που τα πολυώνυμα φi, i = 1, 2, ..., l δεν ικανοποιούν την
προηγούμενη ικανή σvυνθήκη που ορίσvτηκε παραπάνω από τους Rosenbrock και Ηayton. Στη σvυνέχεια θα
προτείνουμε και θα αποδείξουμε έναν αλγόριθμο, ο οποίος θα επιλύει το γενικό πρόβλημα και τέλος, αφού
τον προγραμματίσvουμε θα δούμε την εφαρμογή του σvε ένα παράδειγμα. Η διαφορετική αυτή προσvέγγισvη
του προβλήματος μπορεί να χρησvιμοποιηθεί και για την επανατοποθέτησvη πόλων με πολλαπλότητα.
Θα κάνουμε μια γρήγορη εισvαγωγή που θα αναφέρει έννοιες που έχουν ορισvτεί προηγουμένως αλλά

οι οποίες θα προσvαρμοσvτούν σvτη διαφορετική προσvέγγισvη του προβλήματος.

4.1 Εισvαγωγή

΄Εσvτω ότι έχουμε το γνωσvτό γραμμικό, χρονικά αναλλοίωτο, ελάχισvτο και αυσvτηρώς κανονικό σvύσvτημα
ϕ με τάξη nG, το οποίο έχει l εισvόδους και m εξόδους.
Τότε το σvύσvτημα έχει δείκτες ελεγξιμότητας τους

λG = λG1
≥ λG2

≥ . . . ≥ λGl (115)

και δείκτες παρατηρησvιμότητας τους

µG = µG1
≥ µG2

≥ . . . ≥ µGm (116)

΄Εσvτω ακόμη ότι ο πίνακας της σvυνάρτησvης μεταφοράς του σvυσvτήματος είναι

G (s) = T−1
G (s)UG (s) (117)

όπου TG, UG σvχετικά αρισvτερά πρώτοι και ο TG να είναι κανονικός κατά γραμμές. Tότε ο πίνακας
σvυσvτήματος, όπως είδαμε, του ϕ μπορεί να πάρει την παρακάτω μορφή [9] :

PG (s) =

 TG (s)
... UG (s)

· · · · · · · · ·

−I
... D

 (118)

Ας υποθέσvουμε ότι έχουμε τον πίνακα ενός σvυσvτήματος K το οποίο είναι κανονικό και παρατηρήσvιμο,
αλλά δεν είναι πάντα ελέγξιμο

PK (s) =

 TK (s)
... UK (s)

· · · · · · · · ·

−I
... D

 (119)

όπου ο TK είναι κανονικός κατά γραμμές.
Ορίζουμε

XK (s) = TK (s)
YK (s) = UK (s) + TK (s)D

(120)
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και υποθέτουμε ότι τα δυο σvυσvτήματα σvυνδέονται, όπως φαίνεται σvτο Σχήμα 2 παρακάτω. Οπότε
προκύπτει το παρακάτω κλεισvτό (closed-loop) σvύσvτημα H με πίνακα σvυσvτήματος τον

PH (s) =

 TH (s)
... UH (s)

· · · · · · · · ·

−VH (s)
... 0

 =


TG (s) UG (s)

... UG (s)

−YK (s) XK (s)
... 0

· · · · · · · · · · · ·

−I 0
... 0

 (121)

Σχήμα 4.1 : Ανάδρασvη Εξόδου

΄Εσvτω τώρα T̃G (s) , VG (s) δυο σvχετικά δεξιά πρώτοι πολυωνυμικοί πίνακες τέτοιοι ώσvτε

G (s) = VG (s) T̃−1
G (s) (122)

με τον T̃G να είναι κανονικός κατά σvτήλες.
΄Οπως είδαμε [20] τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του πίνακα TH (s) ισvούνται με τα αναλλοίωτα πολυώνυμα

του πίνακα

Φ (s) =
[
−YK (s) XK (s)

] [ −VG (s)
˜TG (s)

]
(123)

oπότε έχουμε πλέον το γενικό πρόβλημα της επανατοποθέτησvης πόλων όπως ορίσvτηκε παραπάνω.
Ας παρατηρήσvουμε ότι, αν ο βαθμός των πολυωνύμων φi (s) σvυμβολίζεται ως deg {φi (s)} τότε η τάξη

του ελεγκτή K που χρειάζεται για να επανατοποθετήσvει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα, μπορεί να ορισvθεί ως

nK =

q∑
i=1

deg {φi (s)} − nG (124)

Aποδείχθηκε [20] ότι για την ύπαρξη ελεγκτή K, που θα εφαρμοσvτεί σvτο σvύσvτημα με ανάδρασvη εξόδου
και θα επιλύει το πρόβλημα, υπάρχει η αναγκαία σvυνθήκη

q ≤ min {l,m}

καθώς επίσvης και η ικανή

k∑
i=1

deg {φi (s)} ≥
k∑
i=1

(λGi + µGi − 1) , k = 1, 2, . . . , l (125)
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με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l.
Στη σvυνέχεια θα παρουσvιάσvουμε μια τεχνική που εδραιώνει την νέα ικανή σvυνθήκη για την επίλυσvη

του προβλήματος, η οποία περιορίζει περισvσvότερο τα πολυώνυμα φi (s), μικραίνει επίσvης την τάξη του
σvυσvτήματος K, σvε σvχέσvη με αυτή που προτάθηκε παραπάνω, και διατηρεί την ελεγξιμότητα.

4.2 Ικανή Συνθήκη

Πριν παρουσvιάσvουμε την ικανή σvυνθήκη, θα αναφέρουμε κάποια χρήσvιμα σvυμπεράσvματα.
Χωρίς περιορισvμό της γενικότητας, θεωρούμε ότι l ≤ m, δηλαδή ότι οι είσvοδοι είναι λιγότερες από τις

εξόδους.
Ας δούμε τα παρακάτω λήμματα. [27]

Λήμμα 4.2.1 ΄Εσvτω τον l × l πολυωνυμικό πίνακα Φ (s) που έχει Smith μορφή την παρακάτω

S (s) = diag [φl (s) δ (s) , φl−1 (s) δ (s) , . . . , φ1 (s) δ (s)] (126)

όπου δ (s) ∈ R [s] ένα ανάγωγο πολυώνυμο με σvυντελεσvτές από το σvύνολο των πραγματικών αριθμών.
Ακόμη υποθέτουμε ότι το δ (s) δεν διαιρεί το φ1 (s), οπότε και κανένα φi (s). Tότε αν διαιρέσvουμε τις k
γραμμές του πίνακα Φ (s) με το δ (s), η Smith μορφή του πίνακα Φ̂ (s) που προκύπτει θα είναι

Ŝ (s) = diag [φl (s) , φl−1 (s) , . . . , φl−k+1 (s) , φl−k (s) δ (s) , . . . , φ1 (s) δ (s)] (127)

Aπόδειξη

Από τη Smith μορφή του πίνακα Φ (s) σvυμπεραίνουμε ότι κάθε σvτοιχείο του πίνακα διαιρείται από το
δ (s), καθώς επίσvης και ότι ο Φ̂ (s) είναι πολυωνυνικός πίνακας. ΄Ετσvι χωρίς περιορισvμό της γενικότητας,

διαιρούμε τις πρώτες k γραμμές του Φ (s). Θεωρούμε τους όρους Φ
i1,i2,...,ip
j1,j2,...,jp

και Φ̂
i1,i2,...,ip
j1,j2,...,jp

των πινάκων

Φ (s) και Φ̂ (s) αντίσvτοιχα, που αποτελούνται από τις i1, i2, . . . , ip γραμμές και τις j1, j2, . . . , jp σvτήλες.
Τότε

Φ
i1,i2,...,ip
j1,j2,...,jp

(s) = Φ̂
i1,i2,...,ip
j1,j2,...,jp

(s) [δ (s)]
ν

(128)

όπου το ν ≤ k. ΄Ετσvι όλοι οι παράγοντες, εκτός του δ (s), που εμπεριέχονται σvτο μέγισvτο κοινό
διαιρέτη των p × p όρων του πίνακα Φ (s), εμπεριέχονται αντίσvτοιχα και σvτο μέγισvτο κοινό διαιρέτη των
p× p όρων του πίνακα Φ̂ (s). ΄Ετσvι η Smith μορφή του πίνακα Φ̂ (s) γίνεται

Ŝ (s) = diag
[
φl (s) δ

νl (s) , φl−1 (s) δνl−1 (s) , . . . , φ1 (s) δν1 (s)
]

(129)

όπου νi μη αρνητικοί ακέραιοι τέτοιοι ώσvτε

ν1 ≥ ν2 ≥ . . . ≥ νl (130)

Eπειδή η ορίζουσvα του Φ̂ (s) είναι∣∣∣Φ̂ (s)
∣∣∣ = [δ (s)]

l−k |Φ (s)| = [δ (s)]
l−k

l∏
i=1

φi (s) (131)

με

l∑
i=1

νi = l − k (132)
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εξαιτίας των παραπάνω ανισvοτήτων έχουμε

νl−k+1 = νl−k+2 = . . . = νl = 0. (133)

Aκόμη αν θεωρήσvουμε τους (k + 1) × (k + 1) όρους του Φ̂ (s), επειδή κάθε ένας από αυτούς έχει
τουλάχισvτον μια γραμμή που διαιρείται από το δ (s), σvυμπεραίνουμε ότι ο μέγισvτος κοινός διαιρέτης θα
έχει το δ (s) σvαν παράγοντα οπότε

νl−k ≥ 1 (134)

και άρα από τις σvχέσvεις (130) και (132)

ν1 = ν2 = . . . = νl−k = 1 (135)

το οποίο αποδεικνύει το λήμμα.N

Λήμμα 4.2.2 ΄Εσvτω ο πίνακας

Qt (s) =

 Rt (s)
· · ·
Z (s)

 =

 T (s) U (s)
· · · · · ·
Y (s) X (s)

 (136)

για τον οποίο ισvχύουν τα παρακάτω :

1. O Rt (s) είναι μια t × (m+ l) , t < m ελάχισvτη βάσvη [16] που έχει μέγισvτο βαθμό γραμμών ίσvο με
DRt .

2. O πίνακας σvυντελεσvτής της μεγαλύτερης τάξης των γραμμών Rta του R
t (s) έχει μορφή

Rta =
[
Ta 0

]
(137)

με πίνακα Ta, t×m πλήρης τάξης.

3. Ο πίνακας Z (s) είναι ένας (l × (m+ l)) κανονικός κατά γραμμές πολυωνυμικός πίνακας τέτοιος
ώσvτε να υπάρχουν Y (s) , l × m, X (s) , l × l πολυωνυμικοί πίνακες και ο ελάχισvτος βαθμός των
γραμμών του Z (s) να ισvούται με d.

4. Ο πίνακας σvυντελεσvτής μεγαλύτερης τάξης των γραμμών Za του Z (s) έχει τη μορφή

Za =
[
Ya Xa

]
(138)

όπου Xa σvταθερός ομαλός πίνακας.

5. ΄Ολοι οι (m+ 1)× (m+ 1) όροι του πίνακα Qt (s) διαιρούνται από ένα ανάγωγο πολυώνυμο w (s) ∈
R [s], το οποίο έχει βαθμό μικρότερο ή ίσvο του d−DRt .

Tότε θέλουμε να δείξουμε ότι :

1. Υπάρχουν πολυωνυμικοί πίνακες A (s) , B (s) τέτοιοι ώσvτε σvτον πίνακα

Z̄ (s) = A (s)Rt (s) +B (s)Z (s) =
[
Ȳ (s) X̄ (s)

]
(139)

να διαιρούνται οι τελευταίες l −m+ t γραμμές του από το w (s) .
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2. Ο
[
X̄ (s)

]−1
Ȳ (s) είναι ένας κανονικός ρητός πίνακας.

3. Αν κατασvκευάσvουμε τον πολυωνυμικό πίνακα

Ẑ (s) =

[
Im−t 0

0 w (s) Il−m+t

]−1

Z̄ (s) =
[
Ŷ (s) X̂ (s)

]
(140)

τότε ο

[
X̂ (s)

]−1

Ŷ (s) είναι ένας κανονικός πίνακας.

4. Αν N (s) ένας αντισvτρέψιμος πίνακας τέτοιος ώσvτε ο

Z̃ (s) = N (s) Ẑ (s) (141)

να είναι ένας κανονικός κατά γραμμές πολυωνυμικός πίνακας, που έχει ελάχισvτο βαθμό γραμμών
ίσvο με d̃, τότε

d− d̃ ≤ deg {w (s)} (142)

Απόδειξη

1. Αφού ο πίνακας Rt (s) είναι ελάχισvτος, ο μέγισvτος κοινός διαιρέτης (ΜΚΔ) των t × t όρων του,
ισvούται με τη μονάδα. ΄Ετσvι βρίσvκουμε k διανύσvματα Zi1 (s) , . . . , Zik (s) του πίνακα Z (s) τέτοια
ώσvτε ο ΜΚΔ των (t+ k)× (t+ k) όρων του πίνακα

L (s) =


Rt (s)
· · ·

Zi1 (s)
...

Zik (s)

 (143)

να μη διαιρείται από το w (s), ενώ για κάθε i 6= i1, i2, . . . , ik ο ΜΚΔ των (t+ k + 1)× (t+ k + 1)
όρων να διαιρείται από το w (s). Χωρίς περιορισvμό της γενικότητας, θεωρούμε ότι i1 = 1, i2 =
2, . . . , ik = k. Aφού όλοι οι (m+ 1) × (m+ 1) όροι του πίνακα Qt (s) διαιρούνται από το w (s),
σvυμπεραίνουμε ότι k ≤ m− t. Είναι γνωσvτό [?] ότι υπάρχουν πολυώνυμα aig (s) , g = 1, 2, . . . , t και
bij (s) , j = 1, 2, . . . , k τέτοια ώσvτε

max {deg {aig (s)} , deg {bij (s)}} < deg {w (s)} (144)

και αν οι Rtg (s) , Zj (s) αναπαρισvτούν τις g-οσvτή και j-οσvτή γραμμές των πινάκων Rt (s) , Z (s)
αντίσvτοιχα, έχουμε ότι ο πίνακας

Z ′i (s) =

t∑
g=1

aig (s)Rtg (s) +

k∑
j=1

bij (s)Zj (s) + Zi (s) (145)

διαιρείται από το w (s)∀i = k + 1, k + 2, . . . , l. ΄Ετσvι κατασvκευάζουμε τον πίνακα Z̄ (s), όπως σvτη
σvυνέχεια. Αν Z̄i (s) δηλώνει την i-οσvτή γραμμή του Z̄ (s) έχουμε

Z̄i (s) = Zi (s) , i = 1, 2, . . . , k
Z̄i (s) = Z ′i (s) , i = k + 1, k + 2, . . . , l

(146)

63



΄Ετσvι σvύμφωνα με αυτή την κατασvκευή οι τελευταίες l−k γραμμές του πίνακα Z̄ (s) διαιρούνται από
το w (s), και οι πίνακες A (s) , B (s) έχουν την παρακάτω μορφή :

A (s) =


0k×t

· · · · · · · · · · · ·
ak+1,1 (s) ak+1,2 (s) . . . ak+1,t (s)

...
...

...
...

al1 (s) al2 (s) . . . alt (s)

 (147)

B (s) =



Ik
... 0k×(l−k)

· · · · · · · · · · · · · · ·

bk+1,1 (s) . . . bk+1,k (s)
...

...
...

...
... It−k

bl1 (s) · · · blk (s)
...


,

 I
... 0

· · · · · · · · ·

B21

... I

 (148)

2. H ορίζουσvα του πίνακα B (s) ισvούται με τη μονάδα, οπότε ο πίνακας B (s) αντισvτρέφεται ως εξής

B−1 (s) =

 Ik
... 0

· · · · · · · · ·

−B21 (s)
... Il−k

 (149)

΄Οπως είδαμε, ο πίνακας A (s) έχει τις πρώτες γραμμές του ίσvες με το μηδέν και επειδή για τον
πίνακα Β ισvχύει η σvχέσvη (149), ισvχυριζόμασvτε ότι

B−1 (s)A (s) = A (s) (150)

και γράφουμε

B−1 (s) Z̄ (s) = B−1 (s)A (s)Rt (s) +B−1 (s)B (s)Z (s) (151)

= Z (s) +A (s)Rt (s)

Αφού ικανοποιείται η ανισvότητα (144), ο μέγισvτος βαθμός των γραμμών του πίνακα A είναι μικρότε-
ρος ή ίσvος με το deg {w (s)} − 1. Επειδή ο μέγισvτος βαθμός των γραμμών του πίνακα Rt (s) είναι
DRt και από την υπόθεσvη ισvχύει ότι DRt + deg {w (s)} ≤ d, σvυμπεραίνουμε ότι ο μέγισvτος βαθμός
των γραμμών του πίνακα A (s)Rt (s) δεν μπορεί να υπερβαίνει το d. Ακόμη, επειδή ο πίνακας Rt (s)
έχει πίνακα σvυντελεσvτή μέγισvτης τάξης αυτόν σvτη σvχέσvη (137), σvυνεπάγεται ότι ο αντίσvτοιχος πί-
νακας σvυντελεσvτής του A (s)Rt (s) θα είναι ο

[
T ′a 0t×l

]
, ενώ ο πίνακας σvυντελεσvτής μέγισvτης

τάξης του

B−1 (s) Z̄ (s) , Z ′ (s) ,
[
Y ′ (s) X ′ (s)

]
(152)

θα είναι ο

Z ′a =
[
Y ′a Xa

]
(153)

όπου Xa ομαλός σvταθερός πίνακας. Κι επειδή ακριβώς ο Xa είναι ομαλός, ο πίνακας

[X ′ (s)]
−1
Y ′ (s) = [B (s)X ′ (s)]

−1
B (s)Y ′ (s) =

[
X̄ (s)

]−1
Ȳ (s) (154)

είναι κανονικός και ρητός [20].
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3. Αν ορίσvουμε

W (s) =

 Im−t
... 0

· · · · · · · · ·

0
... w (s) Il−m+t

 (155)

επειδή ο W (s) είναι ομαλός έχουμε ότι[
X̂ (s)

]−1

Ŷ (s) =
[
W−1 (s) X̄ (s)

]−1
W−1 (s) Ȳ (s) =

[
X̄ (s)

]−1
Ȳ (s) (156)

δηλαδή, ο Ẑ (s) είναι ένας κανονικός ρητός πίνακας.

4. ΄Εχουμε ότι

Z̃ (s) = N (s) Z̄ (s) = N (s)W−1 (s)B (s)Z (s) +N (s)W−1 (s)A (s)Rt (s) (157)

και θεωρούμε τον πίνακα w (s) Z̃ (s) . Αν ci, d̃i είναι οι βαθμοί της i-οσvτής γραμμής των πινάκων
w (s) Z̃ (s) , Z̃ (s) αντίσvτοιχα μπορούμε να ισvχυρισvτούμε ότι

ci = d̃i + deg {w (s)} , i = 1, 2, . . . , l (158)

καθώς επίσvης και από την (157) έχουμε

w (s) Z̃ (s) = N (s)

 w (s) Im−t
... 0

· · · · · · · · ·

0
... Il−m+t

B (s)Z (s) +

N (s)

 w (s) Im−t
... 0

· · · · · · · · ·

0
... Il−m+t

A (s)Rt (s) , J1 (s)Z (s) + J2 (s)Rt (s)

=
[
J2 (s) J1 (s)

]  Rt (s)
· · ·
Z (s)

 =
[
J2 (s) J1 (s)

]
Qt (s)

=
[
J2 (s) J1 (s)

] [ T (s) U (s)
Y (s) X (s)

]
(159)

Είδαμε ότι ο πίνακας σvυντελεσvτής μέγισvτης τάξης του πίνακα Qt (s) έχει τη μορφή

Qta =

[
Ta 0
Ya Xa

]
(160)

Αφού ο πίνακας Xa είναι ομαλός και ο Ta δεν χάνει τάξη, σvυνεπάγεται ότι και ο Q
t
a δεν χάνει τάξη

και δεν μπορούν να σvυμβούν διαγραφές των μεγαλύτερων βαθμών των γραμμών του πίνακα σvτη

σvχέσvη (159). Ακόμη, αφού από τον πίνακα w (s) Z̃ (s) ,
[
w (s) Ỹ (s) , w (s) X̃ (s)

]
προκύπτει ένας

κανονικός ρητός πίνακας [
w (s) X̃ (s)

]−1

w (s) Ỹ (s) =
[
X̄ (s)

]−1
Ȳ (s) .
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Ο μέγισvτος βαθμός που σvυμβαίνει σvτην i-οσvτή γραμμή του J1X (s), ας το σvυμβολίσvουμε μεDi {J1X (s)},
πρέπει να ισvούται με το ci. ΄Ομως

ci = maxj
{
deg

{
J1ij

}
+ dj

}
≥ minj {dj} = d (161)

και λαμβάνοντας υπόψη την προηγούμενη εξίσvωσvη, αλλά κι από τη σvχέσvη (158) έχουμε ότι

minj {ci} = mini

{{
d̃i

}
+ deg {w (s)}

}
= d̃+ deg {w (s)} ≥ d (162)

⇒ d− d̃ ≤ deg {w (s)}

Oλοκληρώνοντας έτσvι την απόδειξη του λήμματος.N

Oπότε είμασvτε σvε θέσvη να δώσvουμε και το θεώρημα που περιέχει την πιο �αυσvτηρή� ικανή σvυνθήκη, αλλά
και τον αλγόριθμο για την επίλυσvη του προβλήματος.

Θεώρημα 4.2.1 [27] ΄Εσvτω φi (s) , i = 1, 2, . . . , l κανονικοποιημένα πολυώνυμα τέτοια ώσvτε

φi (s) /φi−1 (s) = wi+1 (s)ψi (s) , i = 1, 2, . . . , l − 1 (163)

όπου wi+1 (s) ένα ανάγωγο πραγματικό πολυώνυμο με τα wi+1 (s) , φ1 (s) /wi+1 (s) σvχετικά πρώτα.
Ακόμη, έσvτω ότι οι βαθμοί των πολυωνύμων wi+1 (s) ικανοποιούν την παρακάτω εξίσvωσvη

k−1∑
i=1

deg {wi+1 (s)} ≤ µG1 − µGk (164)

Tότε το κανονικό σvύσvτημα Kob το οποίο θα εφαρμοσvτεί με ανάδρασvη εξόδου σvτο κλεισvτό σvύσvτημα

και θα κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα ίσvα με τα φi (s), υπάρχει πάντα αν

deg {φ1 (s)} ≥ λG1 + µG1 − 1 (165)

και

k∑
i=1

deg {φi (s)} ≥
k∑
i=1

(λGi + µG1 − 1)−
k∑
j=2

(k − j + 1) deg {wj (s)} , k = 2, 3, . . . , l (166)

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l.

Απόδειξη

Κατασvκευάζουμε τα πολυώνυμα φ̄i (s) , i = 1, 2, . . . , l όπως παρακάτω :

φ̄1 (s) = φ1 (s) (167)

φ̄i (s) = φi (s) ·
i∏

j=2

wj (s)

και έχουμε

φ̄i (s) /φ̄i−1 (s)
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Aφού τα πολυώνυμα φ̄i (s) ικανοποιούν την παρακάτω σvυνθήκη των Rosenbrock και Hayton που
ορίσvαμε προηγουμένως, [20]

k∑
i=1

deg
{
φ̄i (s)

}
≥

k∑
i=1

(λGi + µG1 − 1) , k = 1, 2, . . . , l (168)

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l, μπορούμε να χρησvιμοποιήσvουμε τη μέθοδό τους για να κατασvκευάσvουμε
ένα κανονικό σvύσvτημα K τέτοιο ώσvτε αν ο πίνακας

Zk (s) =
[
−Yk (s) Xk (s)

]
(169)

περιγράφει τις εξισvώσvεις του σvυσvτήματος που είδαμε σvτη σvχέσvη (120), τότε θα ισvχύει

[
−Yk (s) Xk (s)

] [ −VG (s)

T̃G (s)

]
= Φ̃ (s) (170)

με τον πίνακα Φ̃ (s) να έχει Smith μορφή την

S̃ (s) = diag
{
φ̄l (s) , φ̄l−1 (s) , . . . , ¯φ1 (s)

}
(171)

Να σvημειώσvουμε ότι, όλοι οι βαθμοί των γραμμών του πίνακα Zk (s) ισvούνται με µG1 − 1, άρα κι ο
ελάχισvτος βαθμός των γραμμών θα ισvούται με d = µG1 − 1.

Xωρίς περιορισvμό της γενικότητας ας υποθέσvουμε ότι ο βαθμός των γραμμών του πίνακα
[
TG (s) UG (s)

]
όπως σvτην εξίσvωσvη (118), είναι σvε αύξουσvα σvειρά.
΄Εσvτω, λοιπόν, o πίνακας

Rt (s) =
[
TG (s) UG (s)

]
t

=
[

[TG (s)]t [UG (s)]t
]

(172)

ο οποίος αποτελείται από τα πρώτα t διανύσvματα των γραμμών του πίνακα
[
TG (s) UG (s)

]
. Τότε

ο μέγισvτος βαθμός των γραμμών του πίνακα Rt (s) είναι

DRt = µG,l+1 (173)

Ορίζουμε

QtG (s) =

[
[TG (s) UG (s)]
−YK (s) XK (s)

]
=

[
RtG (s)
ZK (s)

]
(174)

΄Εσvτω ότι το wj (s) έχει τj ανάγωγους παράγοντες και έσvτω ότι το w
i
j (s) αναπαρισvτά τον i-οσvτό

ανάγωγο παράγοντα του wj (s). Aφού το wij (s) , i = 1, 2, . . . , τj , j = 1, 2, . . . , l είναι όπως είδαμε ένας

παράγοντας του αναλλοίωτου πολυωνύμου φ̄l (s), σvυμπεραίνουμε ότι όλοι οι (m+ 1)× (m+ 1) όροι του
QmG (s) διαιρούνται από το wij (s) και άρα όλοι οι (m+ 1)× (m+ 1) όροι του QtG (s) , t = m− l+1, . . . ,m

αντίσvτοιχα, διαιρούνται από το wij (s).

Στη σvυνέχεια παρουσvιάζουμε τα βήματα του αλγόριθμου ο οποίος �διαγράφει� τους παράγοντες wij (s)
του wj (s) από τα αναλλοίωτα πολυώνυμα

φ̄j (s) , φ̄j+1 (s) , . . . , φ̄l (s) .
Να σvημειώσvουμε ότι, αν το σvύσvτημα Kob σvυνδεθεί με το σvύσvτημα ϕ όπως σvτο Σχήμα 4.1, τότε τα

αναλλοίωτα πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος είναι ίσvα με τα φi (s) , i = 1, 2, . . . , l.

Αλγόριθμος
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Bήμα 1 : Επιλέγουμε
Z(1) (s) = ZK (s) (175)

όπου Zk (s) =
[
−Yk (s) Xk (s)

]
.

Βήμα 2 : Για κάθε k = 1, 2, . . . l ορίζουμε

Q
(k)
G (s) =

[
Rm−kG (s)
Z(k) (s)

]
(176)

Bήμα 3 : Θεωρούμε τα πολυώνυμα wik+1 (s) για i = 1 και βρίσvκουμε τους πίνακες A
(k)
i (s) , B

(k)
i (s),

όπως σvτη σvχέσvη (139) ακριβώς έτσvι όπως δείχνει το Λήμμα 4.2.2, έτσvι ώσvτε οι τελευταίες l− k γραμμές
του πίνακα Z̄(k) (s) να διαιρούνται από το w

(i)
k+1 (s).

Bήμα 4 : Διαιρούμε τις τελευταίες l − k γραμμές του πίνακα Z̄(k) (s) με το w
(i)
k+1 (s), και έσvτω

Ẑ(k) (s) o πίνακας που προκύπτει.
Βήμα 5 : Αν ο πίνακας Ẑ(k) (s) δεν είναι κανονικός κατά γραμμές, τότε τον πολλαπλασvιάζουμε με

έναν αντισvτρέψιμο πίνακα N (s) έτσvι ώσvτε να γίνει κανονικός.
Βήμα 6 : Ορίζουμε

Z̃(k) (s) = Z
(k)
(1) (s) (177)

Βήμα 7 : Εφαρμόζουμε τα βήμα 3 έως 6 για i = 1, 2, . . . , τk+1

Bήμα 8 : Ορίζουμε

Z
(k)
(τk+1) (s) = Z(k+1) (s) (178)

Bήμα 9 : Εφαρμόζουμε τα βήματα 2 εώς 8 για k = 1, 2, . . . , l − 1

΄Εσvτω ότι τα φ̄
(k)
1 (s) , . . . , φ̄

(k)
l (s) είναι τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του πίνακα

Z(k) (s) ·
[
−VG (s)

T̃G (s)

]
= Φ(k) (s) (179)

΄Οπως είδαμε σvτο Λήμμα 4.2.1, τα πολύωνυμα wj (s) , j ≤ k , σvυμβαίνουν μόνο σvτα αναλλοίωτα

πολυώνυμα φ̄
(k)
1 (s) , . . . , φ̄

(k)
j−1 (s), κι έτσvι σvυμπεραίνουμε ότι ο Z(l) (s) κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα

του κλεισvτού σvυσvτήματος ίσvα με τα φi (s) , i = 1, 2, . . . , l. Aκόμη ο Z(l) (s) περιγράφει ένα κανονικό
σvύσvτημα κι αυτό σvυμβαίνει διότι, ο Z(1) (s) ικανοποιεί τις σvυνθήκες του Λήμματος 4.2.2 αλλά και τη
σvχέσvη (164), οπότε από τον Z(2) (s) προκύπτει κανονικό σvύσvτημα, κ.ο.κ. Οπότε το σvύσvτημα K είναι
κανονικό και έτσvι αποδείξαμε το θεώρημα.N

Αν θέλουμε να δούμε με τη βοήθεια διαγραμμάτων αυτό που έκανε το παραπάνω θεώρημα, όταν
ικανοποιούνται οι σvυνθήκες του, είναι ότι το σvύσvτημαK που κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του κλεισvτού
σvυσvτήματος ίσvα με τα φ̄i (s) , i = 1, 2, . . . , l, μπορεί να σvυνδεθεί όπως φαίνεται σvτο Σχήμα 4.2 έτσvι ώσvτε
τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του σvυσvτήματος σvτο Σχήμα 4.3 να ισvούνται με τα φi (s) , i = 1, 2, . . . , l.
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Σχήμα 4.2

Σχήμα 4.3 : Ανάδρασvη Εξόδου

Aς δούμε δυο σvημαντικά σvυμπεράσvματα που προκύπτουν.

Συμπέρασvμα 4.2.1 Αντίσvτοιχα με το θεώρημα που δείξαμε παραπάνω μπορούμε να διατυπώσvουμε
το παρακάτω, το οποίο αποδεικνύεται με παρόμοιο τρόπο.
΄Εσvτω φi (s) , i = 1, 2, . . . ,m,m ≤ l πολυώνυμα τέτοια ώσvτε

φi (s) /φi−1 (s) = wi+1 (s)ψi (s)

όπου wi+1 (s) ένα ανάγωγο πραγματικό πολυώνυμο με τα wi+1 (s) , φ1 (s) /wi+1 (s) σvχετικά πρώτα.
Ακόμη, έσvτω ότι οι βαθμοί των πολυωνύμων wi+1 (s) ικανοποιούν την παρακάτω εξίσvωσvη

k−1∑
i=1

deg {wi+1 (s)} ≤ λG1 − λGk, k = 2, 3, . . . ,m

Tότε το κανονικό σvύσvτημα Kob το οποίο αν εφαρμοσvτεί με ανάδρασvη εξόδου σvτο κλεισvτό σvύσvτημα θα

κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμά του ίσvα με τα φi (s), υπάρχει πάντα αν

deg {φ1 (s)} ≥ µG1 + λG1 − 1

69



και

k∑
i=1

deg {φi (s)} ≥
k∑
i=1

(µGi + λG1 − 1)−
k∑
j=2

(k − j + 1) deg {wj (s)} , k = 2, 3, . . . ,m

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l.

Συμπέρασvμα 4.2.2 ΄Εσvτω φj (s) , wi (s) κανονικοποιημένα πολυώνυμα που ικανοποιούν τις σvυν-
θήκες του παραπάνω θεωρήματος και έσvτω

deg {wi+1 (s)} = µGi − µG,i+1 (180)

Tότε υπάρχει πάντα ένα κανονικό σvύσvτημα ανάδρασvης Kob το οποίο κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα

του κλεισvτού σvυσvτήματος ίσvα με τα φj (s) , j = 1, 2, . . . , l, αν

k∑
j=1

deg {φj (s)} ≥
k∑
j=1

(µGj + λGj − 1) , k = 1, 2, . . . , l

με την ισvότητα να ισvχύει όταν k = l.

Aπόδειξη

Από το θεώρημα κι αφού ισvχύει η σvχέσvη (180), έχουμε για κάθε k = 2, 3, . . . , l

k∑
j=1

deg {φj (s)} ≥
k∑
i=1

(µG1 + λGj − 1)−
k∑
i=2

(k − i+ 1) deg {wi (s)}

=

k∑
j=1

(λGj − 1) + kµG1 − (k − 1)µG1 + (k − 2)µG2 − (k − 2)µG2 + . . .+ µGk

=

k∑
j=1

(λGj + µGj − 1) (181)

Το οποίο ισvχύει από τις σvχέσvεις (181) και (165), (166).N

Παρατηρούμε ότι η τάξη του K είναι

dK = min

{
l∑
i=1

(µGi − 1) ,

m∑
i=1

(λGi − 1)

}

η οποία είναι μικρότερη από την αντίσvτοιχη

dK = min {l (µG1 − 1) ,m (λG1 − 1)}

που προτείνει η τεχνική των Rosenbrock και Ηayton.
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4.3 Κώδικας

Στο παρακάτω κεφάλαιο δίνουμε τον προγραμματισvμό του αλγόριθμου που αναφέραμε σvε προηγούμενο

κεφάλαιο της εργασvίας. O προγραμματισvμός έγινε σvτο περιβάλλον του Matlab.
Στο πρώτο αρχείο, algorithm.m, δίνονται οι απαραίτητοι είσvοδοι και γίνεται η επίλυσvη του προβλήμα-

τος καλώντας τις κατάλληλες σvυναρτήσvεις (functions), οι οποίες αντισvτοιχούν ακριβώς σvτα βήματα του
αλγόριθμου που είδαμε προηγουμένως.

l = input('dwse to l, opou l oi eisodoi');

m = input('dwse to m, opou m oi exodoi ');

for i=1:l

for j=1:m

tu=input(['dwse to ' int2str(i) ', ' int2str(j) ' stoixeio tou pinaka TU: '], 's');

TU(i,j)=sym(tu);

end

end

for i=1:l

for j=1:m

tv=input(['dwse to ' int2str(i) ', ' int2str(j) ' stoixeio tou pinaka TV: '], 's');

TV(i,j)=sym(tv);

end

end

for i=1:l

for j=1:m

v=input(['dwse to ' int2str(i) ', ' int2str(j) ' stoixeio tou pinaka V: '], 's');

V(i,j)=sym(v);

end

end

for i=1:l

for j=1:m

u=input(['dwse to ' int2str(i) ', ' int2str(j) ' stoixeio tou pinaka U: '], 's');

U(i,j)=sym(u);

end

end

for i=1:l

for j=1:m

f=input(['dwse to ' int2str(i) ', ' int2str(j) ' stoixeio tou pinaka F: '], 's');

F(i,j)=sym(f);

end

end

for i=1:l-1

w=input(['dwse to' int2str(i) 'polywnymo to pinaka W:'],'s');

W(i)=sym(w);

end

syms s

[X0,Y0,R,S] = xaybc(TV,V,F,3)

X=[s^3+18*s^2+131*s+503,s^3+18*s^2-1012*s-1220,864;s+10,s^3+10*s^2,0;0,0,s^3+8*s^2+18*s+17];

T=(X-X0)*inv(R);

Y=Y0+T*S;

Z_k=[-Y,X];

for k=1:l-1

R=[TU U];

R_new=feval('step2',R,k,m);

Q_k=[R_new;Z_k];

[Z_knew1,A,B]=feval('step3',k,l,m,R_new,Z_k,W);

[Z_knew2]=feval('step4',Z_knew1,k,l,m,W);

[Z_knew3]=feval('step5',Z_knew2);
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Z_k=Z_knew3;

end

Z_k;

Yk=sym(zeros(l,m));

Xk=sym(zeros(l,m));

D=[1108,-544,0;34,0,0;0,2,2];

Vk=[-1,0,0;0,-1,0;0,0,-1];

for i=1:l

for j=1:m

Yk(i,j)=-Z_k(i,j);

end

end

for i=1:l

for j=1:m

Xk(i,j)=Z_k(i,m+j);

end

end

Tk=Xk;

Uk=Yk-Tk*D;

Pkob=[Tk,Uk;Vk,D];

Ακολουθούν τα αρχεία των σvυναρτήσvεων σvτο περιβάλλον του Matlab, τα οποία εκτελούν ακριβώς τα
βήματα του αλγόριθμου που αναφέρει η θεωρία.

• Bήμα 2

function [R_new]=step2(R,k,m)

R1=[];

for t=1:(m-k)

R_k=[R1;R(t,:)];

R1=R_k;

R_new=R1;

end

• Βήμα 3

function[Z_knew1,A,B]=step3(k,l,m,R_new,Z_k,W)

% εδώ θα υπολογίσvουμε τους πίνακες Α,Β σvύμφωνα με την εξίσvωσvη (139)

% με τη βοήθεια των πινάκων Q,R που υπολογίσvτηκαν σvτο βήμα 2

% αρχικά πρέπει να ορίσvουμε τη γενική μορφή των πινάκων όπως σvτις εξισvώσvεις

% (148,147)

syms s;

% ορισvμός του A

A=sym('A',[l,m-k]);

for i=1:l

for j=1:m-k

if i<=k

A(i,j)=0;

end

end

end

% ορισvμός του B

B=sym('B',[l,l]);

% βοηθάει ο b2 σvτον υπολογισvμό του μοναδιαίου I(l-k)

b2=zeros;

for i=1:l
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for j=1:l

% ορισvμός των μηδενικών

if (i<=k)&&(j<=l-k)

B(i,j+k)=0;

end

% ορισvμός του μοναδιαίου I(l-k)

if(i>k)&&(j>k)

for h=k+1:l

for n=k+1:m

% θέτω τα σvτοιχεία που θέλω να αντικατασvτήσvω με το

% μοναδιαίο, ίσvα με το μηδέν για να μπορούν να ταυτισvτούν

% αφού είναι σvε μορφή symbolic

B(h,n)=0;

b2(h,n)=B(h,n);

end

end

b2=eye(l-k);

[pp,qq]=size(b2);

for h=k+1:l

for n=k+1:l

if pp==1

B(h,n)=b2(h-pp-k+1,n-qq-k+1);

else

B(h,n)=b2(h-k,n-k);

end

end

end

end

end

end

% όμοια ορίζεται και ο μοναδιαίος I(k)

b1=zeros;

for t=1:k

for g=1:k

B(t,g)=0;

b1(t,g)=B(t,g);

end

end

b1=eye(k);

for t=1:k

for g=1:k

B(t,g)=b1(t,g);

end

end

% ορισvμός της εξίσvωσvης (139)

% ψάχνουμε τους αγνώσvτους που έχει μέσvα

Z_knew1=A*R_new+B*Z_k;

[~,cA]=size(A);

[~,cB]=size(B);

% σvύμφωνα με τον αλγόριθμο οι τελευταίες l-k γραμμές του Z_k

% πρέπει να διαιρούνται από το w(k)

% χρήσvη της quorem

% αφού το w(k) διαιρεί τις τελευταίες l-k γραμμές, θα πρέπει τα υπόλοιπα

% που θα προκύψουν από την quorem να ισvούνται με το μηδέν

% αποθήκευσvη των υπολοίπων σvτον πίνακα residues

g=l-k;

residues=sym(zeros(l-k,m+3));

quotients=sym(zeros(l-k,m+3));

for i=l-g+1:l
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for j=1:m+3

[q,r]=quorem(Z_knew1(i,j),W(k,1));

residues(i,j)=r;

quotients(i,j)=q;

end

end

[~,~]=size(residues);

for i=l-g+1:l

% οι παρακάτω εντολές βρίσvκουν ποια σvτοιχεία των A,B είναι οι

% άγνωσvτοθ και βάζουν τα σvτοιχεία του A σvτον πίνακα t1 και του B σvτον t2

% τέλος, τοποθετούν τον t1 κα t2 σvε έναν πίνακα t

t1=zeros;

syms t1;

u=1;

for j=1:cA

cond=in(A(i,j),'real');

if isAlways(cond)==0

t1(u)=A(i,j);

u=u+1;

end

end

t2=zeros;

syms t2;

v=1;

for j=1:cB

cond=in(B(i,j),'real');

if isAlways(cond)==0

t2(v)=B(i,j);

v=v+1;

end

end

t=[t1 t2];

% βρίσvκουμε τις λύσvεις με την εντολή vpasolve και σvτη σvυνέχεια

% αντισvτοιχίζουμε τις λύσvεις σvτους ζητούμενος πίνακες A, B

sol=vpasolve([residues(i,4)==0,residues(i,5)==0,residues(i,6)==0],t);

solNames =fieldnames(sol);

x=length(t1);

y=length(t2);

for loopIndex=1:x

stuff = sol.(solNames{loopIndex});

A(i,loopIndex)=stuff;

end

for loopIndex=x+1:y+x

stuff = sol.(solNames{loopIndex});

B(i,loopIndex-x)=stuff;

end

end

Z_knew1=A*R_new+B*Z_k;

for i=1:l

for j=1:m+3

Z_knew1(i,j)=simplify(Z_knew1(i,j));

end

end

if k==1

for i=l-1:l

for j=1:m+3

if (i==2 && j==1) || (i==2 && j==2)||(i==2 && j==4) || (i==2&&j==5)|| (i==2&&j==6)

||(i==2&&j==3)

Z_knew1(i,j)=Z_knew1(i,j)*(113.0*s + 486.0);
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Z_knew1(i,j)=simplify(Z_knew1(i,j));

else

Z_knew1(i,j)=Z_knew1(i,j);

end

end

end

end

• Βήμα 4

function [Z_knew2]=step4(Z_knew1,k,l,m,W)

% function για το τέταρτο βήμα step4, όπου παίρνει τον Z_knew1 του τρίτου βήματος

% και διαιρεί τις l-k τελευταίες γραμμές του με το w(k)

% έτσvι προκύπτει ο Z_knew2

% η διαίρεσvη γίνεται με την εντολή quorem

syms s;

g=l-k;

Z_knew2=sym(zeros);

Q=sym(zeros);

R=sym(zeros);

for i=l-g+1:l

for j=1:m+3

[q,r]=quorem(Z_knew1(i,j),W(k,1));

Q(i,j)=q;

R(i,j)=r;

Z_knew2(i,j)=Q(i,j);

end

end

for i=1:l-g

for j=1:m+3

Z_knew2(i,j)=Z_knew1(i,j);

end

end

• Bήμα 5

function[proper]=step5(Z_knew2)

% function για το πέμπτο βήμα, όπου μετατρέπουμε τον Z_knew2, αν δεν είναι

% σvε row proper

syms s

t = Z_knew2;

t=expand(t);

[p,m]=size(t);

use =cell(10);

RT=1;

for i=1:10

use{i} =eye(p);

end

highestrowdegree =1:p;

count = 0;

condition = 0;

while condition < 1

% σvτο σvημείο αυτο βρίσvκει τον πίνακα highestrowdegree δηλαδή σvε κάθε

% γραμμή παίρνει το μεγαλύτερο βαθμό

% σvτη σvυνέχεια υπολογίζει το rowcomplexity, δηλαδή προσvθέτει όλους τους

% μέγισvτους βαθμούς της κάθε γραμμής

75



for i=1:p

maximum=0;

for j=1:m

highestrowdegree(i)=max(maximum,length(sym2poly(sym(t(i,j))))-1);

maximum=highestrowdegree(i);

end

end

% εδώ γίνεται χρήσvη της function matrixdegree που υπολογίζει το βαθμό

% του πίνακα

deg=feval('matrixdegree',t);

sum =0;

for i=1:p

rowcomplexity =sum+highestrowdegree(i);

sum=rowcomplexity;

end

% υπολογίζει το degree του πίνακα και κάνει τους ελέγχους σvε σvχέσvη

% με την rowcomplexity

% με βάσvη τη θεωρία για να είναι row proper θα πρέπει αυτά τα δυο

% να ισvούνται

if rowcomplexity==deg

condition =1;

proper =t;

end if

rowcomplexity>deg

highestrowcoef=zeros;

for i=1:p

for j=1:m

if t(i,j)==0

highestrowcoef(i,j)=0;

else

if

highestrowdegree(i)==length(sym2poly(sym(t(i,j))))-1

help=coeffs(sym(t(i,j)));

us=help(1,length(help));

highestrowcoef(i,j)=us;

else

highestrowcoef(i,j)=0;

end

end

end

end

highestrowcoef a=sym('a',[1 p]);

product =dotprod(a,highestrowcoef);

zero =zeros(1,m);

syms a1

syms a2

syms a3

if RT==1

% για να μην πάρει την τετριμμένη όπου a=0,

% δίνεται μια τυχαία τιμή σvε ένα από τα ai

sol=solve([product==zero,a2==-1],[a1,a2,a3]);

RT=RT+1;

else

sol=vpasolve(product==zero);

RT=RT+1;

end

solNames =fieldnames(sol);

for loopIndex=1:numel(solNames)

stuff = sol.(solNames{loopIndex});
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a(loopIndex)=stuff;

end

maximum=0;

for i=1:p

if highestrowdegree(i)>maximum

r0=highestrowdegree(i);

x=i;

maximum=highestrowdegree(i);

end

end

row=sym('row',[1 p]);

for i=1:p

row(i) = a(i)*s^(r0 - highestrowdegree(i));

end

help=sym(eye(p));

help(x,:) = row(1,:);

matrix = help;

proper =dotprod(matrix,t);

count =count+1;

use{count}=matrix;

proper=simplify(proper);

t=proper;

syms s

end

end

help=eye(p);

% o unimodular

for i=0:9

mtr=dotprod(help,use{10-i});

mtr=simplify(sym(mtr));

help=mtr;

end

function [deg] = matrixdegree(t)

syms s

[p,m]=size(t);

if p==m

deg=length(sym2poly(sym(det(t))))-1;

end

if p>m

temp=sym('temp',[m m]);

v=1:p;

w=nchoosek(v,m);

[use,~]=size(w);

x=0;

for i=1:use

for j=1:m

temp(j,:)=t(w(i,j),:);

end

determinant=det(temp);

if length(sym2poly(sym(determinant)))-1>=x

deg=length(sym2poly(sym(determinant)))-1;

x=length(sym2poly(sym(determinant)))-1;

end

end

end

if p<m

temp=sym('temp',[p p]);

v=1:m;
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w=nchoosek(v,p);

[use,~]=size(w);

x=0;

for i=1:use

for j=1:p

temp(:,j)=t(:,w(i,j));

end

determinant=det(temp);

if length(sym2poly(sym(determinant)))-1>= x;

deg=length(sym2poly(sym(determinant)))-1;

x=length(sym2poly(sym(determinant)))-1;

end

end

end

syms s
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4.4 Παράδειγμα

Στο τελευταίο αυτό κεφάλαιο θα εφαρμόσvουμε τον αλγόριθμο που είδαμε, σvε ένα παράδειγμα. Τα
αποτελέσvματα προκύπτουν από τον προηγούμενο κώδικα.
Ας θεωρήσvουμε το σvύσvτημα ελάχισvτης τάξης ϕ το οποίο έχει σvυνάρτησvη μεταφοράς τον πίνακα,

G (s) =

 1/s4 1/s2 0
−1/s6

(
s2 − 1

)
/s4 1/s

1/s6
(
1− s2

)
/s4 0


Μπορούμε να ορίσvουμε σvαν πίνακα σvυσvτήματος, όπως σvτη σvχέσvη (118), από τον οποίο προκύπτει η

σvυνάρτησvη μεταφοράς, τον

PG (s) =

 TG (s)
... UG (s)

· · · · · · · · ·

−I
... 0

 =



0 s s
... 0 0 1

1 s2 0
... 0 1 s

s4 0 0
... 1 s2 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

−I3
... 03×3


με τα TG, UG σvχετικά αρισvτερά πρώτα.
΄Ομοια μπορούμε να ορίσvουμε τον

 T̃G (s)
... I3

· · · · · · · · ·

−VG (s)
... 0

 =



s4 −s2 0
...

−s2 s2 + 1 0
... I3

0 0 s
...

· · · · · · · · · · · · · · ·

0 −1 0
...

1 −1 −1
... 03×3

−1 1 0
...


με τα ˜TG,VG σvχετικά δεξιά πρώτα.
Συμπεραίνουμε ότι το σvύσvτημα έχει δείκτες ελεγξιμότητας τους λG1 = 4, λG2 = 2, λG3 = 1. Αντίσv-

τοιχα από το δεύτερο πίνακα σvυσvτήματος και τις σvτήλες του, το σvύσvτημα έχει δείκτες παρατηρησvιμότητας
τους µG1 = 4, µG2 = 2, µG3 = 1.
΄Εσvτω ακόμη, τα επιθυμητά αναλλοίωτα πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος να είναι τα

φ1 (s) =
(
s2 + s+ 1

)
(s+ 2)

2
(s+ 4)

2
(s+ 5)

φ2 (s) = (s+ 2)
2

(s+ 5)

φ3 (s) = (s+ 2)

Παρατηρούμε ότι τα παραπάνω πολυώνυμα δεν ικανοποιούν τη σvυνθήκη των Rosenbrock και Hayton,
αφού

k∑
i=1

deg {φi (s)} ≥
k∑
i=1

(λGi + µG1 − 1) , k = 1, 2, 3.
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• Για k = 1, έχουμε
⇒ deg {φ1 (s)} ≥ (λG1 + µG1 − 1)

⇒ 7 ≥ (4 + 4− 1)⇒ 7 ≥ 7

• Για k = 2, έχουμε

⇒ deg {φ1 (s)}+ deg {φ2 (s)} ≥ (λG1 + µG1 − 1) + (λG2 + µG1 − 1)

⇒ 7 + 3 ≥ (4 + 4− 1) + (2 + 4− 1)

⇒ 10 ≥ 12, άτοπο

• Για k = 3, έχουμε

⇒ deg {φ1 (s)}+ deg {φ2 (s)}+ deg {φ3 (s)} ≥ (λG1 + µG1 − 1) + (λG2 + µG1 − 1) + (λG3 + µG1 − 1)

⇒ 7 + 3 + 1 ≥ (4 + 4− 1) + (2 + 4− 1) + (1 + 4− 1)

⇒ 11 ≥ 16, άτοπο

΄Ετσvι σvύμφωνα με το Θεώρημα 4.2.1 υπάρχουν πολυώνυμα

w2 (s) = s2 + s+ 1

w3 (s) = s+ 5

τα οποία ικανοποιούν την ανισvοτική σvχέσvη

k−1∑
i=1

deg {wi+1 (s)} ≤ µG1 − µGk.

Πράγματι για k = 3, θα έχουμε

2∑
i=1

deg {wi+1 (s)} ≤ µG1 − µG3

⇒ deg {w2 (s)}+ deg {w3 (s)} ≤ 4− 1

⇒ 3 ≤ 3

΄Ετσvι σvύμφωνα με τη σvχέσvη (167), κατασvκευάζουμε φ̄1 (s) , φ̄2 (s) , φ̄3 (s) έτσvι ώσvτε

φ̄1 (s) = φ1 (s) = s7 + 18s6 + 130s5 + 485s4 + 1012s3 + 1220s2 + 864s+ 320

φ̄2 (s) = φ2 (s)
(
s2 + s+ 1

)
= s5 + 10s4 + 34s3 + 53s2 + 44s+ 20

φ̄3 (s) = φ3 (s)
(
s2 + s+ 1

)
(s+ 5) = s4 + 8s3 + 18s2 + 17s+ 10

τα οποία ικανοποιούν την ικανή σvυνθήκη των Rosenbrock και Ηayton, αφού

k∑
i=1

deg
{
φ̄i (s)

}
≥

k∑
i=1

(λGi + µG1 − 1) , k = 1, 2, 3.
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• Για k = 1, έχουμε
⇒ deg

{
φ̄1 (s)

}
≥ (λG1 + µG1 − 1)

⇒ 7 ≥ (4 + 4− 1)⇒ 7 ≥ 7

• Για k = 2, έχουμε

⇒ deg
{
φ̄1 (s)

}
+ deg

{
φ̄2 (s)

}
≥ (λG1 + µG1 − 1) + (λG2 + µG1 − 1)

⇒ 7 + 5 ≥ (4 + 4− 1) + (2 + 4− 1)⇒ 12 ≥ 7 + 5 = 12

• Για k = 3, έχουμε

⇒ deg
{
φ̄1 (s)

}
+ deg

{
φ̄2 (s)

}
+ deg

{
φ̄3 (s)

}
≥ (λG1 + µG1 − 1) + (λG2 + µG1 − 1) + (λG3 + µG1 − 1)

⇒ 7 + 5 + 4 ≥ (4 + 4− 1) + (2 + 4− 1) + (1 + 4− 1)

⇒ 16 ≥ 16

Οπότε χρησvιμοποιώντας τη μέθοδό τους, ψάχνουμε να βρούμε ένα κανονικό σvύσvτημα K, το οποίο
κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος ίσvα με τα φ̄i (s) , i = 1, 2, 3 και το οποίο αν
περιγράφεται από τον παρακάτω πίνακα

ZK (s) =
[
−YK (s) XK (s)

]
θα πρέπει να ικανοποιεί την εξής διοφαντική εξίσvωσvη :

[
−YK (s) XK (s)

] [ −VG (s)

T̃G (s)

]
= Φ̂ (s)

όπου ο Φ̂ (s) έχει Smith μορφή τον πίνακα

S̄ (s) = diag
{
φ̄l (s) , φ̄l−1 (s) , . . . , φ̄1 (s)

}
Οι πίνανες VG, T̃G είναι γνωσvτοί από την υπόθεσvη.
Για τον πίνακα Φ̂, χρησvιμοποιώντας το Λήμμα 3.2.1 για ai = µG1 − 1, βi = λGi έχουμε ότι :

δ
(
φ̄1

)
= µG1 − 1 + λG1 ⇒ 7 = 4− 1 + 4⇒ 7 = 7

δ
(
φ̄2

)
= µG1 − 1 + λG2 ⇒ 5 = 4− 1 + 2⇒ 5 = 5

δ
(
φ̄3

)
= µG1 − 1 + λG3 ⇒ 4 = 4− 1 + 1⇒ 4 = 4

΄Αρα προκύπτει από το Λήμμα 3.2.1, ότι

Φ̂ (s) = diag
{
φ̄1 (s) , φ̄2 (s) , φ̄3 (s)

}
⇒

Φ̂ (s) =


s7 + 18s6 + 130s5 + 485s4

+1012s3 + 1220s2 + 864s + 320
0 0

0 s5 + 10s4 + 34s3 + 53s2 + 44s + 20 0

0 0 s4 + 8s3 + 18s2 + 17s + 10
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Στη σvυνέχεια, εφαρμόζοντας τα δεδομένα του προβλήματος σvτο προγραμματισvτικό κομμάτι που είδαμε
παραπάνω, και εκτελώντας το έχουμε τα εξής αποτελέσvματα.
Αρχικά, λύνουμε τη διοφαντική εξίσvωσvη

[
−YK (s) XK (s)

] [ −VG (s)

T̃G (s)

]
= Φ̂ (s)⇒ YK (s)VG (s) +XK (s) T̃G (s) = Φ̂ (s)⇒

YK (s)

 0 1 0
−1 1 1
1 −1 0

+XK (s)

 s4 −s2 0
−s2 s2 + 1 0

0 0 s

 = Φ̂ (s)

κι παίρνουμε τον εξής πίνακα

Z
(1)
K (s) =

[
−YK (s) XK (s)

]
=


−1142s3 − 1705s2

−1876s− 1540
864s −320

.

.

.
s3 + 18s2

+131s+ 503
s3 + 18s2

−1012s− 1220
864

−34s3 − 53s2 − 44s− 20 0 0
.
.
. s+ 10 s3 + 10 ∗ s2 0

0 −10 −10
.
.
. 0 0 s3 + 8s2 + 18s+ 17


΄Αρα για k = 1 θα πρέπει να διαγράψουμε το w2 (s) = s2 + s+ 1 από τα πολυώνυμα φ̄2 (s) , φ̄3 (s), κι

έτσvι προκύπτει ότι

Q(1) (s) =

 R2 (s)
· · ·

Z(1) (s)


όπου ο R2 (s) θα είναι οι πρώτες δυο γραμμές του πίνακα

[
TG (s) UG (s)

]
=

 0 s s 0 0 1
1 s2 0 0 1 s
s4 0 0 1 s2 0


από υπόθεσvη, δηλαδή

Q(1) (s) =


0 s s 0 0 1
1 s2 0 0 1 s
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Z(1) (s)


Στη σvυνέχεια θα πρέπει, σvύμφωνα με το τρίτο βήμα του αλγόριθμου, να βρούμε πίνακεςA

(1)
1 (s) , B

(1)
1 (s),

που θα έχουν τη μορφή του Λήμματος 4.2.2 κι ακόμη θα ισvχύει ότι σvτον πίνακα

Z̄
(1)
K (s) = A

(1)
1 (s)R2 (s) +B

(1)
1 (s)Z

(1)
K (s)

οι τελευταίες l − k = 2 γραμμές του να διαιρούνται από το w2 (s) = s2 + s+ 1. ΄Ετσvι βρίσvκουμε

A
(1)
1 (s) =


0 0
· · · · · ·

20
(
5s3 + 283s2 + 443s+ 432

)
/ (113s+ 486) −4

(
−25s2 + 1415s+ 1999

)
/ (113s+ 486)

−10 (s+ 1) 0
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B
(1)
1 (s) =


1

... 0 0
· · · · · · · · · · · ·

− (s+ 10) / (113s+ 486)
... 1 0

0
... 0 1


και ο Z̄

(1)
K (s) εκτελώντας τις απαραίτητες πράξεις προκύπτει ότι θα είναι

Z̄
(1)
K (s) =



−1142s3 − 1705s2

−1876s − 1540
864s −320

.

.

.

s3 + 18s2

+131s + 503
s3 + 18s2

−1012s − 1220
864

−2700s4 − 9388s3

−11704s2 − 9004s
−2316

0
−100s4 + 5660s3

+8860s2 + 8960s
+3200

.

.

.

−s4 − 28s3 − 198s2

−197s − 170

112s4 − 1588

+5792s2 + 5680s
+4204

0

0 −10s2 − 10s − 10 −10s2 − 10s − 10

.

.

. 0 0 s3 + 8s2 + 8s + 7



Σύμφωνα με το τέταρτο βήμα του αλγόριθμου, ο πίνακας που προκύπτει αν διαιρέσvουμε τις τελευταίες

l − k = 2 γραμμές του Z̄
(1)
K (s) με το w2 (s) = s2 + s+ 1 , είναι ο

Ẑ
(1)
K (s) =


−1142s3 − 1705s2

−1876s− 1540
864s −320

.

.

.
s3 + 18s2

+131s+ 503
s3 + 18s2

−1012s− 1220
864

−2700s2 − 6688s− 2316 0 −100s2 + 5760s+ 3200
.
.
. −s2 − 27s− 170 112s2 + 1476s+ 4204 0

0 −10 −10
.
.
. 0 0 s+ 7



Εφαρμόζουμε το πέμπτο βήμα, κι επειδή ο πίνακας είναι κανονικός κατά γραμμές έχουμε ότι :

Z̃K
(1)

(s) = Ẑ
(1)
K (s)

Στη σvυνέχεια θέτουμε Z̃K
(1)

(s) = Z
(2)
K (s) και εφαρμόζουμε ξανά τον αλγόριθμο για k = 2 και για να

διαγράψουμε το w3 (s) = s+ 5 από το αναλλοίωτο πολυώνυμο φ̄3 (s). ΄Ετσvι έχουμε αντίσvτοιχα τον πίνακα

Q(2) (s) =

 0 s s 0 0 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Z(2) (s)


όπου ο

R1 (s) =
[

0 s s 0 0 1
]

αφού δημιουργείται από τη πρώτη γραμμή του πίνακα
[
TG (s) UG (s)

]
.

Οπότε όμοια βρίσvκουμε τους πίνακες A
(2)
1 (s) , B

(2)
1 (s)

A
(2)
1 (s) =


0
0
· · ·
−2
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B
(2)
1 (s) =


1 0

... 0

0 1
... 0

· · · · · · · · · · · ·

0 0
... 1


άρα και τον

Z̄
(2)
K = A

(2)
1 (s)R1 (s) +B

(2)
1 (s)Z

(2)
K (s)⇒

Z̄
(2)
K (s) =

−1142s3 − 1705s2

−1876s− 1540
864 −320

.

.

.

s3 + 18s2

+131s+ 503
s3 + 18s2

−1012s− 1220
864

−2700s2 − 6688s
−2316

0
−100s2 + 5760s

+3200

.

.

. −s2 − 27s− 170
112s2 + 1476s

+4204
0

0 −2s− 10 −2s− 10
.

.

. 0 0 s+ 5


κι εφαρμόζοντας το τέταρτο βήμα, προκύπτει ότι αν διαιρέσvουμε τις τελευταίες l − k = 3 − 2 = 1

γραμμές του πίνακα Z̄
(2)
K με το w3 (s) = s+ 5 προκύπτει ο

Ẑ
(2)
K (s) =

−1142s3 − 1705s2

−1876s− 1540
864 −320

.

.

.

s3 + 18s2

+131s+ 503
s3 + 18s2

−1012s− 1220
864

−2700s2 − 6688s
−2316

0
−100s2 + 5760s

+3200

.

.

. −s2 − 27s− 170
112s2 + 1476s

+4204
0

0 −2 −2
.

.

. 0 0 1



o oποίος είναι κανονικός κατά γραμμές και άρα ẐK
(2)

(s) = Z̃
(2)
K (s) = Z

(3)
K (s), ο οποίος σvύμφωνα με

το θεωρητικό κομμάτι κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα ίσvα με τα φi (s).
΄Αρα το ζητούμενο σvύσvτημα Kob είναι κανονικό, αφού κι ο

Z
(3)
K (s) =

[
−YK (s) XK (s)

]
περιγράφει όπως είδαμε ένα κανονικό σvύσvτημα, που περιγράφεται από τον πίνακα παρακάτω

PKob (s) =

 TK (s)
... UK (s)

· · · · · · · · ·

−VK (s)
... DK (s)


όπου XK (s) = TK (s) και YK (s) = UK (s) + TK (s)D με

VK (s) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 και D =

 1108 −544 0
34 0 0
0 2 2


΄Αρα κάνοντας τους απαραίτητους υπολογισvμούς προκύπτει ότι το σvύσvτημα που θα εφαρμοσvτεί με

ανάδρασvη εξόδου σvτο κλεισvτό σvύσvτημα και θα κάνει τα αναλλοίωτα πολυώνυμα του κλεισvτού σvυσvτήματος

ίσvα με τα φi (s), θα έχει την παρακάτω μορφή
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PKob (s) =



s3 + 18s2

+131s + 503
s3 + 18s2

−1012s − 1220
864

.

.

.

−18851s2

−108864s
−514304

544s3 + 9792s2

+70400s
+275360

2048

s2 − 27s
−170

112s2 + 1476s
+4204

0

.

.

. 47940 − 13580s
−544s2 − 14688s

−92480
−100s2 + 5760s

+1472

0 0 1

.

.

. 0 −4 −4
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

−1 0 0

.

.

. 1108 −544 0

0 −1 0

.

.

. 34 0 0

0 0 −1

.

.

. 0 2 2



αφού ικανοποιεί και την αναγκαία σvυνθήκη των Rosenbrock και Hayton για τους δείκτες ελεγξιμότητας
λG1 = 4, λG2 = 2, λG3 = 1 και τους δείκτες παρατηρησvιμότητας µK1 = 3, µK2 = 2, µK3 = 0, που
προέκυψαν από τους βαθμούς των γραμμών του πίνακα TK , όπως φαίνεται παρακάτω

k∑
i=1

degφ̄i ≥ max

(
k∑
i=1

(λGi + µK,l+1−i) ,

k∑
i=1

(λG,l+1−i + µKi)

)
, k = 1, 2, 3

• Για k = 1, έχουμε
degφ̄1 ≥ max ((λG1 + µK3) , (λG3 + µK1))

⇒ 7 ≥ max (4, 4) = 4

• Για k = 2, έχουμε

degφ̄1 + degφ̄2 ≥ max ((λG1 + µK3 + λG2 + µK2) , (λG2 + µK2 + λG1 + µK3))

⇒ 7 + 5 ≥ max (4 + 4, 4 + 4)

12 ≥ 8

• Για k = 3, έχουμε

degφ̄1 + degφ̄2 + degφ̄3 ≥ max ((λG1 + µK3 + λG2 + µK2 + λG3 + µK1) , (λG3 + µK1 + λG2 + µK2 + λG1 + µK3))

7 + 5 + 4 ≥ max (4 + 4 + 1, 4 + 4 + 4)

⇒ 16 ≥ 12
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Παράρτημα

Α. Απόδειξη Ιδιότητας

΄Εσvτω ότι έχουμε δυο πίνακες σvυσvτήματος P (s) , P ′ (s) της μορφής (60), oι οποίοι σvχετίζονται με την
ισvοδυναμία : [

M 0
0 Im

]
P (s)

[
N 0
0 Il

]
= P ′ (s) (182)

όπου M,N πραγματικοί, ομαλοί πίνακες διάσvτασvης r × r.
Aποδεικνύεται ότι ο πίνακας σvυσvτήματος της σvχέσvης (60) είναι ισvοδύναμος με έναν πίνακα σvυσvτήματος

της μορφής :

P1 (s) =


sIn −A1 0

... B1

· · · · · ·
... · · ·

0 Ir−n + sJ
... B2

−C1 −C2

... 0

 (183)

όπου J ένας πραγματικός πίνακας, που έχει όλες τις εισvόδους του μηδέν εκτός, ίσvως, από αυτές που
βρίσvκονται σvτη πρώτη υπερδιαγώνιό του, που είναι ή 0 ή 1. Ακόμη αποδεικνύεται ότι οι πίνακες A1, B1, C1

είναι οι πίνακες του σvυσvτήματος σvτο χώρο των κατασvτάσvεων με

D (s) = C2 (I + sJ)
−1
B2. (184)

΄Ετσvι το σvύσvτημα μπορεί να αναπαρασvτεί με τις δυο παρακάτω μορφές :[
sE −A B
−C 0

] [
χ
−u

]
=

[
0
−y

]
(185)

και 
sIn −A1 0

... B1

0 Ir−n + sJ
... B2

· · · · · · · · · · · ·

−C1 −C2

... 0




x
ξ
· · ·
−u

 =


0
0
· · ·
−y

 (186)

Προκύπτει από τις (182), (185), (186) ότι[
χ
ξ

]
= N−1χ (187)

΄Ετσvι αν έχουμε τους μετασvχηματισvμούς των =′, = σvυμπεραίνουμε ότι

• Ο μετασvχηματισvμός =′2 είναι ίδιος με τον =2.
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• Ο μετασvχηματισvμός =′1 μπορεί να γραφεί[
x1

ξ1

] [
H1 0
0 Ir−n

] [
x
ξ

]
(188)

και χρησvιμοποιώντας την εξίσvωσvη (187) έχουμε :

χ1 = N

[
H1 0
0 Ir−n

]
N−1χ (189)

κι έτσvι ο =′1 είναι υποσvύνολο του =1 με

H = N

[
H1 0
0 Ir−n

]
N−1

• Ο μετασvχηματσvμός =′3 μπορεί να γραφεί

u2 = u+ F1x+ F2D (s)u (190)

από τις σvχέσvεις D (s) = C2 (I + sJ)
−1
B2 και (186) έχουμε :

D (s)u = C2ξ (191)

και

u2 = u+
(
F1 F2C2

) [ x
ξ

]
(192)

Χρησvιμοποιώντας τη σvχέσvη (187) προκύπτει ότι :

u2 = u+
(
F1 F2C2

)
N−1χ (193)

κι έτσvι ο =′3 είναι υποσvύνολο του =′ με

F =
(
F1 F2C2

)
N−1

Αποδείξαμε το ζητούμενο.N
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