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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

 

 

 

 Η παρούσα εργασία πραγµατεύεται σχέσεις ισοδυναµίας και συγκεκριµένα 

ισοδυναµίες πολυωνυµικών πινάκων καθώς και ισοδυναµίες συστηµάτων. 

 Ειδικότερα στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται λόγος για τη δοµή πολυωνυµικών 

πινάκων, τους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς αυτών καθώς και την γεωµετρική 

ερµηνεία των αναλλοίωτων που διατηρούν οι µετασχηµατισµοί αυτοί σε σχέση µε το 

χώρο λύσεων των γραµµικών οµογενών διαφορικών εξισώσεων των πινάκων. Γίνεται 

εκτενής ανάλυση της αντιστρέψιµης ισοδυναµίας (unimodular equivalence) που αφορά 

πολυωνυµικούς πίνακες ιδίων διαστάσεων και της γενικευµένης αντιστρέψιµης 

ισοδυναµίας (extended unimodular equivalence) που αφορά πολυωνυµικούς πίνακες 

διαφορετικών διαστάσεων. 

 Στο δεύτερο κεφάλαιο µελετούνται ισοδυναµίες συστηµάτων και συγκεκριµένα 

η ισοδυναµία στο χώρο καταστάσεων, η Rosenbrock αυστηρή ισοδυναµία συστηµάτων, 

η αντιστρέψιµη ισοδυναµία συστηµάτων και η Fuhrmann ισοδυναµία συστηµάτων. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙ∆ΙΑ 
 

 
Ισοδυναµίες, Smith µορφή, πολυωνυµικοί πίνακες,  αντιστρέψιµη ισοδυναµία, 
γενικευµένη αντιστρέψιµη ισοδυναµία, ισοδυναµίες συστηµάτων, ισοδυναµία στο χώρο 
καταστάσεων, Rosenbrock ισοδυναµία, Fuhrmann ισοδυναµία. 
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ABSTRACT 
 
 
 
 

The present paper concerns about equivalence relations and moreover about 

equivalence of polynomial matrices as well as system equivalence. 

  The paper is divided into two sections. More precisely, the first section deals 

with the structure of polynomial matrices, the elementary transformation of those as 

well as the geometric interpretation of invariants that these transformations keep in 

relation to the solutions of the linear differential equations of the matrices. There is an 

extensive analysis of the unimodular equivalence which is about polynomial matrices of 

the same dimension and of the extended unimodular equivalence that is about 

polynomial matrices of different dimensions. 

 The second section is about system equivalence and specifically state-space  

systems equivalence, Rosenbrock’s strict system equivalence, unimodular equivalence 

systems and Fuhrmann’s system equivalence.  

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

KEY WORDS 
 
 

Equivalence, Smith form, polynomial matrix, unimodular equivalence, extended 
unimodular equivalence, system equivalence, state-space equivalence, Rosenbrock’s 
equivalence, Fuhrmann’s equivalence.  



Σωτηριάδου  Αργυρώ  
 
 

 8 

 
ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 
 
 
 
 
 

Θα ήθελα να εκφράσω τις θερµές µου ευχαριστίες στον επιβλέποντα καθηγητή 

µου κ.Νικόλαο Καραµπετάκη για την βοήθεια, την επιστηµονική του καθοδήγηση και 

τη συνολική επίβλεψη της εργασίας αυτής. Ήταν πάντα διαθέσιµος για συζήτηση, 

συµβάλλοντας δηµιουργικά στην ολοκλήρωση της παρούσας εργασίας. 

Οφείλω ακόµη να ευχαριστήσω τα υπόλοιπα µέλη της τριµελούς επιτροπής 

κ.Βαρδουλάκη Αντώνιο και κα.Γουσίδου-Κουτίτα Μαρία για τον χρόνο που αφιέρωσαν 

στη µελέτη και αξιολόγηση της εργασίας. 

Τέλος θα ήθελα να ευχαριστήσω τους γονείς µου για τη ψυχολογική και 

οικονοµική υποστήριξη καθ’ όλη την διάρκεια των σπουδών µου. 



Ισοδυναµ ίες  Πολυωνυµ ικών  Πινάκων  και  Εφαρµογή  στην  
 Θεωρία  Συστηµάτων  και  Ελέγχου  

 
 
 
 

 9

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Ισοδυναµίες Πολυωνυµικών Πινάκων 
 

 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε τις βασικές έννοιες  που απαιτούνται για την 

κατανόηση των  επόµενων ενοτήτων. Το περιεχόµενο του  κεφαλαίου αυτού 

περιλαµβάνει  έννοιες που αφορούν τους    µετασχηµατισµούς  οµοιότητας πινάκων , 

την δοµή  πολυωνυµικών  πινάκων, τους   στοιχειώδεις  µετασχηµατισµούς αυτών  

καθώς  και  την  γεωµετρική  ερµηνεία  των  αναλλοίωτων  που  διατηρούν οι  

µετασχηµατισµοί  αυτοί  σε  σχέση µε  το  χώρο  των λύσεων των γραµµικών οµογενών 

διαφορικών εξισώσεων  των πινάκων. 

 

1.1 Μετασχηµατισµοί οµοιότητας σταθερών πινάκων 
 

 

Ορισµός 1.1  Έστω Α ένας  nxn  πίνακας µε  στοιχεία  από το R (C ) και έστω  λ ένας 

πραγµατικός  ( µιγαδικός )  αριθµός  για  τον οποίο  η εξίσωση  x xλΑ =   έχει  µια  µη 

τετριµµένη  λύση  (δηλ. 0x ≠ ).  Η τιµή λ ορίζεται ως   ιδιοτιµή  του  πίνακα  Α.  Το µη 

µηδενικό διάνυσµα που  ικανοποιεί  την  εξίσωση  x xλΑ =     ονοµάζεται  

ιδιοδιάνυσµα του Α που αντιστοιχεί στην τιµή  λ.                                                            □ 

 

1.1.1 Σχέσεις ισοδυναµίας. 

 Μια σχέση ℜ  πάνω στο σύνολο X , δηλαδή ένα υποσύνολο ℜ  του 

καρτεσιανού γινοµένου X X× , ονοµάζεται σχέση ισοδυναµίας εάν και µόνο εάν 

ικανοποιεί τiς ακόλουθες ιδιότητες: 

1. Ανακλαστική ιδιότητα: ( , )x x ∈ℜ  για κάθε x X∈  

 ∆ηλαδή κάθε στοιχείο x X∈  είναι ισοδύναµο µε τον εαυτό του. 

2. Συµµετρική ιδιότητα: ( , )x y ∈ℜ  συνεπάγεται ( , )y x ∈ℜ  

∆ηλαδή το στοιχείο x X∈  είναι ισοδύναµο µε το y Y∈  εάν και µόνο εάν το 

y Y∈  είναι ισοδύναµο µε το x X∈ . 
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3. Μεταβατική ιδιότητα: ( , )x y ∈ℜ  και ( , )y z ∈ℜ  συνεπάγεται ότι 

( , )x z ∈ℜ  

∆ηλαδή αν το στοιχείο x X∈  είναι ισοδύναµο µε το στοιχείο y Y∈  και το 

στοιχείο y Y∈  είναι ισοδύναµο µε το στοιχείο z Z∈  τότε και το στοιχείο 

x X∈  είναι ισοδύναµο µε το στοιχείο z Z∈ .           □ 

 

 

1.1.2 Ένα αναλλοίωτο στοιχείο στο R. 

Αν Τ είναι ένα σύνολο τότε µια συνάρτηση :f X T→  ονοµάζεται αναλλοίωτο 

στοιχείο του R όταν 

( ) ( )Rx y f x f y⇒ =∼ . 

Με άλλα λόγια η :f X T→  είναι ένα αναλλοίωτο στοιχείο του R εάν όλα τα στοιχεία 

y Y∈ τέτοια ώστε ( , )x y R∈ έχουν την ίδια εικόνα διαµέσου της f .         □ 

 

1.1.3 Ένα πλήρες αναλλοίωτο στο R. 

 Αν Τ είναι ένα σύνολο τότε µια συνάρτηση :f X T→ ονοµάζεται πλήρες 

αναλλοίωτο στοιχείο στο R όταν 

( ) ( )Rx y f x f y⇔ =∼ .               □ 

 

 

Ορισµός 1.2  Οι πίνακες Α΄ και Α λέγονται  όµοιοι πίνακες όταν υπάρχουν 

µετασχηµατισµοί της µορφής  1΄ −Α = Τ ΑΤ   όπου Τ αντιστρέψιµος πίνακας. Οι πίνακες 

αυτοί  έχουν την  ίδια τάξη  και τις ίδιες ιδιοτιµές.  Ο πίνακας Τ λέγεται πίνακας 

µετασχηµατισµού.                                                                                                             □ 

 

Όµοιοι πίνακες παριστάνουν τον ίδιο γραµµικό µετασχηµατισµό σε διαφορετικές 

βάσεις. Οι  µετασχηµατισµοί οµοιότητας αφήνουν αναλλοίωτες τις ιδιοτιµές  του 

πίνακα. 
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1.2 Πολυωνυµικοί πίνακες. 

 

      Έστω R   το  σώµα  των  πραγµατικών  αριθµών,  [ ]sR  ο  δακτύλιος  των 

πολυωνύµων µε πραγµατικούς  συντελεστές  και ( )sR  το σώµα των κλασµάτων στο 

[ ]sR . Ένας  ρητός πίνακας  Τ(s) του οποίου  τα στοιχεία είναι  πολυώνυµα  καλείται 

πολυωνυµικός πίνακας. Έστω το σύνολο των p m×  πολυωνυµικών πινάκων το οποίο 

συµβολίζουµε µε [ ]p ms ×R .  Ένας πίνακας  ( ) [ ]p mT s s ×∈R  αναλύεται συνήθως ως εξής: 
2

0 1 2( ) ... q
qT s T T s T s T s= + + + +    όπου p m

iT ×∈R  

Ο αριθµός q ονοµάζεται τάξη του πολυωνυµικού πίνακα ( )T s . 

Έστω ( )r c s×  το σύνολο των πινάκων που έχουν r γραµµές και c στήλες και στοιχεία 

στο  ( )s . 

 

Ορισµός 1.3 (Gantmacher 1959) Βαθµός ενός πολυωνυµικού πίνακα ( ) [ ]p mT s s ×∈R , 

που συµβολίζεται µε deg ( )T s ,  είναι ο µέγιστος βαθµός όλων των µέγιστης τάξης (µη 

µηδενικών) υποοριζουσών του ( )T s .                 □ 

 

Ορισµός 1.4 (Wolovich 1974) Ορίζουµε ως πολυπλοκότητα των γραµµών  ( )rc T ( 

των στηλών ( )cc T  ) του πολυωνυµικού πίνακα ( ) [ ]p mT s s ×∈R , το άθροισµα των 

βαθµών των γραµµών (των στηλών) των µη µηδενικών πολυωνυµικών διανυσµάτων 

δηλαδή: 

  
1

( ) deg ( )
p

ir
i

c T t s
=

= ∑      
1

( ) deg ( )
m

c j
j

c T t s
=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑          □  

 

Ορισµός 1.5 (Rosenbrock 1970) Ένας πολυωνυµικός πίνακας ( ) [ ]p pT s s ×∈R  

ονοµάζεται αντιστρέψιµος (unimodular) εάν και µόνο εάν  υπάρχει πολυωνυµικός 

πίνακας ( ) [ ]p pT s s ×∈R  τέτοιος ώστε ( ) ( ) pT s T s I=  ή ισοδύναµα εάν και µόνο εάν 

det ( )T s c= , c∈R , 0c ≠ .               □ 
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Ορισµός 1.6 (Wolovich 1974)  Έστω ( ) [ ]p mT s s ×∈R  µε  ( ) ( )rankT s p m= = . Τότε ο 

( )T s  είναι κανονικός ως προς τις γραµµές του (row proper)  [κανονικός ως προς τις 

στήλες του (column proper)] εάν και όνο εάν η πολυπλοκότητα  ( )rc T  των γραµµών 

( ( )cc T  των στηλών)  είναι ίση µε το βαθµό του πολυωνυµικού πίνακα ( )T s  (deg ( )T s ). 

∆ηλαδή: 

  ( )T s  row proper ⇔ ( )rc T = deg ( )T s  

  ( )T s  column proper ⇔ ( )cc T = deg ( )T s              □ 

 

Ορισµός 1.7 (Vardulakis 1991)  Έστω ( ) [ ]p pT s s ×∈R ,  2
0 1 2( ) ... q

qT s T T s T s T s= + + + +    

όπου p p
iT ×∈R . Ο ( )T s  θα ονοµάζεται οµαλός εάν και µόνο εάν R qrank T p= .        □ 

 

1.3 Στοιχειώδεις πράξεις πολυωνυµικών πινάκων 

 

      Οι στοιχειώδεις πράξεις επί των γραµµών και στηλών ενός πολυωνυµικού πίνακα  

( ) [ ]p pT s s ×∈R  ορίζονται ως εξής: 

1) Εναλλαγή δυο γραµµών ή στηλών του ( )T s  

2) Πολλαπλασιασµός της i-γραµµής (στήλης) του ( )T s  µε οποιοδήποτε µη 

µηδενικό στοιχείο του R  (αντιστρέψιµο στοιχείο). 

3) Πολλαπλασιασµός της i-γραµµής ή στήλης του ( )T s  µε µη µηδενικό στοιχείο 

t(s) του [ ]sR  και πρόσθεση της σε οποιαδήποτε άλλη γραµµή ή στήλη j του 

( )T s . 

 

      Οι στοιχειώδεις πράξεις επι των γραµµών (στηλών) του ( )T s  επιτυγχάνονται µε 

πολλαπλασιασµό του ( )T s  από αριστερά (δεξιά) µε τους στοιχειώδεις αντιστρέψιµους 

(unimodular) πίνακες οι οποίοι παράγονται εκτελώντας τις αντίστοιχες στοιχειώδεις 

πράξεις στον µοναδιαίο πίνακα  pI  ( mI ). Μπορεί ακόµη να δειχθεί ότι κάθε 

αντιστρέψιµος unimodular πίνακας µπορεί να γραφεί ως  γινόµενο στοιχειωδών 

πινάκων. 

 



Ισοδυναµ ίες  Πολυωνυµ ικών  Πινάκων  και  Εφαρµογή  στην  
 Θεωρία  Συστηµάτων  και  Ελέγχου  

 
 
 
 

 13

Ορισµός 1.8 (Gantmacher 1959)   ∆ύο πολυωνυµικοί πίνακες 1( )T s , 2 ( )T s ( ) p ms ×∈R  

καλούνται αντιστρέψιµα ισοδύναµοι (unimodular equivalent) αν υπάρχουν 

αντιστρέψιµοι unimodular πίνακες ( ) [ ]r m
LT s s ×∈R , ( ) [ ]m m

RT s s ×∈R  τέτοιοι ώστε 

1 2( ) ( ) ( ) ( )L RT s T s T s T s= .               □ 

 

Θεώρηµα 1.9  H αντιστρέψιµη ισοδυναµία (unimodular equivalence)  είναι µια σχέση 

ισοδυναµίας στο σύνολο των p m×  πολυωνυµικών πινάκων. 

Απόδειξη 

1.   Ανακλαστική ιδιότητα: 

Έστω  1( ) [ ]p mT s s ×∈ .  Ισχύει  1 1( ) ( )p mI T s I T s= . 

2.  Συµµετρική ιδιότητα: 

Έστω 1( )T s , 2 ( )T s [ ]p ms ×∈  αντιστρέψιµα ισοδύναµοι (unimodular equivalent) 

πολυωνυµικοί πίνακες δηλαδή υπάρχουν αντιστρέψιµοι πίνακες  ( ) [ ]p p
LT s s ×∈ , 

( ) [ ]m m
RT s s ×∈  τέτοιοι ώστε  1 2( ) ( ) ( ) ( )L RT s T s T s T s= , τότε θα  έχουµε  

1
1 2( ) ( ) ( ) ( )R LT s T s T s T s−= ⇔  1 1

1 2( ) ( ) ( ) ( )L RT s T s T s T s− −= , όπου 1( )LT s−  και 1( )RT s−  

[ ]p ps ×∈  γιατί είναι αντιστρέψιµοι. 

3.  Μεταβατική ιδιότητα: 

Έστω 1( )T s , 2 ( )T s  [ ]p ms ×∈  αντιστρέψιµα ισοδύναµοι  πίνακες δηλαδή υπάρχουν 

αντιστρέψιµοι πίνακες ( ) [ ]p p
LT s s ×∈ , ( ) [ ]m m

RT s s ×∈  τέτοιοι ώστε 

1 2( ) ( ) ( ) ( )L RT s T s T s T s=  και 2 ( )T s , 3 ( )T s [ ]p ms ×∈   αντιστρέψιµα ισοδύναµοι 

δηλαδή υπάρχουν αντιστρέψιµοι πίνακες ' ( ) [ ]m m
RT s s ×∈ ' ( ) [ ]p p

LT s s ×∈  και  

' ( ) [ ]m m
RT s s ×∈  τέτοιοι ώστε ' '

2 3( ) ( ) ( ) ( )L RT s T s T s T s=  τότε θα έχουµε 

' ' 1 ' 1 ' 1
2 3 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R L L RT s T s T s T s T s T s T s T s− − −= ⇔ = .  

Οπότε 

 ' 1 ' 1
1 2 1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L R L R L RT s T s T s T s T s T s T s T s T s T s− −= ⇔ = ⇔  

1 ' 1 ' 1
1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R L L RT s T s T s T s T s T s− − −= ⇔  

1 ' 1 ' 1 1
1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L L R RT s T s T s T s T s T s− − − −= ⇔  
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' 1 ' 1
1 3( ) [ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]L L R RT s T s T s T s T s T s− −= ⋅ ⋅ ,όπου ' 1[ ( ) ( )]L LT s T s −⋅  και  ' 1[ ( ) ( )]R RT s T s −⋅  

[ ]p ps ×∈   γιατί οι πίνακες αυτοί είναι αντιστρέψιµοι.          ■  

 

Περνάµε τώρα στην κανονική µορφή στην οποία ένας ορθογώνιος πίνακας ( )A s  

µπορεί να έρθει εφαρµόζοντας αριστερά και δεξιά στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς. 

 

Θεώρηµα 1.10 (Gantmacher 1959)  [Smith µορφή ενός πολυωνυµικού πίνακα] 

      Έστω ( ) [ ]p mT s s ×∈R  µε ( ) ( )R srank T s r= , min{ , }r p m≤ . Τότε ο ( )T s  είναι 

ισοδύναµος µε ένα διαγώνιο πίνακα  ( ) ( ) [ ]C p m
T sS s s ×∈R   που έχει τη µορφή: 

( ) ( )C
T sS s = 1 2 ,( ), ( ),..., ( ),0r m r p rdiag s s sε ε ε − −⎡ ⎤⎣ ⎦       (1.1) 

και ονοµάζεται Smith µορφή στο   του ( )T s ,  όπου ( )i sε [ ]s∈R ,  έχουν ως 

µεγιστοβάθµιο συντελεστή τη µονάδα , είναι πρώτα µεταξύ τους και ικανοποιούν τις 

σχέσεις 1( ) / ( )i is sε ε + . Τα πολυώνυµα ( )i sε  αποτελούν  αναλλοίωτα πολυώνυµα του 

( )T s .                          

Απόδειξη 

 Μεταξύ όλων των στοιχείων ( )ika s  του ( )T s   που δεν είναι ίσα µε το µηδέν 

διαλέγουµε ένα ελαχίστου βαθµού  στο  s   και µε κατάλληλες µεταθέσεις των γραµµών 

και στηλών πηγαίνουµε αυτό το στοιχείο στη θέση 11( )a s . Μετά βρίσκουµε τα πηλίκα 

και τα υπόλοιπα των πολυωνύµων 1( )ia s   και 1 ( )ka s  µε το 11( )a s : 

1 11 1 1( ) ( ) ( ) ( )i i ia s a s q s r s= + ,  1 11 1 1( ) ( ) ( ) ( )k k ka s a s q s r s= +  

  ( 2,3,..., ; 2,3,..., )i m k n= =  

 Αν έστω και ένα από τα υπόλοιπα 1 1( ), ( )i kr s r s  ( 2,3,..., ; 2,3,..., )i m k n= = για 

π.χ. το 1 ( )kr s  δεν είναι ίσο µε το µηδέν, τότε µε αφαίρεση από την k th−  στήλη της 

πρώτης στήλης πολλαπλασιασµένη µε 1 ( )kq s , αντικαθιστούµε το 1 ( )ka s  µε το υπόλοιπο 

1 ( )kr s  που είναι µικρότερου βαθµού από το 11( )a s . Μετά, µε την ίδια διαδικασία που 

περιγράψαµε παραπάνω,  µπορούµε να µειώσουµε το βαθµό του στοιχείου στην πάνω 

αριστερή γωνία του πίνακα βάζοντας στην θέση του ένα στοιχείο µικρότερου βαθµού 

ως προς  s . 
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 Αλλά εάν όλα τα υπόλοιπα 21 1 12 1( ),..., ( ); ( ),..., ( )m nr s r s r s r s  είναι ίσα µε το µηδέν, 

τότε αφαιρώντας από την i th−  γραµµή την πρώτη πολλαπλασιασµένη µε 1( )iq s  

( 2,..., )i m=  και από την k th−  στήλη την πρώτη πολλαπλασιασµένη µε 1 ( )kq s  

( 2,..., )k n= ανάγουµε τον πολυωνυµικό πίνακα στη µορφή  

11

22 2

2

( ) 0 0
0 ( ) ( )

0 ( ) ( )

n

m mn

a s
a s a s

a s a s

…
…

… … … …
…

                 (1.2) 

 Εάν έστω και ένα από τα στοιχεία ( )ika s  ( 2,..., ; 2,..., )i m k n= = δεν είναι 

διαιρετό χωρίς υπόλοιπο από το 11( )a s , τότε προσθέτουµε  στη πρώτη στήλη, αυτή τη 

στήλη η οποία περιέχει τέτοια στοιχεία στα οποία καταλήξαµε στην προηγούµενη 

διαδικασία και µπορούµε να αντικαταστήσουµε ξανά το στοιχείο 11( )a s  µε ένα 

πολυώνυµο µικρότερου βαθµού. 

 Εφόσον το αρχικό στοιχείο 11( )a s  είχε ένα καθορισµένο βαθµό και εφόσον η 

διαδικασία µείωσης αυτού του βαθµού δε µπορεί να συνεχιστεί απεριόριστα, πρέπει 

µετά από ένα πεπερασµένο αριθµό στοιχειωδών πράξεων να πάρουµε έναν πίνακα της 

µορφής: 

1

22 2

2

( ) 0 0
0 ( ) ( )

0 ( ) ( )

n

m mn

s
b s b s

b s b s

ε …
…

… … … …
…

      (1.3) 

Στον οποίο όλα τα στοιχεία ( )ikb s  είναι διαιρετά, χωρίς υπόλοιπο, µε το 1( )sε . Αν 

µεταξύ αυτών των στοιχείων ( )ikb s  υπάρχει ένα που δεν είναι ίσο µε το µηδέν, τότε 

συνεχίζουµε την ίδια διαδικασία στον υποπίνακα που προκύπτει από τις  γραµµές 

2,...,m  και τις στήλες 2,...,n , και ανάγουµε τον πίνακα (1.2) στη µορφή: 

1

2

33 3

3

( ) 0 0 0
0 ( ) 0 0
0 0 ( ) ( )

0 0 ( ) ( )

n

m mn

s
s

c s c s

c s c s

ε
ε

…
…
…

… … … … …
…

 



Σωτηριάδου  Αργυρώ  
 
 

 16 

όπου 2 ( )sε  είναι διαιρετό χωρίς υπόλοιπο µε το 1( )a s  και όλα τα πολυώνυµα ( )ika s  

όπου i=3,…,m,  k=3,…,n  είναι διαιρετά χωρίς υπόλοιπο µε το 2 ( )sε . Συνεχίζοντας την 

διαδικασία, τελικά καταλήγουµε σε ένα πίνακα της µορφής: 

1

2

( ) 0 0 0 0
0 ( ) 0 0 0

0 0 ( ) 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

s

s
s

s

ε
ε

ε

… …
… …

… … … … … … …
… …
… …

… … … … … … …
… …

    (1.4) 

όπου τα πολυώνυµα 1 2( ), ( ),..., ( )ss s sε ε ε  ( min( , ))s m n≤  δεν είναι ίσα µε µηδέν και το 

καθένα είναι διαιρετό µε το προηγούµενο. 

 Πολλαπλασιάζοντας τις πρώτες s  γραµµές µε τους κατάλληλους µη-µηδενικούς 

παράγοντες, µπορούµε να συµφωνήσουµε ότι οι µεγαλύτεροι συντελεστές των 

πολυωνύµων 1 2( ), ( ),..., ( )ss s sε ε ε   είναι ίσοι µε 1.            ■    

 

 

Ορισµός 1.11 (Gantmacher 1959)   Έστω ( ) [ ]p mT s s ×∈R . Τότε τα µηδενικά του 

πολυωνυµικού πίνακα ( )T s  ορίζονται ως  τα µηδενικά των πολυωνύµων ( )i sε , i r∈ , 

που ορίστηκαν  από  τη σχέση (1.1).               □ 

 

Παράδειγµα 1.12  Έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε την Smith µορφή του  

( )A s = 
2 2 1

1 1
s s s
s s

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
 2 2[ ]s ×∈R  

Μεταξύ όλων των στοιχείων του ( )A s  που δεν είναι ίσα µε το µηδέν διαλέγουµε αυτό 

που είναι ελάχιστης τάξης  και το πηγαίνουµε µε εναλλαγές γραµµών στην θέση  (1,1)  

11( )a s . Έτσι µε εναλλαγή της πρώτης και δεύτερης γραµµής παίρνουµε: 

1

2 2

2 2

0 1 1 11
1 0 11 1

U

s ss s s
s s ss s
+ +⎛ ⎞+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

Μετά βρίσκουµε τα πηλίκα  και τα υπόλοιπα των πολυωνύµων 21( )a s  και 12 ( )a s  µε  το 

11( )a s . Οπότε 21 11 21 21( ) ( ) ( ) ( )a s a s q s r s= + 2 ( 1) 0s s s s⇔ + = + +  και 
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12 11 12 12( ) ( ) ( )a s a s q s r= + ⇔  1 ( 1) 1 0s s+ = + ⋅ + . Επειδή όλα τα υπόλοιπα είναι ίσα µε 

µηδέν αφαιρούµε  τη δεύτερη γραµµή από την πρώτη πολλαπλασιασµένη µε το 21( )q s  

δηλαδή µε το s .  

2

2 2

1 0 1 1 1 1
1 1 0 1

U

s s s s
s s s s s

+ + + +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Έπειτα αφαιρούµε τη δεύτερη στήλη από την πρώτη πολλαπλασιαµένη µε το 12 ( )q s  

δηλαδή µε το 1. 

1

1 1 1 1 1 0
0 1 0 1 0 1

V

s s s
s s

+ + − +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε -1. 

3

( )

1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 T s

U

s s
S

s s
+ +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( ) ( )C
T s L RS U s A s U s=  

Όπου ( )LU s  το γινόµενο: 

3 2 1

1 0 1 0 0 1
( )

0 1 1 1 0L

U U U

U s
s

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

1 0 0 1 0 1
1 1 0 1s s

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Και  ( )RU s  ο πίνακας:  

( )RU s

1

1 1
0 1

V

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                □ 
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1.4  Γραµµικές οµογενείς διαφορικές εξισώσεις πινάκων 

Έστω η γραµµική οµογενής διαφορική εξίσωση   

( ) ( ) 0tρ βΑ =  0t ≥        (1.5) 

 όπου d
dt

ρ =  είναι ο διαφορικός τελεστής, ( )ρΑ  είναι ένας r r×  οµαλός 

πολυωνυµικός πίνακας δηλαδή ( ) [ ]r rρ ρ ×Α ∈R  και ( ) : (0 , ) rtβ − ∞ → R  δηλαδή ένα r-

διάστατο διάνυσµα που περιέχει ως στοιχεία  συναρτήσεις και το οποίο αναζητούµε. 

Υποθέτουµε ότι το ( )tβ  ανήκει στον χώρο των απείρως διαφορίσιµων συναρτήσεων, 

έτσι ώστε ( ) ( ) ( )(0 ) (0 ) (0)q q qβ β β− = + =  µε 0,1, 2,...q =  και όπου ( ) ( )q tβ  δηλώνει την 

παράγωγο τάξης q του ( )tβ  ως προς t. Έστω:  
1

1 1 0( ) ...κ κ
κ κρ ρ ρ ρ−

−Α = Α + Α + + Α +Α       (1.6) 

όπου p m
i

×Α ∈R , 0,1,...,i k=  και έστω (1) ( 1)(0 ), (0 ),..., (0 )κβ β β −− − −  είναι οι ‘αρχικές 

συνθήκες’ του διανύσµατος ( )tβ  και των παραγώγων του τάξης 1,2,…,κ-1 στο σηµείο 

t=0-. 

Έστω 0λ ∈    ένα πεπερασµένο µηδενικό του ( )ρΑ  πρδ έστω 0| ( ) | 0λΑ = , 

τότε έχουµε 

 

Πρόταση 1.13 Έστω 

0

1

0 1 1( ) ...
! ( 1)! 1!

tt t tt e
µ µ

λ
µ µβ β β β β

µ µ

−

−

⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

    (1.7) 

όπου iβ ∈ , i=0,1,…,µ και 0 0β ≠ . Τότε  η ( )tβ  ικανοποιεί την γραµµική οµογενή 

διαφορική εξίσωση (1.5) εάν και µόνο εάν οι επόµενες εξισώσεις ικανοποιούνται: 

0 0( ) 0λ βΑ =  

(1)
0 0 0 1( ) ( ) 0λ β λ βΑ + Α =  

             (1.8) 

( ) ( 1) (1)
0 0 0 1 0 1 0

1 1( ) ( ) ... ( ) ( ) 0
! ( 1)!

µ µ
µ µλ β λ β λ β λ β

µ µ
−

−Α + Α + + Α + Α =
−

 

Απόδειξη 

Παρατηρούµε ότι   

 ( ) ( )A tρ β =
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0

1

0 0 1 ...
! ( 1)!

tt tA e
µ µ

λ
µβ β β

µ µ

−⎡ ⎤
+ + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

0 0

1 1 2

1 0 0 1 1 0 1 1... ...
! ( 1)! ( 1)! ( 2)!

t tt t t tA e e
µ µ µ µ

λ λ
µ µλ β β β β β β

µ µ µ µ

− − −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ + + + Α + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ 

 

0 0

1 1 2
2

2 0 0 1 2 0 0 1 1... 2 ...
! ( 1)! ( 1)! ( 2)!

t tt t t tA e e
µ µ µ µ

λ λ
µ µλ β β β λ β β β

µ µ µ µ

− − −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ + + + Α + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ 

0

2 3

2 0 1 2...
( 2)! ( 3)!

tt t e
µ µ

λ
µβ β β

µ µ

− −

−

⎡ ⎤
Α + +⎢ ⎥− −⎣ ⎦

+ 

0 0

1 1 2
3 2

3 0 0 1 3 0 0 1 1... 3 ...
! ( 1)! ( 1)! ( 2)!

t tt t t tA e e
µ µ µ µ

λ λ
µ µλ β β β λ β β β

µ µ µ µ

− − −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ + + + Α + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ 

1
2!

0

2 3

3 0 0 1 23 ...
( 2)! ( 3)!

tt t e
µ µ

λ
µλ β β β

µ µ

− −

−

⎡ ⎤
Α + +⎢ ⎥− −⎣ ⎦

+….+ 

0 0

1 1 2
1

0 0 1 0 0 1 1... ...
! ( 1)! ( 1)! ( 2)!

t tt t t tA e e
µ µ µ µ

λ λµ µ
µ µ µ µλ β β β µ λ β β β

µ µ µ µ

− − −
−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ + + + Α + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+…….= 

0

0

2
0 1 0 2 0 0 0

( )

...
!

ttA A A A e
µ

λµ
µ

λ

λ λ λ β
µ

Α

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + + +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

+ 

0

1
2

0 1 0 2 0 0 1...
( 1)!

ttA A A A e
µ

λµ
µλ λ λ β

µ

−

⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦ −
+…+ 02

0 1 0 2 0 0... tA A A A eλµ
µ µλ λ λ β⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦ + 

0

(1)
0

1
1

1 2 0 0 0

( )

2 ...
( 1)!

ttA A A e
µ

λµ
µ

λ

λ µ λ β
µ

−
−

Α

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥ −
⎢ ⎥⎣ ⎦

+…+ 01
1 2 0 0 12 ... tA A A eλµ

µ µλ µ λ β−
−⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ + 

+…+ 0

( )
0

1 0 0

( )

1
!

tA A e
µ

λ
µ µ

λ

µ λ β
µ −

Α

⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= 

0 0 0

1

0 0 0 1 0( ) ( ) ... ( )
! ( 1)!

t t tt tA e A e A e
µ µ

λ λ λ
µλ β λ β λ β

µ µ

−

+ + +
−

+

0 0

1
(1) ( )

0 0 0 0
1( ) ... ( )

( 1)! !
t tt A e A e

µ
λ λµλ β λ β

µ µ

−

+ +
−

.            (1.9) 
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Aν λοιπόν θέλουµε ( ) ( ) 0tρ βΑ = ,  τότε επειδή τα πολυώνυµα  0 0 0{ , ,..., }t t te te t eλ λ λµ είναι 

γραµµικά ανεξάρτητα , θα πρέπει οι συντελεστές των πολυωνύµων αυτών να είναι 

µηδέν οπότε  και αποδεικνύονται οι ζητούµενες σχέσεις (1.8).          ■  

 

 

Παράδειγµα  1.14  Έστω 0λ ∈  ιδιοτιµή του πίνακα ( )A ρ  πολλαπλότητας 1. Εφόσον 

η ιδιοτιµή 0 R Ic icλ = +  είναι µιγαδική και ο συζυγής του 0 R Ic icλ = −  είναι επίσης 

ιδιοτιµή του ( )A ρ  πολλαπλότητας 1. Το ιδιοδιάνυσµα 0β  που αντιστοιχεί στην 

ιδιοτιµή 0λ ∈  είναι και αυτό µιγαδικός αριθµός και γράφεται στη µορφή  

0 R Iiβ β β= + ,  αντίστοιχα ο  συζυγής του γράφεται   0 R Iiβ β β= − .  Τα ( )R Ic ic te +  και 

( )R Ic ic te −  αποτελούν λύση της γραµµικής οµογενής διαφορικής εξίσωσης ( ) ( ) 0tρ βΑ =  

όπως δείξαµε στην σχέση (1.9), το ίδιο θα ισχύει και για τον γραµµικό τους συνδυασµό: 

00
001 0

1( ) ( )
2

t tt e eλ λβ β β= + = 

= ( ) ( )1 ( ) ( )
2

R I R Ic ic t c ic t
R R Ii e i eβ β β β+ −

Ι⎡ ⎤+ + −⎣ ⎦   

= 1 ( ) ( )
2

R I R Ic t ic t c t ic t
R I R Ii e e i e eβ β β β −⎡ ⎤+ ⋅ + − ⋅⎣ ⎦ =     

           = 1 ( ) (cos( ) sin( )) ( ) (cos( ) sin( )
2

R Rc t c t
R I I I R I I Ii e c t i c t i e c t i c tβ β β β⎡ ⎤+ ⋅ + + − ⋅ − +⎣ ⎦ = 

           = 1 [ cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
2

R R R Rc t c t c t c t
R I R I I I I Ic t e i c t e i c t e c t eβ β β β+ + − +  

+ cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) ]R R R Rc t c t c t c t
R I R I I I I Ic t e i c t e i c t e c t eβ β β β− + − − − + − = 

           = 1 [ cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
2

R R R Rc t c t c t c t
R I R I I I I Ic t e i c t e i c t e c t eβ β β β+ + − + 

           + cos( ) sin( ) cos( ) sin( )R R R Rc t c t c t c t
R I R I I I I Ic t e i c t e i c t e c t eβ β β β− − − = 

            = 1 [2 cos( ) 2 sin( ) ]
2

R Rc t c t
R I I Ic t e c t eβ β− = 

            = cos( ) sin( )R Rc t c t
R I I Ic t e c t eβ β− . 

 

Οµοίως λύση της γραµµικής οµογενής διαφορικής εξίσωσης  ( ) ( ) 0tρ βΑ =  θα 

αποτελεί και το διάνυσµα: 
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00
002 0

1( ) ( )
2

t tt e e
i

λ λβ β β= − = 

          = ( ) ( )1 ( ) ( )
2

R I R Ic ic t c ic t
R R Ii e i e

i
β β β β+ −

Ι⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦  

          = 1 ( ) ( )
2

R I R Ic t ic t c t ic t
R I R Ii e e i e e

i
β β β β −⎡ ⎤+ ⋅ − − ⋅⎣ ⎦ = 

          = 1 ( ) (cos( ) sin( )) ( ) (cos( ) sin( )
2

R Rc t c t
R I I I R I I Ii e c t i c t i e c t i c t

i
β β β β⎡ ⎤+ ⋅ + − − ⋅ − +⎣ ⎦  

          = 1 [ cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
2

R R R Rc t c t c t c t
R I R I I I I Ic t e i c t e i c t e c t e

i
β β β β+ + − −  

          cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) ]R R R Rc t c t c t c t
R I R I I I I Ic t e i c t e i c t e c t eβ β β β− − − − + − − −  

           = 1 [ cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
2

R R R Rc t c t c t c t
R I R I I I I Ic t e i c t e i c t e c t e

i
β β β β+ + −  

           cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) ]R R R Rc t c t c t c t
R I R I I I I Ic t e i c t e i c t e c t eβ β β β− + + + = 

            = 1 [2 sin( ) 2 cos( ) ]
2

R Rc t c t
R I I Ii c t e i c t e

i
β β+ = 

            = sin( ) cos( )R Rc t c t
R I I Ic t e c t eβ β+ . 

Εποµένως από τα δυο διανύσµατα προκύπτει  η λύση της  ( ) ( ) 0tρ βΑ = : 

[ ] cos( ) sin( )
( )

sin( ) cos( )

R R

R R

c t c t
I I

R I c t c t
I I

e c t e c t
t

e c t e c t
β β β

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

= 

           =[ ]
R I

I R

c c
t

c c
R I eβ β

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦ .               □ 

 

Παράδειγµα 1.15  Θα δούµε τώρα τι συµβαίνει εάν έχουµε γεωµετρική πολλαπλότητα 

2.  Έστω λοιπόν  0 0 0R iβ β βΙ= +  , 1 1 1R iβ β βΙ= + , 0 R Ic icλ = +  και τα συζυγή τους  

0 0 0R iβ β βΙ= − ,  1 1 1R iβ β βΙ= − ,  0 R Ic icλ = − . Τα διανύσµατα 0
0

teλβ ,  0
0 1( ) tt eλβ β+  

καθώς και τα συζυγή τους   0
0

teλβ ,  0
0 1( ) tt eλβ β+  αποτελούν λύση της γραµµικής 

διαφορικής εξίσωσης ( ) ( ) 0tρ βΑ = . Το ίδιο θα ισχύει και για τον γραµµικό τους 

συνδυασµό: 

00
001 0

1( ) ( )
2

t tt e eλ λβ β β= +   και  00
002 0

1( ) ( )
2

t tt e e
i

λ λβ β β= −  
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τα οποία όπως αποδείχθηκε στο παράδειγµα 1.14 ισούνται µε 

01 0 0( ) cos( ) sin( )R I It c t c tβ β βΙ= −   και   02 ( )tβ = sin( ) cos( )R Rc t c t
R I I Ic t e c t eβ β+  

αντίστοιχα. Ας δούµε τώρα τι γίνεται µε τον γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων  

0
0 1( ) tt eλβ β+  και 0

0 1( ) tt eλβ β+ : 

00
0 103 0 1

1( ) ( ) ( )
2

t tt t e t eλ λβ β β β β⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ = 

( ) ( )
0 0 1 1 0 0 1 1

1 ( ) ( )
2

R I R Ic ic t c ic t
R R I R R It it i e t it i eβ β β β β β β β+ −

Ι Ι⎡ ⎤+ + + + − + −⎣ ⎦ =                                            

0 0 1 1 0 0 1 1
1 ( ) ( )
2

R I R Ic t c t c t ic t
R R I R R It it i e e t it i e eβ β β β β β β β −

Ι Ι⎡ ⎤+ + + + − + −⎣ ⎦ = 

0 0 1 1
1 ( ) (cos( ) sin( ))
2

Rc t
R R I I It it i e c t i c tβ β β βΙ⎡ + + + +⎣ + 

0 0 1 1( ) (cos( ) sin( )Rc t
R R I I It it i e c t i c tβ β β βΙ ⎤− + − − + − ⎦ =

0 0 0
1 cos( ) sin( ) cos( )
2

R R Rc t c t c t
I I IR Rt c t e it c t e it c t eβ β βΙ⎡⎣ + + 0

0 sin( ) t
It c t eλβΙ−

0 0
1 1 1 1 0 0cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )t t

I I I I I IR R I R Rc t e i c t e i c t c t t c t it c tλ λβ β β β β βΙ+ + − + − + −  

0 0 1 1cos( ) sin( ) cos( ) sin( )R R R Rc t c t c t c t
I I I II I R Rit c t e t c t e c t e i c t eβ β β β− − + − + − + −  

1 1cos( ) sin( )R Rc t c t
I I I Ii c t e c t eβ β ⎤− − + − ⎦ = 

0 0 0 0
1 cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
2

R R R Rc t c t c t c t
I I I IR R I It c t e it c t e it c t e t c t eβ β β β⎡⎣ + + − + 

11 1 1 sin( )cos( ) sin( ) cos( )R R R
I I

c t c t c t
I I IR R I c tc t e i c t e i c t e ββ β β −+ + + 

00 0 0 sin( )cos( ) sin( ) cos( )R R R R
I I

c t c t c t c t
I I IR R I t c tt c t e it c t e it c t e eββ β β− − − + 

11 1 1 sin( )cos( ) sin( ) cos( )R R R
I I

c t c t c t
I I IR R I c tc t e i c t e i c t e ββ β β ⎤− − − ⎦ = 

0 1 102 cos( ) 2 cos( ) 2 sin( )1 2 sin( )
2

R R R Rc t
R I R I I

c t c t c t
IIt c t e c t c tt c t e e eβ β ββ Ι⎡ ⎤+ −⎣ ⎦− = 

0 1 10cos( ) cos( ) sin( )sin( )R R R Rc t
R I R I I

c t c t c t
IIt c t e c t c tt c t e e eβ β ββ Ι+ −− . 

Ακόµη έχουµε: 

00
0 104 0 1

1( ) ( ) ( )
2

t tt t e t eλ λβ β β β β⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦  

( ) ( )
0 0 1 1 0 0 1 1

1 ( ) ( )
2

R I R Ic ic t c ic t
R R I R R It it i e t it i e

i
β β β β β β β β+ −

Ι Ι⎡ ⎤+ + + − − + −⎣ ⎦  
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0 0 1 1 0 0 1 1
1 ( ) ( )
2

R I R Ic t c t c t ic t
R R I R R It it i e e t it i e e

i
β β β β β β β β −

Ι Ι⎡ ⎤+ + + − − + −⎣ ⎦  

0 0 1 1
1 ( ) (cos( ) sin( ))
2

Rc t
R R I I It it i e c t i c t

i
β β β βΙ⎡ + + + +⎣ - 

0 0 1 1( ) (cos( ) sin( )Rc t
R R I I It it i e c t i c tβ β β βΙ ⎤− + − − + − ⎦ = 

0 0 0
1 cos( ) sin( ) cos( )
2

R R Rc t c t c t
I I IR Rt c t e it c t e it c t e

i
β β βΙ⎡⎣ + + 0

0 sin( ) t
It c t eλβΙ−  

0 0
1 1 1 1 0 0cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )t t

I I I I I IR R I R Rc t e i c t e i c t c t t c t it c tλ λβ β β β β βΙ+ + − − − − −  

0 0 1 1cos( ) sin( ) cos( ) sin( )R R R Rc t c t c t c t
I I I II I R Rit c t e t c t e c t e i c t eβ β β β− − −+ − − − −  

1 1cos( ) sin( )R Rc t c t
I I I Ii c t e c t eβ β ⎤+ − − − ⎦ = 

0 0 0 0
1 cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
2

R R R Rc t c t c t c t
I I I IR R I It c t e it c t e it c t e t c t e

i
β β β β⎡⎣ + + − + 

11 1 1 sin( )cos( ) sin( ) cos( )R R R
I I

c t c t c t
I I IR R I c tc t e i c t e i c t e ββ β β −+ + - 

00 0 0 sin( )cos( ) sin( ) cos( )R R R R
I I

c t c t c t c t
I I IR R I t c tt c t e it c t e it c t e eββ β β+ + + - 

11 1 1 sin( )cos( ) sin( ) cos( )R R R
I I

c t c t c t
I I IR R I c tc t e i c t e i c t e ββ β β ⎤+ + + ⎦ = 

0 1 102 sin( ) cos 2 sin( ) 2 cos( )1 2 ( )
2

R R R Rc t
I I IR R

c t c t c t
IIit c t e i c t i c tit c t e e e

i
β β ββ Ι

⎡ ⎤
⎣ ⎦+ + + = 

= 0 1 10sin( ) cos sin( ) cos( )( )R R R Rc t
I I IR R

c t c t c t
IIt c t e c t c tt c t e e eβ β ββ Ι+ + + . 

Εποµένως: 

[ ]01 02 03 04( ) ( ) ( ) ( )t t t tβ β β β =  

[ ]0 0 1 1

cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
sin( ) cos( ) sin( ) cos( )

0 0 cos( ) sin( )
0 0 sin( ) cos( )

R R R R

R R R R

R R

R R

c t c t c t c t
I I I I

c t c t c t c t
I I I I

R I R I c t c t
I I

c t c t
I I

c t e c t e t c t e t c t e
c t e c t e t c t e t c t e

c t e c t e
c t e c t e

β β β β

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥⋅ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

 

[ ]

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0 1 1

R I

I R

R I

I R

c c
c c

t
c c
c c

R I R I eβ β β β

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦⋅ .             □ 
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Ορισµός 1.16  Η ακολουθία   

0 1, ,..., µβ β β      (1.10) 

η οποία ικανοποιεί τις εξισώσεις (1.8) είναι γνωστή ως Jordan αλυσίδα µήκους µ+1 που 

αντιστοιχεί στο µηδενικό 0λ ∈  του πίνακα ( )ρΑ . Το διάνυσµα 0
rβ ∈R , 0 0β ≠  είναι 

γνωστό ως ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στο µηδενικό 0λ ∈  του πίνακα ( )ρΑ . Τα 

διανύσµατα 1,..., µβ β  ονοµάζονται γενικευµένα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στο 

µηδενικό 0λ ∈  του πίνακα ( )ρΑ .  Ένα διάνυσµα ( )tβ   όπως αυτό της σχέσης  (1.7) 

ονοµάζεται λύση της γραµµικής διαφορικής εξίσωσης (1.5).           □ 

 

 Είναι φανερό ότι εάν για κάποια µ>0,  0 1, ,..., µβ β β  είναι µια αλυσίδα Jordan 

τότε από τις σχέσεις (4.4) προκύπτει ότι οι ακολουθίες: 

    0β  

    0 1,β β  

           (1.11) 

    0 1 1, ,..., µβ β β −  

είναι επίσης αλυσίδες Jordan µήκους 1,2,…,µ αντίστοιχα, που αντιστοιχούν στο 

µηδενικό 0λ ∈  του πίνακα ( )ρΑ  και συνεπώς τα διανύσµατα ( )j tβ , j=0,1,…,µ που 

ορίζονται από την σχέση  

0( ) [ ] ( )j
j r rt I I tβ ρ λ β= −       (1.12) 

είναι επίσης  λύσεις της (1.5). Οι εξισώσεις της µορφής (1.11) µπορούν να γραφούν υπό 

την µορφή πινάκων ως: 

1 1 0[ ( ), ( ),..., ( ), ( )]t t t tµ µβ β β β− =  

0

1

2 1

0 1

1
1! ( 1)! !

0 1
( 2)! ( 1)![ , ,..., ]

0 0 1
1!

0 0 0 1

t

t t t

t t

e

t

µ µ

µ µ

λ
µ

µ µ

µ µβ β β

−

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

( ) Jtt CeΨ =  
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Όπου ( 1)
0 1[ , ,..., ] rC µ

µβ β β × += ∈  ,  1 0( ) [ ( ), ( ),..., ( )]t t t tµ µβ β β−Ψ =  και 

0

0

0

1 0
0 0

1
0 0

J

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

( 1) ( 1)µ µ+ × +∈  

 

Λήµµα 1.17  Έστω το σύνολο 1 2{ ( ), ( ),..., ( )}nf t f t f t  από διανύσµατα µε στοιχεία 

συναρτήσεις 1 2( ) :[ , ] r
if t t t →  και έστω ότι έχουν συνεχείς παραγώγους εως και την 

(n-1)  τάξη στο διάστηµα 1 2[ , ]t t .  Συµβολίζουµε µε  1 2( ) [ ( ), ( ),..., ( )]nF t f t f t f t=  δηλαδή 

τον r n×  πίνακα µε ( )if t  την i-στήλη του και µε ( ) ( )iF t την i-παράγωγο του ( )F t . Τότε 

εάν για κάποιο 0 1 2[ , ]t t t∈  

0

(1)

( 1)
0

( )

( )

( )

o

n

F t

F t
rank n

F t−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

     (1.13) 

οι συναρτήσεις ( )if t , i n∈  είναι − γραµµικά ανεξάρτητες στο διάστηµα 1 2[ , ]t t .       □ 

 

 

Πρόταση 1.18  Τα διανύσµατα ( )j tβ ,  0,1,...,j µ=  που ορίζονται στη σχέση (1.11) 

είναι − γραµµικά ανεξάρτητα στο διάστηµα 2[0, ]t  µε 2 0t > .          □ 

 

 

Πρόταση 1.19  Ο χώρος X των λύσεων της γραµµικής οµογενής διαφορικής εξίσωσης 

(1.5) είναι ένας  − διανυσµατικός χώρος. 

Απόδειξη  Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι εάν  1 2( ), ( )t tβ β  είναι δύο λύσεις της  

(1.5) τότε από την γραµµικότητα του ( )A p   συνεπάγεται ότι για κάθε 1 2,a a ∈ : 

1 1 2 2( )[ ( ) ( )] 0A p t tα β α β+ =  
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Εξετάζουµε τώρα την διάσταση του X . Ας υποθέσουµε ότι ο πολυωνυµικός πίνακας 

( ) [ ]r rA s s ×∈  έχει  διαφορετικές  ιδιοτιµές  στο , 1 2, ,...,λ λ λ  όπου για να µην 

υπάρχει δυσκολία έκφρασης υποθέτουµε ότι iλ ∈ , i∈  και έστω  

( ) 1[1,1,..., ( ), ( ),..., ( )] [ ]r r
A s k k rS diag f s f s f s s ×

+= ∈    (1.14) 

µε 1 k r≤ ≤ , είναι η Smith µορφή του ( )A s  στο  όπου [ ]if s∈  είναι τα αναλλοίωτα 

πολυώνυµα του ( )A s  και 1( ) / ( )j jf s f s+ , , 1,..., 1j k k r= + − . Ας υποθέσουµε ότι κάθε 

αναλλοίωτο πολυώνυµο ( ),..., ( )k rf s f s  αναλύεται ως γινόµενο πρώτων µεταξύ τους 

πολυωνύµων στο , δηλαδή έστω 
1 2

1 2( ) ( ) ( ) ...( )kf s s s sκ κ κσ σ σλ λ λ= − − −  

1, 1 2, 1 , 1
1 1 2( ) ( ) ( ) ...( )kf s s s sκ κ κσ σ σλ λ λ+ + +
+ = − − −       (1.15) 

 
1 2

1 2( ) ( ) ( ) ...( )r r r
rf s s s sσ σ σλ λ λ= − − −  

όπου 

, 10 ...ik i k irσ σ σ+≤ ≤ ≤ ≤   1, 2,...,i =  

Είναι οι πολλαπλότητες των µηδενικών iλ , i∈ . Οι σχέσεις (1.14) γράφονται επίσης 

( ) ( ) ( )ik
k i kf s s f sσλ= −  

, 1
1 1( ) ( ) ( )i k

k i kf s s f sσλ +
+ += −  

 

( ) ( ) ( )ir
r i rf s s f sσλ= −  

Όπου ( ) 0ikf λ ≠ , 1( ) 0ikf λ+ ≠ ,…, ( ) 0irf λ ≠ . Έστω ( ) [ ]r r
LU s s ×∈ , ( ) [ ]r r

RU s s ×∈  

unimodular  πίνακες οι οποίοι αναγάγουν τον πίνακα ( )A s  στη Smith µορφή  ( )A sS  

( )( ) ( ) ( )L R A sU s A s U s S=  

Και γράφουµε  

   1
( )( ) ( ) ( )R L A sA s U s U s S−=     (1.16) 

 

Έστω 1( ) [ ]r
ju s s ×∈ ,  1( ) [ ]r

jv s s ×∈ , j r∈  είναι οι πρώτες στήλες των ( )RU s  και 

1( )LU s − . Τότε από τη σχέση  (1.15) έχουµε ότι: 
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  ( ) ( ) ( ) ( )j j jA s u s v s f s=                  , 1,...,j k k r= +         ■ 

 

Πρόταση 1.20  Έστω ( ) ( ) ( / ) ( )q q q
j ju s d ds u s= ,  0,1,..., ( 1)ijq σ= − . Έστω επίσης  

     ( )1 ( )
!

i q
jq j iu

q
β λ=        i∈   και , 1,...,j k k r= +   (1.17) 

Τότε για κάθε i∈  και , 1,...,j k k r= +  τα διανύσµατα: 

0 1 ( 1), ,...,
ij

i i i
j j j σβ β β −  

∆ηµιουργούν µια αλυσίδα Jordan που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή iλ  του ( )A s  µε µήκος 

ijσ . 

 

Παράδειγµα 1.21  Έστω ο πίνακας  του παραδείγµατος (1.12)  ( )A s = 
2 2 1

1 1
s s s
s s

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
 

και έστω η Smith µορφή του ( )

1 0
0 1A s

s
S

s
+⎛ ⎞

= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
, δηλαδή 1 1λ = − , 2 1λ = − , 11 1σ = , 

12 1σ = , 1k = , 1 2k r+ = = .  

Ισχύει 

( )( ) ( ) ( ) ( )L R A sU s A s U s S s=         (1.18) 

όπου  

0 1
( )

1LU s
s

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 και 
1 1

( )
0 1RU s

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 οι πίνακες που ανάγουν τον πίνακα ( )A s  στη 

Smith  µορφή. 

Από τη σχέση (4.13) έχουµε 1
( )( ) ( ) ( )R L A sA s U s U s S−=  δηλαδή 

11 1 1 0
( ) ( )

0 1 0 1L

s
A s U s

s
−− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,     1

1
0

u ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  και  2

1
1

u
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Έχουµε  (0)
1

1
( )

0
u s ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και από τη σχέση (1.16) παίρνουµε  

1 (0)
10 1 1

11 ( )
00!

uβ λ
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Ορίζουµε τις παρακάτω διανυσµατικές συναρτήσεις  
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1 2

0 1 ( 2 ) ( 1 )( ) ...
( 1 )! ( 2 )! 1!

ij ij

i

ij ij

q q
ti i i i i

jq j j j q q
ij ij

t t tt e
q q

σ σ
λ

σ σβ β β β β
σ σ

− − − −

− − − −

⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥

− − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

όπου , , 1,...,i j k k r∈ = + ,  0,1,..., 1ijq σ= −  

Άρα 1

0
1 1
10 10

1
( )

00!
t ttt e eλβ β −⎡ ⎤ ⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

 

Έχουµε (0)
2

1
( )

1
u s

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟+⎝ ⎠

  και  από τη σχέση (1.17) παίρνουµε  

1 (0)
20 2 1

11 ( )
10!

uβ λ
−⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Άρα 1

0
1 1
20 20

1
( )

10!
t ttt e eλβ β −−⎡ ⎤ ⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎢ ⎥ +⎝ ⎠⎣ ⎦
 

Εποµένως ο χώρος λύσεων είναι ο εξής: 

1 1
,

0 1
t te e− −−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                □

         

 

1.5  Κανονική µορφή ενός λ-πίνακα 

 Για αρχή θα εξετάσουµε ποια µορφή µπορούµε να πάρουµε από έναν ορθογώνιο 

πολυωνυµικό πίνακα ( )A λ  µε  µόνο αριστερά-στοιχειώδεις  πράξεις και µε µόνο δεξιά 

στοιχειώδεις πράξεις. 

Θεώρηµα 1.22  Ένας τυχαίος ορθογώνιος πολυωνυµικός πίνακς τάξης m n× , µπορεί 

πάντα να έρθει στη µορφή  

11 2 1 1

22 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
0 ( ) ( ) ( )

0 0 ( ) ( )

m n

m n

mm mn

b b b b
b b b

b b

λ λ λ λ
λ λ λ

λ λ

… …
… …

… … … … … …
… …

  

11 12 1

22 2

( ) ( ) ( )
0 ( ) ( )

0 0 ( )
0 0 0

0 0 0

n

n

nn

b b b
b b

b

λ λ λ
λ λ

λ

…
…

… … … …
…
…

… … … …

 (1.19) 

  ( )m n≤      ( )m n≥  
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µε αριστερά στοιχειώδεις πράξεις όπου τα πολυώνυµα 1 2 1,( ), ( ),..., ( )k kb b bκ κλ λ λ−  είναι 

βαθµού µικρότερου του ( )kkb λ , εφόσον ( ) 0kkb λ ≠  και είναι όλα ίσα µε το µηδέν αν 

( ) . 0kkb λ σταθ= ≠ . 

 

Θεώρηµα 1.23  Ένας τυχαίος ορθογώνιος πολυωνυµικός πίνακας τάξης m n×  µπορεί 

πάντα να έρθει στη µορφή 

11

21 22

1 2

( ) 0 0 0 0
( ) ( ) 0 0 0

( ) ( ) ( ) 0 0m m mm

c
c c

c c c

λ
λ λ

λ λ λ

… …
… …

… … … … … … …
… …

    

11

21 22

1 2

1 2

( ) 0 0
( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n nn

m m mn

c
c c

c c c

c c c

λ
λ λ

λ λ λ

λ λ λ

…
…

… … … …
…

… … … …
…

        (1.20) 

( )m n≤      ( )m n≥  

µε δεξιά στοιχειώδεις πράξεις, όπου τα πολυώνυµα  1 2 , 1( ), ( ),..., ( )k k k kc c cλ λ λ−  είναι 

βαθµού µικρότερου του ( )kkc λ , εφόσον ( ) 0kkc λ ≠  και είναι όλα ίσα µε το µηδέν αν 

( ) . 0kkc λ σταθ= ≠ .                □ 

 

Πόρισµα 1.24 Αν η ορίζουσα ενός τετράγωνου πολυωνυµικού πίνακα ( )P λ  δεν 

εξαρτάται από το λ , και είναι διαφορετική του µηδενός , τότε ο πίνακας µπορεί να 

αναπαρασταθεί στη µορφή ενός γινοµένου πεπερασµένων στοιχειωδών πινάκων.        □ 

 

 Από το θεώρηµα (1.22) ο πίνακας ( )P λ  µπορεί να έρθει στη µορφή 

11 12 1

22 2

( ) ( ) ( )
0 ( ) ( )

0 0 ( )

n

n

nn

b b b
b b

b

λ λ λ
λ λ

λ

…
…

… … … …
…

     (1.21) 

µε αριστερά στοιχειώδεις πράξεις, όπου n είναι η τάξη του ( )P λ . Εφόσον στην 

εφαρµογή στοιχειωδών πράξεων σε ένα τετράγωνο πολυωνυµικό πίνακα η ορίζουσα 

του πίνακα είναι πολλαπλασιασµένη µόνο µε σταθερούς µη-µηδενικούς συντελεστές, η 
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ορίζουσα του προηγούµενου πίνακα, όπως αυτή του  ( )P λ , δεν εξαρτάται από το λ  

και είναι διάφορη του µηδενός, δηλαδή: 

11 22( ), ( ),..., ( ) . 0nnb b bλ λ λ σταθ= ≠  

( ) . 0kkb λ σταθ= ≠  

Επίσης από το θεώρηµα (1.22) ο πίνακας έχει τη διαγώνια µορφή και µπορεί να αναχθεί 

στον µοναδιαίο πίνακα Ε µε αριστερά στοιχειώδεις πράξεις. Τότε όµως αντίστοιχα ο 

µοναδιαίος πίνακας Ε µπορεί να µετασχηµατιστεί σε ( )P λ  µε αριστερά στοιχειώδεις 

πράξεις των οποίων οι πίνακες είναι 1 2, ,..., pS S S . Κατά συνέπεια 

1 1 1( ) p p p pP s S S S E S S S− −= ⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅ . 

 

 

Ορισµός 1.25  Ένας ορθογώνιος πολυωνυµικός πίνακας καλείται κανονικός διαγώνιος 

πίνακας αν είναι στη µορφή (1.4) όπου 1) τα πολυώνυµα 1 2( ), ( ),..., ( )sε λ ε λ ε λ δεν είναι 

ίσα µε το µηδέν και 2) καθένα από τα πολυώνυµα 2 ( ),..., ( )sε λ ε λ  είναι διαιρετό µε το 

προηγούµενο. Επιπλέον θεωρείται δεδοµένο ότι οι µεγαλύτεροι συντελεστές των 

πολυωνύµων 1 2( ), ( ),..., ( )sε λ ε λ ε λ  

 είναι ίσοι µε 1. 

 

 

1.6 Αναλλοίωτα πολυώνυµα και στοιχειώδεις διαιρέτες ενός πολυωνυµικού 

πίνακα 

 Έστω ένας πολυωνυµικός πίνακας τάξης r , δηλαδή ο πίνακας έχει 

υποορίζουσες τάξης r  διάφορες του µηδενός, αλλά όλες οι υποορίζουσες τάξης 

µεγαλύτερης της r  είναι ίσες µε το µηδέν. Συµβολίζουµε µε ( )jD s το Μ.Κ.∆ όλων των 

υποοριζουσών τάξης j  στο ( )A s  ( 1, 2,..., )j r= . Τότε είναι εύκολο να δειχτεί ότι στις 

σειρές 1 1 0( ), ( ),..., ( ), ( ) 1r rD s D s D s D s− ≡  κάθε πολυώνυµο είναι διαιρετό από το 

προηγούµενο. Τα αντίστοιχα πηλίκα συµβολίζονται µε 1 2( ), ( ),..., ( )ri s i s i s : 

  1 1
1 2 1

1 2 0

( ) ( ) ( )( ) , ( ) ,..., ( ) ( )
( ) ( ) ( )

r r
r

r r

D s D s D si s i s i s D s
D s D s D s

−

− −

= = = =              (1.22) 
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Πρόταση 1.26  Τα πολυώνυµα 1 2( ), ( ),..., ( )ri s i s i s  που ορίζονται από την (1.22)  

αποτελούν αναλλοίωτα πολυώνυµα  του ορθογώνιου πίνακα ( )A s  στον χώρο των 

αντιστρέψιµων ισοδύναµων πολυωνυµικών πινάκων.           □ 

 

Ο όρος αναλλοίωτα πολυώνυµα εξαρτάται από τα ακόλουθα. Έστω ( )A λ  και  ( )B λ  

δύο αντιστρέψιµα  ισοδύναµοι πολυωνυµικοί πίνακες. Τότε παράγεται ο ένας από τον 

άλλο µε στοιχειώδεις πράξεις. Μια εύκολη επαλήθευση δείχνει αµέσως ότι οι 

στοιχειώδεις πράξεις δεν αλλάζουν ούτε την τάξη του ( )A λ  ούτε τα πολυώνυµα  

1 2( ), ( ),..., ( )rD s D s D s . Υπάρχουν οµαλοί πίνακες  ( )P λ  και ( )Q λ  τέτοιοι ώστε                   

( ) ( ) ( ) ( )B A Qλ λ λ λ= Ρ         (1.23) 

 Από την σχέση συτή παίρνουµε (τύπος Binet-Cauchy) 

1 2

1 2

;
p

p

j j j
B

k k k
λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

1
1

1 2 1 2 1 2

1 ...
1 ... 1 2 1 2 1 2

;
p
p

p p p

a a m
m p p p

j j j a a a
P A Q

k k k k k kβ β

β β β
λ

β β β≤ < < ≤
≤ < < ≤

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

(1, 2,...,min( , ))p m n= . 

Από την παραπάνω σχέση η τυχαία υποορίζουσα τάξης p του ( )B λ  εκφράζεται ως 

γραµµικός συνδυασµός υποοριζουσών του ( )A λ  της ίδιας τάξης. Άρα θα είναι 

rank( ( )B λ )≤ rank( ( )A λ ). Από τη σχέση (1.23) έχουµε 1 1( ) ( ) ( ) ( )A P B Qλ λ λ λ− −=  και 

µε τον ίδιο συλλογισµό όπως προηγουµένως  παίρνουµε  rank( ( )A λ )≤ rank( ( )B λ ). 

Έτσι τελικά προκύπτει ότι rank( ( )A λ )=rank( ( )B λ ). 

Επιπλέον προκύπτει από τον ίδιο τύπο ότι οι µέγιστοι κοινοί διαιρέτες των 

υποοριζουσών  τάξης p  ( (1, 2,...,min( , ))p m n=  των  ( )A λ  και ( )B λ  είναι ίδιοι. Άρα 

οι πίνακες ( )A λ  και ( )B λ  έχουν τα ίδια αναλλοίωτα πολυώνυµα  1 2( ), ( ),..., ( )ri i iλ λ λ . 

Αν ο πολυωνυµικός πίνακας έχει την κανονική διαγώνια µορφή (1.21) τότε είναι 

φανερό ότι:   

1 1( ) ( )D λ α λ= ,  2 1 2( ) ( ) ( )D λ α λ α λ= ,…, 1 2( ) ( ) ( ) ( )r rD aλ α λ α λ λ= . 
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Αλλά από την (4) τα διαγώνια πολυώνυµα στην (3) 1 2( ), ( ),..., ( )raα λ α λ λ  ταυτίζονται 

µε τα αναλλοίωτα  πολυώνυµα: 

1( ) ( )ri aλ λ= ,  2 1( ) ( )ri aλ λ−=  ,…, 1( ) ( )ri aλ λ= .  (1.24) 

Εδώ τα 1 2( ), ( ),..., ( )ri i iλ λ λ  είναι ταυτόχρονα τα αναλλοίωτα  πολυώνυµα του αρχικού 

πίνακα ( )A λ , γιατί είναι ισοδύναµος µε την (3). 

 

Θεώρηµα 1.27  Ο ορθογώνιος πολυωνυµικός πίνακας ( )A λ  είναι πάντα ισοδύναµος µε 

ένα κανονικό, διαγώνιο πίνακα  

1

1

( ) 0 0 0 0
0 ( ) 0 0 0

0 0 ( ) 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

r

r

i
i

i

λ
λ

λ

−

… …
… …

… … … … … … …
…
…

… … … … … … …
…

     (1.25) 

Επιπλέον r  είναι η τάξη του πίνακα ( )A λ  και 1 2( ), ( ),..., ( )ri i iλ λ λ  τα αναλλοίωτα 

πολυώνυµα του ( )A λ  που ορίζονται από την (1.22).           □ 

 

Πόρισµα 1.28  ∆ύο ορθογώνιοι πίνακες της ίδιας διάστασης ( )A λ  και ( )B λ  είναι 

ισοδύναµοι αν και µόνο αν έχουν τα ίδια αναλλοίωτα πολυώνυµα. 

 

Πόρισµα  1.29  Σε µια ακολουθία αναλλοίωτων πολυωνύµων  

1 1
1 2 1

1 2 0

( ) ( ) ( )( ) , ( ) ,..., ( ) ( )
( ) ( ) ( )

r r
r

r r

D D Di i i D
D D D

λ λ λλ λ λ λ
λ λ λ

−

− −

= = = =    ( 0 ( ) 1D λ ≡ ) 

κάθε πολυώνυµο από το δεύτερο και µετά διαιρεί το προηγούµενο. Αυτό  προκύπτει 

από το γεγονός ότι τα πολυώνυµα 1 2( ), ( ),..., ( )ri i iλ λ λ  ταυτίζονται µε τα πολυώνυµα 

1 1( ), ( ),..., ( )r ra a aλ λ λ−  του κανονικού διαγώνιου πίνακα (3). 

 

 Τώρα θα δείξουµε µια µέθοδο υπολογισµού των αναλλοίωτων πολυωνύµων 

ενός ηµι-διαγώνιου λ − πίνακα αν τα αναλλοίωτα πολυώνυµα των πινάκων στα 

διαγώνια blocks είναι γνωστά. 
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Θεώρηµα 1.30  Αν σε ένα ηµιδιαγώνιο ορθογώνιο πίνακα 

( ) 0
( )

0 ( )
A

C
B

λ
λ

λ
=  

κάθε αναλλοίωτο πολυώνυµο του ( )A λ  διαιρεί κάθε αναλλοίωτο πολυώνυµο του 

( )B λ , τότε το σύνολο των αναλλοίωτων πολυωνύµων του ( )C λ  είναι η ένωση των 

αναλλοίωτων πολυωνύµων του ( )A λ  και ( )B λ . 

Απόδειξη  Συµβολίζουµε µε ' ' '
1 2( ), ( ),..., ( )ri i iλ λ λ  και '' '' ''

1 2( ), ( ),..., ( )qi i iλ λ λ  αντίστοιχα τα 

αναλλοίωτα πολυώνυµα των λ − πινάκων ( )A λ  και ( )B λ . Τότε: 
' '

1( ) { ( ),..., ( ),0,...,0}rA i iλ λ λ∼ ,   '' ''
1( ) { ( ),..., ( ),0,...,0}qB i iλ λ λ∼  

Και επιπλέον 
' ' '' ''

1 1( ) { ( ),..., ( ), ( ),..., ( ),0,...,0}r qC i i i iλ λ λ λ λ∼ .      (1.26) 

 Ο λ − πίνακας στο δεξιό µέλος αυτής της σχέσης είναι σε κανονική διαγώνια 

µορφή. Από το θεώρηµα 2 τα διαγώνια στοιχεία αυτού του πίνακα που δεν ταυτίζονται 

µε το µηδέν σχηµατίζουν ένα ολοκληρωµένο σύστηµα σταθερών του πολυωνυµικού 

πίνακα ( )C λ . 

 Με σκοπό να καθορίσουµε τα αναλλοίωτα πολυώνυµα του ( )C λ  στην γενική 

περίπτωση τυχαίων αναλλοίωτων πολυωνύµων του ( )A λ  και ( )B λ  χρησιµοποιούµε 

την σηµαντική έννοια των στοιχειωδών διαιρετών. 

 Παραγοντοποιούµε τα αναλλοίωτα πολυώνυµα 1 2( ), ( ),..., ( )ri i iλ λ λ  σε 

ανάγωγους παράγοντες στο δοσµένο πεδίο F: 
111 12

1 1 2( ) [ ( )] [ ( )] ...[ ( )] scc c
si λ φ λ φ λ φ λ=  

221 22
2 1 2( ) [ ( )] [ ( )] ...[ ( )] scc c

si λ φ λ φ λ φ λ=              ( 0)c ≥     (1.27) 

…………………………………. 
1 2

1 2( ) [ ( )] [ ( )] ...[ ( )] rsr r cc c
r si λ φ λ φ λ φ λ=  

Εδώ τα 1 2( ), ( ),..., ( )sφ λ φ λ φ λ  είναι οι διακεκριµένοι ανάγωγοι παράγοντες στο F (και µε 

µεγιστοβάθµιους συντελεστές το 1 ) που εµφανίζονται στα 1 2( ), ( ),..., ( )ri i iλ λ λ . 
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Ορισµός 1.31  Όλοι οι παράγοντες  των 1
1[ ( )] ,...,[ ( )] stc

sφ λ φ λ  στην (1.27) εφόσον είναι 

διαφορετικοί του µηδενός καλούνται στοιχειώδεις διαιρέτες του ( )A λ  στο σώµα F.     □ 

 

Θεώρηµα 1.32  Το σύνολο  των στοιχειωδών διαιρετών του ορθογώνιου ηµι-διαγώνιου 

πίνακα 

( ) 0
( )

0 ( )
A

C
B

λ
λ

λ
=  

παράγεται πάντα από συνδυασµό όλων των στοιχειωδών διαιρετών του ( )A λ  µε 

αυτούς του ( )B λ . 

Απόδειξη  Αναλύουµε τα αναλλοίωτα πολυώνυµα του ( )A λ  και ( )B λ  σε γινόµενα 

δυνάµεων ανάγωγων πολυωνύµων  στο σώµα F: 
'' '

1 2'
1 1 2( ) [ ( )] [ ( )] ...[ ( )] scc c

si λ φ λ φ λ φ λ= ,  
'''' ''

1 2''
1 1 2( ) [ ( )] [ ( )] ...[ ( )] scc c

si λ φ λ φ λ φ λ=  
'' '

1 2'
2 1 2( ) [ ( )] [ ( )] ...[ ( )] sdd d

si λ φ λ φ λ φ λ= ,  
'''' ''

1 2''
2 1 2( ) [ ( )] [ ( )] ...[ ( )] sdd d

si λ φ λ φ λ φ λ=  

…………………………………..  …………………………………... 
'' '

1 2'
1 2( ) [ ( )] [ ( )] ...[ ( )] shh h

r si λ φ λ φ λ φ λ= ,  
'''' ''

1 2''
1 2( ) [ ( )] [ ( )] ...[ ( )] sqq q

q si λ φ λ φ λ φ λ=  

Συµβολίζουµε µε 1 1 1... 0c d≥ ≥ ≥ > , όλους τους µη µηδενικούς αριθµούς µεταξύ  

' ' ' '' '' ''
1 1 1 1 1 1, ,..., , , ,...,c d h c d q . 

 Τότε ο πίνακας ( )C λ  είναι ισοδύναµος µε τον πίνακα (7) και µε µια µετάθεση 

των γραµµών και των στηλών µπορεί να έρθει στη διαγώνια µορφή: 

                       1 1 1
1 1 1{[ ( )] ( ),[ ( )] ( ),...,[ ( )] ( ), ( ),..., ( )}c dφ λ φ λ φ λ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗    (1.28) 

όπου έχουµε συµβολίσει µε  ( )∗  πολυώνυµα που είναι είτε πρώτα µε το 1( )φ λ  και µε 

( )∗∗  πολυώνυµα που είναι είτε πρώτα µε το 1( )φ λ  είτε ίσα µε το µηδέν. Από τη µορφή 

του πίνακα (1.28) παίρνουµε αµέσως την ακόλουθη παραγοντοποίηση των 

πολυωνύµων  1( ), ( ),...r rD Dλ λ−  και 1 2( ), ( ),...i iλ λ  του πίνακα ( )C λ : 

1 1 1...
1( ) [ ( )] ( )c d

rD λ φ λ + + += ∗ ,  1 1...
1 1( ) [ ( )] ( )d

rD λ φ λ + +
− = ∗ , 

1
1 1( ) [ ( )] ( )ci λ φ λ= ∗ ,  1

2 1( ) [ ( )] ( )di λ φ λ= ∗  

Προκύπτει ότι 1 1 1
1 2 1[ ( )] ,[ ( )] ,...,[ ( )]c dφ λ φ λ φ λ , δηλαδή όλοι οι παράγοντες 

' ' '' ''
1 1 1 1

1 1 1 1[ ( )] ,[ ( )] ,[ ( )] ,...,[ ( )]c h c qφ λ φ λ φ λ φ λ  όσο είναι διάφοροι του 1, είναι στοιχειώδεις 
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διαιρέτες του ( )C λ . Οι στοιχειώδεις διαιρέτες του ( )C λ  που είναι παράγοντες του 

2 ( )φ λ  καθορίζονται οµοίως. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του θεωρήµατος.        ■  

 

 

 Υποθέτουµε ότι 
1

n
ikA a=  είναι ένας πίνακας µε στοιχεία στο σώµα F. 

Σχηµατίζουµε τον χαρακτηριστικό πίνακα 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

E A

a a a

λ
λ

λ

λ

− − −
− − −

− =

− − −

…
…

… … … …
…

              (1.29) 

ο χαρακτηριστικός πίνακας είναι ένας  λ − πίνακας τάξης n . Τα αναλλοίωτα 

πολυώνυµα 

1 1
1 2

1 2 0

( ) ( ) ( )( ) , ,..., ( )
( ) ( ) ( )

n n
n

n n

D D Di i i
D D D

λ λ λλ λ
λ λ λ

−

− −

= = =  0( ( ) 1)D λ ≡        (1.30) 

καλούνται αναλλοίωτα πολυώνυµα του πίνακα  A  και οι αντίστοιχοι στοιχειώδεις 

διαιρέτες στο F καλούνται στοιχειώδεις διαιρέτες του πίνακα A  στο σώµα F. Η γνώση 

των αναλλοίωτων πολυωνύµων (και των στοιχειωδών διαιρετών) του A  µας δίνει τη 

δυνατότητα να ανακαλύψουµε τη δοµή του. Εποµένως πρακτικοί µέθοδοι υπολογισµού 

αναλλοίωτων πολυωνύµων ενός πίνακα είναι ενδιαφέρουσες. Οι τύποι (11) µας δίνουν 

έναν αλγόριθµο υπολογισµού αυτών των πολυωνύµων, αλλά για µεγάλο n  αυτός ο 

αλγόριθµος είναι πολύπλοκος. 

 Το θεώρηµα 1.32 δίνει µια άλλη µέθοδο υπολογισµού αναλλοίωτων 

πολυωνύµων βασισµένη στην παραγωγή του χαρακτηριστικού πίνακα (1.29) σε 

κανονική διαγώνια µορφή µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς. 

 

Παράδειγµα 1.33  Έστω  

3 1 0 0
4 1 0 0

6 1 2 1
14 5 1 0

A
− −

=

− − −

   

3 1 0 0
4 1 0 0
6 1 2 1

14 5 1

E A

λ
λ

λ
λ

λ

− −
+

− =
− − − −
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Στον χαρακτηριστικό πίνακα E Aλ −  προσθέτουµε στην τέταρτη γραµµή την τρίτη 

πολλαπλασιασµένη µε το λ : 

2

3 1 0 0
4 1 0 0
6 1 2 1

14 6 5 2 1 0

λ
λ

λ
λ λ λ λ

− −
+

− − − −
− − − +

 

Προσθέτουµε στις πρώτες  τρεις στήλες την τέταρτη, πολλαπλασιασµένη µε -6, -1 και 

2λ −  αντίστοιχα, παίρνουµε: 

2

3 1 0 0
4 1 0 0
0 0 0 1

14 6 5 2 1 0

λ
λ

λ λ λ λ

− −
+

−
− − − +

 

Προσθέτουµε στην πρώτη στήλη τη δεύτερη πολλαπλασιασµένη µε 3λ − : 

2

2

0 1 0 0
2 1 1 0 0
0 0 0 1
2 1 5 2 1 0

λ λ λ

λ λ λ λ

−
− + +

−
− + − − − +

 

Στην δεύτερη και τέταρτη γραµµή προσθέτουµε την πρώτη πολλαπλασιασµένη µε 1λ +  

και 5 λ−  αντίστοιχα, παίρνουµε: 

2

2 2

0 1 0 0
2 1 0 0 0
0 0 0 1
2 1 0 2 1 0

λ λ

λ λ λ λ

−
− +

−
− + − − +

 

Στην δεύτερη γραµµή προσθέτουµε την τέταρτη µετά πολλαπλασιάζουµε την πρώτη 

και τρίτη γραµµή µε -1. Μετά από µετάθεση µερικών γραµµών και στηλών παίρνουµε: 

2

2

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 ( 1) 0
0 0 0 ( 1)

λ
λ

−
−

 

Ο πίνακας έχει δύο στοιχειώδεις διαιρέτες 2( 1)λ −  και 2( 1)λ − .          □ 
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1.7  Ισοδυναµία πρωτοβάθµιων  πολυωνυµικών πινάκων 

 Στις προηγούµενες ενότητες θεωρούσαµε ορθογώνιους λ − πίνακες. Σε αυτήν 

θεωρούµε δύο τετράγωνους  λ − πίνακες ( )A λ  και ( )B λ  τάξης n , στους οποίους όλα 

τα στοιχεία είναι τάξης όχι µεγαλύτερης από 1. Αυτοί οι πολυωνυµικοί πίνακες 

µπορούν να αναπαρασταθούν στη µορφή πολυωνυµικών  πινάκων:  0 1( )A A Aλ λ= + , 

0 1( )B B Bλ λ= + . Θα υποθέσουµε ότι αυτά τα πολυώνυµα είναι βαθµού 1 και οµαλά: 

δηλαδή ότι 0| | 0A ≠ , 0| | 0B ≠ . Το ακόλουθο θεώρηµα δίνει ένα κριτήριο για την 

ισοδυναµία τέτοιων πρωτοβάθµιων πολυωνυµικών πινάκων. 

 

Θεώρηµα 1.34  Αν δύο οµαλά πολυώνυµα  πρώτου βαθµού 0 1A Aλ +  και 0 1B Bλ +  

είναι ισοδύναµα, τότε είναι αυστηρά ισοδύναµα δηλαδή στην ταυτότητα    

                           0 1 0 1( )( ) ( )B B P A A Qλ λ λ λ+ = +     (1.31) 

οι πίνακες ( )P λ  και ( )Q λ - µε σταθερές µη-µηδενικές ορίζουσες- µπορούν να 

αντικατασταθούν από σταθερούς οµαλούς πίνακες P  και Q : 

0 1 0 1( )B B P A A Qλ λ+ = +     (1.32) 

Απόδειξη 

Εφόσον η ορίζουσα του ( )P λ  δεν εξαρτάται από το λ  και είναι διαφορετική από το 

µηδέν, ο αντίστροφος πίνακας 1( ) ( )Pλ λ−Μ =  είναι επίσης πολυωνυµικός 

πίνακας.Μετη βοήθεια αυτού του πίνακα γράφουµε την (1.31) στη µορφή  

     0 1 0 1( )( ) ( ) ( )B B A A Qλ λ λ λΜ + = +                               (1.33) 

∆ιαιρούµε τους πολυωνυµικούς πινακες  ( )λΜ  και ( )Q λ   διαιρούµε  τον ( )λΜ  από  

αριστερά µε τον 0 1A Aλ +  και  από  δεξιά αντίστοιχα µε τον  0 1B Bλ + : 

0 1( ) ( ) ( )M A A S Mλ λ λ= + +     (1.34) 

0 1( ) ( )( )Q T B B Qλ λ λ= + +     (1.35) 

Εδώ οι M  και Q  είναι σταθεροί τετράγωνοι πίνακες (ανεξάρτητοι του λ ) τάξης n. 

Αντικαθιστόντας  τις σχέσεις (1.34), (1.35) στην σχέση (1.33) θα έχουµε:  

0 1 0 1 0 1 0 1[( ) ( ) ]( ) ( )[ ( )( ) ]A A S M B B A A T Qλ λ λ λ λ λ+ + + = + Β +Β + ⇔  

                 0 1 0 1 0 1 0 1( )[ ( ) ( )]( ) ( ) ( )A A T S B B M B B A A Qλ λ λ λ λ λ+ − + = + − +              (1.36) 
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Οι διαφορές στις αγκύλες πρέπει να είναι ίσες µε το µηδέν, διαφορετικά το γινόµενο 

στο αριστερό µέλος της  πρέπει να είναι βαθµού µεγαλύτερου του 2, καθώς το 

πολυώνυµο στο δεξιά  µέλος της εξίσωσης είναι βαθµού όχι µεγαλύτερου του 1. 

Εποµένως  ( ) ( )S Tλ λ= .  Αλλά τότε παίρνουµε από την  (1.36)  

0 1 0 1( ) ( )M B B A A Qλ λ+ = +     (1.37) 

Θα δείξουµε ότι ο M είναι οµαλός πίνακας. Γι’αυτό το σκοπό διαρούµε τον ( )P λ  από 

τα αριστερά µε 0 1B Bλ + : 

0 1( ) ( ) ( )P B B U Pλ λ λ= + +     (1.38) 

Από τις (1.33), (1.34) και (1.38) συµπεραίνουµε: 

0 1( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )M P M B B U M Pλ λ λ λ λ λΙ = = + +  

    = 0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )A A Q U A A S MPλ λ λ λ λ+ + + +  

    = 0 1( )[ ( ) ( ) ( ) ]A A Q U S P MPλ λ λ λ+ + +       (1.39) 

Εφόσον ο τελευταίος όρος αυτής της (1.39)  πρέπει να είναι βαθµού µηδενικού (γιατί 

είναι ίσος µε Ι), η σχέση στις αγκύλες πρέπει  να είναι ίση µε το 0.  

Συνεπώς από την (1.39)  έχουµε  

MP = Ι                      (1.40) 

Άρα  | | 0M ≠  και 1M P− = . 

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της  (1.37) από τα αριστερά µε P , παίρνουµε : 

0 1 0 1( )B B P A A Qλ λ+ = + .        (1.41) 

Το γεγονός ότι ο P  είναι οµαλός προκύπτει από την (1.40). Ότι οι P  και Q  είναι 

οµαλοί προκύπτει απευθείας από την (1.32), εφόσον αυτή η ταυτότητα δείχνει:  

0 0B PA Q=  

και συνεπώς 0 0| || || | | | 0P A Q B= ≠ .              ■        

 

Παρατήρηση: Από την απόδειξη προκύπτει ότι οι σταθεροί πίνακες P   και Q  µε τους 

οποίους έχουµε αντικαταστήσει τους λ-πίνακες ( )P λ  και ( )Q λ  στην (1), µπορούν να 

ληφθούν ως τα αριστερά και δεξιά υπόλοιπα αντίστοιχα των ( )P λ  και ( )Q λ  στην 

διαίρεση µε 0 1B Bλ + . 



Ισοδυναµ ίες  Πολυωνυµ ικών  Πινάκων  και  Εφαρµογή  στην  
 Θεωρία  Συστηµάτων  και  Ελέγχου  

 
 
 
 

 39

 

1.8 Γενικευµένη αντιστρέψιµη ισοδυναµία  (Extended unimodular 

equivalence) 

 

 Σ’ αυτήν την ενότητα θα µελετήσουµε µια καινούρια ισοδυναµία που υπερτερεί 

από την αντιστρέψιµη ισοδυναµία, µε την οποία ασχοληθήκαµε  στις προηγούµενες 

ενότητες και αυτό γιατί αναφέρεται σε πολυωνυµικούς πίνακες διαφορετικών 

διαστάσεων. Πριν όµως θα αναφέρουµε κάποιους ορισµούς απαραίτητους για την 

κατανόηση αυτής της ισοδυναµίας. 

 

∆εδοµένων τριών πολυωνυµικών πινάκων  ( ) [ ]p mA s s ×∈ , ( ) [ ]p qB s s ×∈ , 

( ) [ ]q mC s s ×∈  που ικανοποιούν τη σχέση ( ) ( ) ( )A s B s C s= , τότε λέµε ότι ο ( )B s  είναι 

αριστερός διαιρέτης του ( )A s , ο ( )C s  είναι δεξιός διαιρέτης του ( )A s  και ( )A s  είναι 

αριστερό πολλαπλάσιο του ( )C s  ή δεξιό πολλαπλάσιο του ( )B s . Θεωρούµε τώρα δύο 

πολυωνυµικούς πίνακες  1( )T s , 2 ( )T s  µε τον ίδιο αριθµό γραµµών (στηλών) δηλαδή 

έστω 1( ) [ ]p lT s s ×∈  ( )[ ]l ms ×∈ , 2 ( ) [ ]p tT s s ×∈  ( )[ ]t ms ×∈ και έστω ( ) [ ]p p
LT s s ×∈  

( ( ) [ ]m m
RT s s ×∈ ) ένας αριστερός (δεξιός) διαιρέτης του 1( )T s  και του 2 ( )T s , δηλαδή 

έστω  

11( ) ( ) ( )LT s T s T s=   και 22 ( ) ( ) ( )LT s T s T s=  

11( ) ( ) ( )RT s T s T s=  22 ( ) ( ) ( )RT s T s T s=  

όπου  1( ) [ ]p lT s s ×∈  ( )[ ]l ms ×∈   και  2 ( ) [ ]p tT s s ×∈  ( )[ ]t ms ×∈  

 

Ορισµός 1.35  Ο ( )LT s  ( ( ))RT s  ονοµάζεται κοινός αριστερός (δεξιός) διαιρέτης των 

1( )T s  και 2 ( )T s . Αν ( )LT s  ( ( ))RT s  είναι δεξιό (αριστερό) πολλαπλάσιο κάθε κοινού 

αριστερού (δεξιού) διαιρέτη ( )LT s [ ]p ps ×∈  ( ( ) [ ] )m m
RT s s ×∈  των 1( )T s  και 2 ( )T s  αν 

δηλαδή 3( ) ( ) ( )L LT s T s T s=   ( 3( ) ( ) ( )R RT s T s T s= ) για κάποιο 3 ( ) [ ]p pT s s ×∈  ( [ ]m ms ×∈ ) 



Σωτηριάδου  Αργυρώ  
 
 

 40 

τότε ο ( )LT s  ( ( ))RT s  ονοµάζεται µέγιστος κοινός αριστερός (δεξιός) διαιρέτης των  

1( )T s  και 2 ( )T s .                □ 

 

 Ορισµός 1.36 ∆ύο  πολυωνυµικοί πίνακες  µε τον ίδιο αριθµό γραµµών, 

1( ) ( ) p lT s s ×∈ , 2 ( ) ( ) p tT s s ×∈  και  [ ]( ) 1 2( ) ( )sl t p rank T s T s+ ≥ =  ονοµάζονται 

αριστερά πρώτοι (left coprime) αν ο µέγιστος αριστερός κοινός διαιρέτης των 1( )T s  

και 2 ( )T s  είναι αντιστρέψιµος (unimodular).            □ 

 

Ορισµός 1.37  ∆ύο  πολυωνυµικοί πίνακες  µε τον ίδιο αριθµό στηλών, 1( ) ( )l mT s s ×∈ , 

2 ( ) ( )t mT s s ×∈  και 1
( )

2

( )
( )s

T s
l t m rank

T s
⎡ ⎤

+ ≥ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ονοµάζονται δεξιά πρώτοι (right 

coprime) αν ο µέγιστος δεξιός κοινός διαιρέτης των 1( )T s  και 2 ( )T s  είναι 

αντιστρέψιµος (unimodular).               □ 

 

 

Λήµµα 1.38  Έστω ο διαχωρισµένος τετράγωνος πολυωνυµικός πίνακας 

( ) ( )
( ) ( )

A s B s
C s D s
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ο οποίος είναι αντιστρέψιµος (unimodular), τότε οι  

α) ( )A s , ( )B s  ( αντίστοιχα ( )C s , ( )D s )  είναι  αριστερά πρώτοι 

β) ( )A s , ( )C s  (αντίστοιχα ( )B s , ( )D s )  είναι  δεξιά πρώτοι.          □ 

 

Έστω ( , )P m   η τάξη των ( ) ( )r m r+ × +  πολυωνυµικών πινάκων  όπου  καιm  

είναι σταθεροί ακέραιοι και ο r  παίρνει τιµές µεταξύ των ακέραιων που είναι 

µεγαλύτεροι από το max( , )m− − .  Έστω  ( )P s , 1( )P s ( , )P m∈  και θεωρούµε την 

σχέση που παράγεται από την 

1( ) ( ) ( ) ( )M s P s P s N s=                (1.42) 

όπου 1P   και  M   είναι αριστερά πρώτοι και P   και  N   είναι  δεξιά πρώτοι.  
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Θεώρηµα 1.39  Η σχέση που παράγεται από την  (1.42)  είναι µια σχέση ισοδυναµίας. 

Απόδειξη   

α)  Aνακλαστική ιδιότητα:  

Η σχέση είναι ανακλαστική εφόσον η (1.42) ισχύει για 1P P=  όπου  M  και N  

µοναδιαίοι πίνακες  κατάλληλων µεγεθών. 

β)  Συµµετρική ιδιότητα:  

Για την συµµετρικότητα έχουµε  ότι οι P  και 1P    ικανοποιούν την (1.42) η οποία 

µπορεί να γραφεί  

1( ) 0
P

M P
N

⎛ ⎞
=⎜ ⎟−⎝ ⎠

    (1.43) 

Εφόσον M , 1P   είναι  αριστερά πρώτοι, θα  υπάρχουν πολυωνυµικοί πίνακες 1X  

και 2X   (οι οποίοι  µεταξύ τους είναι  δεξιά πρώτοι) τέτοιοι ώστε  

1

1
1

2

( ) r m

X
M P I

X +

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (1.44) 

Οµοίως υπάρχουν  αριστερά πρώτοι πολυωνυµικοί πίνακες 3X , 4X    τέτοιοι ώστε  

3 4( , ) r

P
X X I

N +

⎛ ⎞
=⎜ ⎟−⎝ ⎠

     (1.45) 

Θεωρούµε  τώρα το ζεύγος πινάκων 3 4,X X   που ορίζεται από τη σχέση  

1

1
3 43 4 1

2

( , ) ( , ) ( )r r m

X
X X X X I M P

X+ + +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
   (1.46) 

Τότε  

 1
3 4 3 43 4 1

2

( , ) ( , ) ( , ) ( )
XP P P

X X X X X X M P
N N X N

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

       (1.47) 

 
(1.43)

(1.45)
= rI +   

Ακόµη  

1 1 1 1
3 4 3 43 4 1

2 2 2 2

( ) ( , ) ( , ) ( )
X X X X

X X X X X X M P
X X X X

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  (1.48) 

 
(1.44)

= 0 
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Οι σχέσεις (1.43), (1.44),(1.47) και (1.48) µπορούν να συγκεντρωθούν στη σχέση 

 11 1

3 4 2

0

0
r m

r

IM P X P
X X X N I

+

+

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (1.49) 

Αλλά οι δύο πίνακες στο αριστερό µέλος της (1.49) είναι και οι δύο τετράγωνοι και της 

ίδιας διάστασης. Συνεπώς ο ένας είναι ο αντίστροφος του άλλου. Επίσης εφόσον και οι 

δύο είναι πολυωνυµικοί, είναι και οι δύο αντιστρέψιµοι. Από τις ιδιότητες της 

αντιστρεψιµότητας  

 
1

11

3 42

0
0
r m

r

IM PX P
IX XX N

+

+

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Από τις (1.42) και (1.43) παίρνουµε  

  1
1

4

( , ) 0
P

X P
X

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (1.50) 

Επίσης από το Λήµµα 1.38, οι 1X   και 4X   είναι πρώτοι µεταξύ τους  εφόσον  

11

3 42

;
M PX P
X XX N

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

είναι αντιστρέψιµοι (unimodular). Έτσι η συµµετρικότητα της (1.42) αποδείχτηκε. 

γ) Μεταβατική ιδιότητα:  

Για την µεταβατικότητα της (1.42) υποθέτουµε 

1MP PN=               (1.51α) 

1 2' 'M P P N=                (1.51β) 

Από την (1.51α) έχουµε 

1' 'M MP M PN=  

και αντικαθιστώντας το  1'M P   στην (1.51β)  έχουµε 

2' 'M MP P N N=      (1.52) 

Πρέπει τώρα να δειχθεί ότι οι απαιτούµενες συνθήκες των πρώτων εµφανίζονται. 

Από τις ιδιότητες των πρώτων σε συνδυασµό µε την (1.51), υπάρχουν πολυωνυµικοί 

πίνακες 1 2 3 4, , ,Q Q Q Q  τέτοιοι ώστε  

11 1 2 r mMQ PQ I ++ =       (1.53) 

23 2 4' r mM Q P Q I ++ =       (1.54) 

Από την (1.53)  
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   1 1 2' ' 'M MQ M PQ M+ =  

∆ηλαδή από (1.51β): 
   1 2 2' ' 'M MQ P N Q M+ =   

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη µε 3Q  παίρνουµε 

 1 3 2 2 3 3' ' 'M MQ Q P N Q Q M Q+ =
(1.54)

=
2 2 4r mI P Q+ − ,   

   1 3 2 2 3 4' ( ' ) r mM MQ Q P N Q Q Q I ++ − =     (1.55) 

Η  (1.55) δείχνει ότι οι πολυωνυµικοί πίνακες 'M M  και 2P  είναι  αριστερά πρώτοι. 

Οµοίως οι P  και 'N N  αποδεικνύει ότι είναι  δεξιά πρώτοι, και η µεταβατικότητα 

προκύπτει από την (1.52). Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του θεωρήµατος. 

Η σχέση ισοδυναµίας που παράγεται από την (1.42) καλείται γενικευµένη 

αντιστρέψιµη ισοδυναµία  (extended  unimodular ισοδυναµία).          ■ 

 

Πρόταση 1.40  Οι πολυωνυµικοί πίνακες ίδιας διάστασης που είναι  αντιστρέψιµα 

(unimodular) ισοδύναµοι είναι επίσης και γενικευµένοι αντιστρέψιµα ισοδύναµοι 

(extended unimodular equivalent).              □ 

 Ως  αποτέλεσµα αυτής της πρότασης και του θεωρήµατος 1.39  έχουµε: 

 

Πρόταση 1.41  Αν δύο πολυωνυµικοί πίνακες στο ( , )P m  είναι γενικευµένοι 

αντιστρέψιµα ισοδύναµοι (extended unimodular equivalent) τότε το ίδιο είναι και οι  

αντίστοιχες Smith µορφές τους.  

Απόδειξη  Υποθέτουµε ότι ( )P s  , 1( )P s ( , )P m∈  είναι γενικευµένοι αντιστρέψιµα 

ισοδύναµοι (extend  unimodular equivalent). Τότε 

         1MP PN=      (1.56) 

µε τις συνηθισµένες ιδιότητες των πρώτων να ισχύουν. 

Έστω ( )S P  και 1( )S P  οι Smith µορφές των ( )P s  και 1( )P s  αντίστοιχα, τότε  

( )P LS P R= ,   1 1 1 1( )P L S P R=    (1.57) 

για αντιστρέψιµους πίνακες 1 1, , ,L L R R . Αντικαθιστώντας την (1.57) στην (1.56)  

παίρνουµε  

1 1 1( ) ( )MLS P R L S P R N=  
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δηλαδή  
1 1

1 1 1( ) ( )L MLS P S P R NR− −=     (1.58) 

Τώρα  οι  1
1L ML−  και 1( )S P  είναι  αριστερά πρώτοι εφόσον  

1 1
1 1 1 1 1

1

0
( , ( )) ( )

0
L

L ML S P L M P
R

− −
−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

µε τον πρώτο και τρίτο πίνακα  στο δεξιό µέλος να είναι αντιστρέψιµοι και 1,M P  να 

είναι αριστερά πρώτοι. Οµοίως  ( )S P  και 1
1R NR−  είναι δεξιά πρώτοι, και έτσι η (1.58) 

αποδεικνύει την  πρόταση.                ■     

 

Θεώρηµα 1.42  Αν ο ( ) ( )r m r+ × +  πίνακας P   και ο 1 1( ) ( )r m r+ × +  πίνακας 1P  

είναι γενικευµένοι αντιστρέψιµα ισοδύναµοι (exteded unimodular equivalent), τότε  

1

1

1 1

1 1

1 1

( ) ( ),

( ) ( ),
( ) ( ),

r r

r r

S P I S P r r

S P S P r r
S P I S P r r

−

−

= ⊕ > ⎫
⎪

= = ⎬
⎪= ⊕ > ⎭

    (1.59) 

όπου ( )S P  και 1( )S P  είναι οι αντίστοιχες Smith µορφές των P  και 1P . 

Απόδειξη  Από την Πρόταση 1.40, οι Smith µορφές  ( )S P  και 1( )S P  είναι 

γενικευµένοι αντιστρέψιµα ισοδύναµοι  

1( ) ( )MS P S P N=                (1.60) 

για τους πολυωνυµικούς πίνακες M  και N  που είναι πρώτοι µεταξύ τους. Το θεώρηµα 

θα αποδειχθεί για 1r r> . 

Υποθέτουµε ότι m < , τότε 

1 1

,

1 1 ,

( ) ( ( ),0 )
( ) ( ( ),0

r m m

r m m

S P Q P
S P Q P

+ −

+ −

= ⎫⎪
⎬= ⎪⎭

    (1.61) 

όπου 

1

1

1 1 1

( ) { ( ),..., ( )}
( ) { ( ),..., ( )}

r m

r m

Q P diag P P
Q P diag P P

ε ε
ε ε

+

+

= ⎫⎪
⎬= ⎪⎭

   (1.62) 

και 

1

1 1 1 1

( ) | ( ), 1,..., 1
( ) | ( ), 1,..., 1

i i

i i

P P i r m
P P i r m

ε ε
ε ε

+

+

= + − ⎫
⎬= + − ⎭

              (1.63) 
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Υποθέτουµε ότι τα πρώτα p  αναλλοίωτα πολυώνυµα του P  είναι µη µηδενικά. Τότε ο 

( )S P  µπορεί να διαχωριστεί µε αυτόν τον τρόπο 

1 , ,

, , ,

( ) 0 0
( )

0 0 0
p r m p p m

r m p p r m p r m p r m p m

Q P
S P + − −

+ − + − + − + − −

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (1.64) 

Τώρα διαχωρίζουµε τον 1( )S P  

1 1

1

1 1 , ,
1

, 2 1 ,

( ) 0 0
( )

0 ( ) 0
r r p r m p r r p m

r m p r r p r m p m

Q P
S P

Q P
− + + − − + −

+ − − + + − −

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (1.65) 

και στην (1.60) γράφουµε 

11 12

21 22

M M
M

M M
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

N N N
N N N N

N N N

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (1.66) 

έτσι ώστε αυτός ο διαχωρισµός συµπίπτει µε αυτούς των  (2.23) και (2.24). Οι 

εξισώσεις (2.19) δίνουν τον ακόλουθο σύστηµα: 

          1 111 1 1 1 11 , 1 1 12 , 1 1 13

21 1 2 1 21 , 2 1 22 , 2 1 23

( ) ( ) ; 0 ( ) ; 0 ( )

( ) ( ) ; 0 ( ) ; 0 ( )
r r p r m p r r p m

r m p r m p r m p m

M Q P Q P N Q P N Q P N

M Q P Q P N Q P N Q P N
− + + − − + −

+ − + − + − −

= = = ⎫⎪
⎬= = = ⎪⎭

 (1.67) 

Οι εξισώσεις (1.67) δίνουν 

12 0;N =     13 0N =     (1.68) 

Παρατηρούµε επίσης ότι ο 

22 23

32 33

N N
N N

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (1.69) 

είναι ένας τετράγωνος πίνακας διάστασης  r p+ − , και είναι αντιστρέψιµος 

(unimodular) αν η συνθήκη ότι ο ( )S P  είναι δεξιά πρώτος µε τον N  ισχύει. Αν 

υποθέσουµε ότι 2 1( ) 0Q P ≠ , τότε από τις ιδιότητες διαιρετότητας (1.63), 

1 1 1( ) 0r r p Pε − + + ≠     (1.70) 

Σε αυτήν την περίπτωση οι εξισώσεις στην (1.67) δείχνουν ότι η πρώτη γραµµή του 

πίνακα (1.69) είναι µηδέν, το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι ο πίνακας 

είναι αντιστρέψιµος (unimodular). Έτσι η (1.70) είναι ψευδής και εποµένως  

2 1( ) 0Q P ≡      (1.71) 

Εφόσον αυτή είναι η υπόθεση η (1.67) δίνει 
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21 0M =  

και έτσι οι εξισώσεις (1.67) δίνουν  

11 1 1 1 11( ) ( )M Q P Q P N=     (1.72)  

µε τις προϋποθέσεις ότι οι 11M   και 1 1( )Q P  είναι αριστερά πρώτοι, και οι 1( )Q P  και 

11N  είναι δεξιά πρώτοι. 

 Ωστόσο εάν  m>  η σχέση (1.60) µπορεί να αντικατασταθεί από τη σχέση 

(1.72) στην οποία οι πίνακες  1( )Q P  και 1 1( )Q P  είναι τετράγωνοι. Οµοίως, αυτό είναι 

δυνατό εάν m< , ενώ εάν m=  η εξίσωση (1.60) είναι ήδη σε αυτή τη µορφή. Στην 

(1.72) ας συµβολίσουµε τους 11M  και 11N  µε M  και N  αντίστοιχα. Θεωρούµε τώρα 

την (1.72) και έστω  

( )ijM m= ,    ( )ijN n=    (1.73) 

τότε οι   εξισώσεις για την (1.72) γίνονται 

1( ) ( ) 0ij j ij im P n Pε ε− = ,    11, 2,...,i r r p= − + ,    1, 2,...,j p=  (1.74) 

Θεωρούµε ότι ( ) 0p Pε ≠  και έτσι  η  (1.74)  µπορεί να γραφεί 

1( )
( )

i ij
ij

j

P n
m

P
ε
ε

= ,    11, 2,..., 1i r p= − + ,    1, 2,...,j p=   (1.75) 

Υπάρχουν δύο σηµαντικά σηµεία  για να παρατηρήσουµε σε αυτές τις σχέσεις. 

 

(i) Αρχικά υποθέτουµε ότι για κάποια 0 0,i j , ο 0 1( )i Pε  δεν είναι ένας 

διαιρέτης του 0 ( )j Pε  ( 1( )io Pε / 0 ( )j Pε ). Τότε φανερά ο 0 0i jm  έχει έναν 

κοινό διαιρέτη ( )q s , µε  τον 0 1( )i Pε . Από τις ιδιότητες της διαιρετότητας 

του ( )j Pε , αυτός ο διαιρέτης  ( )q s  µπορεί επίσης να υπάρχει στο 0,i jm  

για όλα τα 0j j≤ . Επιπλέον, από τις ιδιότητες της διαιρετότητας του 

1( )i Pε ,  ο ίδιος διαιρέτης ( )q s  υπάρχει επίσης στο ijm  για  όλα τα  0i i≥  

και 0j j≤ . Ωστόσο, εάν 1( )io Pε / ( )jo Pε , τότε κάθε ijm  για 0i i≥  και 

0j j≤  έχει έναν κοινό διαιρέτη µε τον 0 1( )i Pε . 

(ii) Έπειτα, υποθέτουµε ότι 0 ( )j Pε / 1( )io Pε  για κάποια   0 0,i j . Τότε, εφόσον 

0, 0i jm  είναι ένα πολυώνυµο, 0, 0i jn  έχει τον ίδιο κοινό διαιρέτη ( )p s  µε 
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τον 0 ( )j Pε . Από τις ίδιες ιδιότητες διαιρετότητας όπως στην (i) ο 

διαιρέτης  ( )p s  υπάρχει στο ijn  για όλα τα 0i i≤  και 0j j≥ . Ωστόσο, 

εάν 0 ( )j Pε / 1( )io Pε   τότε ο ijn  ( 0 0,i i j j≤ ≥ ) και ο 0 ( )j Pε  έχουν έναν 

κοινό διαιρέτη. 

Αυτές οι δύο παρατηρήσεις είναι πολύ σηµαντικές για αυτά που ακολουθούν. 

(α) Θεωρούµε ( )p Pε . Τότε 
1 1( ) / ( ),r r p pP Pε ε− +   το επιχείρηµα (i) δείχνει ότι ,i pm  

( 11, 2,...,i r r p= − + ) έχει έναν κοινό διαιρέτη ( )q s  µε τον 
1 1( )r r p Pε + − . Συνεπώς M  και 

1 1( )Q P  δεν είναι αριστερά πρώτοι, εφόσον η γραµµή του 

( 1 1, ( )M Q P     (1.76) 

είναι διαιρετή µε το ( )q s , παρέχοντας την απαιτούµενη αντίφαση. 

 Από την άλλη µεριά, αντλώντας επιχειρήµατα από την (ii) και από το γεγονός 

ότι οι 1( )Q P  και N  είναι δεξιά πρώτοι δείχνουν  ότι 
1 1( ) / ( )p r r pP Pε ε − + . Γι’αυτόν τον 

λόγο  

1 1( ) ( )p r r pP Pε ε − +=     (1.77) 

(β) Για δοσµένο 0j , 
1 01( ) / ( )r r p j p jP Pε ε− + − − , τότε ο ijm  

( 0 0 1 0, 1,..., ; 1, 2,...,i p j p j p j r r p j= − − + = − + − ) έχει έναν κοινό διαιρέτη µε τον 

1 0 1( )r r p j Pε − + − . Αυτός ο διαιρέτης  περιέχεται επίσης στον 
1 0 11 1 1( ),..., ( )r r p j r r pP Pε ε− + − + − +  και 

έτσι για κάποια 0s , τέτοια ώστε 0( ) 0q s = , ο πίνακας (2.35) γίνεται 

1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 0

11 12 1 1, 1

1, 22 1, 1 1, 1

'( ) 0

0 0 0
r r p j j

j r r p j j r r p j j j

M M Q P

M
− + − − +

+ − + − + − + − − + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (1.78) 

όπου 22M  είναι ένας 0 0 1( 1) ( ( ))j j r r+ × − −  πίνακας. Εφόσον 1r r> , ο 22M  έχει 

περισσότερες γραµµές από στήλες και συνεπώς οι γραµµές της (1.78)  δεν µπορούν να 

είναι γραµµικά  ανεξάρτητες, δηλαδή οι M  και 1 1( )Q P  δεν είναι αριστερά πρώτοι. 

Αυτό αποδεικνύει την απαιτούµενη αντίφαση και έτσι 
1 0 01( ) / ( )r r p j p jP Pε ε− + − − . 

 Από την άλλη, αντλώντας επιχειρήµατα από την (ii) και από το γεγονός ότι οι 

1( )Q P  και N  δείχνουν ότι 
0 1 0 1( ) / ( )p j r r p jP Pε ε− − + − . Γι’αυτόν τον λόγο 
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0 1 0 1( ) ( )p j r r p jP Pε ε− − + −=  0 0,1,..., 1j p= −   (1.79) 

Έχουµε έτσι αποδείξει ότι  

1 1 1 1( ) '( ) ( )Q P Q P Q P= ⊕    (1.80) 

όπου     

11 1 1 1'( ) { ( ),..., ( )}r rQ P diag P Pε ε −=    (1.81) 

Χρησιµοποιώντας την (1.80) στην (1.72) έχουµε 

      
(1) (1)

1
1(2) (2)

1

'( ) 0
( )

0 ( )
Q PM N

Q P
Q PM N

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

             (1.82) 

όπου,  
(1)

(2)

M
M

M
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  και 1 1( )Q P  είναι αριστερά πρώτοι, δηλαδή 

1

1

(1)
1 ,

(2)
, 1

'( ) 0

0 ( )
r r p

p r r

M Q P

M Q P
−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (1.83) 

έχει πλήρης τάξη για όλα τα s . Εφόσον η (1.83) έχει περισσότερες στήλες από ότι 

γραµµές, οι γραµµές του (1.83) πρέπει να είναι γραµµικά ανεξάρτητες για όλα τα s . 

Αλλά παρατηρούµε ότι στην (1.83) , (2)M  είναι ένας p p×  πίνακας. Θεωρούµε τώρα 

ένα 0s  τέτοιο ώστε  

1 01( ) | 0r r sPε − =     (1.84)  

τότε από τις ιδιότητες της διαιρετότητας του ( )j Pε , και τις σχέσεις (1.79), 

1( ) | 0
ssQ P =     (1.85) 

Συνεπώς οι τελευταίες 1p +  γραµµές της (1.83) για ένα τέτοιο 0s  δε µπορούν να είναι 

γραµµικά ανεξάρτητες, εφόσον τα µοναδικά µη-µηδενικά στοιχεία σε αυτές τις γραµµές 

παρουσιάζονται στις πρώτες p  στήλες. Γι’αυτό δεν υπάρχει τέτοιο 0s  για το οποίο η 

(1.84) ισχύει. Οπότε 
1 1( ) 1r r Pε − ≡  και σε αυτήν την περίπτωση 

11 1 1( ) ... ( ) 1r rP Pε ε −≡ ≡ ≡        (1.86) 

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη του θεωρήµατος. Το αντίστροφο του θεωρήµατος 

ισχύει.                  ■ 

 

Θεώρηµα 1.43  Έστω ο ( ) ( )r m r+ × +  πίνακας P  και ο 1 1( ) ( )r m r+ × +  πίνακας 1P  

που έχουν Smith µορφές ( )S P  και 1( )S P  αντίστοιχα. Τότε οι P  και 1P  είναι 
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γενικευµένοι αντιστρέψιµα ισοδύναµοι  αν  οι ( )S P  και 1( )S P  σχετίζονται όπως στην 

(1.59). 

Απόδειξη  Υποθέτουµε ότι 1r r<  ( η περίπτωση που 1r r>  είναι ίδια) και έστω  

( ) ;P LS P R=   1 1 1 1( )P L S P R=     (1.87) 

όπου οι  1 1, , ,L L R R  είναι αντιστρέψιµοι (unimodular). Εφόσον 

11( ) ( )r rS P I S P−= ⊕  

Έχουµε 

1' ( ) ( ) 'M S P S P N=      (1.88) 

1

0
' ;

r m
M

I +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   
0

'
r

N
I +

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (1.89) 

Παρατηρούµε ότι οι 'M  και 1( )S P  είναι αριστερά πρώτοι και ( )S P  και N είναι δεξιά 

πρώτοι. Από τις (1.87) και (1.88), P  και 1P  συνδέονται µε τη σχέση 

1MP PN=  

όπου   
1

1 ' ;M L M L−=   1
1N R NR−=     (1.90) 

Παρατηρούµε ότι οι M  και L  είναι πρώτοι µεταξύ τους για τον ίδιο λόγο που 

χρησιµοποιήσαµε στην απόδειξη της Πρότασης 1.38, το οποίο αποδεικνύει το θεώρηµα.

                  ■ 

 

Παράδειγµα 1.44  Έστω ο πίνακας 
2 2 1

( )
1 1

s s s
A s

s s
⎛ ⎞+ −

= ⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠

 του παραδείγµατος 1.12.  

Τότε υπάρχουν πίνακες 1U , 1V  τέτοιοι  ώστε: 1 1 AU AV S=  

όπου  1

0 1
1

U
s

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

,  1

1 1
0 1

V
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   και  
1 0

0 1A

s
S

s
+⎛ ⎞

= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
. 

Θα υπάρχει πίνακας ( )B s  του οποίου η Smith µορφή θα είναι B AS I S= ⊕   δηλαδή  

1 0 0
0 1 0
0 0 1

BS s
s

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. Για να βρω τον BS  κάνω στοιχειώδεις πράξεις στον BS . 
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•  Πολλαπλασιάζω την δεύτερη στήλη µε s  και την προσθέτω στην πρώτη: 

2

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

s s s s s
s s

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

•  Πολλαπλασιάζω την δεύτερη γραµµή µε 2 και την προσθέτω στην πρώτη: 
2

2 2

1 2 0 1 0 0 2 2 1 2 2 0
0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

s s s
s s s s s s

s s

⎛ ⎞+ + +⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

•  Προσθέτω την τρίτη στήλη στην πρώτη: 
2 2

2 2

2 2 1 2 2 0 1 0 0 2 2 1 2 2 0
1 0 0 1 0 1 0

0 0 1 1 0 1 1 0 1

s s s s s s
s s s s s s

s s s

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + +⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

•  Προσθέτω την τρίτη γραµµή στην δεύτερη: 
2 2

2 2

1 0 0 2 2 1 2 2 0 2 2 1 2 2 0
0 1 1 1 0 2 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1 0 1

s s s s s s
s s s s s s s
s s s s

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + +⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ + + = + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

•  Πολλαπλασιάζω την τρίτη  στήλη µε -2 και την προσθέτω στην δεύτερη: 
2 2

2 2

2 2 1 2 2 0 1 0 0 2 2 1 2 2 0
2 1 1 1 0 1 0 2 1 1 1

1 0 1 0 2 1 1 2 2 1

s s s s s s
s s s s s s s s

s s s s s

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + +⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + + = + + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + − + − − +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 = ( )B s  

Εποµένως υπάρχουν πίνακες 2 2,U V  που ανάγουν τον πίνακα BS  στον ( )B s , 

όπου 

 2

1 0 0 1 2 0 1 2 0
0 1 1 0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1

U
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  και 

2

1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 1 0 2 1
V s

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

= 

     =
1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 1 0
1 0 1 0 2 1 1 2 1
s s
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Εποµένως οι 1 1
2 2,U V− −  θα ανάγουν τον πίνακα ( )B s  στην Smith µορφή του, δηλαδή: 
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1 1
2 2( ) BU B s V S− − =  

όπου  

1
2

1 2 2
0 1 1
0 0 1

U −

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ,  1
2

1 0 0
1 0

2 1 2 1
V s

s

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

Οι ,A BS S  είναι γενικευµένοι αντιστρέψιµα ισοδύναµοι (extended unimodular 

equivalent), οπότε υπάρχουν πίνακες M  και N   οι οποίοι συνδέουν τις Smith µορφές 

τους,  

όπου 

0 1 0
0 0 1

M ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  και  
0 1 0
0 0 1

N ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Ισχύει δηλαδή η σχέση  

B AMS S N=  

      1 1
2 2 1 1MU BV U AV N− − =  

            1
2 1 1 2MU B U AV NV− =  

      1 1
1 2 1 2U MU B AV NV− − =  

Και από την τελευταία σχέση είναι φανερό ότι οι πίνακες ,A B  είναι γενικευµένοι 

αντιστρέψιµα ισοδύναµοι.               □ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 

Ισοδυναµίες Συστηµάτων 

 

 

 

 Στο κεφάλαιο αυτό θα µελετήσουµε ισοδυναµίες συστηµάτων που έχουν ως 

σκοπό να διατηρήσουν αναλλοίωτη την δοµή ενός συστήµατος, παράδειγµα την τάξη, 

τον βαθµό, τα αποσυζευτικά µηδενικά εισόδου, εξόδου και εισόδου- εξόδου.  

 

2.1 Εισαγωγή 

 
 

Θεωρούµε το σύνολο των state – space εξισώσεων: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( / ) ( )

x t Ax t Bu t
y t Cx t E d dt u t

⎫⎪= +
⎬

= + ⎪⎭

i

Σ      (2.1) 

όπου  n nA ×∈ ,  n mB ×∈ ,  p nC ×∈ ,  [ ] [ ]p mE ×⋅ ∈ ⋅ . Αν n nH ×∈  είναι οµαλός, τότε 

η σχέση  1( ) ( )z t H x t−=  εκφράζει µια αλλαγή εσωτερικής συντεταγµένης στις state-

space εξισώσεις. Με τον µετασχηµατισµό αυτό το σύνολο των εξισώσεων γίνεται: 

1 1( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( / ) ( )

z t H AHz t H Bu t
y t CHz t E d dt u t

− − ⎫⎪= +
⎬

= + ⎪⎭

i

     (2.2) 

Θεωρούµε ότι το νέο σύνολο εξισώσεων αντιπροσωπεύει το ίδιο σύστηµα. Αυτός ο 

µετασχηµατισµός οδηγεί σε µια φυσική σχέση ισοδυναµίας για state-space συστήµατα 

την οποία καλούµε οµοιότητα συστηµάτων  (System Similarity (SS)). 

 Ας θεωρήσουµε τώρα έναν πίνακα συνάρτησης µεταφοράς   ( ) ( )p mG s s×∈  και 

ένα ζεύγος πολυωνυµικών πινάκων ( ) [ ]p m
RN s s×∈ ,  ( ) [ ]m m

RD s s×∈  (όπου 

det ( ) 0RD s ≠ ) που ικανοποιούν τη σχέση  1( ) ( ) ( )R RG s N s D s −= . Το ζεύγος 

{ ( ), ( )}R RN s D s  καλείται δεξιά κλασµατική περιγραφή πίνακα (MFD) του G(s), και δεν 

είναι απαραίτητο να θεωρήσουµε ότι ( )RN s  και ( )RD s  είναι δεξιά πρώτοι. Μπορούµε 

να θεωρήσουµε την  δεξιά MFD σε ένα διαφορικό τελεστή ως ακολούθως: 
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( ) ( / ) ( )
( ) ( / ) ( )

R

R

u t D d dt t
y t N d dt t

ξ
ξ

= ⎫
⎬= ⎭

          (2.3) 

Και µπορούµε να δούµε ότι ο µετασχηµατισµός  ( ) ( / ) ( )t U d dt n tξ =  όπου 

( ) [ ]m mU ×⋅ ∈ ⋅  unimodular, ορίζει µια εσωτερική αλλαγή συντεταγµένης µε τον ίδιο 

τρόπο που η οµοιότητα συστηµάτων (SS) έκανε για την περίπτωση του χώρου 

καταστάσεων (state-space). Έτσι έχουµε µια φυσική σχέση ισοδυναµίας που ορίζεται 

στους δεξιά κλασµατικούς πίνακες και θα θέλαµε να θεωρήσουµε το µετασχηµατισµένο 

σύνολο εξισώσεων 

( ) ( / ) ( / ) ( )
( ) ( / ) ( / ) ( )

R

R

u t D d dt U d dt n t
y t N d dt U d dt n t

= ⎫
⎬= ⎭

        (2.4) 

ως µια περιγραφή ισοδυναµίας των εξισώσεων του συστήµατος (2.3). Καλούµε αυτή τη 

σχέση ισοδυναµίας αντιστρέψιµη  ισοδυναµία (Unimodular Equivalence UE). 

 Με έναν αντίστοιχο τρόπο µπορούµε να θεωρήσουµε αντιστρέψιµη  ισοδυναµία 

για αριστερές κλασµατικές περιγραφές πινάκων (Matrix Fraction Decompositions 

MFDs). Έστω το ζεύγος των πολυωνυµικών πινάκων  ( ) [ ]p m
LM s s×∈  και 

( ) [ ]p p
LD s s×∈  ( όπου det ( ) 0LD s ≠ ) που ικανοποιούν τη σχέση  

1( ) ( ) ( )L LG s D s N s−= . Τότε το σύστηµα µπορεί να περιγραφεί από τις διαφορικές 

εξισώσεις της µορφής: 

( / ) ( ) ( / ) ( )
( ) ( )
L LD d dt t N d dt u t

y t t
ξ

ξ
= ⎫

⎬= ⎭
         (2.5) 

Αν ( ) [ ]p pU ×⋅ ∈ ⋅  είναι αντιστρέψιµος, τότε θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε την 

περιγραφή του συστήµατος ισοδυναµίας: 

( / ) ( / ) ( ) ( / ) ( / ) ( )
( ) ( )

L LU d dt D d dt t U d dt N d dt u t
y t t

ξ
ξ

= ⎫
⎬= ⎭

      (2.6) 

και έτσι ορίζουµε αντιστρέψιµη ισοδυναµία  (UE) για αριστερά MFDs. 

 Θεωρούµε τώρα ένα µεγαλύτερο τύπο συστηµάτων που ονοµάζεται 

Rosenbrock περιγραφή πολυωνυµικών πινάκων (Polynomial Matrix Description 

PMD ) η οποία περιέχει τις αναπαραστάσεις των κλασµατικών πινάκων και του χώρου 

καταστάσεων   ως ειδικές περιπτώσεις. Η PMD έχει  την ακόλουθη µορφή:  

( / ) ( ) ( / ) ( )
( ) ( / ) ( ) ( / ) ( )

T d dt t Q d dt u t
y t R d dt t W d dt u t

ξ
ξ

= ⎫
⎬= + ⎭

         (2.7) 
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όπου ( ) [ ]r rT ×⋅ ∈ ⋅ , ( ) [ ]r mQ ×⋅ ∈ ⋅ ,  ( ) [ ]p rR ×⋅ ∈ ⋅  και  ( ) [ ]p mW ×⋅ ∈ ⋅  και µε σκοπό να 

πάρουµε διαφορετικά είδη µοντέλων δεν θα θεωρούµε τον r ως σταθερό. Ωστόσο θα 

θεωρούµε τους  m=αριθµό εισόδων και p=αριθµό εξόδων  σταθερούς. 

 Παίρνοντας  τους µετασχηµατισµούς Laplace της (2.7) και συγκεντρώνοντας 

τους σε ένα πίνακα  έχουµε: 

0( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

s T s Q s s
P s

R s W s y su s u s

ξ ξ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

       (2.8)  

και ο ( )P s  καλείται Rosenbrock πίνακας συστήµατος (Rosenbrock system matrix)  της 

(2.7). Το  σύστηµα στο χώρο καταστάσεων µπορεί να γραφεί στη µορφή (2.8) 

παίρνοντας r=n και  

( )T s sI A= − ,   ( )R s C= , ( )Q s B= , ( ) ( )W s E s=       (2.9) 

και οι δεξιοί και αριστεροί κλασµατικοί πίνακες µπορούν να έρθουν στη γενική µορφή 

παίρνοντας αντίστοιχα: 

r m=   και  ( ) ( )RT s D s= ,   ( ) ( )RR s N s= ,     ( ) mQ s I= , ( ) 0W s =   (2.10) 

r p=   και  ( ) ( )LT s D s= ,   ( ) ( )LQ s N s= ,     ( ) pR s I= , ( ) 0W s =   (2.11) 

Συγκεντρώνοντας τις (2.9) σε µορφή Rosenbrock πίνακα παίρνουµε: 

( )
sI A B

C E s
− −⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

και για  τις (2.10), (2.11) έχουµε: 

( )
( ) 0

R m

R

D s I
N s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   και    
( ) ( )

0
L L

p

D s N s
I

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

     (2.13), (2.14) 

Κάποιες φορές είναι βολικό να αντικαταστήσουµε τις (2.13), (2.14) από τους 

ακόλουθους πίνακες: 

( )
( )

R

R

D s
N s
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   και    [ ]( ) ( )R LD s N s−       (2.15), (2.16) 

 

Ο Rosenbrock (1970) πρότεινε µια σχέση ισοδυναµίας για PMDs που καλείται αυστηρή 

ισοδυναµία συστηµάτων (strict system equivalent SSE)  και έδειξε ότι η οµοιότητα 

συστηµάτων (SS) και η αυστηρή ισοδυναµία συστηµάτων (SSΕ) ταυτίζονται για 

συστήµατα στο χώρο καταστάσεων (state-space). 
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Ορισµός 2.1  Ο πολυωνυµικός πίνακας  

                                                  1( ) ( ) ( ) ( ) ( )G s R s T s Q s W s−= + [ ]p ms ×∈   (2.17) 

καλείται συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος Σ.            □ 

 

Ορισµός 2.2  Η τάξη  n  ενός συστήµατος Σ που  περιγράφεται από µια πολυωνυµική 

περιγραφή πινάκων [ ( ), ( ), ( ), ( )T s Q s R s W s ], (PMD) ορίζεται ως ο βαθµός του ( )T s  

δηλαδή 

                                                             deg | ( ) |n T s= .    (2.18) 

   

2.1.1 Αποσυζευτικά Μηδενικά (Decoupling zeros) 

 

 

 Έστω   

( ) ( )( ) ( )
( ) [ ]

( ) ( )
r p r mT s Q s

P s s
R s W s

+ × +−⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

   (2.19) 

ένας  Rosenbrock πίνακας συστήµατος που περιγράφει ένα γραµµικό πολυµεταβλητό 

σύστηµα. Έστω ( ) [[ ]r r
LG s s ×∈ ένας µέγιστος αριστερός διαιρέτης των ( )T s  και ( )Q s , 

δηλαδή έστω  

[ ( ), ( )] ( )[ ( ), ( )]LT s Q s G s T s Q s=    (2.20) 

όπου ( ) [ ]r rT s s ×∈ ,  ( ) [ ]r mQ s s ×∈  αριστερά πρώτοι. 

 

Ορισµός 2.3  Τα αποσυζευτικά µηδενικά εισόδου του συστήµατος είναι τα µηδενικά 

του ( )LG s .                 □ 

 

Οµοίως έστω ( ) [ ]m m
RG s s ×∈  ένας µέγιστος δεξιός διαιρέτης των ( )T s  και ( )R s , 

δηλαδή έστω  

( ) ( )
( )

( ) ( )
R

T s T s
G s

R s R s

⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (2.21) 

όπου  ( ) [ ]r rT s s ×∈ ,  ( ) [ ]p rR s s ×∈  είναι δεξιά πρώτοι. 
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Ορισµός 2.4  Τα αποσυζευτικά µηδενικά εξόδου του συστήµατος είναι τα µηδενικά του 

( )RG s .                  □

  

 

 Έστω  ( )LG s  ο µέγιστος αριστερός διαιρέτης των ( )T s  και ( )Q s  όπως είναι 

στη σχέση (2.20). Τότε 

,

,

( ) 0( ) ( ) ( ) ( )
0( ) ( ) ( ) ( )

L r p

p r p

G sT s Q s T s Q s
IR s W s R s W s

⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎡ ⎤ −
= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  (2.22) 

 

 Έστω τώρα ( ) [ ]r r
RG s s ×∈  ένας µέγιστος δεξιός διαιρέτης των ( )T s  και ( )R s  

δηλαδή έστω 

     
( )( ) ( )

( ) ( )
R

T sT s G s
R s R s

⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (2.23) 

όπου  ( ) [ ]r rT s s ×∈ ,  ( ) [ ]p rR s s ×∈  είναι αριστερά πρώτοι. 

 

Ορισµός 2.5  Τα αυστηρά αποσυζευτικά µηδενικά εξόδου του συστήµατος είναι τα 

µηδενικά του ( )RG s .                □ 

 

 Έστω  ( )RG s  ο µέγιστος δεξιός διαιρέτης των ( )T s  και ( )R s  όπως είναι στη 

σχέση (2.21) . Τότε  

   ,

,

( ) 0( ) ( ) ( ) ( )
0( ) ( ) ( ) ( )

R r m

m r m

G sT s Q s T s Q s
IR s W s R s W s

⎡ ⎤− − ⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

  (2.24) 

 

 Έστω  ( ) [ ]r r
LG s s ×∈  ένας µέγιστος αριστερός διαιρέτης των ( )T s  και ( )Q s , 

δηλαδή έστω  

[ ( ), ( )] ( )[ ( ), ( )]LT s Q s G s T s Q s=    (2.25) 

όπου  ( ) [ ]r rT s s ×∈ ,  ( ) [ ]r mQ s s ×∈  είναι αριστερά πρώτοι.  
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Ορισµός 2.6  Τα αυστηρά αποσυζευτικά µηδενικά εισόδου του συστήµατος είναι τα 

µηδενικά του ( )LG s .                □ 

 

Ορισµός 2.7  Τα αποσυζευτικά µηδενικά εισόδου-εξόδου του συστήµατος είναι αυτά 

τα αποσυζευτικά µηδενικά εισόδου τα οποία δεν είναι αυστηρά αποσυζευτικά µηδενικά 

εισόδου. Ισοδύναµα τα αποσυζευτικά µηδενικά εισόδου-εξόδου του συστήµατος είναι 

αυτά τα αποσυζευτικά µηδενικά εξόδου τα οποία δεν είναι αυστηρά αποσυζευτικά 

µηδενικά εξόδου.                □ 

 

 

2.1 Τύποι συστηµάτων και αυστηρή ισοδυναµία συστηµάτων 

 

 Υπάρχουν  τέσσερις τύποι για τις αναπαραστάσεις συστηµάτων:  i) το σύστηµα 

στο χώρο καταστάσεων  (S), ii) η δεξιά κλασµατική περιγραφή πίνακα (MFD)  (R), iii) 

η αριστερή κλασµατική περιγραφή πίνακα MFD (L)  και iv) η πολυωνυµική περιγραφή 

πίνακα (PMD) (P). 

 

Ορισµός 2.8 

 Έστω m, n και p σταθεροί θετικοί ακέραιοι και r ένας τυχαίος θετικός ακέραιος. 

Ορίζουµε: 

S=
{ , , , ( )}

, , , ( ) [ ]n n n n p n p m

sI A B C E s
ό A B C E s sπου × × × ×

−⎧ ⎫
⎨ ⎬

∈ ∈ ∈ ∈⎩ ⎭
    (2.26) 

R=
{ ( ), ( )}

( ) [ ], ( ) [ ] det ( ) 0
R R

p m m m
R R R

N s D s

ό N s s D s s D sπου και× ×

⎧ ⎫
⎨ ⎬

∈ ∈ ≠⎩ ⎭
  (2.27) 

L=
{ ( ), ( )}

( ) [ ], ( ) [ ] det ( ) 0
L L

p m p p
L L L

N s D s

ό N s s D s s D sπου και× ×

⎧ ⎫
⎨ ⎬

∈ ∈ ≠⎩ ⎭
  (2.28) 

P=

{ ( ), ( ), ( ), ( )

( ) [ ], ( ) [ ], ( ) [ ],
( ) [ ],det ( ) 0

p rr r r m

p m

T s Q s R s W s

ό T s s Q s s R s s
W s s T s
που ×× ×

×

⎧ ⎫
⎪ ⎪

∈ ∈ ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪∈ ≠⎩ ⎭

   (2.29) 

 Αν και έχουµε ορίσει την MFDs ως ζευγάρια πολυωνυµικών πινάκων, συχνά θα 

τους θεωρούµε ως τετράδα. Με αυτόν τον τρόπο θα µπορούµε να µιλάµε για αυστηρή 
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ισοδυναµία συστηµάτων (SSE) για τις κλασµατικές περιγραφές πινάκων (MFDs) 

εφόσον η τετραπλή αναπαράσταση θα είναι στοιχείο του P. 

 

 Συµβολίζουµε µε s∼ , και u∼  την οµοιότητα συστηµάτων (SS) και την 

αντιστρέψιµη  ισοδυναµία (UE) αντίστοιχα. 

 

Ορισµός 2.9 (state-space οµοιότητα) 

 Έστω { , , , ( )}i i i i iF sI A B C E s= − ∈S  για 1, 2i = . Τότε 1 2sF F∼  αν και µόνο αν 

υπάρχει οµαλός πίνακας n nH ×∈  τέτοιος ώστε: 

1 1 2 2

1 1 2 2

0 0
0 0( ) ( )p m

H HsI A B sI A B
I IC E s C E s

− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
  (2.30) 

 

Ορισµός 2.10 αντιστρέψιµη ισοδυναµία για δεξιά MFDs) 

 Έστω { ( ), ( )}i i iN s D sℜ = ∈R για 1, 2i = . Τότε 1 2uℜ ℜ∼  αν και µόνο αν 

υπάρχει ένας unimodular πίνακας  ( ) [ ]m mU s s×∈  τέτοιος ώστε: 

1 2

1 2

( ) ( )
( )

( ) ( )
D s D s

U s
N s N s
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    (2.31) 

 

Ορισµός 2.11 (αντιστρέψιµη ισοδυναµία για αριστερές MFDs) 

 ‘Εστω ( ) { ( ), ( )}i i iL s N s D s= ∈L για 1, 2i = . Τότε 1 2uL L∼  αν και µόνο αν 

υπάρχει unimodular πίνακας ( ) [ ]p pU s s×∈  τέτοιος ώστε:  

1 1 2 2[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]D s N s U s D s N s− = −    (2.32) 

 

 Επεκτείνουµε τον πίνακα συστήµατος P(s) προσθέτοντας  0q r− ≥  µοναδιαία 

στοιχεία κατά µήκος της διαγωνίου µε τον ακόλουθο τρόπο:  

0 0( ) ( )
( ) 0 ( ) ( )( ) ( )

0 ( ) ( )

q r

e

IT s Q s
P s T s Q sR s W s

R s W s

−
⎡ ⎤

−⎡ ⎤ ⎢ ⎥
= → −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎣ ⎦

      (2.33) 

Θα συµβολίζουµε την SSE   Rosenbrock µε  R∼ .     



Σωτηριάδου  Αργυρώ  
 
 

 60 

 

Ορισµός 2.12  (Rosenbrock αυστηρή ισοδυναµία συστηµάτων SSE) 

 Έστω { ( ), ( ), ( ), ( )}i i i i iP T s Q s R s W s= ∈P  για 1, 2i =  και υποθέτουµε ότι 

( ) [ ]i ir r
iT s s×∈  για 1, 2i = . Τότε 1 2RP P∼  αν και µόνο αν υπάρχουν unimodular πίνακες 

( ), ( )M s N s  και πολυωνυµικοί πίνακες 1 2( ), ( )X s X s  τέτοιοι ώστε: 

1 2

2
1 1 2 2

1
1 1 2 2

0 0 0 0
( ) 0 ( ) ( )

0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )
( ) 0

0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )

q r q r

p m

I I
M s N s X s

T s Q s T s Q s
X s I I

R s W s R s W s

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

       (2.34) 

όπου ο q  επιλέγεται έτσι ώστε να ικανοποιεί την σχέση 1 2deg det ( ),deg det ( )q T s T s≥ .   

Ο εκτεταµένος πίνακας της (2.33) είναι επίσης στοιχείο του P.          □ 

 

 

 Το επόµενο θεώρηµα δείχνει ότι η  Rosenbrock ισοδυναµία διατηρεί 

αναλλοίωτες την τάξη  n  ενός συστήµατος και τη συνάρτηση µεταφοράς του. 

 

Θεώρηµα 2.13  Έστω 1( )P s , 2 ( )P s  δύο Rosenbrock πίνακες συστήµατος και 

υποθέτουµε ότι  είναι αυστηρά  ισοδύναµοι. Τότε 1 2deg | ( ) | deg | ( ) |T s T s=   και   1( )G s =  

1 1
1 1 1 1 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R s T s Q s W s R s T s Q s W s G s− −+ = + = . 

Απόδειξη 

Πρώτα παρατηρούµε  από το γεγονός ότι ο ( )N s [ ]q qs ×∈  είναι αντιστρέψιµος ότι η 

σχέση  (2.30)  µπορεί  να  γραφεί 

 
1 2

2
1 1 2 2

1
1 1 2 2

0 0 0 0
( ) 0 ( ) ( )0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )
( ) 00 ( ) ( ) 0 ( ) ( )

q r q r

p m

I I
M s N s X sT s Q s T s Q s
X s I IR s W s R s W s

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− = −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.35) 

 όπου ( )⇐ 1( ) ( ) [ ]q qN s N s s− ×= ∈  και  1
2 2( ) ( ) ( ) [ ]q mX s N s X s s− ×= − ∈ . 

Ξαναγράφουµε τώρα την σχέση (2.35) ως εξής   

1 1 2 22

1 1 1 2 2

( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) 0( ) ( ) ( ) ( )p m

M s T s Q s T s Q sN s X s
X s I IR s W s R s W s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− −⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  (2.36) 

Πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες στην (2.36) παίρνουµε 
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1 21 1

2 1 21 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )]

[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

M s T s N s M s T s X s Q s

X s T s R s N s X s T s X s R s X s X s Q s W s

⎡ ⎤− +
⎢ ⎥

+ + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

= 2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

T s Q s

R s W s

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.         (2.37) 

Από την (2.37) έχουµε 1 2( ) ( ) ( ) ( )M s T s N s T s=  η οποία δείχνει ότι 

1 2deg | ( ) | deg | ( ) |T s T s=  εφόσον ( )M s , ( )N s  είναι αντιστρέψιµοι και ( )iT s block=  

1
[ , ( )]q r idiag I T s− , 1, 2i = . Ακόµη από τις (2.34) και (2.37) έχουµε 

21
2 2 2 2 2 2 21

22

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [0, ( )] ( )

( )0 ( )
q rI

G s R s T s Q s W s R s W s
Q sT s

−−
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
 (2.38) 

          = 1
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )R s T s Q s W s− +  

          = 1 1 1
11 1 1 1 2 1[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )]R s X s T s N s N s T s M s M s T s X s Q s− − −− +  

          1 1 2 1 2 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X s T s X s R s X s X s Q s W s+ − + +  

          = 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R s T s Q s W s R s T s Q s W s G s− −+ = + = .         ■     

 

 

 Είναι προφανές ότι δύο state-space συστήµατα τα οποία είναι SS είναι επίσης 

Rosenbrock SSE εφόσον η (2.30)  είναι µια ειδική περίπτωση της (2.34) που παράγεται 

παίρνοντας q n= , 1 2( ) ( )M s M s H= = ,  1( ) 0X s = ,  2 ( ) 0X s = . Ο Rosenbrock απέδειξε 

επίσης το αντίστροφο και έτσι έχουµε το ακόλουθο θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 2.14 

 ΄Εστω  iF ∈S για 1, 2i = . Τότε 1 2 1 2s RF F F F⇔∼ ∼  

Απόδειξη 

Αν οι πίνακες συστήµατος 1 2,F F  είναι στο χώρο καταστάσεων και ικανοποιούν 

την (2.30) τότε προφανώς είναι αυστηρά ισοδύναµοι (SSE). 

 Υποθέτουµε τώρα ότι είναι αυστηρά ισοδύναµοι (SSE). Τότε από την (2.34) θα 

έχουµε  
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21 2

1 1 1 2 2

( ) 0 ( ) ( )
( ) 0( ) ( )p m

M s N s X ssI A B sI A B
X s I IC E s C E s

− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
  (2.35) 

Εφόσον 1 1
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G s C sI A B E s C sI A B E s G s− −= − + = − + = , προκύπτει ότι 

1 2( ) ( )G s G s= . Τώρα από την (2.35) έχουµε   

1 2( )( ) ( ) ( )M s sI A sI A N s− = −    (2.36) 

και θεωρώντας την αριστερή διαίρεση του ( )M s  µε τον 2sI A−  

2( ) ( ) ( )M s sI A Q s R= − +     (2.37) 

όπου n nR ×∈ . Αντικαθιστώντας την (2.37) στην (2.36) παίρνουµε  

1 2 1 2( ) ( )[ ( ) ( )( )] ( ) ( )R sI A sI A N s Q s sI A sI A R s− = − − − = −   (2.38) 

όπου 1( ) [ ( ) ( )( )] [ ]n nR s N s Y s sI A s ×= − − ∈ .  Η εξίσωση (2.38) µπορεί να γραφεί 

1 1
2 1( ) ( )( )sI A R R s sI A− −− = − . Τώρα εφόσον ο 1

2( )sI A R−−  είναι αυστηρά κανονικός 

το ίδιο πρέπει να είναι και ο  1
1( )( )R s sI A −−  το οποίο ισχύει αν και µόνο αν ο ( )R s  

είναι ανεξάρτητος του s , δηλαδή ( ) n nR s R ×= ∈ . Έτσι η (2.38) δίνει  

1 2Rs A sR A R− = −    ή  R R=    και  1 2RA A R= .   (2.39) 

Θα δείξουµε τώρα ότι ο R  είναι οµαλός. Θεωρούµε τον πολυωνυµικό πίνακα 1( )M s −  

(ο ( )M s  είναι αντιστρέψιµος) και την αριστερή διαίρεση 
1

1 1( ) ( ) ( )M s sI A Q s R− = − +     (2.40) 

όπου ο 1
n nR ×∈ . Πολλαπλασιάζοντας τις (2.36) και (2.40) παίρνουµε  

1
2 1 1 2 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M s M s sI A Q s sI A Q s sI A Q s R R sI A Q s RR− = − − + − + − +  

(2.41) 

η οποία σε συνδυασµό µε την (2.39) δίνει  

1 2 1 1 1 1( )[ ( )( ) ( ) ( ) ( )I RR sI A Q s sI A Q s Q s R RQ s− = − − + +    (2.42) 

ή 
1

2 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )sI A I RR Q s sI A Q s Q s R RQ s−− − = − + +    (2.43) 

Το αριστερό µέλος της (2.43) είναι αυστηρά κανονικός, ενώ το δεξιό µέλος είναι 

πολυώνυµο. Αυτό δείχνει ότι και τα δύο µέλη είναι ίσα µε τον µηδενικό n n×  πίνακα. 

Έτσι 1I RR=  και συνεπώς 1R R−=  είναι οµαλός.  

 Τώρα θα δείξουµε ότι 2 1B RB= , 1
2C CR−= . Από την σχέση (2.35) έχουµε 
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1 2 2 2( ) ( ) ( )M s B sI A X s B= − +     (2.44) 

η οποία σε συνδυασµό µε την (2.37) δίνει  

2 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )sI A Q s B RB sI A X s B− + = − +    (2.46) 

ή  
1

1 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )Q s B X s sI A B RB−− = − −    (2.48) 

Το αριστερό µέλος της (2.46) είναι πολυώνυµο, ενώ το δεξιό µέλος της είναι ρητός. 

Αυτό δείχνει ότι 2 1 0B RB− =  ή 2 1B RB= . Το γεγονός ότι 1
2 1C C R−=  µπορεί να δειχθεί 

µε τον ίδιο τρόπο.                       ■

         

 

 

2.1.2 Μετασχηµατισµός ενός Rosenbrock πίνακα συστήµατος στο χώρο καταστάσεων 

  

 Έστω ένας Rosenbrock  πίνακας συστήµατος  

( ) ( )( ) ( )
( ) [ ]

( ) ( )
r p r mT s Q s

P s s
R s W s

+ × +−⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

   (2.49) 

µε deg | ( ) |r n T s≤ =  και έστω ένας εκτεταµένος πίνακας ( ) ( )( ) [ ] n p n m
eP s s + × +∈  όπως 

αυτός της σχέσης (2.33) όπου ( q n= ) έτσι ώστε ( ) [ , ( )] [ ]n n
n rT s diag I T s s ×
−= ∈ . Έστω 

οι αντιστρέψιµοι πολυωνυµικοί  πίνακες ( ), ( ) [ ]n n
L RU s U s s ×∈  τέτοιοι ώστε  

1 2( )( ) ( ) ( ) [ , ( ), ( ),..., ( )]L R n r rT sU s T s U s S diag I s s sε ε ε−= =   (2.50)  

Είναι η Smith µορφή του ( )T s , 1
, 1 ,1 ,0( ) ...i i

i

n n
i i n i is s a s a s aε −

−= + + + +  0n ≥  i r∈ , τα 

αναλλοίωτα πολυώνυµα του ( )T s . Έστω i in n
iT ×∈ ,  i r∈  οµάδα πινάκων που 

αντιστοιχούν στα ( )i sε , i r∈ , δηλαδή έστω 

,0 ,1 , 1

0 1 0
0 0 0

0 0 1

i i

i

n n
i

i i i n

T

a a a

×

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

    i r∈   (2.51) 
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έτσι ώστε | | ( )
in isI T sε− =  και ( )

1

deg | |
r

iT s
i

S n n
=

= =∑  και ορίζω 

1 2[ , ,..., ] n n
rT blockdiag T T T ×= ∈ .    (2.52) 

Τώρα οι πίνακες ( )T s  και nsI T−  έχουν από κατασκευής τα ίδια αναλλοίωτα 

πολυώνυµα ( )i sε , εφόσον είναι αντιστρέψιµα ισοδύναµοι, δηλαδή υπάρχουν 

αντιστρέψιµοι πίνακες ( )LU s , ( )RU s [ ]n ns ×∈  τέτοιοι ώστε  

( ) ( ) ( )L R nU s T s U s sI T= − .    (2.53) 

Θεωρούµε τώρα  το γινόµενο των πινάκων  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0 ( ) 0
0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

L R LL R

Rp m

T s Q s U s T s U s U s Q sU s U s
I IR s W s R s U s W s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

= 1
1

1 1

( )
( )

( ) ( )
n

e

sI T Q s
P s

R s W s
− −⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦

        (2.54) 

όπου 1( ) ( ) ( ) [ ]n m
LQ s U s Q s s ×= ∈ ,  1( ) ( ) ( ) [ ]p n

RR s R s U s s ×= ∈ . 

 Από το θεώρηµα της διαίρεσης για πολυωνυµικούς πίνακες δεδοµένων πινάκων 

nsI T−  και 1( )Q s  υπάρχουν πολυωνυµικοί πίνακες 1( )A s  και 1( )B s [ ]n ms ×∈  τέτοιοι 

ώστε  

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )nQ s sI T A s B s= − +     (2.55) 

και  (εφόσον ο nsI T−  είναι κανονικός ως προς τις γραµµές και στήλες)  

  deg ith  γραµµή του 1( )B s < deg ith  γραµµή του nsI T− =1  i n∈  

δηλαδή  { deg ith  γραµµή του 1( )B s }=0, το οποίο δείχνει ότι 1( )B s = 1
n mB ×∈ . 

Ξαναγράφοντας την (2.55) ως  1 11( ) ( ) ( )nQ s sI T A s B− − =  µπορούµε να παρουσιάσουµε 

αυτή την πράξη στο 1( )eP s  µε 

111

1 1 1 1

( )( )
0( ) ( ) ( ) ( )

nnn

m

sI T BI A ssI T Q s
IR s W s R s W s

−⎡ ⎤−− − ⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

όπου  1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) [ ]p mW s W s R s A s s ×= + ∈ . Ακόµη δεδοµένων πινάκων  nsI T−  και 

1( )R s  υπάρχουν  πολυωνυµικοί πίνακες 2 ( )A s  και 2 ( )B s  [ ]p ns ×∈  τέτοιοι ώστε 

1 2 2( ) ( )( ) ( )nR s A s sI T B s= − +     (2.56) 

και 
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deg jth  στήλη  του 2 ( )B s < deg jth  στήλη του nsI T− =1  j n∈  

δηλαδή  { deg  jth  στήλη του 2 ( )B s }=0, το οποίο δείχνει ότι 2 ( )B s = 2
p nB ×∈ . 

Ξαναγράφοντας την (2.56) ως 1 2 2( ) ( )( )nR s A s sI T B− − =  έχουµε 

1 1

2 21 1

0
( ) ( )( ) ( )

n nn

p

sI T B sI T BI
A s I B W sR s W s

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
  (2.57) 

όπου  1 2 1( ) ( ) ( ) [ ]p mW S W s A s B s ×= − ∈ . Συνδυάζοντας τις αριστερές και δεξιές 

αντιστρέψιµες πράξεις στο 1( )eP s  έχουµε  

2 1

0 ( ) 0 ( ) 0
( ) 0 ( )

L Ln

p p p

I U s U s
A s I I X s I

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
   (2.58) 

1 2( ) ( ) ( )( ) 0
0 00

RR n

m pm

I A s U s X sU s
I II

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (2.59) 

Οπότε 

12

1 2

( ) ( )( ) 0 ( ) ( )
( ) 0 ( )( ) ( )

L R n

p p

sI T BT s Q sU s U s X s
X s I I B W sR s W s

⎡ ⎤ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
=⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
= 1( )P s  (2.60) 

Αν ονοµάσουµε τον 1
n mB Q ×= ∈  και 2

p nB R ×= ∈  τότε ο 1( )P s  είναι στο χώρο 

καταστάσεων. Έτσι αποδείξαµε το ακόλουθο θεώρηµα 

 

Θεώρηµα 2.15 Κάθε εκτεταµένος πίνακας συστήµατος ( ) ( )( ) [ ] n p n m
eP s s + × +∈  είναι 

αυστηρά ισοδύναµος µε ένα πίνακα συστήµατος στο χώρο καταστάσεων.         □ 

 

Θεωρούµε τώρα την περίπτωση ενός πίνακα συστήµατος ( ) ( )( ) [ ] r p r mP s s + × +∈  τέτοιο 

ώστε deg | ( ) |r n T s> =  και έστω ( ), ( )L RU s U s  αντιστρέψιµοι πίνακες τέτοιοι ώστε  

( ) 1( ) ( ) ( ) [ , ( ),..., ( )] [ ]r r
L R T s r n r n rU s T s U s S diag I s s sε ε ×

− − += = ∈  (2.61) 

είναι η Smith µορφή του ( )T s  ( έτσι  σ’ αυτή την περίπτωση θα υπάρχουν τουλάχιστον 

r n−  µοναδιαίοι είσοδοι στον ( )T sS  και n  αναλλοίωτα πολυώνυµα 1( ),..., ( )r n rs sε ε− + ). 

Θεωρούµε τώρα το γινόµενο των πινάκων  
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0
( ) 0 ( ) 0( ) ( )

0 ( ) ( )
0 0( ) ( )

( ) ( )

r n
L R

p m

I
U s U sT s Q s

T s Q s
I IR s W s

R s W s

−⎡ ⎤
−⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎡ ⎤⎡ ⎤

= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎣ ⎦

= ( )P s  (2.62) 

όπου 1 2( ) [ ( ), ( ),..., ( )] [ ]n n
r n r n rT s diag s s s sε ε ε ×
− + − += ∈ . Προφανώς οι ( )P s  και ( )P s  

είναι αυστηρά ισοδύναµοι. ∆ιαχωρίζουµε  τώρα τους πίνακες ( )R s  και ( )Q s  

( ) [ ( ), ( )]R s R s R s= , ( )( ) [ ]p r nR s s × −∈ , ( ) [ ]p nR s s ×∈ , 
( )

( )
( )

Q s
Q s

Q s

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,  

( )( ) [ ] r n mQ s s − ×∈ , ( ) [ ]n mQ s s ×∈  και θεωρούµε το γινόµενο  των πινάκων  

0 ( )0 0 0 ( )
0 0 0 ( ) ( ) 0 0

0 0( ) 0 ( ) ( ) ( )

r nr n r n

n n

mp

I Q sI I Q s
I T s Q s I

IR s I R s R s W s

−− −
⎡ ⎤⎡ ⎤ − ⎡ ⎤−
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

= 2

0 0

0 ( ) ( ) ( )

0 ( ) ( )

r nI

T s Q s P s

R s W s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥

− =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
1

0

0 ( )
r nI

P s
−⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

   (2.63) 

όπου  ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]p mW s R s Q s W s s ×= + ∈   και  ( ) ( )
1

( ) ( )
( ) [ ]

( ) ( )
n p n mT s Q s

P s s
R s W s

+ × +
⎡ ⎤−

= ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Από την τελευταία σχέση οι ( )P s  και 2 ( )P s  είναι αυστηρά ισοδύναµοι επιπλέον ο 

υποπίνακας 1( )P s  του 2 ( )P s έχει ( ) [ ]n nT s s ×∈  και deg | ( ) |T s n= . Από το θεώρηµα    ο 

1( )P s είναι αυστηρά ισοδύναµος µε ένα πίνακα συστήµατος στο χώρο καταστάσεων. 

Συνδυάζοντας τους αντιστρέψιµους µετασχηµατισµούς    και  µε αυτούς που παράγουν 

τον   1( )P s  στο χώρο καταστάσεων τελικά παίρνουµε: 

 

 

Θεώρηµα  2.16  Κάθε πίνακας συστήµατος ( ) ( )( ) [ ] r p r mP s s + × +∈   µε r n> deg | ( ) |T s=  

είναι αυστηρά ισοδύναµος µε ένα πίνακα συστήµατος  

( ) ( )
2

1

0
( ) [ ]

0 ( )
r n r p r m

I
P s s

P s
− + × +

⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

   (2.64) 

όπου  ( ) ( )
1( ) [ ] n p n mP s s + × +∈  είναι στο χώρο καταστάσεων.          □ 
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2.3  Fuhrmann ισοδυναµία συστηµάτων  

 

 

Ορισµός 2.17 (Fuhrmann SSE) 

 Έστω { ( ), ( ), ( ), ( )}i i i i iP T s Q s R s W s= ∈P για 1, 2i =  και υποθέτουµε ότι 

( ) [ ]i ir r
iT s s×∈  για 1, 2i = . Τότε 1 2FP P∼  αν και µόνο αν υπάρχουν πολυωνυµικοί 

πίνακες 1 2( ), ( ), ( ), ( )M s N s X s X s  τέτοιοι ώστε 

21 1 2 2

1 1 1 2 2

( ) 0 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0( ) ( ) ( ) ( )p m

M s N s X sT s Q s T s Q s
X s I IR s W s R s W s

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
  (2.65) 

όπου  

2( ) ( )M s T sκαι     είναι αριστερά πρώτοι 

1( ) ( )T s N sκαι    είναι δεξιά πρώτοι      (2.66) 

 Αν 1 2r r≠   τότε οι  1 2( ), ( )X s X s ( )M s  και  ( )N s  είναι µη τετράγωνοι 

πολυωνυµικοί πίνακες και ακόµη και αν 1 2r r=  (σε αυτή την περίπτωση είναι 

τετράγωνοι) τότε δεν χρειάζεται να είναι unimodular.           □ 

 

  Ο Levy (1977) απέδειξε ότι οι ορισµοί του SSE που δόθηκαν από τον 

Rosenbrock και  Fuhrmann οδηγούν στην ίδια σχέση ισοδυναµίας. 

 

Θεώρηµα 2.18 

 Έστω iP ∈P  για 1, 2i = . Τότε  

     1 2 1 2F RP P P P⇔∼ ∼ .   

∆ηλαδή δύο πίνακες συστήµατος είναι FSE αν και µόνο αν είναι SSE.  

Απόδειξη 

Θα αποδείξουµε πρώτα ότι  1 2 1 2F RP P P P⇒∼ ∼ .   (2.67) 

Από τον ορισµό η  1 FP P∼  δείχνει ότι οι σχέσεις (2.65) και (2.66) είναι αληθείς. Από 

την (2.65) έχουµε 1 2( ) ( ) ( ) ( )M s T s T s N s=  η οποία µαζί µε τις συνθήκες (2.66) δείχνει 
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ότι υπάρχουν 1 21( ) [ ]r rX s s ×∈ , 1 12 ( ) [ ]r rX s s ×∈ , 2 21( ) [ ]r rX s s ×∈ ,   1 22 ( ) [ ]r rX s s ×∈   

τέτοιοι  ώστε 

1 1 2

2 1 2

1 ,21

,22 1 1

0( ) ( )( ) ( )
0( ) ( ) ( ) ( )

r r r

r r r

IN s X sX s X s
IT s M s T s X s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ −−
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
      (2.68) 

έτσι οι πίνακες αυτής της σχέσης είναι αντιστρέψιµοι. 

Οι σχέσεις που παράγονται από την (2.65) µπορούν να γραφούν: 

221

2 1 1

2 1 1 1

0 0( ) ( ) 0
( ) ( ) 0 0 ( ) ( )
( ) ( ) 0 ( ) ( )

r

p

IX s X s
T s M s T s Q s
R s X s I R s W s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1

2

2 21 1 1

2 2 2

2 2

0 0 ( ) ( ) ( ) ( )( ( ))
0 ( ) ( ) ( ) ( )
0 ( ) ( ) 0 0

r

r

m

I X s X s T s X s Q s
T s Q s I N s X s
R s W s I

⎡ ⎤⎡ ⎤ − −
⎢ ⎥⎢ ⎥

− ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

   (2.69) 

όπου  

11

222

1 1 2 1
0( ) ( ) ( ) ( )

( )( )0
rr

rrr

II X s X s X s T s
I N sI N sI

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦
     (2.70) 

οι πίνακες στην (2.70) είναι αντιστρέψιµοι. Τώρα η (2.69) µε τους αντιστρέψιµους 

πίνακες  

1 2

2 1

( ) ( )
( ) ( )

X s X s
T s M s

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  
2

1 2 1( ) ( ) ( )
( )r

X s X s T s
I N s

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

   (2.71) 

δείχνει ότι οι γενικευµένοι πίνακες συστήµατος 

2

1 1 1

1 1

0 0

( ) 0 ( ) ( )
0 ( ) ( )

r

e

I

P s T s Q s
R s W s

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  
1

2 2 2

2 2

0 0
( ) 0 ( ) ( )

0 ( ) ( )

r

e

I
P s T s Q s

R s W s

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2.72) 

Ικανοποιούν την (2.34) οπότε οι 1( )P s , 2 ( )P s  είναι SSE δηλαδή η (2.67) ικανοποιείται. 

Τώρα θα δείξουµε το αντίστροφο δηλαδή ότι  1 2 1 2R FP P P P⇒∼ ∼ .   (2.73) 

Από τον ορισµό της 1 2RP P∼  φαίνεται ότι η (2.34) ικανοποιείται µε τους 

αντιστρέψιµους πίνακες ( )M s , ( )N s . Γράφουµε τη σχέση (2.34) ως εξής 
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111 12

21 22 1 1

11 12 1 1

0 0( ) ( ) 0
( ) ( ) 0 0 ( ) ( )
( ) ( ) 0 ( ) ( )

q r

p

IM s M s
M s M s T s Q s
X s X s I R s W s

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

2 11 12 21

2 2 21 22 22

2 2

0 0 ( ) ( ) ( )
0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 ( ) ( ) 0 0

q r

m

I N s N s X s
T s Q s N s N s X s
R s W s I

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

     (2.74) 

η οποία δείχνει ότι 

2

1

22 , 22 221 1 2 2

,1 1 2 212

( ) 0 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
0( ) ( ) ( ) ( )( )

r p

m r mp

M s N s X sT s Q s T s Q s
IR s W s R s W sX s I

⎡ ⎤ − − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
  (2.75) 

Από την (2.74) έχουµε 

12 1 12( ) ( ) ( )M s T s N s=      (2.76) 

21 2 21( ) ( ) ( )M s T s N s=      (2.77) 

έτσι   

11 12 11 12

21 22 2 21 22

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
M s M s M s M s

M s
M s M s T s N s M s
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (2.78) 

11 12 11 12 1

21 22 21 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
N s N s N s M s T s

N s
N s N s N s N s
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (2.79) 

Τώρα η αντιστρεψιµότητα των ( )M s  και ( )N s  δείχνει αντίστοιχα ότι  

{ }
{ }

2 22

22 1

( ) ( )

( ) ( )

T s M s ί ά ώ

N s T s ί ά ώ

και ε ναι αριστερ πρ τοι

και ε ναι δεξι πρ τοι
    (2.80) 

Αυτό συµβαίνει γιατί αν οι 2 ( )T s  και 22 ( )M s  δεν είναι αριστερά πρώτοι τότε  

2 222 22[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]T s M s Y s T s M s=     (2.81) 

για κάποια 2 2( ) [ ]r rY s s ×∈  και µη αντιστρέψιµοι αριστεροί κοινοί διαιρέτες των 2 ( )T s  

και 22 ( )M s , και έτσι ο 1( )M s  µπορεί να γραφεί ως  

2 11 1211 12
1

2 22 2 21 22

( ) ( )0( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 ( )
q r M s M sIM s M s

M s
T s M s T s N s M sY s

− ⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (2.82) 

το οποίο δείχνει ότι σε αυτήν την περίπτωση ο ( )M s  θα έχει έναν µη αντιστρέψιµο 

αριστερό παράγοντα και το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός ότι ο ( )M s  είναι 
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αντιστρέψιµος. Όµοια συµπεράσµατα προκύπτουν και για την  δεύτερη συνθήκη στην 

(2.80). Τώρα οι σχέσεις (2.75) και (2.80) δείχνουν ότι 1 2FP P∼ .          ■        

 

Από το θεώρηµα 2.13 και 2.18 παίρνουµε  ακόλουθο πόρισµα  

  

Πόρισµα 2.19   Έστω  1 2( ) ( )FP s P s∼ ,  1, 2i = . Τότε τα ακόλουθα είναι αναλλοίωτες 
της ισοδυναµίας αυτής. i) deg | ( ) |iT s n= ,  1, 2i =     ii) η συνάρτηση µεταφοράς 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i iG s R s T s Q s W s−= +   iii)  τα µη µοναδιαία αναλλοίωτα πολυώνυµα στις 

Smith µορφές των ( )iT s , [ ( ), ( )]i iT s Q s ,  
( )
( )

i

i

T s
R s
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 και ( )iP s ,  1, 2i = . 

 

 

2.4 Αυστηρή ισοδυναµία συστηµάτων για κλασµατικούς πίνακες 

 

 

 Έστω  { ( ), ( )}i i iN s D sℜ = ∈R για 1, 2i =  και υποθέτουµε ότι 1 2uℜ ℜ∼ . 

Υπάρχει δηλαδή ένας unimodular πίνακας U(s) τέτοιος ώστε  

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) 0
( ) 0 ( ) 0 0

D s I D s I U s
N s N s I

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
   (2.83) 

 

Θεώρηµα  2.20  Έστω  

 Έστω  { ( ), ( )}i i iD s N sℜ = ∈R  για 1, 2i = . Τότε  

1 2 1 2u SSE
ℜ ℜ ⇔ℜ ℜ∼ ∼ .   (2.84) 

∆ηλαδή δύο πίνακες συστήµατος είναι αντιστρέψιµα ισοδύναµοι για δεξιά 

MFDs αν και µόνο αν είναι SSE. 

Απόδειξη 

Πρώτα θα αποδείξουµε ότι 1 2 1 2u SSE
ℜ ℜ ⇒ℜ ℜ∼ ∼ . Από τον ορισµό της αντιστρέψιµης 

ισοδυναµίας για δεξιά MFDs φαίνεται ότι η σχέση (2.83) ισχύει. Τώρα θεωρούµε ότι 

1( )D s  και ( )RU s  είναι δεξιά πρώτοι και I , 2 ( )D s  είναι αριστερά πρώτοι δηλαδή 

1 2SSE
ℜ ℜ∼ 1 2F≡ ℜ ℜ∼ . 
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 Θα αποδείξουµε τώρα ότι  1 2 1 2 1 2F uSSE
ℜ ℜ ≡ℜ ℜ ⇒ℜ ℜ∼ ∼ ∼ . Από τον ορισµό 

(2.17) η ισοδυναµία  1 2Fℜ ℜ∼  δείχνει την ύπαρξη των πολυωνυµικών  πινάκων 

1( ) [ ] , ( ) [ ] , ( ) [ ]m m m m p mM s s N s s X s s× × ×∈ ∈ ∈  και 2 ( ) [ ]m mX s s ×∈  τέτοιοι ώστε 

1 2 2

1 1 2

( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0 ( ) 0 0

M s D s I D s I N s X s
X s I N s N s I

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  (2.85) 

µε       [ ]2( ) ( )M s D s   αριστερά πρώτοι  (2.86) 

και      
1

( )
( )

N s
D s
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  δεξιά πρώτοι   (2.87) 

 

Ορίζω τον πολυωνυµικό  πίνακα  2 1( ) ( ) ( ) ( )RU s N s X s D s= +   

      

 Από την (2.85) έχουµε 

     1 2( ) ( ) ( ) ( )M s D s D s N s=    (2.88) 

     2 2( ) ( ) ( )M s D s X s I− = −    (2.89) 

     1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )X s D s N s N s N s+ =   (2.90) 

     1 2 2( ) ( ) ( )X s N s X s− =     (2.91) 

Τότε  

   1 2 1 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )RD s D s U s D s D s N s D s X s D s− = − −  

      
(2.88)

= 2 2 1[ ( ) ( ) ( )] ( )I M s D s X s D s− −    

      
(2.89)

= 0       (2.92) 

και           

   1 2 1 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )RN s N s U s N s N s N s N s X s D s− = − −  

       
(2.90)

=  1 2 2 1[ ( ) ( ) ( )] ( )X s N s X s D s− −   

       
(2.91)

= 0      (2.93) 

έτσι 

1 2( ) ( ) ( )RD s D s U s=     (2.94) 
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        1 2( ) ( ) ( )RN s N s U s=     (2.95) 

Εφόσον 1 2Fℜ ℜ∼  προκύπτει ότι 2 ( )D s 1 2deg | ( ) | deg | ( ) |D s D s=  και από την σχέση 

(2.94) προκύπτει ότι deg | ( ) | 0RU s =  δηλαδή ( )RU s  είναι αντιστρέψιµος. Από τις 

σχέσεις (2.94) και (2.95) παίρνουµε την (2.83) δηλαδή  1 2uℜ ℜ∼ .           ■         

 

 Έχουµε έτσι αποδείξει ότι η αυστηρή ισοδυναµία συστηµάτων (strict system 

equivalence) ταυτίζεται µε την αντιστρέψιµη ισοδυναµία (unimodular equivalence) για 

δεξιά MFDs. Το ίδιο ισχύει και για τα αριστερά MFDs.  Έτσι έχουµε το ακόλουθο 

θεώρηµα  

 

Θεώρηµα 2.21 

 Έστω { ( ), ( )}i iD s N s= ∈iL L  για 1, 2i = . Τότε 

u SSE
⇔∼ ∼1 2 1 2L L L L .   (2.96)                            

∆ηλαδή δύο πίνακες συστήµατος είναι αντιστρέψιµα ισοδύναµοι για αριστερά MFDs 

αν και µόνο αν είναι SSE.               □ 

 

 Για να ολοκληρώσουµε αυτή την ενότητα θα δώσουµε µια συνθήκη έτσι ώστε 

µια αριστερή MFD και µια δεξιά MFD  να είναι SSE. Ορίζουµε ένα σύστηµα  

    { ( ), ( ), ( ), ( )}P T s Q s R s W s=  

Είναι ελάχιστης τάξης αν και µόνο αν  P  δεν έχει αποσυζευτικά µηδενικά. Ισοδύναµα 

ο P  είναι ελάχιστης τάξης αν  ( )T s , ( )Q s   είναι αριστερά πρώτοι και ( )T s , ( )R s   

είναι δεξιά πρώτοι. Αυτό είναι ένα σηµαντικό αποτέλεσµα του Rosenbrock για 

συστήµατα ελάχιστης τάξης. 

 

 

Θεώρηµα 2.22 

 Έστω  { ( ), ( ), ( ), ( )}i i i i iP T s Q s R s W s= ∈P για 1, 2i =  το οποίο είναι ελάχιστης 

τάξης. Τότε 

    1 2 1 2( ) ( )P P G s G s⇔ =∼     (2.97)  

όπου  1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i iG s R s T s Q s W s−= + . 
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∆ηλαδή αν 1( )P s , 2 ( )P s  είναι δύο Rosenbrock πίνακες συστήµατος ελάχιστης τάξης 

(δεν έχουν αποσυζευτικά µηδενικά)  τότε είναι FSE (ισοδύναµα SSE) αν και µόνο αν 

έχουν την ίδια συνάρτηση µεταφοράς. 

Απόδειξη (Rosenbrock 1970) (⇒ ) Αν 1 2SSE
P P∼  τότε από το θεώρηµα  2.13  προκύπτει 

ότι 1 2( ) ( )G s G s= . 

( )⇐  Έστω 1 2( ) ( )G s G s= . Ο Rosenbrock πίνακας συστήµατος  1( )P s ∈P είναι 

Fuhrmann ισοδύναµος (FSE ή ισοδύναµα SSE) µε έναν πίνακα συστήµατος σε δεξιά 

κλασµατική περιγραφή 3 ( )P s ∈R . Το ίδιο ισχύει και για έναν πίνακα συστήµατος 

2 ( )P s ∈P  είναι FSE µε έναν πίνακα  4 ( )P s ∈  L.  Έστω  

  

 1 1
1 2 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G s N s D s D s N s G s− −= = =

,

( )
( )

( ) 0
Ri m

i
Ri p m

D s I
P s

N s
−⎡ ⎤

= ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

R 

 3,4i =  

Τότε 1 3( ) ( )
SSE

P s P s∼ ⇒ 1 3( ) ( )G s G s= 1
3 3( ) ( )R RN s D s −=  και  2 4( ) ( )

SSE
P s P s∼ ⇒  

2 4( ) ( )G s G s=  1
4 4( ) ( )R RN s D s −= . Τώρα 1 2( ) ( )G s G s=  δείχνει ότι 3 4( ) ( )G s G s=  το 

οποίο δείχνει ότι 3 4( ) ( ) ( )R R RD s D s U s=  ,  3 4( ) ( ) ( )R R RN s N s U s=  για κάποιον 

αντιστρέψιµο πίνακα ( ) [ ]m m
RU s s ×∈ .  Από την σχέση  (2.83) προκύπτει ότι 

3 4( ) ( )uP s P s∼   και  από το θεώρηµα (2.20) ότι 3 4( ) ( )
SSE

P s P s∼ . Έτσι  1 4( ) ( )
SSE

P s P s∼  και 

2 4( ) ( )
SSE

P s P s∼  δηλαδή 1 2( ) ( )
SSE

P s P s∼ .              ■   

 

  

Θεωρώντας τα ζευγάρια πινάκων { ( ), ( )}R RR D s N s= ∈R και 

{ ( ), ( )}L LL D s N s= ∈L  και γράφοντας  το καθένα σε πλήρη µορφή συστηµάτων  

   
( )
( ) 0

R

R

D s I
N s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   και   
( ) ( )

0
L LD s N s
I

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   (2.98) 

 προκύπτει  το ακόλουθο θεώρηµα, το οποίο εξετάζει τις συνθήκες κάτω από τις οποίες 

οι δύο πίνακες συστήµατος, ο ένας σε δεξιά κλασµατική µορφή πίνακα και ο άλλος σε 
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αριστερή κλασµατική µορφή πίνακα, είναι Fuhrmann ισοδύναµοι ή αυστηρά 

ισοδύναµοι.  

 

 

Θεώρηµα 2.23 

 Έστω { ( ), ( )}R RR D s N s= ∈R και  { ( ), ( )}L LL D s N s= ∈L. 

Τότε  

.

( ) ( ) ( ) ( )
[ ( ) ( )]

( )

( )

L R L R

L LSSE

R

R

N s D s D s N s
R L D s N s ά ώ

D s
ά ώ

N s

αριστερ πρ τοι

δεξι πρ τοι

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪=
⎪ ⎪

⇔ −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

∼     (2.99) 

Απόδειξη 

( )⇒  Υποθέτουµε ότι 
SSE

R L∼ . Τότε από τον ορισµό 2.17  

2

1

( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0 0 0

R L L

R

M s D s I D s N s N s X s
X s I N s I I

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

       (2.100) 

Τώρα σύµφωνα µε το πόρισµα  2.19 τα µη µοναδιαία αναλλοίωτα πολυώνυµα των 

[ ]( )R mD s I   και [ ]( ) ( )L LD s N s  ταυτίζονται. Εφόσον οι ( )RD s , I  είναι αριστερά 

πρώτοι τα αναλλοίωτα πολυώνυµα των [ ]( )R mD s I  είναι όλα µονάδες και το ίδιο 

ισχύει και γι’ αυτά των  [ ]( ) ( )L LD s N s . Έτσι οι ( ), ( )L LD s N s  είναι αριστερά πρώτοι. 

Οµοίως αποδεικνύεται ότι οι ( ), ( )R RD s N s  είναι δεξιά πρώτοι. Έτσι R  οι L είναι 

ελάχιστης τάξης και 
SSE

R L∼ . Από το θεώρηµα 2.22 έχουµε 

1 1
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R R L LG s N s D s D s N s G s− −= = =            (2.101) 

το οποίο οδηγεί στη σχέση  1 1( ) ( ) ( ) ( )L L R RD s N s N s D s− −= . 

( )⇐  Τα ζευγάρια πινάκων R και L είναι ελάχιστης τάξης και έχουν την ίδια συνάρτηση 

µεταφοράς. Συνεπώς  από το προηγούµενο θεώρηµα (2.22) προκύπτει ότι 
SSE

R L∼ .        ■ 
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 Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε ότι η συνθήκη (2.99) είναι  ακριβώς ίδια 

µε τη συνθήκη (2.83) που περιγράφει την extend unimodular equivalence (EUE). 

Ωστόσο δε µπορούµε να ορίσουµε µια ειδική σχέση ισοδυναµίας ανάµεσα στις 

αριστερές και δεξιές MFDs αφού αναφερόµαστε σε δύο διαφορετικά σύνολα R και L. 

Το µόνο που µπορούµε να πούµε είναι ότι R και L είναι SSE αν και µόνο αν η συνθήκη 

(2.99) ικανοποιείται. 

 
 

Σε αυτό το σχήµα φαίνονται  οι ειδικές µορφές της αυστηρής ισοδυναµίας συστηµάτων 

για συστήµατα στο χώρο καταστάσεων και για κλασµατικές περιγραφές πινάκων.   
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2.3 Πρώτοι κλασµατικοί πίνακες 

 

 Αποδείξαµε στη προηγούµενη ενότητα ότι η σχέση της SSE όταν περιορίζεται 

στην τάξη µιας δεξιάς ή αριστερής κλασµατικής αναπαράστασης πίνακα, ταυτίζεται µε 

την UE. Έτσι συµπεραίνουµε ότι οποιοδήποτε ζεύγος δεξιάς ή αριστερής MFDs της 

G(s) που είναι πρώτοι είναι αντιστρέψιµα ισοδύναµοι (UE). Χρησιµοποιώντας αυτό θα 

δηµιουργήσουµε την σύνδεση µεταξύ των αναλλοίωτων παραγόντων της Smith-

McMillan µορφής της G(s) και της Smith µορφής των αριθµητών και παρονοµαστών 

των πινάκων µιας MFD. 

 Έστω G(s) µια p m×  ρητή συνάρτηση µεταφοράς και έστω ότι έχει την Smith-

McMillan µορφή:  

 

1

1

( ) 0
( )

( )
( )0
( )

m

i

i

s
s

S s
s
s

ε
ψ

ε
ψ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

             (2.102) 

όπου min( , )t p m≤  και ( )i sε , ( )i sψ  είναι πολυώνυµα πρώτα µεταξύ τους όπου ο 

µεγιστοβάθµιος συντελεστής είναι µονάδα. 

 Έτσι για κάποιους αντιστρέψιµους πίνακες ( )L s  και ( )R s  ισχύει 

     ( ) ( ) ( ) ( )mG s L s S s R s=             (2.103) 

Ο διαγώνιος πίνακας ( )mS s  µπορεί να παραγοντοποιηθεί µε τους ακόλουθους δύο 

τρόπους: 
1

1 1( ) 0 ( ) 0

( ) ( )
( )

1

0 0 1

i i

m

s s

s s
S s

ε ψ

ε ψ

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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         =

1
1 1( ) 0 ( ) 0

( ) ( )

1

0 1 0

i i

s s

s s

ψ ε

ψ ε

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

και θα συµβολίσουµε αυτές τις παραγοντοποιήσεις αντίστοιχα µε 1( ) ( )Rs s−Ε Ψ  και 

1( ) ( )L s E s−Ψ . Οι εξισώσεις (2.102) και (2.103) επιβάλλουν δυο αναλύσεις της 

συνάρτησης µεταφοράς G(s) 

    1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )R R L LG s N s D s D s N s− −= =             (2.104) 

όπου 

     
1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

R

R R

L

L L

N s L s E s

D s R s s
N s E s R s

D s s L s

−

−

= ⎫
⎪= Ψ ⎪
⎬= ⎪
⎪= Ψ ⎭

            (2.105) 

 Προκύπτει απευθείας από την (2.105) ότι οι Smith µορφές των ( )RN s , ( )LN s , 

( )RD s  και ( )LD s  είναι ως ακολούθως: 

( )RN s  ή ( )LN s    = 1{ ( )... ( ),0.................0}idiag s sε ε  

    ( )RD s    =   1{1...1, ( )... ( )}Ldiag s sψ ψ  

    ( )LD s    = 1{1...1, ( )... ( )}Ldiag s sψ ψ  

 Είναι εύκολο να δούµε ότι και οι δύο αναπαραστάσεις (2.104) είναι πρώτες 

,αφού για παράδειγµα παίρνοντας τις δεξιές παραγοντοποιήσεις 

έχουµε
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1

1 1

1

( )
0

( )

( ) ( ) 0( ) 0 ( ) 0
( ) ( ) 10 ( ) 0 ( )

( )
0

( )

0

i

R R

R

i

s

s

i
D s sR s R s
N s E sL s L s

s
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(2.106) 

οι οποίες είναι πλήρης τάξης για κάθε s, εφόσον ( )i sε  και ( )i sψ  είναι πρώτα 

πολυώνυµα. Προκύπτει ακόµη από το προηγούµενο θεώρηµα ότι οι δύο περιγραφές της 

(2.104) είναι SSE.  

 

Θεώρηµα 2.24 

(i)  Έστω  { ( ), ( )}i i iR D s N s= ∈R  για 1, 2i =  πρώτες παραγοντοποιήσεις του G(s). 

Τότε 1 2uR R∼ . 

(ii) ΄Εστω { ( ), ( )}R D s N s= ∈R µια πρώτη παραγοντοποίηση του G(s). Τότε ( )N s  και 

( )D s  έχουν τις ακόλουθες Smith µορφές: 

   1( ) { ( )... ( ),0...............0}iN s diag s sε ε=  

   1( ) {1...1, ( )... ( )}iD s diag s sψ ψ=  

(Το θεώρηµα ισχύει και για αριστερές MFD) 

Απόδειξη 

 

(i)    
( )
( ) 0

i

i

D s I
N s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

,   1, 2i =  

Είναι ελάχιστης τάξης και οδηγούν στην ίδια συνάρτηση µεταφοράς G(s). Έτσι είναι 

SSE και προκύπτει ότι 1 2uR R∼  

(ii)    
( )( )
( )( )

R
u

R

D sD s
N sN s
⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∼   από την (i) 



Ισοδυναµ ίες  Πολυωνυµ ικών  Πινάκων  και  Εφαρµογή  στην  
 Θεωρία  Συστηµάτων  και  Ελέγχου  
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Το αποτέλεσµα προκύπτει από την (2.105). 

 Στην (2.103) µια διαφορετική επιλογή των ( )L s  και ( )R s  οδηγούν σε 

διαφορετικές παραγοντοποιήσεις στην (2.104). ∆ύο τέτοιες παραγοντοποιήσεις είναι 

UE.                  ■ 
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