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ΠΕΡΙΛΗΨΗ  

 
Με αφορµή το γεγονός η θεωρία συστηµάτων ελέγχου έχει ασχοληθεί εκτενώς µε 

τα συστήµατα µιας εισόδου-µιας εξόδου, θεωρήθηκε αναγκαίος ο διαχωρισµός των 
συστηµάτων πολλών εισόδων-πολλών εξόδων σε υποσυστήµατα ανεξάρτητα µεταξύ 
τους ,ούτως ώστε κάθε µία από τις εισόδους του συστήµατος να επηρεάζει µόνο µία 
από τις εξόδους του συστήµατος. Η ανάγκη αυτή προέκυψε λόγω του ότι τα 
περισσότερα συστήµατα που υπάρχουν στην βιοµηχανία είναι τέτοιας µορφής. 
Εποµένως η επιθυµία για αύξηση της αποδοτικότητας αυτών των συστηµάτων οδήγησε 
στην αναγωγή των συστηµάτων αυτών σε συστήµατα µιάς εισόδου-µιάς εξόδου, µε την 
χρήση κατάλληλων ελεγκτών, οι οποίοι να µετακινούν όλες τις διασυνδέσεις µεταξύ 
των εισόδων-εξόδων ώστε κάθε είσοδος να ελέγχει µόνο µία έξοδο. 

Για τον σκοπό αυτό αναπτύχθηκαν τις τελευταίες δεκαετίες πολλές µέθοδοι οι 
οποίες αναφέρονται στο 1ο Κεφάλαιο. Η προσέγγιση που θα γίνει στην παρούσα 
εργασία είναι µέσω των συστηµάτων στον χώρο των καταστάσεων. Για την καλύτερη 
κατανόηση όλης της διαδικασίας αναφέρονται στο 2ο κεφάλαιο βασικές έννοιες της 
θεωρίας των γραµµικών πολυµεταβλητών συστηµάτων. Η προσέγγιση στο πρόβληµα 
της αποσύζευξης µέσω της περιγραφής του συστήµατος στον χώρο των καταστάσεων 
είναι αντικείµενο του 3ο Κεφαλαίου. Αναφέρονται οι µέθοδοι της στατικής 
αποσύζευξης και της δυναµικής αποσύζευξης, καθώς και ο αλγόριθµος της 
επανατοποθέτησης πόλων µε ανάδραση. Στο 4ο Κεφάλαιο γίνεται αναφορά στο σύνολο 
(κλάση) των ελεγκτών που µπορούν να αποσυζεύξουν ένα συστήµα στον χώρο των 
καταστάσεων.    

 
 

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙ∆ΙΑ 
σύστηµα µιας εισόδου-µιας εξόδου, σύστηµα πολλών εισόδων-πολλών εξόδων,  
σύστηµα στο χώρο των καταστάσεων, συνάρτηση µεταφοράς, πόλοι, ελεγκτής, 
δυναµική αποσύζευξη, στατική αποσύζευξη, επανατοποθέτηση πόλων. 
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ABSTRACT 
 

Given the fact that the control system theory has extensively dealt with the single 
input- single output system, the division of the multi input- multi output system into 
independent subsystems  was considered essential, so that each system input affects 
only one system output.This need was created because the majority of the systems used 
in industry are of that kind. Therefore, the desire to increase the efficiency levels of 
those systems led to that modification.This was achieved by using the appropriate 
controllers, which placed the connections in such a way that evey input controls the 
suitable output.  

 
 
 
 
 
 
 
 

KEY WORDS 
 

single input-output system, multiple input-output system, state-space system, 
stabilizable, transfer matrix, poles, controller, dynamic decoupling, static 
decoupling, pole placement. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  - 9  



Πρόβληµα αποσύζευξης 
 

 
ΠΙΝΑΚΑΣ  ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ  

 
 

 Π Ε Ρ Ι Ε Χ Ο Μ Ε Ν Α.................................................................................................10 
 

1 ΣΥΝΤΟΜΗ ΑΝΑΦΟΡΑ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΑΠΟΣΥΖΕΥΞΗΣ .........................12 
1.1 Πρακτική σηµασία .................................................................................................14 
1.2 Ιστορική αναδροµή  - µέθοδοι προσέγγισης ..........................................................15 
 

2 ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΤΟΝ ΧΩΡΟ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΝ .................................................16 
(STATE-SPACE SYSTEMS)...............................................................................................16 

 
3 ΜΙΑ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΣΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΑΠΟΣΥΖΕΥΞΗΣ ΜΕΣΩ ΤΗΣ 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗΣ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΣΤΟΝ ΧΩΡΟ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΝ...........20 
(STATE SPACE APPROACH) ...........................................................................................20 

3.1 ∆ιατύπωση  του προβλήµατος αποσύζευξης .........................................................20 
3.2 Το πρόβληµα της στατικής αποσύζευξης ..............................................................22 

3.2.1 Σχεδιασµός του ελεγκτή που οδηγεί στην στατική αποσύζευξη ........... 24 
3.2.2 Κώδικας σε Matlab ................................................................................ 26 
3.2.3 ∆ηµιουργία του (GUI) γραφικού περιβάλλοντος .................................. 27 

3.3 Το πρόβληµα της δυναµικής αποσύζευξης (dynamic decoupling problem) .........33 
3.3.1 Σχεδιασµός του ελεγκτή της δυναµικής αποσύζευξης .......................... 33 
3.3.2 Παραδείγµατα της δυναµικής αποσύζευξης .......................................... 38 
3.3.3 Κωδικας Σε Matlab ................................................................................ 43 

3.4 Πόλοι και µηδενικά των αποσυζευγµένων συστηµάτων .......................................47 
3.4.1 Παραδειγµατα ........................................................................................ 49 

 
4 ΚΛΑΣΗ ΤΩΝ ΕΛΕΓΚΤΩΝ ΠΟΥ Ο∆ΗΓΟΥΝ ΣΕ ΑΠΟΣΥΖΕΥΞΗ............................57 

4.1 ∆ηµιουργία της κλάσης των ελεγκτών που οδηγούν σε στατική ή δυναµική 
αποσύζευξη. ....................................................................................................................57 
4.2 Παραδείγµατα ........................................................................................................60 
4.3 ∆ιαδικασία σύνθεσης .............................................................................................63 

4.3.1 Παράδειγµα............................................................................................ 64 
4.3.2 Παράδειγµα_1........................................................................................ 67 
Παράδειγµα_2.................................................................................................... 68 

4.4 Αποσύζευξη συστηµάτων µε ανάδραση εξόδου....................................................70 
(decoupling by output feedback) ....................................................................................70 
4.5 Μελέτη προβλήµατος (Case Study).......................................................................73 
 

5 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ / ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ / ΑΝΑΦΟΡΕΣ ......................................................77 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  - 10  



Πρόβληµα αποσύζευξης 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
 

Παράδειγµα 2-1 ............................................................................................................. 18 
Παράδειγµα 3-1 ............................................................................................................. 25 
Παράδειγµα 3-2 ............................................................................................................. 38 
Παράδειγµα 3-3 ............................................................................................................. 39 
Παράδειγµα 3-4 ............................................................................................................. 40 
Παράδειγµα 3-5 ............................................................................................................. 49 
Παράδειγµα 4-1: ............................................................................................................ 60 
Παράδειγµα 4-2 ............................................................................................................. 70 
Παράδειγµα 4-3 ............................................................................................................. 72 
Παράδειγµα 4-4: ............................................................................................................ 72 
 
 
 

ΕΙΚΟΝΕΣ 
 

Εικόνα 1-1:Σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς G(s) στο οποίο έχει εφαρµοστεί ελεγκτής 
K(s)......................................................................................................................... 16 

Εικόνα 3-1  αεροσκάφος µε κατακόρυφη απογείωση ................................................... 21 
Εικόνα 3-2 Μενού επιλογών για το πρόβληµα αποσύζευξης  στο περιβάλλον matlab. 26
Εικόνα 4-1: αεροπλάνο τύπου V/STOL. ....................................................................... 76 
Εικόνα 4-2:αερπλάνο τύπου V/STOL µε 4 προωθητήρες. ............................................ 76 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

  - 11  



Πρόβληµα αποσύζευξης 
 

 

  
 
 
 
 

ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ ΑΠΟΣΥΖΕΥΞΗΣ 
ΕΙΣΟ∆ΩΝ-ΕΞΟ∆ΩΝ    

  (DECOUPLING CONTROL)  
ΣΤΗΝ ΘΕΩΡΙΑ ΕΛΕΓΧΟΥ. 

 
 

1 ΣΥΝΤΟΜΗ ΑΝΑΦΟΡΑ ΤΟΥ 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΑΠΟΣΥΖΕΥΞΗΣ 

 
 

Η αποσύζευξη (decoupling) είναι µια διαδικασία χωρισµού ενός  σύνθετου 
συστήµατος  πολλών εισόδων-πολλών εξόδων σε υποσυστήµατα ανεξάρτητα µεταξύ 
τους. Σε πολλά προβλήµατα ελέγχου είναι αναγκαίο να εφαρµόσουµε διαφορετικούς 
νόµους ελέγχου σε διαφορετικά τµήµατα του συστήµατος. Ακόµη όµως και όταν αυτό 
δεν απαιτείται , η απουσία αλληλεπίδρασης στα υποσυστήµατα απλοποιεί σηµαντικά 
τη σχεδίαση κατάλληλων νόµων ελέγχου. Όταν τα υποσυστήµατα που προκύπτουν 
είναι πολλών εισόδων – πολλών εξόδων, τότε έχουµε οµαδική αποσύζευξη (block 
decoupling ), ενώ όταν είναι µιας εισόδου-µιας εξόδου, έχουµε αποσύζευξη εισόδων-
εξόδων(input-output decoupling). 
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1.1 Πρακτική σηµασία 

 
Ένα πολυµεταβλητό σύστηµα απλοποιείται σε έναν αριθµό από συστήµατα µιας 
εισόδου-µιας εξόδου εφόσον δεν υπάρχουν πάνω από µια διασταυρούµενες συνδέσεις 
µεταξύ εισόδου-εξόδου. Σε αυτή την περίπτωση  χαρακτηρίζεται το σύστηµα ως 
(decoupled) αποσυζευγµένο . 
Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, ένα δεδοµένο πολυµεταβλητό σύστηµα συνήθως 
διαθέτει διασυνδέσεις µεταξύ εισόδων-εξόδων. Εποµένως µια µέθοδος σχεδιασµού 
είναι να σχεδιαστεί ένας πολυµεταβλητός ελεγκτής (controller) ο οποίος να παρέχει την 
αποσυζευγµένη (decouple) µορφή στο σύστηµα. ∆ηλαδή, µετά την εφαρµογή του 
κατάλληλου ελεκτή (controller) να προκύπτει σύστηµα που να διαθέτει πλέον 
συνδέσεις µεταξύ των επιθυµητών µεταβλητών εισόδου και εξόδου. Πρέπει να τονιστεί 
ότι ο έλεγχος µε σκοπό την διαδικασία αποσύζευξης (decoupling) είναι διαδεδοµένος 
ΟΧΙ τόσο γιατί απλοποιεί των σχεδιασµό των πολυµεταβλητών συστηµάτων ελέγχου, 
ΑΛΛΑ κυρίως γιατί συνιστά ένα απαραίτητο χαρακτηριστικό σε διάφορες πρακτικές 
εφαρµογές.  
 

Η διαδικασία της αποσύζευξης (decoupling) είναι αναγκαία για να  διευκολύνει τις 
λειτουργίες του συστήµατος, τουλάχιστον όσον αφορά την παραγωγική διαδικασία και 
την χηµική βιοµηχανία, καθώς χωρίς την µέθοδο αυτή οι τεχνικοί που θέτουν σε 
λειτουργία ένα πολυµεταβλητό σύστηµα ελέγχου, σπάνια µπορούν να επιλέγουν την 
αξία των πολλαπλών σηµείων ενεργοποίησης η οποία συνάδει µε τους στόχους τους. 
Επίσης, το χαµηλό επίπεδο αποσύζευξης (decoupling) συνιστά το σύνηθες πρόβληµα 
στην βιοµηχανία (βλ. έρευνα Kong 1995) την οποία διεξήγαγαν οι σηµαντικότεροι 
κατασκευαστές «ελεγκτών» / «controller» όπως οι Fish – Rosemond, Yokogawa and 
Foxboro.  

Βάσει της βιοµηχανικής εµπειρίας η χαµηλή αποσύζευξη σε κλειστό κύκλωµα 
(loop) θα συντελούσε σε πολλές περιπτώσεις σε χαµηλή απόδοση του κυκλώµατος. 
Αντιστρόφως, υψηλή αποσύζευξη συντελεί στην υψηλή απόδοση του κυκλώµατος. 
Απόδειξη αποτελεί το γεγονός ότι ο βέλτιστος δυνατός έλεγχος χωρίς καµία απαίτηση 
για αποσύζευξη θα µπορούσε τελικά να επιφέρει αποσυζευγµένο  κλειστό κύκλωµα 
(Dickman and Sivan 1985, Linneman and Wang 1993). Τέλος, πρέπει να σηµειωθεί ότι 
ακόµα και αν οποιαδήποτε απαίτηση για αποσύζευξη έχει µετριαστεί λόγω 
περιορισµένης σύζευξης (coupling), ωστόσο θα οδηγήσει σε αποσύζευξη (decoupling) 
εάν ο αριθµός εισόδων/εξόδων είναι µεγάλος.  

Η πιο ακραία περίπτωση είναι να µην µπορεί να εφαρµοστεί καθόλου η 
αποσύζευξη διότι µπορεί να επηρεάζεται η σταθερότητα του συστήµατος. Εν συντοµία 
η διαδικασία την αποσύζευξης κλειστού  κυκλώµατος  αποτελεί κοινή πρακτική στην 
βιοµηχανία αλλά πρέπει να εφαρµοσθεί και να τεκµηριωθεί µέσω πραγµατικών 
καταστάσεων και απαιτήσεων. 
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1.2  Ιστορική αναδροµή  - µέθοδοι προσέγγισης 

 
Η µελέτη της αποσύζευξης των γραµµικών χρονικά ανεξάρτητων πολυµεταβλητών 
συστηµάτων αποτέλεσε αντικείµενο µελέτης τόσο από την θεωρία ελέγχου όσο και από 
την βιοµηχανική πρακτική για πολλές δεκαετίες, τουλάχιστον ήδη από την εποχή του 
Vaznesenskii 1938.  
 
-Εκείνη την πρώιµη περίοδο το πρόβληµα αντιµετωπίστηκε µε τις συναρτήσεις 
µεταφοράς  (transfer matrices) – βλέπε Kavanagh 1966 και Τsien 1954 για 
αναθεωρήσεις.  
- Την προσέγγιση της αποσύζευξης στον χώρο των καταστάσεων εισηγήθηκε ο Morgan 
το 1964. 
- Μια αξιόλογη εργασία των Falb and Wolovich 1967 παρουσίασε την ικανή και 
αναγκαία συνθήκη για την λύση των συστηµάτων που περιγράφονται µέσω του 
µοντέλου στον χώρο των καταστάσεων.  
-Μια ισοδύναµη συνθήκη για συστήµατα που περιγράφονται µέσω συναρτήσεων 
µεταφοράς δόθηκε αργότερα από τον Gilbert 1969. Στις συγκεκριµένες έρευνες το 
πρόβληµα ανάγεται στην περίπτωση των βαθµωτών block (block οµάδων) εισόδου και 
εξόδου και άρα στον ίσο αριθµό εισόδων και εξόδων.  
-Το πιο γενικό πρόβληµα οµαδικής αποσύζευξης του προσδιορίστηκε και λύθηκε για 
πρώτη φορά από τους Wonham and Morse 1970 µε γεωµετρική προσέγγιση (βλέπε 
επίσης την µονογραφία του Wonham 1986). Για αυτού του είδους τα γενικά 
προβλήµατα της οµαδικής αποσύζευξης, οι Silverman and Payne 1971 ανέπτυξαν µία 
εναλλακτική προσέγγιση βασισµένη σε µορφή αλγορίθµου που πρότεινε ο Cilverman 
1969. 
- Άλλες προσεγγίσεις του θέµατος στην πιο γενική του µορφή µπορούν να βρεθούν από 
τους Commault 1991, Desoer and Gundes 1986, Hautus and Heymann 1983, 
Koussiouris 1979 και 1980 ,  Pernedo  1981 ,Williams and Antsaklis 1986.  
 
Κάτω από την προϋπόθεση ότι το σύστηµα δεν έχει ασταθείς πόλους που συµπίπτουν  
µε τα µηδενικά το πρόβληµα αποσύζευξης διαγώνιας µορφής είναι επιλύσιµο και 
µπορούν να παρατηρηθούν παραµετρικής µορφής ελεγκτές που µπορούν να επιλύσουν 
αυτό το πρόβληµα, Vardulakis 1987, Safonov and Chen 1982, Peng 1990, Desoer 
1990. 
Η προϋπόθεση αυτή δεν είναι αναγκαία και στην πορεία χαλάρωσε από τους 
Linnemann and Maier(1990) για τους 2 x 2 πίνακες ενώ ο Wang (1992) ασχολήθηκε µε 
συστήµατα ίσων εισόδων-εξόδων χρησιµοποιώντας έναν παραµετρικό ελεγκτή 
- Εναλλακτικά, ικανές  και αναγκαίες συνθήκες για το πρόβληµα, οι οποίες βασίζονται 
στις συναρτήσεις µεταφοράς (transfer matrices) αναφέρθηκαν από τον Lin(1997)  και 
από τους Wang and Yang (2002). 
- Τα αποτελέσµατα του Wang(1992) γενικεύτηκαν στο πρόβληµα της οµαδικής  
αποσύζευξης για συστήµατατα µε διαφορετικό αριθµό εισόδων-εξόδων. 
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2 

×

 

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΤΟΝ ΧΩΡΟ ΤΩΝ 
ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΝ  

     (STATE-SPACE SYSTEMS) 
 
 
Έστω ένα σύστηµα του οποίου η περιγραφή στον χώρο των καταστάσεων (state space 
system) δίνεται από τις δύο ακόλουθες εξισώσεις:  

                              (2-1) 0 0( ) ( ) ( ),       x(t ) x ,x t Ax t Bu t= + =

                               (2-1) ( ) ( ) ( ),y t Cx t Du t= +

 όπου  
, , ,n n n m p n p mA B C D× × ×∈ ∈ ∈ ∈  

 Η πρώτη σχέση ονοµάζεται εξίσωση κατάστασης, ενώ η δεύτερη ονοµάζεται εξίσωση 
εξόδου. Η µεταβλητή   είναι ο χρόνος και η συνάρτηση  είναι η 
είσοδος του συστήµατος, η είναι η κατάσταση του συστήµατος και η 

0t ≥ mu(t): →
nx(t):  →

py(t): →  είναι η έξοδος του συστήµατος. 

 
Η συνάρτηση µεταφοράς G(s) του συστήµατος θα δίνεται από την σχέση 

                                                             1

           
( ) ( ) .G s C sI A B D−= − +

                                               (2-2) 

 
 
Ελεγκτής/ Controller: Το βασικό εξάρτηµα κάθε αυτόµατου συστήµατος ελέγχου 
είναι ο επονοµαζόµενος “controller” (ελεγκτής) ο οποίος µπορεί να αποτελεί τµήµα του 
κώδικα του υλικού ή του λογισµικού του Η/Υ. Σκοπός του είναι να λαµβάνει 
πληροφορίες σχετικές µε το σύστηµα από διάφορους αισθητήρες να τις επεξεργάζεται 
και αυτόµατα να δηµιουργεί εντολές διορθωτικών ενεργειών, προκειµένου να φέρει το 
σύστηµα στην επιθυµητή τιµή ή τροχιά. 
 
 

 
Εικόνα 1-1:Σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς G(s) στο οποίο έχει εφαρµοστεί ελεγκτής K(s). 
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Ορισµός 2.1: Το σύστηµα (2-1) ονοµάζεται εσωτερικά ευσταθές εάν η λύση της 
διαφορικής εξίσωσης   
                                                                ( ) ( )x t Ax t=                      (2-3) 

µε αρχικές συνθήκες (0)x , µειώνεται εκθετικά στο +  

π.χ.         τέτοιο ώστε  0  a∃ > αte ( )x t  είναι φραγµένο στο +                                  (2-4) 

Με βάση την θεωρία της λύσης διαφορικών εξισώσεων και την λύση από της (2.5) µε 
αρχικές συνθήκες , έχουµε την ακόλουθη πρόταση. (0 )x −

Θεώρηµα 2.1:Το παραπάνω δυναµικό σύστηµα ονοµάζεται ασυµπτωτικά ευσταθές 
(stable) εάν οι ιδιοτιµές λ(Α) του Α βρίσκονται στο ανοικτό αριστερό ηµιεπίπεδο ,δηλ. 
Re (λ(Α))<0. 

 

Ορισµός2.2:Ελεγξιµότητα(Reachability): 

Έστω και 0t ≥ { }n
t : :  υπάρχει ( ) τέτοιο ώστε x(t)=ξR ό u tξ που= ∈ το σύνολο των 

καταστάσεων που είναι εφικτές (reachable) για είσοδο u(t), για οποιαδήποτε αρχική 
συνθήκη . 0( ) nx t∀ ∈

όπου x(t0)=0,και Rt είναι υποσύνολο του . Το σύστηµα στον χώρο των 
καταστάσεων  ονοµάζεται ελέγξιµο (controllable) εάν  µπορούµε να  µετατοπίσουµε 
κάθε αρχική κατάσταση 

n

0(0)x x=  σε κάθε επιθυµητή τελική κατάσταση  1 1( )x t x=  
εφαρµόζοντας  στο σύστηµα µια είσοδο u(t) , 10 ,t t≤ ≤  
 

Θεώρηµα 2.2  Το σύστηµα (2-1)-(2-2) είναι ελέγξιµο  (controllable) εάν και µόνο εάν 
ισχύει µία από τις ακόλουθες ισοδύναµες  συνθήκες. 

o Ο πίνακας ελεγξιµότητας   2 n-1
cQ :=[B AB A B  A B],

 έχει πλήρη τάξη γραµµών. 
o Ο πίνακας έχει πλήρη τάξη γραµµών για κάθε  , ή 

ισοδύναµα για κάθε ιδιοτιµή του πίνακα Α. 
[sI-A ,B] s∈

o Οι ιδιοτιµές του Α-ΒΚ µπορούν ελεύθερα να επανατοποθετηθούν  µε 
κατάλληλη επιλογή του Κ 

o  At οι γραµµές του e  είναι γραµµικά ανεξάρτητεςB
 

Ορισµός 2.3:Το ζευγάρι (Α,Β) ονοµάζεται σταθεροποιήσιµο µέσω ανάδρασης 
κατάστασης  (state-feedback stabilizable) εάν υπάρχει ανάδραση κατάστασης της 
µορφής  u=-Kx  τέτοια ώστε το σύστηµα ανάδρασης που προκύπτει  

 
( ) rx A BK x F= − +  

να είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 
 

Θεώρηµα 2.3: Το σύστηµα (2-1)-(2-2) ονοµάζεται σταθεροποιήσιµο (stabilizable) εάν 
και µόνο εάν  
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0                                               0[ , ]          srank s I A B r +− = ∀ ∈                                        (2-6) 

 

Θεώρηµα 2.4: Το σύστηµα είναι σταθεροποιήσιµο µε ανάδραση κατάστασης  εάν και 
µόνο εάν ο πίνακας [sI-A,B] έχει πλήρη τάξη γραµµών για κάθε  +s .∈

 
 

Παράδειγµα 2-1 
 
 

Έστω το σύστηµα που περιγράφεται ως ακολούθος στον χώρο των καταστάσεων: 
 

4 3 1
( ) ( ) ( )

6 5 1
x t x t

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

u t  

Να γίνει έλεγχος:  
i. εάν το σύστηµα είναι εσωτερικά ευσταθές 

ii. εάν το σύστηµα είναι ελέγξιµο 
iii. εάν είναι σταθεροποιήσιµο 
iv. ποιο Κ κάνει το σύστηµα ευσταθές 

 
Λύση: 
 

i. Για να είναι το σύστηµα εσωτερικά ευσταθές θα πρέπει βάση του θεωρήµατος 
3.1 να βρίσκονται όλες οι ιδιοτιµές του Α στο αριστερό ηµιεπίπεδο. 
Οι ιδιοτιµές του Α υπολογίζονται µε την βοήθεια της eig( ) συνάρτησης του 
matlab. 
Έχουµε eig(A)= [1,-2] 
Υπάρχει θετική ιδιοτιµή εποµένως το σύστηµα δεν είναι εσωτερικά ευσταθές. 
 
 

ii. Eλέγχουµε εάν το σύστηµα είναι ελέγξιµο βάση του θεωρήµατος 2-2.  
Βρίσκουµε τον πίνακα  Q=[Β ΑΒ] και εξετάζουµε αν χάνει τάξη 

1 1
[  ]

1 1
Q B AB ⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

ο οποίος έχει τάξη 1.  
Εποµένως το σύστηµα του παραδείγµατος δεν είναι ελέγξιµο. 
 
 

iii. Για να είναι το σύστηµα σταθεροποιήσιµο βάση του θεωρήµτος 2.4 πρέπει ο 
πίνακας [sI-A, B] να έχει πλήρη τάξη γραµµών για κάθε  s +∈
Οι ιδιοτιµές του πίνακα Α είναι [1,-2]    ( matlab : eig(A)=[1,-2]) 
Υπολογίζω την τάξη του [sI-A, B] για τις θετικές ιδιοτιµές του Α. 

  ( ) ( )
-3 3 1

, 1* ,
-6 6 1

sI A B I A B ⎛ ⎞
− = − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
δεν χάνει τάξη ο πίνακας , 
άρα το σύστηµα είναι σταθετοποιήσιµο. 
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iv. Ψάχνω Κ =[k1 k2] τ.ω.  το σύστηµα να γίνει ευσταθές. 
∆ηλαδή det(A-BK)=0  να έχει αρνητικές ρίζες. 
 

( ) 1 2

1 2

(4 ) ( 3 )
( )

(6 ) ( 5 )
s k k

sI A BK
k s k

− − − − −⎛ ⎞
− − = =⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠

 

 
                           ( )( ) ( )( )1 2 1(4 ) ( 5 ) 6 3s k s k k k= − − − − − − − − − =2  

                            2
1 2 2 1( 1 ) ( 2 2 2 ) 0s k k s k k= − − − − + − + + =

Πρέπει 
1 2 1 2

1 2 1 2

( 1 ) 0 1
 

 2( 1 ) 0 1
k k k k
k k k k

και
•− − − − > + > −⎫

⇒⎬• − + + > + >⎭
 

 
Άρα  

1 2 1k k+ >  
 
Επιλέγω k1=0 και  k2=2 

Όντως τότε θα έχουµε : 
4 5
6 7

−⎛ ⎞
Α −ΒΚ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

και οι ιδιοτιµές του πίνακα βρίσκονται από την συνάρτηση eig(A-B*K) του 
matlab και είναι [-1,-2] 
Αρα µετά την ανάδραση κατάστασης το σύστηµα θα είνα ευσταθές. 
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3 ΜΙΑ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΣΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 
ΑΠΟΣΥΖΕΥΞΗΣ ΜΕΣΩ ΤΗΣ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗΣ 
ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΣΤΟΝ ΧΩΡΟ ΤΩΝ 
ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΝ  

(STATE SPACE APPROACH) 
 
 
Έστω ένα σύστηµα του οποίου η περιγραφή στον χώρο των καταστάσεων είναι η 
παρακάτω: 

                                                                                               (3-1)                                0( ) ( ) ( )     µε x(0)=x
( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t
y t Cx t Du t

= +
= +

                                                

ώς ορίζω την κατάσταση του συστήµατος, την είσοδο του 
συστήµατος και 

nx(t):  → mu(t): →
py(t): →  την έξοδο του συστήµατος και 

   , , ,n n n m p n p mA B C D× × ×∈ ∈ ∈ ∈ ×

 
Εάν x(0)=0  και τα ανύσµατα εισόδου και εξόδου έχουν  τις ίδιες διαστάσεις m, τότε η 
είσοδος και η έξοδος συνδέεται µε την συνάρτηση µεταφοράς: 
 
                                         y(s) =G(s)u(s)=C(sI-A)-1Bu(s)                                            (3-2)        
η οποία αναπτύσσεται ως εξής: 
 

y1(s)=g11(s)u1(s)+ g12(s)u2(s)…..+ g1m(s)um(s), 
y2(s)=g21(s)u1(s)+ g22(s)u2(s)…..+ g2m(s)um(s), 

. 

. 

. 
ym(s)=gm1(s)u1(s)+ gm2(s)u2(s)…..+ gmm(s)um(s),                    (3-3)            

 
 
 

3.1 ∆ιατύπωση  του προβλήµατος αποσύζευξης 
 
Τις παραπάνω ισότητες τις ονοµάζουµε συζεύξιµες (coupled) εάν κάθε µια είσοδος 
ξεχωριστά, επηρεάζει όλες τις εξόδους. 
Σε περίπτωση που κριθεί αναγκαίο να προσαρµόσουµε µια από τις εξόδους χωρίς να 
επηρεαστεί καµία από τις άλλες εξόδους, οι οποίες  καθορίζονται από τις εισόδους  

, τότε αναγόµαστε σε µια αρκετά πολύ δύσκολη διαδικασία. 1 2 mu ,u ,...u
Ενδιαφέρουσα µελέτη αποτελεί ο σχεδιασµός ενός ελεγκτή (controller) τέτοιου ώστε 
µετά την εφαρµογή του στο σύστηµα να µετακινούνται όλες οι συνδέσεις έτσι ώστε 
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κάθε  είσοδος να ελέγχει µόνο µια έξοδο (διαδικασία αποσύζευξης, decoupling 
problem). 
 
 

Ορισµός 3.1:Ένα σύστηµα της µορφής  ονοµάζεται δυναµικά αποσυζεύξιµο 
(dynamically decoupled) εάν ο πίνακας της συνάρτησης µεταφοράς G(s) είναι 
διαγώνιος και αντιστρέψιµος, έτσι ώστε: 

    y1(s)=g11(s)u1(s) 
    y2(s)=g22(s)u2(s) 
    . 
    . 
    . 
    ym(s)= gm m(s)um(s).                                (3-4) 
 
και όπου κανένα από τα gii(s) δεν είναι  απόλυτα µηδέν. 
 
 
Ένα παράδειγµα από ένα σύστηµα που απαιτεί αποσύζευξη (decoupling) είναι το 
µαθηµατικό µοντέλο αεροσκάφους µε κατακόρυφη απογείωση. Οι έξοδοι που µας 
ενδιαφέρουν στο σύστηµα αυτό, είναι η γωνία ανύψωσης, η οριζόντια θέση και το 
ύψος και οι µεταβλητές του ελεγκτή εξαρτόνται από 3 διαφορετικές εισόδους. Όταν 
όλα τα παραπάνω είναι αποσυζεύξιµα, ο πιλότος µπορεί να αποκτήσει σηµαντικές 
δεξιότητες για τον ταυτόχρονο ελέγχο των τριών εισόδων και να ελέγχει µε επιτυχία το 
αεροσκάφος . 

 
 

Εικόνα 3-1  αεροσκάφος µε κατακόρυφη απογείωση 

 
 Πρέπει να τονιστεί ότι το η δυναµική αποσύζευξη “dynamic decoupling”  είναι ένα 
πολύ απαιτητικό πρόβληµα. Ένα σήµα που εφαρµόζεται στην είσοδο ui πρέπει να 
ελέγξει την έξοδο yi και να µην έχει καµία επίδραση στις υπόλοιπες εξόδους. Σε 
πολλές περιπτώσεις αυτό, απαιτεί έναν ελεγκτή σύνθετο και υψηλής ευαισθησίας, και 
σε άλλες περιπτώσεις δεν µπορεί να επιτευχθεί καθόλου. Είναι χρήσιµο να 
θεωρήσουµε έναν λιγότερο αυστηρό προορισµό ο οποίος περιέχει µόνο την µόνιµη 
(συνεχή) απόκριση πορεία του συστήµατος (steady-state behavior). 
 

Ορισµός 3.2:Ένα σύστηµα της µορφής (3-2)  ονοµάζεται στατικά αποσυζεύξιµο εάν:  

α) το σύστηµα ευσταθές και  

β)ο πίνακας G(0) είναι διαγώνιος και αντιστρέψιµος. 

 Αυτό σηµαίνει πως για την βηµατική συνάρτηση εισόδου , 
όπου   η έξοδος ικανοποιεί  τις παρακάτω συνθήκες: 

( ) 1( )u t a t= ×

1 2[ , , ] m
ma a a a= … ∈
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2

m

 

                                              

1 11 1t

2 22t

m mmt

lim ( ) (0)

lim ( ) (0)

.

.

.
lim ( ) (0)

y t g

y t g

y t g

α

α

α

→∞

→∞

→∞

=

=

=

.                                              (3-5)                   

  . 
 
όπου  gii(0)≠0, i=1,2,……,m 
 
 
Από το Θεώρηµα τελικής τιµής έχουµε ότι το όριο της συνάρτησης g(t) όταν το t 
τείνει στο άπειρο είναι ίσο µε το γινόµενο του s επί του µετασχηµατισµού laplace G(s) 
της g όταν το s τείνει στο µηδέν.  

0
lim ( ) lim ( )

[ ( )] ( ) G( )    τότε Y(s)=G(s)U(s) lim ( ) lim ( )
[ ( )] ( )

α                                                αν u(t)=α 1(t) u(s)=
s

t s

x x

g t sG s

L y t Y ss y
L u t U s s

t sH s αν

→∞ →

→∞ →∞

⎫
= ⎪

⎪
⎪Α = = =⎬
⎪
⎪

× ⇒ ⎪
⎭

 (3-6) 

 
                                                                     lim ( ) (0)

x
y t a G

→∞
= ∗                                    (3-7) 

 
 
 
 
Όπου G(s) o µετασχηµατισµός Laplace της g(t). 
 
 
 
 
 
 

3.2 Το πρόβληµα της στατικής αποσύζευξης 
 
Έστω το σύστηµα στον χώρο των καταστάσεων που προαναφέραµε στην  µε ίδιο 
αριθµό εισόδων και εξόδων ,p=m. 
 
Αν εφαρµόσουµε ανάδραση κατάστασης της µορφής  

                      u(t)= - Kx(t) + Fr(t)                                                           (3-8)                                  
   

  - 22  



Πρόβληµα αποσύζευξης 
 

 
θα πάρουµε το σύστηµα : 

( ) ( ) [ ( ) ( )]
( ) ( ) [ ( ) ( )]

x t Ax t B Kx t Fr t
y t Cx t D Kx t Fr t

= + − +
= + − +

 

ή ισοδύναµα 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x t A BK x t Fr t
y t C DK x t DFr t

= − +
= − +

 

του οποίου η συνάρτηση µεταφοράς είναι η παρακάτω: 
1( ) ( )[ ( )]H s C DK sI A BK BF DF−= − − − +  

 
ισοδύναµα                                                    (3-9) 1( ) [( )( ) ]H s C DK sI A BK D F−= − − + +
 
Το σύστηµα (3-1) είναι στατικά αποσυζεύξιµο αν υπάρχουν 

τέτοιοι ώστε : ,m n m mK F×∈ ∈ ×

α) ο πίνακας  να είναι διαγώνιος και αντιστρέψιµος. (0) m mH ×∈
β)το κλειστό σύστηµα  να είναι ευσταθές. 
 

Θεώρηµα 3-1:Το πρόβληµα στατικής αποσύζευξης µε εφαρµογή ανάδρασης 
καταστάσεως είναι επιλύσιµο εάν και µόνο εάν  

1) (Α,Β) είναι σταθεροποιήσιµο (stabilizable) 

2)  rank =
A B

n m
C D
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
 
Αν το σύστηµα  είναι σταθεροποιήσιµο µπορούµε να βρούµε Κ τέτοιο ώστε ο (Α-ΒΚ) 
να είναι ευσταθής (stable). Ας υποθέσουµε ότι ένα τέτοιο Κ υπάρχει. Έχουµε επίσης 
ότι: 
 

                                

n

m

n
1

m

0

0
( )( )

A B
rank

C D

IA B
rank

K IC D

A BK B
rank

C DK D

I A BK B
rank

C DK A BK I C DK D−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎛ ⎞−⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− − + −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

       

                                                       (3-

10) 

1 .
0 ( )( )

A BK B
rank

C DK A BK B D−

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− − + +⎝ ⎠

 
Σηµειώνουµε ότι ο  (Α-ΒΚ) είναι αντιστρέψιµος εφόσον είναι ευσταθής και συνεπώς  
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A B

rank n m
C D
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

το οποίο συνεπάγεται ότι . Επιλέγοντας  F τέτοιο 

ώστε  , εύκολα παίρνουµε Η(0)=Ι. Άρα  είναι δυνατή η 

στατική αποσύζευξη  (static decoupling). 

( )( )-1rank C-DK -A+BK B+D =m⎡
⎣

⎤
⎦

⎤
⎦( )( )

-1-1F= C-DK -A+BK B+D⎡
⎣

Αντίθετα, εάν η στατική αποσύζευξη είναι δυνατή, το ζεύγος  (Α,Β) θα πρέπει να είναι 
σταθεροποιήσιµο. Επίσης έχουµε ότι: 
 

rank[H(0)]=rank[(C-DK)(-A+BK)-1BF+DF]=m. 
 
Αυτό συνεπάγεται ότι και F και [(C-DK)(-A+BK)-1B+D] είναι αντιστρέψιµοι. Έτσι θα 
έχουµε πάλι από την σχέση (3-8) ότι: 
 

A B
rank

C D
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =n+m. 10 ( )( )
A BK B

rank
C DK A BK B D−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − + +⎝ ⎠

 
από το οποίο αποδεικνύεται η αναγκαία συνθήκη.  
           
 
 
 
 

3.2.1 Σχεδιασµός του ελεγκτή που οδηγεί στην στατική αποσύζευξη 
 
 
Ας θεωρήσουµε ότι οι συνθήκες του Θεώρηµα 3-1 ισχύουν, εποµένως το πρόβληµα 
είναι επιλύσιµο. Ακολουθούµε τα εξής βήµατα: 
 
 
Βήµα 1ο :Ελέγχουµε αν  i) rank[soI-A,B]=r 0s +∀ ∈  . 

      ii)   full rank.      
A B
C D
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟

     .  
Βήµα 2ο :Υπολογίζουµε έναν πίνακα Κ, τέτοιον ώστε ο Α-ΒΚ να είναι ευσταθής, 

δηλαδή  det (sI-A+BK)  να έχει όλες τις ρίζες της στο αριστερό ηµιεπίπεδο. 
 
Βήµα 3ο :Ορίζω F, ως  F=[(C-DK))(-A+BK)-1B+D]-1 

 
Βήµα 4ο :Και u=-Kx+Fr. 
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Παράδειγµα 3-1 
 
Έστω το σύστηµα: 

0 1 0 1
0 0 1 0 1
6 11 6 0 0

1 0 0
0 1 0

x x u

y

β⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= +⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜− − −⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

 

 
Εύκολα διαπιστώνουµε ότι το rank του είναι: 
 

5
A B

rank
C D
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 
 
 
Οι ιδιοτιµές του πίνακα Α είναι [-1,-2,-3]. Το σύστηµα είναι ήδη ευσταθές 
(stabilizable) επειδή οι πόλοι του (-1,-2,-3) ανήκουν στο αριστερό µιγαδικό επίπεδο  
επίσης  +[ , ] 3   (A)rank sI A B s− = ∀ ∈
Εποµένως µπορούµε να κατασκευάσουµε τον ελεγκτή που οδηγεί το σύστηµα στην 
στατική αποσύζευξη. Εφόσον το σύστηµα είναι σταθεροποιήσιµο, επιλέγω Κ τέτοιο 
ώστε  Α-ΒΚ να είναι ευσταθές και συνεπώς µπορώ να επιλέξω το Κ=0. 
 
Εποµένως:  F=[-CA-1B]-1 

 

=  όταν β=1 
6 17

(1/ 36)
6 11
− −⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟

+ +

 

Τότε η συνάρτηση µεταφοράς του κλειστού συστήµατος είναι: 
 

2

6( 6) (6 25)
( ) *1/[( 1)( 2)( 3)6]

6 ( 6) (11 66 36)
s s s

H s s s s
s s s s

+ − +⎛ ⎞
= +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

 

 

Παρατηρώ ότι  
0

1 0
lim ( )

0 1s
H s

→

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

I=  όπως εξάλλου και θα έπρεπε. 
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3.2.2 Κώδικας σε Matlab 

 
Για τον σκοπό αυτό έχει δηµιουργηθεί µια εφαρµογή στο matlab η οποία ξεκινάει 
γράφοντας «decoupling» στην γραµµή εντολών του περιβάλλοντος του matlab. Έτσι 
τίθεται σε λειτουργία ένα γραφικό περιβάλλον σε µορφή παραθύρου, το οποίο και 
εµφανίζεται άµεσα στην οθόνη του υπολογιστή. 
Ο κώδικας που έχει γραφεί στο matlab είναι η προσµοίωση των αλγορίθµων που έχουν 
αναφερθεί. Παράλληλα γίνεται έλεγχος ορθότητας κάθε δεδοµένου που ζητείται από 
τον χρήστη, µέχρι να δωθεί το επιθυµητό δεδοµένο το οποίο θα επεξεργαστεί στην 
συνέχεια η εφαρµογή που παραθέτουµε. 
 
Έχει δηµιουργηθεί στο GUI του matlab  και έχει την ακόλουθη µορφή: 
 
 
 

 
 Εικόνα 3-2 Μενού επιλογών για το πρόβληµα αποσύζευξης  στο περιβάλλον matlab  

 
 
Αποτελείται από 4 ενεργά κουµπιά   

• Static 
• Dynamic 
• Pole Placement 
• Exit (έξοδος από το πρόγραµµα). 

 
Επιλέγοντας το κουµπί Static τίθεται σε λειτουργία η µέθοδος του static decoupling 
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Ακολουθεί διαδραστική διαδικασία ζητώντας από τον χρήστη τους πίνακες Α,Β,C,D 
του συστήµατος. Ακολουθείται πιστά ο αλγόριθµος του σχεδιασµού ελεγκτή για την 
στατική αποσύζευξη όπως προαναφέρθηκε και γίνονται οι απαραίτητοι έλεγχοι. 

 

3.2.3 ∆ηµιουργία του (GUI) γραφικού περιβάλλοντος 
Στο περιβάλλον του matlab επιλέγουµε: 
File → New → GUI 
 

• Στην συνέχεια απο το παράθυρο διαλόγου GUIDE Quick Start που εµφανίζεται 
επιλέγουµε την καρτέλα Create New GUI  και στην συνέχεια Blank 
GUI(Default) και ΟΚ. 

 
• Εµφανίζεται το ακόλουθο παράθυρο: 

 
 
 
 
 

 

∆ηµιουργώ 
το πάνελ 
του 
παραθύρου 
µου,µε την 
διαδικασία 
drag&drop. 
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Με την 
διαδικασί
α drag 
and drop  
δηµιου-
ργούµε 
τα 
κουµπία 
στο 
πάνελ µε 
το 
ανικείµε-
νο  
ΟΚ 

 
 

 

 

ί

 

  
Κάνοντας 
διπλο κλίκ 
πάνω στο 
πάνελ 
µου,εµφαν
ζεται το 
διπλανό 
παράθυρο.
Καθοτίζω 
τις 
ιδιότητες 
του πάνελ 
και το 
κέιµενο 
που θα 
γράφει 
πάνω του  
- 28  
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Χρώµα του κουµπιού 

Επιλογή του αρχείου Μ-File  
που καλείται µε το πάτηµα 
του κουµπιού 

Ορίζουµε το κείµενο που 
αναγράφεται πάνω στο 
κουµπί 

 
 
 
 

Κάνοντας διπλό κλίκ πάνω στο κάθε κουµπί ξεωριστά εµφανίζεται το παραπάνω 
παράθυρο διαλόγου  µέσω του οποίου ορίζουµε τις ιδιότητες του κουµπιού. 

Η διαδικασία που περιγράφηκε παραπάνω είναι για την δηµιουργία του κουµπιού 
που οδηγεί στην στατική αποσύζευξη. Παρόµοια διαδικασία απαιτείται και για τα αλλα 
κουµπιά µε µόνη διαφορα στο αρχείο Μ-File που θα ορίζουµε σαν προορισµό µε το 
πάτηµα του κάθε κουµπιού.Στο κουµπί exit στην θέση του αρχείου προορισµού 
γράφουµε  exit . 
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3.3 Το πρόβληµα της δυναµικής αποσύζευξης (dynamic 

decoupling problem) 

 
Σε αυτή την παράγραφο θα ασχοληθούµε µε το πρόβληµα της δυναµικής αποσύζευξης  
(dynamic decoupling problem) του συστήµατος   
 
Έστω ότι έχουµε το σύστηµα που περιφράφεται στον χώρο των καταστάσεων: 

                                                                                             (3-11) 0( ) ( ) ( )     µε x(0)=x
( ) ( )

x t Ax t Bu t
y t Cx t

= +
=

ώς ορίζω την κατάσταση του συστήµατος, την είσοδο του 
συστήµατος και 

nx(t):  → mu(t): →
py(t): →  την έξοδο του συστήµατος και 

   , ,n n n m p nA B C× ×∈ ∈ ∈ ×

 
Αν εφαρµόσουµε ανάδραση κατάστασης της µορφής : 
 
                                                    ( ) ( ) ( )u t Kx t Fr t= − +                                            (3-12) 
τότε το κλειστό σύστηµα που θα πάρουµε θα έχει την µορφή  
                                                      ( ) ( - ) ( ) ( )x t A BK x t BFr t= +               (3-13) 
                                                      ( ) ( )y t Cx t=                                                          (3-14) 
και συνάρτηση µεταφοράς : 
 

H(s)=C(sI-A+BK)-1BF.                                                        (3-15) 

Το πρόβληµα της δυναµικής αποσύζευξης απαιτεί την εύρεση των πινάκων m nK ×∈  
και m mF ×∈ τέτοιων ώστε η συνάρτηση µεταφοράς H(s) να είναι διαγώνια και 
αντιστρέψιµη. 
 
 

3.3.1 Σχεδιασµός του ελεγκτή της δυναµικής αποσύζευξης 
 
Πριν ασχοληθούµε µε το πρόβληµα της δυναµικής  αποσύζευξης (dynamic 
decoupling), πρέπει πρώτα να εξετάσουµε την σχέση ανάµεσα στην συνάρτηση 
µεταφοράς H(s)  και του G(s) του συστήµατος (3-11). 

                                                                   G(s)=C(sI-A)-1B                                                           (3-16)                                  

 

Πρόταση 3.1: Ο πίνακας της  συνάρτησης µεταφοράς του κλειστού συστήµατος  
H(s)=C(sI-A+BK)-1BF  συνδέεται µε την συνάρτηση µεταφοράς του ανοικτού 
συστήµατος G(s)=C(sI-A)-1B, βάση της παρακάτω σχέσης: 

 
                              H(s)=G(s)[I-K(sI-A+BK)-1B]F  
                                     =G(s)[I+K(sI-A)-1B]-1F                                               (3-17)         
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     
 

  H(s)=C(sI-A+BK)-1BF= 
   =C(sI-A)-1[(sI-A+BK)-BK](sI-A+BK)-1BF 
   = C(sI-A)-1[I-BK(sI-A+BK)-1]BF 
   = C(sI-A)-1[Β-BK(sI-A+BK)-1B]F 
   = C(sI-A)-1Β[Ι-K(sI-A+BK)-1B]F 
   = G(s)[Ι-K(sI-A+BK)-1B]F. 
 
 
Λαµβάνοντας υπό όψην την σχέση: 
 

[I-K(sI-A+BK)-1B] [I+K(sI-A)-1B]= 
= I-K(sI-A+BK)-1(sI-A+BK-BK)(sI- A)-1B 
+K(sI- A)-1B-K(sI-A+BK)-1BK(sI- A)-1B 
=I, 
 

έχουµε 
 

[I-K(sI-A+BK)-1B]= [I+K(sI-A)-1B] -1                                (3-18)
              

 
Η Πρόταση 3.1 δείχνει ότι για να µπορέσουµε να ελέγξουµε το σύστηµα  
δηµιουργούµε τον ελεκτή u= - Kx + Fr ο οποίος  προκύπτει από το σύστηµα (3.1) 
εφαρµόζοντας σειριακά σε αυτό την συνάρτηση µεταφοράς    
 

     Hc(s) =[I-K(sI-A+BK) -1B]F                                              (3-19)                            
 
 Όπως φαίνεται στο σχήµα 3.1, αυτός ο αντισταθµιστής αναπαρίσταται µε το state 
space σύστηµα :      
                                                                                                  
                                                                                                   (3-20) c cx =(A-BK)x +BFr
                                                                                                            (3-21) c cy =-Kx +Fr, 
 
όπου r είναι η είσοδος στον αντισταθµιστή και yc είναι η έξοδος. 
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Σχήµα 3.1 

 
 
Έστω  
 

1

2

.

.

T

T

T
m

c
c

C

c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
όπου σi, i=1,2,…..,m µε 
 

                                                               (3-22) i

T j-1 T

T j-1 T
i

σ
min(j|c A B 0 ,  j=1,2,...n-1)
n-1,αν  c A B=0 ,  j=1,2,....n.

i⎧⎪= ⎨
⎪⎩

≠

   
 
Για να υπολογίσουµε τα σi  ξεκινάµε µε  i=1, ci

T= c1
T. Έστω j=1, τότε 

. Αν c1 0
1 1
T j T T

ic A B c A B c B− = = 1
TB=0 τότε σ1=1, διαφορετικά, αυξάνουµε το j σε 2, αν 

c1
TAj-1Β= =c1

TAB=0 τότε σ1=2, διαφορετικά αυξάνουµε το j ξανά µέχρι j=n. 
Επαναλαµβάνουµε την διαδικασία για i από 2 έως m. 
 
 
Εφόσον υπολογίσαµε τα σi, i=1,2,…..,m µπορούµε να ορίσουµε τους πίνακες : 
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1

2

m

1
1

1
2

*

1

.

.

T

T

T
m

c A
c A

B

c A

σ

σ

σ

−

−

−

⎛ ⎞Β
⎜ ⎟

Β⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎟

Β⎝ ⎠

                                      (3-23)          

  

 
 
 
 
και 
  

 
                                       
                                              (3-24)                                     

 

1

2

m

1

2
* .

.

T

T

T
m

c A
c A

C

c A

σ

σ

σ

⎛
⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
⎟

 
 
 
Θεώρηµα 3-2 :Το σύστηµα (3-11) είναι δυναµικά αποσυζεύξιµο µετά την εφαρµογή  
ανάδρασης κατάστασης της µορφής (3-12) εάν και µόνο εάν ο πίνακας Β* είναι 
αντιστρέψιµος. 

Αν συνθήκη αυτή  ισχύει τότε επιλέγοντας  

F=(B*)-1

     K=(B*)-1C* 
το κλειστό σύστηµα που θα πάρουµε θα έχει την παρακάτω συνάρτηση µεταφοράς :  
 

1 2( ) { , , , }mH s diag s s s σσ σ −− −= …  
 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 
 Πρώτα αποδεικνύουµε την  αναγκαιότητα. 
Λόγω της παρακάτω σχέσης : 
(sI-A)-1 =s-1I+ As-2+ A2s-3+……..,  || / || 1A s <  
 
 η iη  στήλη της συνάρτησης µεταφοράς G(s) της (3.12) µπορεί να αναπτυχθεί σε 
δυνάµεις του s-1 ως ακολούθως : 
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−

gi(s)T=ci
T(sI-A)-1B= ci

T Bs-1+ ci
T ABs-2+…….= 

=ci
TAσi-1Bs -σi +ci

T AσiBs –(σi+1) +…….....= 
               = s -σi (ci

T Aσi-1B+ ci
T AσiB s –1 + ci

T Aσi+1 s –2 +….)= 

                        = s -σi {ci
T Aσi-1B+ ci

T Aσi(sI-A)  –1 B}                                          (3-25) 

 
 
Χρησιµοποιώντας τον Β* της (3-23) ο G(s) µπορεί να γραφεί  ως εξής: 
 
 
 
 

                (3-26) 

1

2
* * 1

0 ... 0
0

( ) [ ( ) ]
0

0 0 m

s
s

G s B C sI A B

s

σ

σ

σ

−

−
−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 
 
 Από την Πρόταση 3.1 ο πίνακας της συνάρτησης µεταφοράς µετά την ανάδραση 
κατάστασης  θα δίνεται από την σχέση: 
 

H(s)=G(s)[I-K(sI-A+BK)-1 B]F 
               = diag(s –σ1 , s –σ2 ,…….., s –σm)[B*+C*(sI-A)-1B]. 
                         x [I-K(sI-A+BK)-1 B]F.                                               (3-27) 
 
Για την αποσύζευξη, ο H(s) θα πρέπει να είναι αντιστρέψιµος, εποµένως και ο 
[B*+C*(sI-A)-1B] [I-K(sI-A+BK)-1 B]F είναι αντιστρέψιµος καθώς και ο συντελεστής 
της δύναµης του s, δηλαδή ο πίνακας Β*F. Εποµένως αποτελεί  αναγκαία συνθήκη για 
αποσύζευξη  ο πίνακας Β* να είναι αντιστρέψιµος. Το αντίστροφο του Θεωρήµατος 
(ικανή συνθήκη) θα αποδειχθεί σχηµατίζοντας τον ελεγκτή για την αποσύζευξη του  
συστήµατος ως ακολούθως: 
Εάν Β* είναι αντιστρέψιµος, έστω Κ, F τέτοια ώστε  
 

Κ=Β*-1C*                                                                   (3-28)
                

F= Β*-1                                                            (3-29)                            
 
Από την Πρόταση 3.1 έχουµε ότι  
 

Η(s)=diag(s-σ1  , s-σ2 ,....., s-σm)[B*+C*(sI-A)-1B] 

                   x [F-1+ F-1K(sI-A)-1 B]-1.                                                         (3-30)    

 
Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (3-21), (3-22) στην (3-23)  παίρνουµε  

                                                                                          1 2( ) ( , , , )mH s diag s s s σσ σ −− −= …
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 και συνεπώς το σύστηµα είναι αποσυζευγµένο. 
 

1 2 * * 1 * 1 1 * 1 1 * 1 * 1( ) ( , , , )[ ( ) ][( ) ( ) ( ) ]mH s diag s s s B C sI A B B B B C sI A Bσσ σ −− − − − − − − − −= + − +… − =

)
 
                                                                                    (3-31)                            1 2( , , , mdiag s s s σσ σ −− −= …
 
 
 
 

3.3.2 Παραδείγµατα της δυναµικής αποσύζευξης 
Παράδειγµα 3-2 

Έστω το σύστηµα, 
 
 

0 1 1 1
( ) ( ) ( ),

1 0 0 1

1 0
( ) ( )

1

x t x t u t

y t x t
k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
  
 
Παρατηρούµε ότι  

[ ] [ ]T 0 T
1 1

1 1
c A B=c B= 1  0 = 1  1 [0 0]

0 1
⎛ ⎞

≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
και συνεπώς  σ1 = 1 επίσης 
 
   

 

[ ]T 0 T
2 2

1 1
c A B=c B= 1  -k =[1 1-k] [0 0] x

0 1
⎛ ⎞

≠ ∀ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 
 
 

και συνεπώς  σ2 = 1 επίσης 
 

1

2

σ -1 TT
* 11

σ -1 TT
22

1 1c Βc A Β
B = = = ,

1 1-kc Βc A Β
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
Για να µπορεί να αποσυζευκτεί δυναµικά το σύστηµα πρέπει ο Β* να είναι 
ανιστρέψιµος βάση του θεωρήµατος 3-2. Ο Β* είναι αντιστρέψιµος εάν η ορίζουσά του 
είναι διαφορετική του µηδενός  
Έχουµε:   

det( *) 1 1B k k= − − = −  
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• Εάν k=0 τότε ο Β* δεν είναι αντιστρέψιµος εποµένως το σύστηµα δεν µπορεί 
να αποσυζευκτεί δυναµικά µε την εφαρµογή ανάδρασης κατάστασης. 

• Εάν  τότε ο Β* είναι αντιστρέψιµος και το σύστηµα µπορεί να 
αποσυζευκτεί δυναµικά  µε την εφαρµογή ανάδρασης  της µορφης u=-Kx+F 
όπου  

0k ≠

F=(B*)-1 

 
     K=(B*)-1C* 

1 1

1 1

k
k kF

k k

− +⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

, ,
0 1

*
1

C
k

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 11

1 0

k
k kK

− +⎛ ⎞− +
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
το κλειστό σύστηµα που θα πάρουµε θα έχει την παρακάτω συνάρτηση µεταφοράς :  
 

1 2( ) { , , , }

1 0
( )

10

mH s diag s s s

sH s

s

σσ σ −− −=

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Παράδειγµα 3-3 

 
Έστω το 2x2 σύστηµα το οποίο περιγράφεται από  
 
 

1 0 0 1 0
x= 0 -3 0 x+ 2 1

0 0 -2 -2 -1

1 0 0
.

1 1 0
y x

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠  

    
 
Ελέγχουµε : 
c1

TA0 B= c1
TB=[1 0] , ή  σ[0 0]≠ 1=1, 
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c1

TA0 B= c1
TB =[3 1],   ή   σ2=1 

 
και άρα 
 

* 1 0
B =

3 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Εφόσον ο Β* είναι αντιστρέψιµος το σύστηµα µπορεί να αποσυζευκτεί δυναµικά 
χρησιµοποιώντας ανάδραση κατάστασης της µορφής  u=-Kx+Fr. Υπολογίζουµε τον 
πίνακα 

T σ1 T
* 1 1

T σ2 T
2 2

1 0 0c c
=

1 3 0c c
A A

C
A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
 
από το θεωρήµα 3-1 έχουµε ότι: 
 

*-1 1 0
=

3 1
F B

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
και  
 

     
*-1 * 1 0 0

C =
2 3 0

K B
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
 
 
Η συνάρτηση µεταφοράς του κλειστού συστήµατος είναι: 
 

1/ 0
H(s)=

0 1/
s

s
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 

Παράδειγµα 3-4 
Η κίνηση ενός δορυφόρου σε κυκλική τροχιά γύρω από τον Ισηµερινό περιγράφεται 
από τις παρακάτω γραµµικοποιηµένες εξισώσεις.  
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⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

2

0 1 0 0 0 0
3ω 0 0 2ω 1 0

x(t)=Ax(t)+Bu(t)= x(t)+ u(t)
0 0 0 1 0 0
0 -2ω 0 0 0 1

1 0 0 0
( ) ( ) ( )

0 0 1 0
y t Cx t x t

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

  
 
όπου οι έξοδοι και οι είσοδοι είναι αντίστοιχα οι παρακάτω: 
 

r

θ

y= ,  u=
ur
uθ
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
Οι έξοδοι και οι είσοδοι του παραπάνω συστήµατος είναι συζευγµένες (coupled) όπως 
φαίνεται από την  συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος: 
 

2 2 2 2
1

2 2

2 2 2 2 2

1 2
( )

( ) ( )
2 3

s(s ) ( )

s s s
s C sI A B

s
s s

ω
ω ω
ω ω
ω ω

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +⎜ ⎟Η = − =
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

 
 
 
Για να µπορέσουµε να προσδιορίσουµε εάν το σύστηµα µπορεί να αποσυζευκτεί 
υπολογίζουµε τα παρακάτω: 
c1

T B= [0 0],       c1
TA B = [ 1 0 ], σ1=2; 

 
c2

T B = [ 0 0 ]  ,  c2
TA B = [0 1]  ,σ2=2. 

 
Παρατηρούµε ότι ο πίνακας : 
 

T
* 1

2T
2

1 0
I

0 1
c AB

B
c AB
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

=  

 
 
είναι αντιστρέψιµος. Έτσι για να αποσυζεύξουµε το σύστηµα ακολουθούµε την εξής 
διαδικασία: 
 

u(t) = - B*-1C*x(t)+B*-1u(t)  
23 0 0 2

( ) ( )
0 2 0 0

x t u t
ω ω

ω
⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟
−⎝ ⎠
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η οποία καταλήγει στο ακόλουθο κλειστό σύστηµα : 
 
 

* 1 *

0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

( )
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1

x A BB C x Bu x u−

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟
⎟= − + =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟ ⎜+
 

 
1 0 0 0
0 0 1 0

y Cx x
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 
 
 
 
 
Παρατηρούµε ότι το αποσυζευγµένο αυτό σύστηµα βρίσκεται σε κανονική ελέγξιµη 
µορφή συνεπώς µπορούµε να εφαρµόσουµε ανάδραση καταστάσεως της µορφής :  
 
 

1 2 r

3 4 θ

0 0
0 0
k k u

u Kx u x
k k u

⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Τότε θα έχουµε µετά την ανάδραση καταστάσεως το ακόλουθο σύστηµα 
 

1 2*-1 *

3 4

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0

( )
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1

1 0 0 0
0

k k

0 0 1

x A BB C BK x u x u

k k

y Cx x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟= − + + = +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= =

⎝ ⎠

⎜ ⎟

⎜ ⎟

 

 
 
 
Αν επιλέξουµε τους συντελεστές ανάδρασης (feedback gains)     k1 = k3 =-1     και     k2 
= k4 = - 2 καθένα από τα δύο ανεξάρτητα υποσυστήµατα θα είναι ευσταθές µε διπλό 
πόλο στο s= -1. Η συνάρτηση µεταφοράς παριστάνεται πολύ εύκολα µε τον ακόλουθο 
πίνακα  : 
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2

2

1 0
( 1)

( )
10

( 1)

s
H s

s

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 
 
Αυτό το κλειστό σύστηµα δεν είναι µόνο ευσταθές, αλλά και η ρύθµιση του r και του θ 
µπορούν να γίνουν ανεξάρτητα.         
            
 
 
Γενικά, το αποσυζευγµένο σύστηµα δεν είναι πάντοτε σε κανονική µορφή. 
Πως µπορεί οµώς  η επανατοποθέτηση των πόλων να γίνει ταυτοχρόνα µε την 
διαδικασία της αποσύζευξης; 
 
 
 
 
 

3.3.3 Κωδικας Σε Matlab 
 
 
 
Το πρόγραµµα τρέχει στο περιβάλλον του matlab γράφοντας decoupling. 
Εµφανίζεται το µενού όπως φαίνεται στην εικόνα 3.1 και ανάλογα µε την διαδικασία 
που επιθυµούµε  διαλέγουµε το αντίστοιχο κουµπί.   
 
Αν για παράδειγµα επιλεγεί το πρώτο κουµπί DYNAMIC αρχίζει να εκτελείται η 
διαδικασία της δυναµικής αποσύζευξης . Ακολουθεί διαδραστική διαδικασία ζητώντας 
από τον χρήστη τους πίνακες Α,Β,C του συστήµατος. Ακολουθείται πιστά ο 
αλγόριθµος του dynamic decoupling όπως προαναφέρθηκε και γίνονται οι απαραίτητοι 
έλεγχοι. 
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3.4 Πόλοι και µηδενικά των αποσυζευγµένων συστηµάτων 

 
Σε αυτή την παράγραφο οι πίνακες ελέγχου Κ και F είναι τέτοιοι ώστε το 
αποσυζευγµένο σύστηµα να έχει προ-σχεδιασµένους πόλους . 
 

Έστω                      
m

i
i=1

n σ=∑  

το πλήθος των επιθυµητών πόλων του συστήµατος ανάδρασης τους οποίους θέλουµε 
να επανατοποθετήσουµε. Τους χωρίζουµε σε m υποδιαιρέσεις, λij, για κάθε  
 j=1,2,…,m και σχηµατίζουµε τα πολυώνυµα. 
 
 

1

( ) ( ),     1, 2,....
i

i ij
j

s s i
σ

φ λ
=

= − =∏ m

i

 

                    
Για κάθε i εκφράζουµε το φi(s) ως : 

1 2
1 2( ) i i i

ii i is s s sσ σ σ
σφ γ γ− −= + + + +… γ

i

 
 
και ακολούθως ορίζουµε τον πίνακα του πίνακα: 

1 2
1 2( ) i i i

ii i iA A A Aσ σ σ
σφ γ γ− −= + + + +… Iγ

⎞

 
 
και  

* *T T
1 1 1
* *T T

** 2 2 2

* *T T
m m m

φ ( )
φ ( )

φ ( )

c c
c c

C

c c

⎛ ⎞ ⎛ Α
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

Α⎜ ⎟ ⎜= =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜

⎟
⎟
⎟⎟Α⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
 
Σηµειώνουµε ότι  C* * ≡C*  εάν  γij = 0 για κάθε i και j ή ισοδύναµα λij =0 για κάθε i και 
j. 
 
 
 
 
Θεώρηµα 3.2: Ας υποθέσουµε ότι το σύστηµα (3-1) µπορεί να αποσυζευκτεί µε την 
χρήση ανάδρασης καταστάσεως, δηλαδή ο πίνακας Β* είναι αντιστρέψιµος. Εάν οι 
πίνακες Κ και F επιλεγούν έτσι ώστε  
 

F = (B*)-1  , 
                                                             K = (B*)-1 C**,                                              (3-32)                            
 
τότε η συνάρτηση µεταφοράς του κλειστού συστήµατος που προκύπτει λόγω της 
ανάδρασης καταστάσεως  δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 
 

                                 Η(s) = diag {1/ φ1(s) , 1/ φ2(s), … , 1/ φm(s)}                    (3-33)         
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 
 
 
Έστω το  iο  διάνυσµα γραµµής του πίνακα της συνάρτησης µεταφοράς (3-25) που 
συµβολίζεται µε gi 

T (s). Πολλάπλασιάζοντας µε (sσi  + ….+ γiσi ) 
  
  ( isσ + γi1  +………+ ) giσ 1s −

iiσγ i 
T (s) 

 
= (1+ γi1 s-1 + γi2 s-2 +………+  

iiσγ i-σs ) 
 
   (ci

T iσ 1−Α Β+ ci
T iσΑ Βs –1 + ci

T  iσ 1+Α  Bs –2  +…….  ) 
 
= ci

T iσ 1−Α  B+ (ci
T iσΑ  B+ γ ci1 i

T iσ 1−Α Β+ γ ci2 i
T iσ 2−Α Β +…….  ) s –1 

 
    + ci

T iσ 1+Α Β+ γi1 ci
T AσiB + γi2 ci

T iσ 1−Α Β + ……) s –2  + … 
 
= ci

T iσ 1−Α Β + ci
**T Bs-1 + ci

**T ABs-2 +…. 
 
= ci

T iσ 1−Α Β + ci
**T (Is-1 +  As-2 + A2s-3 +  ….)B 

 

= ci
T  iσ 1−Α B + ci

**T  (sI-A)-1 B                                                                                                    (3-34)                                  

 
 
 
∆ιαιρώντας και τις δύο πλευρές της (3-34) µε το ( +γiσs i1 iσ 1s −  + γ   

i2 iσ 2s − + .. + ), το 
G(s) θα δίνεται από την σχέση 

iiσγ

 
G(s)=diag[( +γiσs 11   iσ 1s − + γ  12 iσ 2s −  + .. +

i1σγ )-1 , ( +γ2σs 21
mmσγ  + γ   

22 2σ 2s − + …… +  
 
     )

22σγ -1 ,…. , ( +γmσs m1  mσ 1s −  + γm2  mσ 2s −  + .. + 
mmσγ  )-1 ][B* +C**(sI-A)-1 B]      (3-35) 

 
                                                                                                                                   

 
 
 
Από τις σχέσεις (3-17) και (3-35) έχουµε: 
 
H(s)= diag [( 1σs  +γ11  + γ1σ 1s −

12  1σ 2s − + .. +
11σγ )-1 ,… ,(  mσs +γ  m1 mσ 1s −  + γ   

m2 mσ 2s − + .. + 
)

m1σγ
-1 ] [B* +C**(sI-A)-1 B]  [F-1 +F-1K(sI-A)-1B]-1 .                                (3-36) 
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Επιλέγοντας Κ και F σύµφωνα µε την (3-32) ο πίνακας της συνάρτησης µεταφοράς του 
κλειστού συστήµατος θα δίνεται από την σχέση (3-33).                
        
 
     
 

3.4.1 Παραδειγµατα 
 
 
Παράδειγµα 3-5 

Έστω το σύστηµα: 
 

0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
1 2 3 0 1

1 1 0
0 0 1

x x u

y x

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= +⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜− − −⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠

 

 
 
 
 
 
Έχουµε c1

T B = [ 1  0 ], για σ1 = 1 και c1
T Α = [ 0  0  1 ] και c2

T B = [0 1] και για σ2 = 1 
και c2

T Α = [-1 -2 -3 ].  Εποµένως , Β* και C* θα είναι : 
 
 
 

* *1 0 0 0 1
       C

0 1 1 2 3
B

⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜ − − −⎝ ⎠ ⎝

 

 
 
Εφόσον ο Β* είναι αντιστρέψιµος το σύστηµα µπορεί να αποσυζευκτεί δυναµικά  . 
Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 4-1, θα έχουµε τον ακόλουθο ελεγκτή: 
 

* 1

* 1 * 0 0 1
1 2 3

F B I

K B C

−

−

= =

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 

 
ο οποίος θα οδηγήσει στο ακόλουθο ολοκληρωµένο αποσυζευγµένο  κλειστό σύστηµα 
µε συνάρτηση µεταφοράς που θα δίνεται από τον πίνακα: 
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1 0

( )
10

sH s

s

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Ωστόσο εάν θα θέλαµε να αποσυζεύξουµε το σύστηµα ώστε να έχουµε  
 

H(s)= diag[(s+1)-1 ,(s+2)-1 ], 
 
Τότε για γ11=1, γ21=2 από την  (3-32) θα έχουµε : 
 

1

2

1

2

φ ( ) 1
φ ( ) 2
φ ( )
φ ( ) 2

s s
s s
A A I
A A I

= +
= +
= +
= +

 

 
T T

** 1 11 1
T T
2 21 2

T
* 1

T
2

** 1 1 1 1

2 2 2 2

                 C

1
                     

2

0 0 1 1 1 0 1 1 1
1 2 3 0 0 2 1 2 1

( )
                 

( ) 2

T T T

T T T

c A c
c A c

c
C

c

c c c
C

c c c

γ
γ

φ
φ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛Α Α+
= =⎜ ⎟

Α Α+⎝ ⎠

⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Συνεπώς από το Θεώρηµα 3.3 θα έχουµε: 
* 1

* 1 ** **

F=(B )
( )

I
K B C C

−

−

=

= =
 

 
 
                           

 
 
 
Στο παραπάνω παράδειγµα ένα σύστηµα τρίτης τάξης αποσυζεύχθηκε δυναµικά, 
δίνοντας ένα σύστηµα δεύτερης τάξης, έτσι πραγµατοποιήθηκε µια απλοποίηση µεταξύ 
πόλων και µηδενικών του συστήµατος. Στο επόµενο θεώρηµα η τοποθέτηση των 
µηδενικών έχει συνυπολογιστεί κατά την διαδικασία αποσύζευξης. 
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Θεώρηµα 3-3: Το γραµµικό σύστηµα (3-11) µπορεί να αποσυζυκτεί χρησιµοποιώντας 
ελεγκτή  ανάδρασης της µορφής (3-12) µε τα i στοιχεία της διαγώνιου του πίνακα  της 
συνάρτησης µεταφοράς του αποσυζευγµένου συστήµατος να έχουν αριθµητή ni(s) εάν 
και µόνο εάν η i γραµµή του G(s) , η οποία συµβολίζεται µε gi

T(s) έχει τη µορφή 
 

                     gi
T(s) = ci

T (sI-A)-1 B= ni(s) 
T

ic (sI-A)-1 B,  i = 1,2, …., m  ,                     (3-37)          

και  
 

                                                         

1

m

( 1)
1

( 2 1)
2

*

( 1)

.

.

T

T

T
m

c A
c A

B

c A

σ

σ

σ

−

−

−

⎛ ⎞Β
⎜ ⎟

Β⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎟

Β⎝ ⎠

                                                          (3-38) 

 
 
 
είναι αντιστρέψιµος, όπου iσ είναι τέτοια ώστε  
                 

i

T j-1 T

T j-1 T
i

σ
min(j|c A B 0 ,  j=1,2,...n-1)
n-1,αν  c A B=0 ,  j=1,2,....n.

i⎧⎪= ⎨
⎪⎩

≠
 

 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 
 
( Ικανή συνθήκη)  ⇐
 
Έστω  
 
 

T
1

T
m

,       
c

C
c

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 2

1 0
0 1

,0 0

0 0

e e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Από την (3-37) ο πίνακας  G(s) της συνάρτησης µεταφοράς θα είναι  
 
                             G(s) = diag[ n1(s) , n2(s) , ….. , nm(s) ] C  (sI-A)-1 B .                   (3-39)                
 
 
Βάση του θεωρήµατος 3.2 και της (3-38) το σύστηµα ( , , )A B C  µπορεί να 
αποσυζευκτεί  και να δώσει την συνάρτηση µεταφοράς   
 

           Η(s) = diag [ n1(s) , n2(s) , ….. , nm(s) ] diag [d1
-1(s) , d2

-1(s) , …..dm
-1(s) ]    (3-40)            

 
Συνεπώς το iστο στοιχείο της συνάρτησης µεταφοράς του αποσυζευγµένου συστήµατος 
παριστάνεται ως ni(s)/di(s)  και di(s) υπολογίζεται έτσι ώστε να µην έχει κοινό 
παράγοντα µε το ni(s). 
 
 
(  Αναγκαία συνθήκη) ⇒
Όταν τα διαγώνια στοιχεία του αποσυζευγµένου συστήµατος δίνονται από την σχέση 
(3-32) ,τότε το iστο o διάνυσµα γραµµής hi

T(s) της συνάρτησης µεταφοράς του 
αποσυζευγµένου συστήµατος θα είναι: 
 
                                               hi

T (s)= ci
T(sI-A+BK)-1 BF 

                   = ni (s)/ d i(s) ei
T,                                                           (3-41)           

το οποίο συνεπάγεται ότι  
 

                                               hi
T (s)= ni (s) 

T
ic (sI-A+BK)-1 BF.                                      (3-42) 

 
 
Από την άλλη πλευρά από τις (3-17),(3-41) και (3-42) ότι 
 

1 1 1 1( ) [ ( ) ] ( ) ( ) ( ( ) )
TT

i i ic sI A B I K sI A B F n s c sI A B I K sI A B F− − − −− + − = − + − 1−  
 
 
Θα πάρουµε την (3-34) αν πολλαπλασιάσουµε και τις δύο πλευρές της παραπάνω 
σχέσης  µε τον αντίστρφο του πίνακα [Ι+ Κ(sI-A) -1 Β]-1F από τα δεξιά. 
 
 
Το παραπάνω θεώρηµα δείχνει ότι οι όροι του αριθµητή στο αποσυζευγµένο σύστηµα 
δίνονται από τις ιδιότητες του αρχικού συστήµατος και δεν  µπορούν να αλλάξουν. 
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ΚΩ∆ΙΚΑΣ ΣΤΟ MATLAB 
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4 ΚΛΑΣΗ ΤΩΝ ΕΛΕΓΚΤΩΝ ΠΟΥ 
Ο∆ΗΓΟΥΝ ΣΕ ΑΠΟΣΥΖΕΥΞΗ 

 
 
 
 

4.1 ∆ηµιουργία της κλάσης των ελεγκτών που οδηγούν σε 
στατική ή δυναµική αποσύζευξη.  

 
Έστω m mK ×∈  ένας πίνακας και m mF ×∈  µε det[ ] 0F ≠  ένας αντιστρέψιµος 

πίνακας. Κάτω από την υπόθεση ότι το σύστηµα (3-1) µπορεί να αποσυζευκτεί, στην 
παράγραφο αυτή θα ορίσουµε τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες  που πρέπει να 
ικανοποιούν τα ζεύγη (K, F) ώστε να είναι δυνατή η αποσύζευξη του συστήµατος. 
Αυτές οι συνθήκες αποδεικνύεται ότι είναι ανεξάρτητες του F και συνεπώς µας οδηγεί 
στο να µιλάµε για την  κλάση Φ από πίνακες K οι οποίοι µπορούν να αποσυζεύξουν το 
σύστηµα (3-1). 
 

Ορισµός 4.1 

Έστω είναι ένας  πίνακας  ο οποίος δίνεται από την σχέση : i ( )Q K n m×
 
  

                                                 ) 

1

2

1

( )
( )

( ) ,    1, ,
( )

0

i

n
i

n
i

i

i

C A BK B
C A BK B

Q K i m
C A BK Bσ

−

−

−

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…                           (4-1

 
όπου 0 είναι ένας µηδενικός πίνακας σύµφωνος µε την τάξη του . Έστω  
είναι ένας  πίνακας που δίνεται από : 

i ( )Q K ( )iP K
n n×

 

                    (4-2) 

i

i

n-1 σ

σ +1

1 p (K) -p (K)

0 1 -p (K) 0

( ) ,   
0 0 1

0

                                                                                                        1, ,

iP K

I

i m

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= …
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όπου ( )kp K  είναι οι συντελεστές του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του A+BK, π.χ.  

                                                                                             (4-3) 
1

n

0

(A+BK) ( )( )
n

k
k

k

p K A BK
−

=

= +∑

και Ι είναι ο µοναδιαίος πίνακας συµβατός σε διαστάσεις µε τον ( ) . Αφού ο 
είναι αντιστρέψιµος , έχουµε ως επακόλουθο ότι η τάξη  του  είναι 

ίση µε την τάξη του . Σηµειώνουµε επίσης ότι  

iP K
( )iP K ( )iP K i ( )Q K

i ( )Q K

                                                                                              (4-4) { }, ( ) (i i iL K F P K Q K F= )       

i

όπου  
 
 
 

{ }

11 2
1

12 3
1 1

i

1

[( ) ( )( ) ( )( ) ]

[( ) ( )( ) ( )( ) ]
L K,F

[( )
0

i

i

i

i

i

n n
i n

n n
i n

i

C A BK p K A BK p K A BK BF

C A BK p K A BK p K A BK BF

C A BK BF

σ
σ

σ
σ

σ

−− −
−

−− −
− +

−

⎛ ⎞+ − + − − +
⎜ ⎟

+ − + − − +⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                                              (4-5) 

 

Έτσι                                        (4-6) ( { , }] ( ( )], 1, ,i irank L K F rank Q F i m= = …

εφόσον ο F είναι αντιστρέψιµος. Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό µπορούµε να 
δείξουµε το ακόλουθο θεώρηµα: 
 

Θεώρηµα 4-1: Εάν το ζεύγος K, F µπορεί να αποσυζεύξει  το σύστηµα  (3-1), τότε το 
rank του είναι «ένα» για όλα τα i. Αντιστρόφα, εάν η τάξη του πίνακα  
είναι ένα για όλα τα i και εάν Β* είναι αντιστρέψιµος, τότε το ζεύγος K,Β*

i ( )Q K i ( )Q K
-1 µπορεί να 

αποσυζεύξει το σύστηµα (3-1). 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:  

Αναγκαία συνθήκη: Έστω ότι οι πίνακες K, F µπορούν να αποσυζεύξουν το 
σύστηµα  (3-1). Τότε : 

                                            ( { , } ] ( { , } ) 0i itr L K F tr L K FΩ ≡ Ω ≠                                          (4-7) 

για κάθε i, όπου tr(.) είναι το ίχνος πίνακα και Ω είναι m n× πίνακας της µορφής 
 

                   (4-8) 2 ( n - 1 )ω ω ωΩ
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Εφόσον ο πίνακας Ω είναι αυθαίρετος, η iη  στήλη του { , }iL K F  είναι ένα µη µηδενικό 
διάνυσµα, εφόσον κάθε άλλη στήλη του { , }iL K F  είναι µηδενικό διάνυσµα. Εποµένως 
ο { , }iL K F  έχει τάξη ένα , και συνεπώς από την (4-6)  rank [ ]=1 ( )iQ K
Ικανή συνθήκη: Έστω ότι το [ ( )] 1irank Q K =  για κάθε i και ότι Β* είναι 
αντιστρέψιµος. 
Εφόσον                    
                                                               (4-9) i 11 *( ) i

i iC A BK C σσ −−+ Β = Α Β = Β 0i ≠

από τον ορισµό του iσ ,όπου  είναι η i*
iΒ

η γραµµή του Β* θα έχουµε : 
 

                                                                                                                           (4-10)                           

*
1

*
( )

0

i
i

i

i

a B

Q K
B

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟

άρα θα έχουµε  

1

2
* 1

| | | |
| | | |

( ) .0 | | | | 0
| | 1 | |
| | 0 | |

i

i

i

a
a

Q K B F−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
            (4-11)                               

που έχει µόνο µια µη-µηδενική iη στήλη. Εποµένως: 
 

                                        
* 1 * 1

* 1

( { } ) ( ( ) ( ) )

                          ( ( ) ( ) ) 0

i i i
i

i i i

tr L K B tr P K Q K B

tr P K Q K B

− −

−

Ω = Ω

= Ω ≠
                           (4-12) 

 
 
και έτσι το ζευγάρι των Κ,F, µπορεί να αποσυζεύξει το σύστηµα (3-1). 

Πόρισµα 4-1: 
Εάν το ζευγάρι των K,F, µπορεί να αποσυζεύξει το σύστηµα (4-1), τότε υπάρχει ένας 
διαγώνιος πίνακας Λ τέτοιος ώστε F=ΛB*-1. 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:  
Εάν το ζευγάρι των K,F, µπορεί να αποσυζεύξει το σύστηµα (3-1), τότε ο Qi(K) δίνεται 
από την (4.10) και  
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n

1

2

| | | |
| | | |

( ) , 0.0 | | | | 0
| | | |
| | 0 | |

i i

i i

i i

i

a
a

Q K F

λ
λ

λ
λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ≠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (4-13) 

 
Συνεπώς * [ , , ]iB F diag λ λ= …  το οποίο αποδεικνύει το πόρισµα. 
 
 
 
 

Πόρισµα 4-2:Εάν το ζευγάρι των K,F, µπορεί να αποσυζεύξει το σύστηµα (4-1), τότε 
υπάρχει ένας διαγώνιος πίνακας n τέτοιος ώστε : 

                                                                                                              (4-14) * 1 ** *{KB B nA A B−= − }

 
 
όπου Α**, και Α* δίνονται από τις σχέσεις 

                                       

1 1
1

** * **

1

,     
m

m

C A
A A A

C A

σ

σ

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A

iσ

)

                                                (4-15) 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:  
Το πόρισµα αυτό είναι άµεση συνέπεια από την σχέση : 

                                                                          (4-16) 

1

1

( )

( ) ( )

i i i

i

i i i

i i i

C A BK C A B C A BKB

C A BK C A BK B

σ σ σ

σ γ

−

−

+ = +

+ = +

 
Συµπερασµατικά ,καταλήγουµε ότι ικανή και αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη του 
ζεύγους K,F για την αποσύζευξη του συστήµατος ( 4-1) είναι ο πίνακας Β* να είναι 
αντιστρέψιµος.Επιπλέον, το σύνολο όλων των ζευγαριών K,F, που µπορούν να 
αποσυζεύξουν το σύστηµα (4-1) αποτελούνται από πίνακες K τέτοιους ώστε το rank   
[ ]=1 για όλα τα i, και F τέτοιο ώστε F=ΛΒ*(iQ K -1, όπου Λ είναι διαγώνιος και 
αντιστρέψιµος. 
 
 

4.2 Παραδείγµατα 
 

Παράδειγµα 4-1: 

Έστω ότι έχουµε το σύστηµα µε τους ακόλουθους πίνακες 
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)

 

1 1 0
0 2 0
0 1 3

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,         , 
1 1
1 1

0 0
B

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

1 0 0
0 0 1

C ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 
 
Τότε θα έχουµε: 
 

0
1

1

[1 1] 0
   σ 1

Tc A B = ≠
=

 

 
0

2

2

2

[0 0]=0

[0 1] 0
   σ 2

T

T

c A B

c AB

=

= ≠
=

 

 

και                                          
1

2

1
1* 1

1
22

1 1
1 1

T

T

C Bc A
B

C ABc A

σ

σ

−

−

⎛ ⎞Β ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−Β ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

Εποµένως ο Β* είναι αντιστρέψιµος άρα το σύστηµα µπορεί να αποσυζευκτεί. 
/? 
Το σύνολο Φ όλων των πινάκων K που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την 
αποσύζευξη του παραπάνω συστήµατος , µπορούµε να τα παρατηρήσουµε 
προσδιορίζοντας όλους τους 2x3 πίνακες Κ που είναι τέτοιοι ώστε να ισχύει rank 
[ ]=1. (iQ K
Υπολογίζουµε το  ( ) όπου i=1,2iQ K
 
 

1
1

1

( )
( )

0

C A BK B
Q K C B

+⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

 

2
2

( )
( ) 0

0

C A BK B
Q K

+⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

όπου  
11 12 13

21 22 23

k k k
K

k k k
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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1

0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

( )

( )

11 12 13

21 22 23

1

1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 2 0 1 1 1 1

0 1 2 0 0 0 0

1 1
( ) 1 0 0 1 1

0 0
0 0

k k k
k k k

Q K

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎜ ⎟

⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
11 21 12 22 11 21 12 22

1

k +k -k -k 2+k +k +k +k
( ) 1 1

0 0
Q K

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Πρέπει rank [ ]=1. 1( )Q K
άρα 

   

11 21 12 22 11 21 12 22

11 21 12 22 11 21 12 22

12 22

12 22

12 22

(k +k -k -k )*1 (2+k +k +k +k )*1
k +k -k -k 2+k +k +k +k
2 2k 2k 0
k k 1 0
k k 1

= ⇔
= ⇔

+ + = ⇔
+ + = ⇔
+ = −

 
 

2
2

( ) 1
( ) 0 0 0

0 0

C A BK B
Q K

+ −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

 

rank [ ]=1. 2 ( )Q K
 

Σε αυτό το παράδειγµα, αυτό υποδηλώνει ότι τα στοιχεία του Φ πρέπει να βρίσκονται 
στην ακόλουθη µορφή: 
  

                                                                                   (4-17) 
11 12 13

11 12 131
k k k

K
k k k

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
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4.3 ∆ιαδικασία σύνθεσης 

 
Το θεώρηµα 4.1 παρέχει µια διαδικασία για τον καθορισµό της κλάσης Φ όλων των 
πινάκων ανάδρασης K οι οποίοι χρησιµοποιούνται για την αποσύζευξη του 
συστήµατος (3-1). Ωστόσο η άµεση εφαρµογή της συνθήκης rank [ ]=1 για όλα 
τα i, έχει ως µόνο αποτέλεσµα τους περιορισµούς που τίθoνται στις συγκεκριµένες 
παραµέτρους  του πίνακα Κ. 

( )iQ K

Αυτό που επίσης απαιτείται είναι µια διαδικασία για τον προσδιορισµό των πόλων του 
κλειστού συστήµατος, ενώ ταυτόχρονα γίνεται η αποσύζευξη του συστήµατος (3-1), 
χρησιµοποιώντας το κατάλληλο K ∈Φ . Μια διαδικασία σύνθεσης θα παρουσιαστεί 
τώρα, µε σκοπό να παρατηρήσουµε άµεσα τον πίνακα ανάδρασης K ∈Φ . 
 
Συγκεκριµένα , υποθέτουµε ότι m m

kM ×∈ , k=0,1,…,δ. Τότε η παρακάτω επιλογή 
επιλογή των Κ,F : 
 

                                                   

* 1 *

0

* 1

k
k

k

K B M CA C

F B

δ
−

=

−

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝

=

∑
⎠

r

r+

ir

m

                                                  (4-18) 

Θα οδηγήσει βάση της σχέσης : 

                                                                                                     (4-19) 
* * * *( )y C B K x B F= + +

όπου   

(1)
*

( )i

y
y

y

y σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
στην: 

                                                                                                  (4-20) 
*

0

k
k

k

y M CA x
δ

=

= ∑
ή 
 

1
( ) ( 1)(1)

0 1
i i

i

i i i
i i i iy m y m y m yσ
σ σ

−
−= + + + +  

 

                                                                      1, 2, ,i =                                                             (4-21) 

όπου φαίνεται ότι Κ, F, µπορούν να αποσυζεύξουν την (3-1) και ότι οι  
1

( 1
m

i
i

m σ
=

+ −∑ )

πόλοι του κλειστού συστήµατος µπορούν να ποικίλουν ,διαφοροποιώντας το Μk. 
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4.3.1 Παράδειγµα 

 
Έστω ότι έχουµε ένα σύστηµα στον χώρο των καταστάσεων σύµφωνα µε τους 
ακόλουθους πίνακες: 
 

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    , 

0 1
1 0
0 0
0 0
0 0
1 0

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

1 0
1 0
0 0
0 1
0 0
0 0

TC

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Τώρα 
Για i=1 έχουµε 

0
1 1 [1 1] 0T Tc A B c B= = ≠  

εποµένως σ1=1 
Για i=2 έχουµε 

0
2 2

2 2
2

2

2

[0 0]

[0 0] 

[1 0] [0 0]
         σ 3

T T

T T

T

c A B c B

c AB c AB

c A B

= =

= =

= ≠
=

 

 

* 1
2

2

1 1
1 0

T

T

c B
B

c A B
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 , 

 
 
 
Εφόσον ο Β* είναι αντιστρέψιµος, το σύστηµα µπορεί να αποσυζευκτεί. 
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1

3

1
1

0
** 1

21
22

* **

1     1     0     0     0     0
0     0     0     0     0     1

0     1     1     0     0     0
0     0     0     0     0     0

c A
c A

A
c Ac A

A A A

σ

σ

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 
 
 
Θέτοντας για παράδειγµα, 

0 1 2

0 0
0 1

M M M ⎛ ⎞
= = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
 
 

χρησιµοποιώντας την σχέση (4-1), το αποσυζευγµένο σύστηµα θα είναι: 

                    
(6) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (5)
1 1 1 1 1 1 1 1y y 2y 2y 2 2ω ω ω ω= + + − − − +

                                    (4-22) 

 

                                          (6) (2) (3) (4) (2) (2)
2 2 2 2 2 2y y 2y 2y ω ω= + + + +                                            (4-23)    

Παρατηρούµε ότι σε αυτή την περίπτωση: 
2 3 2det( ) ( 1)( 1)sI A BK s s s s s− − = + − − −  

όπου οι πόλοι αναπαρίστανται από την σχέση 2 3 2( 1)( 1s s s s s )+ − − − και έχουν 
καθοριστεί µε βάση την επιλογή του Μk. Άλλες επιλογές του Μk θα οδηγήσουν σε 
σχεδιασµό άλλων πόλων του κλειστού συστήµατος. Εποµένως, εάν Β* είναι 

αντιστρέψιµος, οι  πόλοι του κλειστού συστήµατος µπορούν αυθαίρετα 

να οριστούν (σ
1

( 1
m

i
i

m σ
=

+ −∑ )

)

)

×

i κάθε φορά) ενώ ταυτόχρονα γίνεται η  αποσύζευξη του συστήµατος 
χρησιµοποιώντας τη διαδικασία σύνθεσης. Παρόλα αυτά, φαίνεται ότι ο αριθµός 

 δεν µπορεί να υπερβεί την τιµή n ,τον αριθµό των πόλων του 

συστήµατος, και µερικές φορές είναι πιθανό να προσδιορίσουµε περισσότερους από 
 πόλους, ενώ ταυτόχρονα γίνεται η αποσύζευξη του συστήµατος.  

1
( 1

m

i
i

m σ
=

+ −∑

m

i
i=1

( 1m σ+ −∑
 
 
 
Λήµµα: 

Έστω C* είναι ένας  πίνακας : 
1

( ( 1))
m

i
i

m nσ
=

+ −∑
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⎟

 

                                                                                                                          (4-24) 

1

2

m

1

1
1

2

1
2

1

*

m

C

C A
C

C

C A

C A

σ

σ

σ

−

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Τότε θα έχουµε , και συνεπώς 
1

[ *] ( 1)
m

i
i

rank C m σ
=

= + −∑
1

( 1)
m

i
i

m nσ
=

+ − ≤∑ . 

 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: 

Έστω η i
*
ik η γραµµή του πίνακα C* και ri αυθαίρετες σταθερές τέτοιες ώστε  

 

                                                               0
v

i i
i

r k =∑                                                                    (4-25) 

όπου  

                                                                                                                (4-26) 
1

(
m

iv m σ= + −∑ 1)

n

Για την ολοκλήρωση της απόδειξης του λήµµατος χρειάζεται να δείξουµε ότι η (4-
25) συνεπάγεται ότι κάθε ri=0. Ωστόσο, αυτό συνεπάγεται άµεσα από την (4-25) µε 
διαδοχικούς πολλαπλασιασµούς µε Β,ΑΒ,. . ., ΑδΒ , και το γεγονός ότι ο Β* είναι 
αντιστρέψιµος. 

Έστω ότι p δηλώνει τον αριθµό των πόλων του κλειστού συστήµατος, οι οποίοι 
µπορούν να καθοριστούν κατά την διάρκεια της διαδικασίας αποσύζευξης, και έστω  
των  ελεύθερων παραµέτρων (εισόδων) σε έναν πίνακα αποσύζευξης Κ (για 
παράδειγµα, k=3 στην (4-17). Τότε από το παραπάνω λήµµα θα έχουµε : 

k

 

                                                          
1

1

( 1)

( 1)

m

i

m

i

m p

m k

σ

σ

+ − ≤ ≤

+ − ≤

∑

∑
                                                   (4-27) 

Επιπλέον, εάν 
1

( 1)
m

im σ n+ − =∑ , τότε όλοι οι n πόλοι του κλειστού συστήµατος 

µπορούν ελεύθερα  να επανατοποθετηθούν ενώ ταυτόχρονα γίνεται και η αποσύζευξη 

του συστήµατος. Επίσης εάν 
1

( 1)
m

iK m σ n= + − =∑  τότε από την (4-21) θα έχουµε 
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)

)

άµεσο τρόπο υπολογισµού τις ελεύθερες παραµέτρους του K. Εάν        

(ή n ), τότε θα είναι πιθανό να προσδιορίσουµε πάνω από 

1

( 1
m

i
i

m σ
=

+ −∑

1

( 1
m

i
i

m σ
=

+ −∑  πόλους του 

κλειστού συστήµατος. Σε αυτή την περίπτωση, είναι συχνά προτιµότερο να 
υπολογίζουµε το Κ=C(sI-A-BF)-1BB*-1  µε k ελεύθερες παραµέτρους στον πίνακα Κ .  

4.3.2 Παράδειγµα_1 
 

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,               

0 0
0 0
1 0
0 1

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                                                                                                        (4-28) 

1 0
0 0
0 0
0 1

TC

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
Τότε : 
σ1=3 
σ2=1 
 

                                                              

2
* 1

2

C A B
B

C B
⎛ ⎞

I= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                  (4-29) 

και . Έτσι, όλοι οι πόλοι του κλειστού 

συστήµατος µπορούν να καθοριστούν χρησιµοποιώντας την διαδικασία σύνθεσης. 
1

( 1) 2 (3 1) (1 1) 4
n

i
i

m σ
=

+ − = + − + −∑ =

Πρέπει Q1(K)=1 και Q2(K)=1 
1

1 2
1

( )
( ) ( )

0

C A BK B
Q K C A BK B

+⎛ ⎞
⎜ ⎟= +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

1

0
( ) 0

0
Q K

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

και  
2

2

( )
( ) 0

0

C A BK B
Q K

+⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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23 24

2

1
( ) 0 0

0 0

k k
Q K

+⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 Πρέπει 2 ( ) 1Q K =  
 

 
  

                                                                                                 (4-30) 
11 12 13

24

0
0 0 0

k k k
K

k
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

⎟

 
Επιπλέον, η εφαρµογή του Θεώρηµα 4-1 δείχνει ότι η (4-30) αναπαριστά την πιο 
γενικευµένη µορφή πίνακα Κ, k=4=n. Και η γενικευµένη µορφή του αποσυζευγµένου 
πίνακα µεταφοράς  είναι: 
 
 

           

24
3 2

24 13 12 11

3 2
13 12 11
3 2

24 13 12 11

( ) 0
( )( )

( )0
( )(

s k
s k s k s k s k

s k s k s k
s k s k s k s k

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟

− − − −⎝ ⎠)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

    (4-31) 

 

 

Παράδειγµα_2 
 
Έστω  

0 1 0 0 0
2 3 0 , 1 0
1 1 1 0 1

1 1 0
0 0 1

A B

C

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                                             (4-32) 

 
 
Τότε o  
σ1=C1*B=[1 0] 
αρα σ1=1 
σ2=C2*B=[0 1] 
άρα σ2=1 
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I=                                                                                                                   (4-33) 
1*

2

.
C B

B
C B
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

είναι αντιστρέψιµος, άρα το σύστηµα (4-32) µπορεί να αποσυζευχθεί. Τα στοιχεία της 
Φ θα πρέπει να είναι τέτοια ώστε  
Υπολογίζω τα Q1(K),Q2(K).  

2
1

1
1

1

( )
( )

( )
0

C A BK B
C A BK B

Q K C B

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⇔
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

11 12 12 13 22 12 13 13 23

12 131

2 (4 )*(3 ) *(1 ) (4 )* *(1 )
4

( )
1 0
0 0

k k k k k k k k k
k k

Q K

+ + + + + + + + +⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

 
2

2

2
2

2

( )
( )

( )
0

C A BK B
C A BK B

Q K C B

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⇔
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
2

21 22 12 23 22 13 22 23

2 22 23

1 (1 )*(3 ) (1 )*(1 ) *(1 ) (1 )
1 1

( )
0 1
0 0

k k k k k k k k
k k

Q K

⎛ ⎞+ + + + + + + + + +
⎜ ⎟

+ +⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
πρέπει rank[Q1(K)]=rank[Q2(K)]=1  

. 

. 

. 
 

Εποµένως                                                                                  (4-34)           
11 12

23

0
1 1

k k
K

k
⎛ ⎞

= ⎜ − −⎝ ⎠
⎟

 
έτσι ώστε k=n=3>2=

1
2 (1 1) (1 1) ( 1)m

im σ+ − + − = + −∑ . Επιπλέον ,η συνάρτηση 
µεταφοράς του κλειστού συστήµατος θα είναι: 
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1 * 1

23
3

12 11
2

23 12 11

( )

( 1)( 1) 0
0 ( 3) (

( 1)[ ( 3) ( 2)]

C sI A BK BB

s s k
s k s k

s k s k s k

− −− − =

+ − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠=

− − − + − +
2)

              (4-35) 

 
Συνεπώς, όλοι οι πόλοι του κλειστού συστήµατος µπορούν να προσδιοριστούν βάση 
του Θεώρηµα 4-1. Ωστόσο, σηµειώνουµε ότι η εφαρµογή της διαδικασίας σύνθεσης σε 
αυτή την περίπτωση µας επιτρέπει τον προσδιορισµό µόνο των δύο από τους τρεις 
πόλους του κλειστού συστήµατος. 
 
 

4.4 Αποσύζευξη συστηµάτων µε ανάδραση εξόδου 

       (decoupling by output feedback) 
 
Εφόσον η ανάδραση εξόδου είναι µια ειδική περίπτωση της ανάδρασης καταστάσεως, 
π.χ. 
 

                                          u H                                                        (4-36) y Fr HCx Fr= + ≡ +

µε HC να αντικαθιστά τον Κ, άµεσο επακόλουθο είναι ότι η (4-1) µπορεί να 
αποσυζευκτεί χρησιµοποιώντας ανάδραση εξόδου εάν και µόνο εάν ισχύουν τα 
ακόλουθα: 
 
1) Β* είναι αντιστρέψιµος (αντιστρέψιµος). 
2) υπάρχει  ένας m m×  πίνακας Η τέτοιος ώστε [ ( )] 1  για i=1, ,mirank Q HC = . 
Αυτές οι συνθήκες ελέγχουν εάν ένα σύστηµα µπορεί να αποσυζευκτεί 
χρησιµοποιώντας ανάδραση εξόδου. 
 
 

Παράδειγµα 4-2 
Έστω  
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⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎟

h ⎟

−

⎟

Τότε ο                                                              (4-37) 

*

1 1 0 1 1
0 2 0 ,       B= -1 1 ,
0 1 3 0 0

1 0 0
0 0 1

1 1
1 1

A

C

CB

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
Β = = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

είναι αντιστρέψιµος, έτσι το σύστηµα που δίνεται από την (4-37) µπορεί να 
αποσυζευκτεί. Ωστόσο δεν είναι δυνατόν να αποσυζευκτεί αυτό το σύστηµα 
χρησιµοποιώντας ανάδραση εξόδου. Για να το διαπιστώσουµε αυτό παρατηρούµε ότι 
από  το Θεώρηµα 4-1 και την σχέση (4-12)  θα έχουµε ότι η µορφή του πίνακα K που 
χρησιµοποιείται για την αποσύζευξη του συστήµατος θα είναι: 

                                                                         (4-38) 
11 12 13

11 12 131
k k k

K
k k k

⎛ ⎞
= ⎜ − − −⎝ ⎠

 

και ο HC πρέπει να έχει την µορφή: 

                                                                                         (4-39) 
11 12

21 22

0
0

h h
HC

h
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

Οι σχέσεις (4-38)  και (4-39) οδηγούν στην αντιφατική συνθήκη: . 
Αυτό το παράδειγµα δείχνει ότι η αποσύζευξη µε ανάδραση κατάστασης δεν σηµαίνει 
και αποσύζευξη µε ανάδραση εξόδου. 

12 120  και  1k k= =

Θα πρέπει να αναφερθεί ότι παρόλο που η αποσύζευξη ενός συστήµατος µπορεί να 
γίνει µε ανάδραση εξόδου (output feedback), δεν θα υπάρχει τόση ευκολία στην 
διαδικασία καθορισµού των πόλων του κλειστού συστήµατος, όπως συµβαίνει στην 
ανάδραση καταστάσεως. Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε το σύστηµα που 
περιγράφεται από την (4-28) όπου η πιο γενική µορφή του Η θα είναι:  

 

                                                                                                                         (4-40)                        11

22

0
0

h
H

h
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

Εφόσον ,η ανάδραση εξόδου δεν είναι ικανή  
να σταθεροποιήσει το σύστηµα, παρόλο που η ανάδραση κατάστασης µας δίνει 
µεγαλύτερη ευχέρεια κινήσεων (4-31) . 

2
22 11det( ) ( 1 )( )sI A BHC s h s h− − = − − −

 
 
 
 
 

  - 71  



Πρόβληµα αποσύζευξης 
 

 

⎟

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎟

)

Παράδειγµα 4-3 
Ας θεωρήσουµε το σύστηµα που περιγράφεται από τους πίνακες της σχέσης (4-32) 
όπου έχει αποδειχθεί ότι µε ανάδραση κατάστασης µπορούµε να πετύχουµε την 
αποσύζευξη του συστήµατος µε ταυτόχρονο προσδιορισµό και των τριών πόλων. 
Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 4-1 και την σχέση (4-12) καταλήγουµε στο συµπέρασµα 
ότι κάθε  πίνακας Η της µορφής  2 2×

                                                                                                                        (4-41)  
11

22

0
1

h
H

h
⎛ ⎞

= ⎜ −⎝ ⎠
προσδιορίζει µια ανάδραση εξόδου η οποία είναι ικανή να αποσυζεύξει το σύστηµα. 
Από την (4-41) θα έχουµε : 

2
22 11 11det( ) ( 1 )( ( 3) ( 2))sI A BHC s h s h s h− − = − − − + − +  

και συνεπώς το σύστηµα θα µπορεί να γίνει ευσταθές χρησιµοποιώντας ανάδραση 
εξόδου  (π.χ. ) παρόλο που οι πόλοι δεν είναι απόλυτα ελεύθεροι. 22 111, 5h h= − = −
 
 
 

Παράδειγµα 4-4: 
 
Έστω το σύστηµα στον χώρο των καταστάσεων που περιγράφεται από τους 
ακόλουθους πίνακες: 
 

                                                                                     (4-42)           

1 1 0 0 1
0 1 0 ,              B= 1 0 ,
0 0 1 1 0

1 0
1 1
1 0

T

A

C

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 
 
Τότε 
 
   

                                                                                                                      (4-43) 
* 0 1

1 0
B CB

⎛ ⎞
= = ⎜

⎝ ⎠

                                               =2<3=n 
1

( 1
m

i
i

m σ
=

+ −∑
 
Από το Θεώρηµα 4-1 έχουµε ότι κάθε πίνακας K που χρησιµοποιείται για την 
αποσύζευξη έχει την µορφή: 
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⎟                                                                                       (4-44) 12 13

21 22 22

0
1

k k
K

k k k
⎛ ⎞

= ⎜ − −⎝ ⎠

 
έτσι ώστε k = 4. Ωστόσο, η συνάρτηση µεταφοράς του κλειστού συστήµατος θα είναι: 
 

 

                                        

12 13

21

21 12 13

( 1)( 1) 0
0 ( 1)(

( 1)( 1)( 1)

s s k k
s s k

s s k s k k

− − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

− − − − − −
1)

                          (4-45) 

έτσι ώστε p=2 π.χ. µόνο δύο από τους πόλους του κλειστού συστήµατος µπορούν να 
προσδιοριστούν. Από το παράδειγµα αυτό διαπιστώνουµε ότι η ανάδραση εξόδου 
οδηγεί στην ακόλουθη συνάρτηση µεταφοράς: 

 
 

                                             

12

21

12 21

( 1)( 1) 0
0 ( 1)(

( 1)( 1)( 1)

s s k
s s k

s s k s k

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

− − − − −
1)

                 (4-46) 

 
 
δηλαδή, η ανάδραση εξόδου και κατάστασης είναι ισοδύναµες. Αυτό όµως αποδεικνύει 
πως το προηγούµενο παράδειγµα δεν είναι αληθές πάντα. 
 
 
 
 

4.5 Μελέτη προβλήµατος (Case Study) 
Ένας τοµέας στον οποίο οι τεχνικές αποσύζευξης έχουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον και 
εφαρµογή είναι η σχεδίαση συστήµατος του ελέγχου πτήσεως ευσταθών ανυψωτικών 
µηχανηµάτων. Ας θεωρήσουµε το ακόλουθο γραµµικό σύστηµα που αναπαριστά την 
κίνηση ενός οχήµατος ανύψωσης τύπου V/STOL 
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     (4-47) 

 
όπου: 
u =η µεταβολή  της γραµµικής γωνιακής ταχύτητας. 
θ = η στιγµιαία γωνία µεταξύ του διαµήκους άξονα του αεροπλάνου και της θέσης του 
ίδιου άξονα όταν το αερπλάνο  είναι ακίνητο στο έδαφος «γωνία πρόνευσης». 
θ = βαθµός πρόνευσης. 
w =µεταβολή της στιγµιαίας κάθετης ταχύτητας. 

x∆ = µεταβολή του σφάλµατος θέσης. 
z∆ = µεταβολή του σφάλµατος ύψους. 
uδ = µεταβολή του µέγιστου αριθµού εισόδων. 

nfδ = µεταβολή της απότοµης κλήσης.  
 sδ = µεταβολή της πορείας των πτερυγίων. 

 
     

Οι έξοδοι µε αυξηµένη σηµασία σε αυτό το παράδειγµα είναι οι θ, ∆x και ∆z  
Συνεπώς ο πίνακας εξόδου C είναι: 

 

                                                                                                   (4-48) 

0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

C
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟

 
Σε αυτό το παράδειγµα  
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                                                                                   (4-49) 
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και είναι  επειδή µπορούµε να υποθέσουµε ότι 0cs ns cvZ M Xθ ≠ .Κατά συνέπεια: 
 

3

1

( 1)i
i

m σ
=

6+ − =∑  

 
άρα και οι έξι πόλοι του κλειστού συστήµατος µπορούν να καθοριστούν αυθαίρετα ενώ 
ταυτόχρονα  γίνεται  η αποσύζευξη του συστήµατος. Από το Θεώρηµα 4-1, έχουµε ότι 
ο αποσυζευκτής Κ έχει 6 (π.χ. k =6) ελεύθερες παραµέτρους. Έτσι, η διαδικασία 
σύνθεσης µπορεί να εφαρµοστεί, αξιοποιώντας τις ελεύθερες παραµέτρους. Για 
παράδειγµα, ας υποθέσουµε πως  επιθυµούµε τον ανεξάρτητο έλεγχο θ,∆x, ∆z π.χ. 

                                                      

0 1
1 1 1

0 1
2 2
0 1
3 3

m m

x m x m x

z m z m z

θ θ θ ω

2

3

ω

ω

= + +

∆ = ∆ + ∆ +

∆ = ∆ + ∆ +
                                                (4-50)  

 
Σύµφωνα µε την διαδικασία σύνθεσης, το Κ µπορεί να είναι ίσο µε : 

1
* 1 *

0

[ ]k
k

k

B M CA C−

=

−∑  

Για το Κ αυτό θα έχουµε: 

                                                              (4-51) 
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Εάν F είναι ίσο µε  , η συνάρτηση µεταφοράς του κλειστού συστήµατος είναι: * 1B −
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               (4-52) 

 
Εάν έχει γίνει σωστή επιλογή του  i

jm ,τότε ο χειριστής θα έχει ως έργο τον έλεγχο 
τριών υψηλής ευστάθειας δευτέρου βαθµού συστηµάτων. Το παράδειγµα αυτό σκοπό 
έχει να παρουσιάσει ένα πιθανό πρακτικό τοµέα εφαρµογής όσον αναφέρθηκαν σε 
αυτό το κεφάλαιο. 
Το παραπάνω παράδειγµα επεξηγεί τις τεχνικές που αναπτύχθηκαν για τον σχεδιασµό 
ελεγκτών για την αποσύζευξη πολυµεταβλητών συστηµάτων. 

 
Εικόνα 4-1: αεροπλάνο τύπου V/STOL. 

 

          
Εικόνα 4-2:αερπλάνο τύπου V/STOL µε 4 προωθητήρες. 
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Για την συγγραφή της διπλωµατικής εργασίας πέρα από τον κειµενογράφο word 
χρησιµοποιήθηκανα τα παρακάτω πακέτα λογισµικού: 

 Mathtype 5 
 Matlab 7 
 Photoshop 7 
 SmartDraw 7 
 Acrobat PDF Maker 6 

 
Ακολουθεί ένα cd  το οποίο περιέχει την διπλωµατική εργασία σε µορφή pdf  καθώς 
και τα αρχεία του matlab. Η  ενεργοποίηση της εφαρµογής που δηµιουργήθηκε στο 
matlab γίνεται µε την εντολή decoupling στην γραµµή εντολών (command line) του 
περιβάλλοντος του matlab. 
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