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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

 

 Στα πλαίσια των περασµένων δεκαετιών η εξέλιξη στον χώρο του αυτόµατου 

ελέγχου υπήρξε αρκετά µεγάλη κυρίως εξαιτίας της συνεχώς αυξανόµενης 

πολυπλοκότητας των ελεγχόµενων συστηµάτων και της ταυτόχρονης επιθυµίας για 

επίτευξη βέλτιστης συµπεριφοράς. Επιπλέον όσο ένα σύστηµα γίνεται 

πολυπλοκότερο τόσο περισσότερο είναι απαραίτητο να λαµβάνονται υπόψη οι 

διάφορες σχέσεις που υφίστανται µεταξύ των µεταβλητών του, στο γενικότερο σχήµα 

ελέγχου. Γι’ αυτό και η ανάλυση και η σχεδίαση συστηµάτων µε περισσότερες από 

µια µεταβλητές ήταν αναπόφευκτη.  Στην παρούσα εργασία θα επικεντρωθούµε στα 

συστήµατα δύο διαστάσεων. Αρχικά στο Κεφάλαιο 1 αναφέρονται τα δισδιάστατα 

µοντέλα της µορφής χώρου καταστάσεων, µελετούνται οι σχέσεις ισοδυναµίας 

µεταξύ τους και παρουσιάζονται οι λύσεις τους. Στο δεύτερο Κεφάλαιο αναλύονται 

τα ιδιόµορφα µοντέλα δισδιάστατων συστηµάτων. Στο πρώτο µέρος του Κεφαλαίου 

ορίζονται τα ιδιόµορφα δισδιάστα µοντέλα, οι σχέσεις ισοδυναµίας µεταξύ τους, οι 

επιτρεπτές οριακές συνθήκες, καθώς και αναγκαίες και ικανές συνθήκες για την 

ύπάρξη λύσης στα µοντέλα αυτά. Στο δεύτερο µέρος παρουσιάζονται οι λύσεις των 

δισδιάστατων ιδιόµορφων µοντέλο συναρτήσει των προς τα εµπρός και προς τα πίσω 

θεµελιωδών πινάκων. Τέλος στο Κεφάλαιο 3 ορίστηκαν και µελετήθηκαν οι ιδιότητες 

των δισδιάστατων µοντέλων. Αναλυτικότερα παρουσιάζονται η τοπική ελεγξιµότητα, 

παρατηρησιµότητα η τοπική εφικτότητα και αναδοµησιµότητα τόσο  για τα 

δισδιάστατα µοντέλα χώρου καταστάσεως όσο για τα δισδιάστατα ιδιόµορφα 

µοντέλα. Και στα τρία κεφάλαια εµπεριέχονται αριθµητικά παραδείγµατα για την 

διευκρίνιση και καλύτερη κατανόηση των αποτελεσµάτων 

 

 

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙ∆ΙΑ 

∆ισδιάστατα µοντέλα χώρου καταστάσεων, δισδιάστατα γενικευµένα ιδιόµορφα 

µοντέλα, πίνακας µετάβασης, θεώρηµα Cayley Hamilton, θεµελιώδεις πίνακες, προς 

τα εµπρός λύση, προς τα πίσω λύση, συµµετρική λύση, ελεγξιµότητα, εφικτότητα, 

παρατηρησιµότητα, αναδοµησιµότητα.  
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ABSTRACT 

 

 

  Ιn the frame of the old decades, the evolution in the world of the automatic control 

was big enough especially because of the constantly increased complexibility of the 

controlled systems and of the simultaneous desire for the achievement of its best 

behavior.  Furthermore, the most complicated a system becomes the more it is 

necessary to be taken into account the various relations that are effected between its 

variables, to the control schedule in general.  For this reason, the analysis and the 

systems drawing up affected by more than one variable were inevitable.  In the 

present assignment we will focus on 2-D systems.  Initially on Chapter 1, the 2-D 

state space models are mentioned, secondly the relations of equality between them are 

studied and at the end their solutions are presented.  On Chapter 2, the 2-D general 

singular models are defined in addition to their relations of equality, the admissible 

boundaries conditions, such as the necessary and appropriate conditions so as to be 

feasible for a solution to be given on these models.  At the second part are presented 

the solutions of the 2-D general singular models as a function to the forward and 

backward fundamental matrix.  Finally, on Chapter 3, the properties of the 2-D 

general singular models are defined and studied.  In more details are presented, the 

local controllability and reachability, observability, reconstrubility so for the 2-D state 

space models as much as for the 2-D general singular models.  In all of the three 

above-mentioned chapters are included illustrated examples given for the clarify and 

the better understanding of the results. 

 

 

KEY WORDS 

2-D state space models, 2-D general singular models, transition matrix, Cayley-

Hamilton theorem, fundamental matrix, forward solution, backward solution, 

symmetric solution, controllability, reachability, observability, reconstrubility. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

 

ΤΑ ∆ΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ ΧΩΡΟΥ 

ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΝ ΚΑΙ ΟΙ ΛΥΣΕΙΣ ΤΟΥΣ 

 

 

1.1  Εισαγωγή 

 

 Η έρευνα των δυναµικών συστηµάτων στις επιστήµες των µηχανολόγων, 

ηλεκτρολόγων και χηµικών µηχανικών συνήθως απαιτεί την δηµιουργία ενός 

µαθηµατικού µοντέλου το οποίο θα αναπαριστά πλήρως την δυναµική συµπεριφορά 

του συστήµατος. Η συνεχώς αυξανόµενη πολυπλοκότητα τέτοιων διαδικασιών οδηγεί 

στην ανάπτυξη προγραµµάτων υπολογιστών τα οποία παράγουν αυτόµατα τις 

εξισώσεις του συστήµατος αλλά και στην ανάπτυξη του µοντέλου το οποίο 

αποτελείται από υποσυστήµατα τα οποία συνθέτουν το ολοκληρωµένο σύστηµα. Η 

αλληλοσύνδεση  µεταξύ των υποσυστηµάτων και του ολοκληρωµένου συστήµατος 

πραγµατοποιείται ως εξής: Η δυναµική συµπεριφορά των µεµονωµένων 

υποσυστηµάτων  περιγράφεται µέσω διαφορικών εξισώσεων  και η ενοποίηση αυτών 

των συµπεριφορών πραγµατοποιείται µέσω αλγεβρικών εξισώσεων. Συνολικά το 

µαθηµατικό µοντέλο που περιγράφει πλήρως το ολοκληρωµένο σύστηµα είναι ένας 

συνδυασµός διαφορικών-αλγεβρικών εξισώσεων. 

 Τα τελευταία χρόνια παρατηρήθηκε τεράστιο ενδιαφέρον και ανάπτυξη σε 

προβλήµατα µε συστήµατα και σήµατα που περιλαµβάνουν περισσότερες από µία 

µεταβλητές.  Τα πολυδιάστατα σήµατα και συστήµατα έχουν µελετηθεί ειδικότερα σε 

σχέση µε διάφορους σύγχρονους τοµείς της εφαρµοσµένης µηχανικής. Τα 

πολυδιάστατα ψηφιακά φίλτρα, η πολυµεταβλητή πραγµάτωση δικτύων, η 

επεξεργασία ψηφιακών εικόνων σύνθεσης πολυδιάστατων συστηµάτων, η σεισµική 

επεξεργασία δεδοµένων, η επαύξηση εικόνας ακτινών-X, η αύξηση και η ανάλυση 

των αεροφωτογραφιών για την ανίχνευση της ζηµίας δασικής πυρκαγιάς ή 

συγκοµιδών, η ανάλυση των δορυφορικών καιρικών φωτογραφιών για την πρόβλεψη 

καιρού, η επεξεργασία συσκευών ραδιοναυτιλίας (ραντάρ) και υποβρύχιων ηχητικών  
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επεξεργαστών (σονάρ) είναι λίγοι από τους τοµείς που εφαρµόζονται τα 

πολυδιάστατα σήµατα και συστήµατα. Τα πιο σηµαντικά αποτελέσµατα που έχουν 

σχέση µε τα πολυδιάστατα σήµατα και συστήµατα, έχουν αναπτυχθεί για τα 

δισδιάστατα µε τα οποία θα ασχοληθούµε στην παρούσα διπλωµατική.  

 

 

1.2  Μαθηµατικά µοντέλα δισδιάστατων γραµµικών συστηµάτων της µορφής 

χώρου καταστάσεων  

  

 Τα γραµµικά, διακριτά, χρονικά, χώρου καταστάσεων µοντέλα έχουν γενικευθεί από 

µονοδιάστα-χρόνου σε δισδιάστατα-χώρου. Η γενίκευση περιλαµβάνει και την 

επέκταση βασικών εννοιών των µονοδιάστατων συστηµάτων, σε αντίστοιχες έννοιες 

στα δισδιάστατα συστήµατα, έννοιες όπως η γενική απόκριση, ο πίνακας µετάβασης 

και το Θεώρηµα Cayley-Hamilton. Στα δισδιάστατα (2-Dimensional) γραµµικά 

συστήµατα, τα σηµαντικότερα γραµµικά διακριτά µοντέλα συστηµάτων έχουν 

προταθεί από τους Robert P. Roesser (1975), Ettore Fornasini και Giovanni 

Marchesini (1976, 1978), και Kurek (1985). Πιο κάτω θα ορίσουµε τα δισδιάστατα 

µοντέλα χώρου καταστάσεων και θα τα συσχετίσουµε µεταξύ τους, επίσης θα δούµε 

τις γενικές απoκρίσεις τους όπως τις ορίζει ο καθένας από τους παραπάνω συγγραφείς 

  

 

1.2.1 Το δισδιάστατο Roesser µοντέλο 

 Το δισδιάστατο Roesser µοντέλο γενικεύει την ανάλυση, την δοµή και τα 

αποτελέσµατα των µονοδιάστατων (1-D) συστηµάτων χώρου καταστάσεων. Το 

τοπικό διάνυσµα κατάστασης του µοντέλου διαιρείται σε οριζόντιο και κάθετο 

διάνυσµα κατάστασης που µας δείχνει την εξέλιξη του συστήµατος οριζόντια και 

κάθετα αντίστοιχα στο επίπεδο. 

  

Ο Roesser (1975) έχει προτείνει το οµώνυµο δισδιάστατο µοντέλο χώρου 

καταστάσεων και ορίζεται από τις παρακάτω εξισώσεις: 
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                        111 12

21 22 2

( 1, ) ( , )
( , )

( , 1) ( , )

h h

v v

BA Ax i j x i j
u i j

A A Bx i j x i j

   +   
= +      +       

                         (1.1α) 

                           ( ) [ ]1 2

( , )
, ( , )

( , )

h

v

x i j
y i j C C Du i j

x i j

 
= + 

 
                                        (1.1β) 

όπου , 0i j ≥  είναι ακέραιοι αριθµοί που δηλώνουν κάθετες και οριζόντιες 

συντεταγµένες αντίστοιχα,  ( , ) mu i j R∈  είναι το διάνυσµα εισόδου, ( ), ly i j ∈R  είναι 

το διάνυσµα εξόδου, 1( , ) nhx i j ∈R , 2( , ) nvx i j ∈R  είναι το οριζόντιο και κάθετο 

διάνυσµα κατάστασης αντίστοιχα, και 1 1
11

n nA ×∈ R , 1 2
12

n nA ×∈R , 2 1
21

n nA ×∈R , 

2 2
22

n nA ×∈R , 1
1

n mB ×∈R , 2
2

n mB ×∈R  1
1

l nC ×∈R , 2
2

l nC ×∈R 
l mD ×∈R  . 

 

 Οι οριακές συνθήκες για το δισδιάστατο Roesser µοντέλο δίνονται απ’ τις: 

                          (0, ), ( ,0)h vx j x i          για  , 0, 1, 2,...i j =                                         (1.2) 

 

j+1

i+1i

j

 

                             ∆ιάγραµµα 1.1. Αρχικές συνθήκες στο Roesser µοντέλο 

 

Γενικότερα, τα συστήµατα πολλών εισόδων-εξόδων που περιγράφονται από µία ή 

περισσότερες γραµµικές εξισώσεις διαφορών σταθερών συντελεστών, µπορούν να 

παρασταθούν συνοπτικά από µία εξίσωση πινάκων-διανυσµάτων της µορφής:  

•

x Ax Bu= +  

y Cx Du= +  

 

όπου                    11 12

21 22

A A
A

A A

 
=  
 

 ,      1

2

B
B

B

 
=  
 

 ,      ]1 2C C C=   
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• ( 1, )

( , 1)

h

v

x i j
x

x i j

 +
=  

+ 
,  

( , )

( , )

h

v

x i j
x

x i j

 
=  
 

 ,  ( ),u u i j= ,  ( , )y y i j=  

   

 

1.2.2 Τα Fornasini-Marchesini µοντέλα 

 

  ∆ύο εξίσου σηµαντικά µοντέλα µε το Roesser µοντέλο, έχουν προταθεί από τους 

Fornasini-Marchesini (1976, 1978). 

 

Το πρώτο F-MM I ορίζεται ως εξής: 

                 
ɵ ( ) � ɵ ( ) � ɵ ( ) � ɵ ( ) �

0 1 21, 1 , 1, , 1 ( , )x i j A x i j A x i j A x i j Bu i j+ + = + + + + +
 
        (1.3a) 

                      ( ) � ɵ ( ), ,y i j Cx i j=                                  (, 0i j ≥ )                             (1.3b) 

όπου ɵ ( ), nx i j ∈ℝ  είναι το τοπικό διάνυσµα κατάστασης στο ( ),i j , ( , ) mu i j ∈ℝ  και 

( , ) ly i j ∈ℝ  είναι αντίστοιχα τα διανύσµατα εισόδου και εξόδου και � � �
0 1 2, , nA A A ∈R  , 

� n mB ×∈R , � l nC ×∈R . 

 

Οριακές συνθήκες για το πρώτο F-MM I θεωρούµε τις: 

                                 ɵ ( ) ɵ ( ),0 , 0,x i x j      για  , 0,1,2,...i j =                                        (1.4) 

j+1

i+1i

j

 

∆ιάγραµµα 1.2. Αρχικές συνθήκες στο F-MM I 

 

Οι εξισώσεις που αναπαραστούν το δεύτερο Fornasini-Marchesini µοντέλο (F-MMIΙ) 

είναι οι: 

       ( ) ( ) ( )1 2 01 101, 1 , 1 1, ( 1, ) ( , 1)x i j A x i j A x i j B u i j B u i j+ + = + + + + + + +         (1.5α) 

          ( ), ( , ) ( , )y i j Cx i j Du i j= +                                 (, 0i j ≥ )                            (1.5β) 
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όπου ( ), nx i j ∈ℝ  είναι το τοπικό διάνυσµα κατάστασης στο ( ),i j , ( , ) mu i j ∈ℝ  ,  

( , ) ly i j ∈ℝ  είναι αντίστοιχα τα διανύσµατα εισόδου και εξόδου και 1 2, nA A ∈R , 

10 10, n mB B ×∈R  , l nC ×∈R , l mD ×∈R . 

 

Οι οριακές συνθήκες για το F-MM IΙ  δίνονται από τις σχέσεις: 

                   ( ) ( ),0 , 0,x i x j                                       για  , 0,1,2,...i j =                    (1.6) 

 

 

∆ιάγραµµα 1.3. Αρχικές συνθήκες στο F-MM IΙ 

 

 

1.2.3 Το Attasi µοντέλο 

 

 Το Attasi µοντέλο ορίζεται ως εξής: 

     ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21, 1 1, , 1 , ( , )x i j A x i j A x i j A A x i j Bu i j+ + = + + + − +                    (1.7α) 

      ( ) ( ), ,y i j Cx i j=                           µε   1 2 2 1A A A A=                                          (1.7β) 

 µε οριακές συνθήκες   

     ( ) ( ),0 , 0,x i x j        για  , 0,1,2,...i j =                                                                 (1.8) 

όπου ( ), nx i j ∈R  είναι το τοπικό διάνυσµα κατάστασης στο ( ),i j , ( , ) mu i j ∈R  είναι 

το διάνυσµα εισόδου, ( ), ly i j ∈R  είναι το διάνυσµα εξόδου και 1 2, nA A ∈R , 

n mB ×∈R , l mC ×∈R . 

j+1

i+1i

j
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∆ιάγραµµα 1.4. Αρχικές συνθήκες στο Attasi µοντέλο 

 

 

1.3 Ισοδυναµία δισδιάστατων µοντέλων χώρου καταστάσεων 

 

  Όλα τα µοντέλα είναι µεταξύ τους ισοδύναµα, δηλαδή µέσω σχέσεων ισοδυναµίας 

µπορούµε να οδηγηθούµε από το ένα µοντέλο στο άλλο και αντίστροφα. Η 

ισοδυναµία των µοντέλων βοηθά στην επέκταση των εννοιών και αποτελεσµάτων από 

το ένα µοντέλο στο άλλο. Μια τέτοια σχέση είναι χρήσιµη δεδοµένου ότι συχνά στα 

αρχικά στάδια της διαµόρφωσης ενός δοσµένου φυσικού συστήµατος λαµβάνεται ένα 

Roesser µοντέλο ενώ ένα ισοδύναµο πρώτης τάξεως µοντέλο FM θα απλοποιούσε την 

ανάλυση. 

 

 Σύγκριση F-MM I και Attasi µοντέλου. 

  Από την σύγκριση των εξισώσεων των δύο µοντέλων (1.7) και (1.3) παρατηρούµε 

ότι το Attasi µοντέλο προκύπτει από το F-MM I, αν θέσουµε όπου: 

�
1 2 2 1oA A A A A= − = − ,   �1 1A A= ,   �2 2A A=    και   ɵ ( ) ( ), ,x i j x i j= . 

Αντίστροφα είναι προφανές ότι το F-MM I προκύπτει από την αντικατάσταση των πιο 

πάνω σχέσεων στο Attasi µοντέλο. 

 

 Σύγκριση F-MM I και Roesser µοντέλου. 

Ας ορίσουµε  

ɵ ( ) �ɵ ( )1( , ) , 1 ,hx i j x i j A x i j= + −  

    και      

ɵ ( )( , ) ,vx i j x i j=  

j+1

i+1i

j



ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΟΛΥ∆ΙΑΣΤΑΤΩΝ ΚΑΙ ΠΟΛΥΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 
 

 23

 Λαµβάνοντας υπόψη την εξίσωση του F-MM I (1.2), παίρνουµε: 

� � �{ } �
0 2 1( 1, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )h v h vx i j A x i j A x i j A x i j Bu i j+ = + + + =  

� � ��{ } �
2 0 2 1( , ) ( , ) ( , )h vA x i j A A A x i j Bu i j= + + +  

και  

�
1( , 1) ( , ) ( , )v h vx i j x i j A x i j+ = +  

 

 Ως εκ τούτου µπορούν να γραφτούν στην µορφή του Roesser µοντέλου: 

� ���

�

�
2 0 2 1

1

( 1, ) ( , )
( , )

( , 1) ( , ) 0

h h

v v

n

A A A Ax i j x i j B
u i j

x i j x i jI A

      ++
= +      

+        
 

( ) � ( , )
, 0

( , )

h

v

x i j
y i j C

x i j

 
 =    

 
 

 Κατά συνέπεια το F-MM I µπορεί να ανασχηµατιστεί σε Roesser µοντέλο αν θέσουµε 

όπου: 

     

� � ��

�

�
[ ] �12 0 2 111 12

1 2
21 22 21

, , 0 , 0
0

n

BA A A AA A B
C C C D

A A BI A

   +     =    =     =    =              
       (1.9) 

 

 Αντίστροφα, µε την βοήθεια των σχέσεων (1.9) είναι εύκολο να παρατηρήσουµε ότι  

αν θεωρήσουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις :           

21 2 1, 0, 0nA I B C=      =       =  

τότε το Roesser µοντέλο µπορεί επίσης να αναδιασκευαστεί σε  F-MM I µε τις εξής 

ισοδυναµίες: 

� � � � �
0 12 11 22 1 22 2 11 1 2, , , ,A A A A A A A A B B C C= −     =     =     =     =  

 

Τότε µε την αντικατάσταση των πιο πάνω σχέσεων στο Roesser µοντέλο έχουµε: 

ɵ ( ) ɵ ( )
ɵ ( )

ɵ ( ) ɵ ( )
ɵ ( )

22 2211 12 1

22

1, 1 1, , 1 ,
( , )

0, 1           ,

x i j A x i j x i j A x i jA A B
u i j

I Ax i j x i j

   + + − + + −   
   = +   
   +       

 

( ) [ ]
ɵ ( )
ɵ ( )

2

, 1
, 0 ( , )

,

x i j
y i j C Du i j

x i j

 +
 = +
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Κάνοντας τις πράξεις έχουµε 

ɵ ( ) ɵ ( ) ɵ ( ) ɵ ( ) ɵ ( )22 11 11 22 12 11, 1 1, , 1 , , ( , )x i j A x i j A x i j A A x i j A x i j B u i j+ + − + = + − + +  

ɵ ( ) ɵ ( ) ɵ ( ) ɵ ( )22 22, 1 , 1 , ,nx i j I x i j A x i j A x i j+ = + − +  

και 

( ) ɵ ( )2, ,y i j C x i j=  

  

Πραγµατοποιώντας τις πράξεις καταλήγουµε στην:   

ɵ ( ) { } ɵ ( ) ɵ ( ) ɵ ( )12 11 22 22 11 11, 1 , 1, , 1 ( , )x i j A A A x i j A x i j A x i j B u i j+ + = − + + + + +  

( ) ɵ ( )2, ,y i j C x i j=  

Εποµένως το Roesser µοντέλο µπορεί να γραφτεί στην µορφή του F-MM I µε τις 

σχέσεις που ορίσαµε πιο πάνω. 

                                                         

 Σύγκριση Αttasi και Roesser µοντέλου. 

Μπορούµε να ξαναδιατυπώσουµε το ΑΜ σε RM µε τις σχέσεις : 

[ ]1211 12
1 2

21 22 21

0
, , 0 , 0

0
n

BAA A B
C C C D

A A BI A

       =    =    =    =              
 

 

και αντίστροφα αν ισχύει: 

12 21 11 22 22 11 2 10, , , 0, 0nA A I A A A A B C=      =      =      =      =  

τότε το RM µπορεί  να γραφτεί σε µορφή AM µε  

1 22 2 11 1 2, , ,A A A A B B C C=      =      =      =  

 

 

 Σύγκριση Roesser µοντέλου και  F-MM IΙ. 

Παρόµοια µπορούµε να δείξουµε την συσχέτιση µεταξύ RM και  F-MM IΙ 

 Ορίζοντας 

( , )
( , )

( , )

h

v

x i j
x i j

x i j

 
=  
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µπορούµε να γράψουµε την RM µορφή: 

11 12

21 22

0 0
( 1, 1) ( 1, ) ( , 1)

0 0

A A
x i j x i j x i j

A A

   
+ + = + + + +   

  
 

1

2

0
( 1, ) ( , 1)

0

B
u i j u i j

B

   
+ + + +   
   

 

και 

( ) ]1 2, ( , ) ( , )y i j C C x i j Du i j= + . 

 

 Αντίστροφα απ΄ το RM µπορούµε να καταλήξουµε σε F-MM IΙ  αν θέσουµε όπου: 

     
]111 12

2 1 01 10 1 2
21 22 2

0 0 0
, , , ,

0 0 0

BA A
A A B B C C C

A A B

      
=    =    =    =    =       

      
         

(1.10) 

 

 Σύγκριση των  F-MM Ι και  F-MM IΙ. 

 

 Αν στις εξισώσεις του F-MM I θέσουµε: 

ɵ ( )
ɵ ( )
( )

� ɵ ( )
ɵ ( )
( )

� � � ɵ ( )
ɵ ( )
( )

( )

1 2 0
1, 1 1, , 10 0

1, 0 0 1, 1 0 0 0 ,

0 0 0 0 0 01, 1, 1 ,

0 0

0 1, 0

0

n

m

x i j x i j x i jA A A B

x i j I x i j x i j

u i j u i j u i j

u i j

I

     + + + +   
        
     + = + − + +   
        + + −             

  
                                   + + +  
    

( ), 1u i j


 +


 

( ) �

ɵ ( )
ɵ ( )
( )

,

, 0 0 , 1

, 1

x i j

y i j C x i j

u i j

 
 

   = −   
−  

 

 και θεωρήσουµε το 

ɵ ( )
ɵ ( )
( )

,

( , ) , 1

, 1

x i j

x i j x i j

u i j

 
 
 = −
 

−  

 σαν το τοπικό διάνυσµα του F-MM IΙ 

παρατηρούµε ότι είναι εύκολο το F-MM I να γραφτεί σε F-MM II µορφή. 
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1.4 Ο πίνακας µετάβασης και οι ιδιότητες του 

 

  Πιο κάτω θα ορίσουµε τον πίνακα µετάβασης (state-transition matrix),  

11 12

21 22

A A
A

A A

 
=  
 

, i in n
iiA R ×∈ , για  1,2i = . Ο πίνακα µετάβασης θα χρησιµοποιηθεί 

στον τύπο της απόκρισης ενός συστήµατος συναρτήσει των διανυσµάτων εισόδου και 

των οριακών συνθηκών. Ο πίνακας µετάβασης  στα δισδιάστατα συστήµατα είναι 

παραλληλισµός του πίνακα µετάβασης 1 1t tA A A −=  στα µονοδιάστατα χρονικά 

διακριτά συστήµατα.  

 

Ας ορίσουµε πρώτα την µερική διάταξη που χρησιµοποιείται για τα ζεύγη των 

ακέραιων αριθµών: 

Ορισµός 1.1 

Ισχύει ( ) ( ), ,h k i j≤  αν και µόνο αν ( h i≤  και k j≤ ), 

Ισχύει ( ) ( ), ,h k i j=  αν και µόνο αν ( h i=  και k j= ), 

Ισχύει ( ) ( ), ,h k i j<  αν και µόνο αν ( ( ) ( ), ,h k i j< και ( ) ( ), ,h k i j≠ . 

 

Ορισµός 1.2 

Ο πίνακας µετάβασης ,i jA  του πίνακα A  (state-transition matrix) ορίζεται ως εξής: 

1ο. 0,0A I= , 

2ο. 11 121,0 0,1

21 22

0 0
,

0 0

A A
A A

A A

  
=    =   
   

, 

3ο. , 0i jA =                                          για 0i <  ή 0j < , 

4ο. , 1,0 1, 0,1 , 1i j i j i jA A A A A− −= +      για κάθε ( ) ( ), 0,0i j > .               (1.11)  

 

Απ’ τον ορισµό 1.2 του πίνακα µετάβασης προκύπτουν κάποιες προφανείς 

ιδιότητες του πίνακα ,i jA : 

Από την 1) έχουµε: 

i. 1,0 0

0 0

I
I

 
=  
 

    και    0,1 0 0

0
I

I

 
=  
 

 ,  όπου Ι ο ταυτοτικός πίνακας, 
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Από την 3) προκύπτει επίσης η εξής σχέση: 

ii. 11 12 11 12 1,0 0,1

21 22 21 22

0 0

0 0

A A A A
A A A

A A A A

    
= = + = +    

    
 

 

iii. Από την 2)  έχουµε για 0j = : 

,0 1,0 1,0 0,1 , 1 1,0 1,0i i i iA A A A A A A− − −= + =  

Συνεπώς 

( ),0 1,0 iiA A=        για  1,2,3,...i =  

Με τον ίδιο τρόπο: 

( )0, 0,1 jjA A=      για  1,2,3,...j =  

 

iv. 1,0 1,0 1,0 1,0I A I A A= =    και    0,1 0,1 0,1 0,1I A I A A= =  

 

v. 0,1 1,0 0I A =     και     1,0 0,1 0I A =  

 

Επαγωγικά είναι εύκολο να δείξουµε ότι για τον πίνακα µετάβασης ισχύει επίσης: 

vi. 1,0 1, 0,1 , 1 1, 1,0 , 1 0,1i j i j i j i jA A A A A A A A− − − −+ = +  

 

 

 

1.5 Ο 2-D µετασχηµατισµός z 

 

 Μια πολύ σηµαντική µέθοδος µετασχηµατισµού, που χρησιµοποιείται για να 

περιγράψει σήµατα και στοιχεία που απαντώνται σε συστήµατα αυτόµατου ελέγχου 

διακριτού χρόνου, είναι ο µετασχηµατισµός-z. Ο τύπος αυτού του µετασχηµατισµού 

στα δισδιάστατα συστήµατα κατ’ επέκταση από τα µονοδιάστατα ορίζεται ως εξής: 

 

Ορισµός 1.3 (Kaczorek 1985)  
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Ο 2-D (δύο διαστάσεων) µετασχηµατισµός-z µιας διακριτής 2-D συνάρτησης ( ),f i j  

συµβολίζεται µε ( )1 2,F z z  ικανοποιεί τις συνθήκες ( ), 0f i j =  για 0i <  ή 0j <  και 

ορίζεται από την σχέση: 

                       
( ) ( ) ( )1 2 1 2

0 0

, , , i j

i j

F z z Z f i j f i j z z
∞ ∞

− −

= =

= :=   ∑∑                          (1.12) 

 

Από τον ορισµό προκύπτει το παρακάτων Θεώρηµα: 

Θεώρηµα 1.1 

Αν ( ) ( )1 2, ,F z z Z f i j=    , τότε ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2
0 0 0 0

, , , ,
k l k

k l k i l j k i l j

i j i j

Z f i k j l z z F z z f i j z z f i j z z
− − − ∞

− − − −

= = = =

+ + = − − −   ∑∑ ∑∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1 2 1 2 1 2
0 0

, , , 0 0, 0, 0
l

k i l j

i j

f i j z z z z F z z F z F z f
∞ −

− −

= =

− = − − +  ∑ ∑  

όπου                  ( ) ( )1 1
0

,0 ,0 i

i

F z f i z
∞

−

=

:=∑  και ( ) ( )2 2
0

0, 0, j

j

F z f j z
∞

−

=

:=∑ . 

 

Απόδειξη: 

 Από τον ορισµό του 2- D µετασχηµατισµού-z έχουµε: 

( ) ( ) 1 2
0 0

, , i j

i j

Z f i k j l f i k j l z z
∞ ∞

− −

= =

+ + = + + =   ∑∑  

( ) ( )1 2 1 2
0 0

, ,k t l s k t l s

t k s l t s

f t s z z f t s z z
∞ ∞ ∞ ∞

− − − −

= = = =

= = −∑∑ ∑∑  

( ) ( )
1 1 1

1 2 1 2
0 0 0

, ,
k l k

k t l s k i l j

t s i j l

f t s z z f i j z z
− − − ∞

− − − −

= = = =

− − −∑∑ ∑∑  

( ) ( )
1

1
1 2 1 2 11 2

0

, ,
l

k l j k l

i k j

f i j z z z z F z z
∞ −

− −

= =

− = −∑∑  

( ) ( )
1 1 1

1 2 1 2
0 0 0 1

, ,
k l k

k t l s k i l j

t s i j

f t s z z f i j z z
− − − ∞

− − − −

= = = =

− − −∑∑ ∑∑  

                                                
( )

1

1 2
0

,
l

k i l j

i k j

f i j z z
∞ −

− −

= =

−∑∑
                                              

� 
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Απόρροια του πιο πάνω θεωρήµατος είναι το πιο κάτω πόρισµα: 

 
Πόρισµα 1.1 

Αν ( ) ( )1 2, ,F z z Z f i j=    , τότε ισχύει: ( ) ( )1 2 1 2, ,k lZ f i k j l z z F z z− −− − =   .         � 

 

  

Εφαρµόζοντας τον ορισµό του 2-D µετασχηµατισµού-z και το Θεώρηµα 1.1 έπονται 

οι ακόλουθες ειδικές περιπτώσεις που συναντάµε στην επίλυση γραµµικών 

συστηµάτων: 

 

� για 0, 0k l>   =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 2 1 2 1 1 2 2
0 0

, , , , 0,
k

k k i j

i j

Z f i k j z F z z f i j z z z F z z F z
− ∞

− −

= =

+ = − = −      ∑∑  

 

� για 1, 0k l=   =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 1 1 2 21, , 0, , 0,Z f i j z F z z z F z z F z z F z+ = − = −        

 

� για 0, 1k l=   =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 1 2 1 2 1, 1 , ,0 , ,0Z f i j z F z z z F z z F z z F z+ = − = −        

 

� για 1, 1k l=   =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1, 1 , ,0 0, 0,0

, ,0 0, 0,0

Z f i j z z F z z z z F z z z F z z z f

z z F z z F z F z f

+ + = − − + =  

= − − +  
 

   

 

1.6 Απόκριση δισδιάστατων συστηµάτων στον χώρο των καταστάσεων  

 

 Στην παράγραφο που ακολουθεί θα αναφερθούµε στην λύση Roesser µοντέλου σε 

όρους των πινάκων µετάβασης και στηριζόµενοι στο Θεώρηµα Cayley-Hamilton. Θα 

παρουσιάσουµε και θα αναλύσουµε την λύση του µοντέλου συναρτήσει των 2-D 

ιδιοτιµών.  
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 1.6.1 Απόκριση του Roesser µοντέλου χώρου καταστάσεων 

 

Θεώρηµα 1.2 

Για το Roesser µοντέλο (1.1) 

                111 12

21 22 2

( 1, ) ( , )
( , )

( , 1) ( , )

h h

v v

BA Ax i j x i j
u i j

A A Bx i j x i j

   +   
= +      +       

 

 

( ) ]1 2

( , )
, ( , )

( , )

h

v

x i j
y i j C C Du i j

x i j

 
= +  

 
 

 

µε οριακές συνθήκες (0, )hx j , ( ,0)vx i         για  , 0,1,2,...i j =  

η λύση δίνεται από τον τύπο: 

 

                  
( )

( )

{ }
( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

2, ,

0 01

1, , 11,0 0,1
1 2

0,0 , ,

0( , ) 0,

,0 0( , )

,

h hji
i k j i j k

vv
k k

i k j k i k j k

k k i j

x i j x k
A A

x kx i j

A B A B u k k

− −

= =

− − − − − −

≤ <

           
= + +     

         

+ +

∑ ∑

∑
                    (1.13) 

 

όπου 11,0

0

B
B

 
=    

,   0,1

2

0
B

B

  
=  
 

 

 

Απόδειξη: 

 Επαγωγικά µπορούµε να δείξουµε ότι η λύση ενός Roesser µοντέλο είναι η (1.13). 

 Για ( )( , ) 0,0i j =  παρατηρούµε ότι οι εξισώσεις (1.1α) και (1.13) δίνουν το ίδιο 

αποτέλεσµα: 

( )
( )

( )1

2

0,0(1,0)
0,0

(0,1) 0,0

hh

v v

x Bx
A u

Bx x

    
= +    

     
 

Το ίδιο ισχύει και για 0 0( , ) ( ,0) , (0, )i j i j=   , όπου 0 0, 0i j > . 

Ας υποθέσουµε λοιπόν, ότι ισχύει για όλα τα 1 2( , )k k  έτσι ώστε 1 2(0,0) ( , ) ( , )k k i j≤ < , 

δηλαδή οι εξισώσεις (1.1α) και (1.13) δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα. Σύµφωνα µε τον 

επαγωγικό νόµο πρέπει τότε να δείξουµε ότι η υπόθεση ισχύει και για ( , )i j . 
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Εφαρµόζοντας στην  εξίσωση (1.1α) παίρνουµε: 

                      
( ) ( )

1,0 0,1

1

2

( , ) ( 1, ) ( , 1)

( , ) ( 1, ) ( , 1)

0
1, , 1

0

h h h

v v v

x i j x i j x i j
A A

x i j x i j x i j

B
u i j u i j

B

     − −
= + +     

− −     

   
           + − + −   

   

                            (1.14) 

       

για 1i i= −  από την (1.13) βρίσκουµε 

( )
( )

1 2

1 2

1
21, 1,

0 01

0( 1, ) 0,

,0 0( 1, )

h hji
i k j i j k

vv
k k

x i j x k
A A

x kx i j

−
− − − −

= =

          −
= + +     

     −     
∑ ∑  

( ) ( ) ( )
( )1 2 1 2

1 2

12, 1, 1
1 2

0,0 , 1, 2

0
,

0
i k j k i k j k

k k i j

B
A A u k k

B
− − − − − − −

≤ < −

    
+ +    

    
∑  

 

ενώ για 1j j= −  παίρνουµε: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1
2, 1 , 1

0 01

11, 1 , 2
1 2

0,0 , , 1 2

0( , 1) 0,

,0 0( , 1)

0
,

0

h hji
i k j i j k

vv
k k

i k j k i k j k

k k i j

x i j x k
A A

x kx i j

B
A A u k k

B

−
− − − −

= =

− − − − − − −

≤ < −

          −
= + +     

     −     

    
   + +    

    

∑ ∑

∑
 

 

 Αντικαθιστώντας στην (1.14) λαµβάνουµε: 

( )
( )

1 2

1 2

1
21, 1,1,0

0 01

0( , ) 0,

,0 0( , )

h hji
i k j i j k

vv
k k

x i j x k
A A A

x kx i j

−
− − − −

= =

           
= + +     

            
∑ ∑  

( ) ( ) ( )
( )1 2 1 2

1 2

12, 1, 1
1 2

0,0 , 1, 2

0
,

0
i k j k i k j k

k k i j

B
A A u k k

B
− − − − − − −

≤ < −

     
+ + +     

      
∑  

( )
( )

1 2

1 2

1
2, 1 , 10,1

0 01

0 0,

,0 0

hji
i k j i j k

v
k k

x k
A A A

x k

−
− − − −

= =

          
+ + +    

         
∑ ∑  

( ) ( ) ( )
( )1 2 1 2

1 2

11, 1 , 2
1 2

0,0 , , 1 2

0
,

0
i k j k i k j k

k k i j

B
A A u k k

B
− − − − − − −

≤ < −

     
+ + +     

      
∑  

( ) ( )1

2

0
1, , 1

0

B
u i j u i j

B

   
+ − + −   
   

 

Κάνοντας τις πράξεις και χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του πίνακα µετάβασης όπως 

τις έχουµε ορίσει στην παράγραφο 1.2, η πιο πάνω εξίσωση αναδιαµορφώνεται στην: 
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( )
1 1

1

1
1, , 11,0 0,1

0 1

0( , )

,0( , )

h i
i k j i k j

vv
k

x i j
A A A A

x kx i j

−
− − − −

=

    
= + +         
∑  

( ) ( ) ( )
2 2

2

1
21, , 10,1 0, 1 1,0 0,1

01

0 0,

,0 0

hj
i j k i j kj

v
k

x k
A A A A A A

x k

−
− − − −−

=

        
+ + + +   

        
∑  

( ) (
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

2 2,1,0 1,0 1,0

0,0 , 1, 1

0,

0

h
i k j ki

k k i j

x k
A A A A − − −−

≤ < − −

 
+ + + 

      
∑  

) ( ) (
( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2

11, 1 1, 10,1 1,0
1 2

0,0 , 1, 1

,
0

i k j k i k j k

k k i j

B
A A u k k A A− − − − − − − −

≤ < − −

 
+ + + 

 
∑  

) ( )1 2, 20,1
1 2

2

0
,i k j kA A u k k

B
− − −  

+  + 
 

 

( )1 1

1

2
12,0 1, 11,0

1 2
0 2

0
,

0

i
i k i k

k

B
A A A u k k

B

−
− − − − −

=

    
+ + +    

    
∑  

( )2 2

2

2
11, 1 0, 20,1

1 2
0 2

0
,

0

j
j k j k

k

B
A A A u k k

B

−
− − − − −

=

    
+ + +    

    
∑  

( ) ( )1

2

0
1, , 1

0

B
u i j u i j

B

   
 + − + − =   
   

 

( ) ( )
( )

1 2

1 2

11
2, ,0,

0 01 1

0 0 0,

,0 ,0 0

hji
i k j i j kj

v v
k k

x k
A A A

x k x k

−−
− −

= =

            
= + + +                
∑ ∑  

( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

12 1,,0

0,0 , 1, 1

0,

00

h
i k j ki

k k i j

Bx k
A A − − −

≤ < − −

    
+ + +           

∑  

( )1 2 1

1

2
1, 1 1,0

1 2
02

0
,

0

i
i k j k i k

k

B
A u k k A

B

−
− − − − −

=

   
+ + +    

    
∑  

( ) ( ) ( )2

2

2
10, 1

1 2
0 2 2

0 0
, 1, , 1

0

j
j k

k

B
A u k k u i j u i j

B B

−
− −

=

     
+ + − + − =     

     
∑  

( )
( )

1

1 2

2, , 2

0 01

0 0,

,0 0

hji
i k j i j k

v
k k

x k
A A

x k
− −

= =

        
= + +   

        
∑ ∑  

( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2

11, , 1
1 2

0,0 , , 2

0
,

0

n
i k j k i k j k

k k i j

B
A A u k k

B
− − − − − −

≤ <

    
+ +      

    
∑ . 

�   
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 Αντικαθιστώντας την σχέση (1.13) στην εξίσωση (1.1β) βρίσκουµε την γενική 

απόκριση του συστήµατος η οποία δίνεται από την πιο κάτω σχέση. 

 

( ) [ ]
( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

2, ,
1 2

0 01

11, , 1
1 2

0,0 , , 2

0 0,
,

,0 0

0
, ,

0

hji
i k j i j k

v
k k

i k j k i k j k

k k i j

x k
y i j C C A A

x k

B
A A u k k Du i j

B

− −

= =

− − − − − −

≤ 〈

    
= + +    

    

     
+ + +     

      

∑ ∑

∑

     
 

     
        (1.15) 

 

 

1.6.2 Απόκριση του Roesser µοντέλου χώρου καταστάσεων συναρτήσει των 2-D 

ιδιοτιµών 

 

 Συγκρίνοντας τις έννοιες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου και της χαρακτηριστικής 

εξίσωσης στα δισδιάστατα συστήµατα µε τις έννοιες αυτές στα µονοδιάστατα 

συστήµατα θα παρατηρήσουµε ότι είναι αντιστοίχως ανάλογες.  

 

 Ορισµός 1.4 

 Το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )1 2,p z z , ενός πίνακα 11 12

21 22

A A
A

A A

 
=  
 

 ορίζεται 

ως εξής: 

( )
1 2

1

2

1 11 12

1 2 1 2
0 021 2 22

,
n n

n i j
ij

i jn

I z A A
p z z a z z

A I z A = =

− − 
= = 

− −  
∑∑                    (1.16) 

 

 Για να βρούµε την 2-D χαρακτηριστική εξίσωση του A , όπως και στα µονοδιάστατα 

συστήµατα, απλά µηδενίζουµε το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )1 2,p z z  δηλαδή. 

     ( )
1 2

1 2 1 2
0 0

, 0
n n

i j
ij

i j

p z z a z z
= =

= =∑∑                                                         (1.17) 

 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Cayley-Hamilton, στην περίπτωση των 1-D συστηµάτων, ο 

πίνακας A  ικανοποιεί την χαρακτηριστική του εξίσωση. Για την επέκταση και την 

του θεωρήµατος στα δισδιάστατα συστήµατα είναι απαραίτητο να αναφέρουµε το 

επόµενο θεώρηµα και λήµµα. 



ΜΑΡΙΑ Π. ΖΕΒΛΗ 
 

 34

 

Θεώρηµα 1.3 

Ο µετασχηµατισµός-z ενός πίνακα 11 12

21 22

A A
A

A A

 
=  
 

, i in n
iiA R ×∈ , για  1,2i = , ορίζεται: 

             1.

2.

11 1
11 1 12 1,

1 1
21 2 22 2

ni j

n

I A z A z
z A

A z I A z

−− −

− −

 − −
  =    − −  

.             (1.18) 

 

Απόδειξη 

Θεωρούµε την εξίσωση: 

                     
( 1, ) ( , )

( , 1) ( , )

h h

v v

x i j x i j
A

x i j x i j

   +
=   

+   
                                 (1.19) 

Με οριακές συνθήκες:      (0, ) 0hx j =  για > 0j     και   ( ,0) 0vx i =   για  > 0j . 

Από το Θεώρηµα  1.1 και την (1.13) προκύπτει ότι:  

                   ,( , ) (0,0)

( , ) (0,0)

h h
i j

v v

x i j x
A

x i j x

   
=   

   
                                          (1.20) 

Χρησιµοποιώντας στην (1.19) τις :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 1 1 2 21, , 0, , 0,Z f i j z F z z z F z z F z z F z+ = − = −        

και 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 1 2 1 2 1, 1 , ,0 , ,0Z f i j z F z z z F z z F z z F z+ = − = −        

Η (1.19) γίνεται: 

                      

1 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 2

( , ) ( , ) (0,0)

( , ) ( , ) (0,0)

h h h

v v v

z x z z x z z z x
A

z x z z x z z z x

     
= +     

     
             (1.21) 

και κάνοντας τις πράξεις η (1.16) γράφεται: 

                       

1.

2.

11 1
11 1 12 11 2

1 1
21 2 22 21 2

( , ) (0,0)

( , ) (0,0)

h h
n

v v
n

I A z A zx z z x

A z I A zx z z x

−− −

− −

 − −   
=     

− −      
     (1.22) 

συγκρίνοντας τις (1.20) και (1.22) προκύπτει η σχέση (1.18).       

                         � 
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 Λήµµα 1.1 

                     
1 2

,

0 0

0
n n

i h j k
ij

i j

a A + +

= =

=∑∑   ,               για   0h ≥     ή   0k ≥                        (1.23) 

 

Απόδειξη: 

Ο µετασχηµατισµός-z ενός πίνακα µεταφοράς σύµφωνα µε το θεώρηµα 1.3 είναι:  

1.

2.

11 1
11 1 12 1, ,

1 2 1 1
0 0 21 2 22 2

ni j i j i j

i j n

I A z A z
z A A z z

A z I A z

−− −∞ ∞
− −

− −
= =

 − −
  = =    − −  

∑∑    

Σύµφωνα µε την θεωρία πινάκων ισχύει: 

1. 1 1.

2. 2 2.

1 1
1 11 12 1 11 1 12 1

1 1
21 2 22 2 21 2 22 2

0

0

n n n

n n n

I z A A I z I A z A z

A I z A I z A z I A z

− −

− −

− −  − −   
=     

− − − −        
 

Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά µε τον 1.

2.

11 1
11 1 12 1

1 1
21 2 22 2

n

n

I A z A z

A z I A z

−− −

− −

 − −
 
− −  

 και από αριστερά 

µε τον 1.

2.

1 11 12

21 2 22

n

n

I z A A

A I z A

− − 
 

− −  
 προκύπτει: 

1.

2.

11 1
11 1 12 1

1 1
21 2 22 2

n

n

I A z A z

A z I A z

−− −

− −

 − −
 
− −  

= 1. 1

22.

1

1 11 12 1

221 2 22

0

0
n n

nn

I z A A I z

I zA I z A

−
− −   

   − −    
 

Τότε ο µετασχηµατισµός-z  του πίνακα ,i jA  γράφεται σαν: 

1. 1

22.

1

1 11 12 1, ,
1 2

20 0 21 2 22

0

0
n ni j i j i j

ni j n

I z A A I z
z A A z z

I zA I z A

−
∞ ∞

− −

= =

− −   
  = =      − −    

∑∑  

και  

1 2 1 2
, ,

1 2 1 2 1 2
0 0 0 0 0 0

n n n n
i j i j h k i h j k h k

hk ij
i j h k h i k j i j

A z z a z z a A z z
∞ ∞ ∞ ∞

− − + + − −

= = = = =− =− = =

  
= =  

   
∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑∑  

�
1 2

1 1

2 2

1 11 12 1

1 2
0 021 2 22 2

0

0

n n
n n i j

ij

i jn nadj

I z A A I z
B z z

A I z A I z = =

− −   
= =   

− −      
∑∑  

µε � 00 0B =  ,  για i < 0   ή  j < 0  

Η (1.23) και κατά συνέπεια και η ολοκλήρωση της απόδειξης του λήµµατος συνάγεται 

από την τελευταία σχέση, για � 0ijB =  όπου 0i <  ή 0<j .                                            � 
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Θεώρηµα 1.4 ( 2-D Cayley-Hamilton theorem ) 

Κάθε πίνακας 11 12

21 22

A A
A

A A

 
=  
 

, ικανοποιεί την χαρακτηριστική του εξίσωση δηλ: 

    
( )

1 2
,

1 2
0 0

, 0
n n

i j
ij

i j

p z z a A
= =

= =∑∑     (1.24) 

 

Απόδειξη: 

 Σύµφωνα µε το Λήµµα 1.1 ισχύει για κάθε 0h ≥  ή 0k ≥ : 
1 2

,

0 0

0
n n

i h j k
ij

i j

a A + +

= =

=∑∑ ,  

Αν θέσουµε όπου 0h k= = , τότε:    ( )
1 2

,
1 2

0 0

, 0
n n

i j
ij

i j

p z z a A
= =

= =∑∑ .                    � 

 

Ορισµός 1.5  

Οι 2-D ιδιοτιµές του πίνακα 11 12

21 22

A A
A

A A

 
=  
 

 είναι το ζευγάρι ( )1 2,z z  το οποίο 

ικανοποιεί ταυτόχρονα τις πιο κάτω εξισώσεις: 

i. ( ), 1 1 2, 0ip z z− =                  για    10 i n< ≤                                      

ii. ( )1, 1 2,jp z z−  = 0                για     20 j n< ≤                        (1.25) 

iii. ( )1 2, 0p z z =  

όπου ( )
1 2

, 1 2 1 2,
n n

k i l j
i j kl

k i l j

p z z a z z− −

= =

=∑∑  για κάθε ζευγάρι ακεραίων ( ),i j . 

 

Λήµµα 1.2 

Αν το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )1 2,p z z  είναι παραγοντοποιήσιµο 

(separable) δηλ. όταν µπορεί να γραφτεί στην µορφή:  

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2,p z z p z p z=  , 

και ταυτόχρονα ισχύει:  

                          ( ) ( )( ) ( )1 2 ...
ii i i i i i i inp z z z z z z z= − − − ,   1,2i =            (1.26) 

 Τότε το σύνολο των 2-D ιδιοτιµών του είναι: 

                      ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, : 0,0 , ,i jz z i j n n< ≤ ,    όπου 10 20 0z z= = .                 (1.27) 
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Απόδειξη: 

Απ’ την υπόθεση ότι το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο µας είναι 

παραγοντοποιήσιµο έχουµε ότι : 

( ) � ( ) ( ), 1 1 2 1 2 2 21,i ip z z p z z p z− =  

και               

( ) ( ) � ( )1, 1 2 1 1 1 22,j jp z z z p z p z− =  

για κάποια πολυώνυµα � ( )11ip z , � ( )22 jp z . Είναι προφανές ότι το ( )2 2 jp z  ικανοποιεί 

την ( ), 1 1 2, 0i jp z z− =  και το ( )1 1ip z  ικανοποιεί την ( )1, 1 2,j ip z z−  = 0 . Έτσι έχουµε για 

κάθε ( )1 2,i jz z  όλα τα πολυώνυµα ( ), 1 1 2,ip z z− , ( )1, 1 2,jp z z− , ( )1 2,p z z  να είναι 

ισοδύναµα µε µηδέν και κατά συνέπεια, σύµφωνα µε τον ορισµό (1.5), το σύνολο 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, : 0,0 , ,i jz z i j n n< ≤  είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα A .            � 

 

 Η λύση του Roesser µοντέλου µε την βοήθεια των πιο πάνω ορισµών µπορεί να δοθεί 

σύµφωνα µε το θεώρηµα που ακολουθεί µέσω των ιδιοτιµών του χαρακτηριστικού 

πολυώνυµου. 

 

Θεώρηµα 1.5 

Αν το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )1 2,p z z  είναι διαχωρίσιµο και το σύνολο 

των διακριτών ιδιοτιµών του πίνακα A  έχουν την 

µορφή: ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, : 0,0 , ,i jz z i j n n< ≤ , όπου 10 20 0z z= = , τότε η λύση του Roesser 

µοντέλου (1.1) µε οριακές συνθήκες (1.2) δίνεται από τον πιο κάτω τύπο: 

 

  
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

2
, 1 2 1 2

0,0 , , 0 01

1 11,0 0,1
1 2 1 2 1 2

0,0 , ,

0( , ) 0,

,0 0( , )

,

h hji
i k j kj i

k l k l k lvv
k l n n k k

i k j k i k j k
k l k l

k k i j

x i j x k
z z z z z

x kx i j

z z B z z B u k k

− −

< ≤ = =

− − − − − −

≤ 〈

      
= + +     

     


              + + 



∑ ∑ ∑

∑

     

   (1.28) 

για ( ) ( )0,0 ,i j< , όπου , , ( )k l k lz v A=  και η ( ), 1 2,k lv z z  ορίζεται από τη σχέση  

( )
1 2

1 1 2 2
, 1 2

0 01 1 2 2

,
n n

k l
i j

k li k j l
k i l j

z z z z
v z z

z z z z= =
≠ ≠

− −
=

− −∏ ∏ ,          ( ) ( ) ( )1 20,0 , ,k l n n< ≤  
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Απόδειξη: 

Θεωρούµε την συνάρτηση: 

                   

( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

2
1 2 1 2 1 2

1

1 11,0 0,1
1 2 1 2 1 2

0,0 , ,

0 0,
,

,0 0

,

hji
i k j kj i

v
k k

i k j k i k j k

k k i j

x k
f z z z z z z

x k

z z B z z B u k k

− −

− − − − − −

< ≤

   
= + +   

   

 + +

∑ ∑

∑
                  (1.29) 

Η οποία περιέχει τις 2-D ιδιοτιµές ( )1 2,i jz z  για  ( ) ( ) ( )1 20,0 , ,i j n n< ≤  του πίνακα A . 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο ( )
( ) ( ) ( )

( )
1 2

, 1 2
0,0 , ,

,i j i j
i j n n

f A z f z z
< ≤

= ∑   (βλέπε Παράρτηµα) 

για την συνάρτηση (1.29) και διαγράφοντας τους όρους 1z  και 2z  µε αρνητικούς 

εκθέτες προκύπτει η (1.28).                           � 

 

 

Αλγόριθµος εύρεσης λύση του Roesser µοντέλου συναρτήσει των 2-D ιδιοτιµών 

Βήµα 1: Βρίσκουµε το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )1 2,p z z  του πίνακα Α και 

υπολογίζουµε το σύνολο των ιδιοτιµών του ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, : 0,0 , ,i jz z i j n n< ≤ . 

 

Βήµα 2: Βρίσκουµε τους πίνακες , , ( )k l k lz v A= ,  

όπου ( )
1 2

1 1 2 2
, 1 2

0 01 1 2 2

,
n n

k l
i j

k li k j l
k i l j

z z z z
v z z

z z z z= =
≠ ≠

− −
=

− −∏ ∏ , για ( ) ( ) ( )1 20,0 , ,k l n n< ≤  

 

Βήµα 3: Χρησιµοποιώντας από το θεώρηµα 1.5 τον τύπο: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2

1 2 1 2

2
, 1 2 1 2

0,0 , , 0 01

0( , ) 0,

,0 0( , )

h hji
i k j kj i

k l k l k lvv
k l n n k k

x i j x k
z z z z z

x kx i j
− −

< ≤ = =

     
= + +             

∑ ∑ ∑  

( )
( ) ( ) ( )

( )1 2 1 2

1 2

1 11,0 0,1
1 2 1 2 1 2

0,0 , ,

,i k j k i k j k
k l k l

k k i j

z z B z z B u k k− − − − − −

≤ 〈


+ + 


∑  

   

βρίσκουµε τις επιθυµητές λύσεις.               � 
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1.7 Απόκριση των Fornasini- Marchesini µοντέλων 

 

 Οι έννοιες, που ορίσαµε για το Roesser µοντέλο λόγω της ισοδυναµίας των δύο 

µοντέλων, επεκτείνονται εύκολα και για τα Fornasini- Marchesini µοντέλα. 

 

1.7.1 Απόκριση του Fornasini- Marchesini Ι  µοντέλου 

 

Θεώρηµα 1.6 

Αν θεωρήσουµε το Fornasini- Marchesini Ι µοντέλο το οποίο ορίζεται από τις 

εξισώσεις (1.3) µε οριακές συνθήκες (1.4) τότε η λύση του F-MM I έχει την µορφή: 

 

                

( ) ( ) ( ) � ( ){ }
�

( ) ( ) ( )
( )

, ,
22 21 1

0 0

1,
21

0,0 , ,

, ,0 0, 1 0,

,

ji
i k j i j l

k l

i k j l

k l i j

x i j A x k A x l A x l

A Bu k l

− −

= =

− − −

≤ <

= + + − +

                  +

∑ ∑

∑
                  (1.30) 

 

για ( ) ( ), 0,0i j ≥  ,   και όπου  
� � ��

�
11 12

21 22

,
, ,

2 0 2 1 ,
, ,

1

k l
k l k l

k l
k l k l

n

A A A A A A
A

A A I A

   +
= =  
    

                 (1.31) 

 

Απόδειξη: 

 Από τις σχέσεις ισοδυναµίας (1.9) των Roesser και F-MM Ι µοντέλων και το 

Θεώρηµα 1.2 για την λύση του Roesser µοντέλου, επεκτείνουµε την λύση του Roesser 

µοντέλου και προκύπτει ότι για το F-MM Ι µοντέλο ισχύει: 

( ) � ( )
( ) ( )

( ) � ( )1 , , 1 1

0 0

0, 1 , 0, 1 0,

,0, 0

ji
i k j i j

k l

x i j A x i j x l A x l
A A

x kx i j

− −

= =

    + − + −
= + +    

       
∑ ∑

                        
 

( ) ( ) ( )

�
( )1,

0,0 , ,

,
0

i k j l

k l i j

B
A u k l− − −

≤ <

 
+  

  
∑  

σύµφωνα µε την (1.9) όπου 

⌢
1

2 0

B B

B

  
=   

   
, συνεπώς 

�
1,0

0

B
B

 
=  
  

 και 0,1 0
0

0
B

 
= = 
 

 

Λαµβάνοντας υπόψη την σχέση (1.31) και αντικαθιστώντας την, στην σχέση που 

βρήκαµε, παίρνουµε την επιθυµητή λύση.  

� 
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 Αντικαθιστώντας στο (1.3β) την λύση του F-MM I που δίνεται από το Θεώρηµα 1.6 

και την σχέση (1.30), παίρνουµε την γενική απόκριση για το Fornasini- Marchesini Ι: 

 

               

( ) � ( ) � ( ) � ( ){ }
�

( ) ( ) ( )

� ( )

, ,
22 21 1

0 0

1,
21

0,0 , ,

, ,0 0, 1 0,

,

ji
i k j i j l

k l

i k j l

k l i j

y i j CA x k CA x l A x l

CA Bu k l

− −

= =

− − −

≤ ≤

= + + − +

                 +

∑ ∑

∑
              (1.32) 

για  ( ) ( ), 0,0i j ≥ . 

 

Παράδειγµα 1.1 

Έστω το µοντέλο Fornasini- Marchesini Ι που περιγράφεται από την εξίσωση: 

( ) ( ) ( )
0 1 1 2 0 1

1, 1 1 2 0 , 0 2 0 1,

0 1 1 0 1 0

x i j x i j x i j

   
   + + = − + + +   
   −   

 

( )
0 0 1 1 1

1 2 0 , 1 0 ( , )1

0 1 0 0 1

x i j u i j

  
  + + + −  
     

 

µε � 0

0 1 1

1 2 0

0 1 1

A

 
 = − 
  

, �1

2 0 1

0 2 0

0 1 0

A

 
 =  
 − 

, � 2

0 0 1

1 2 0

0 1 0

A

 
 =  
  

, �
1 1

0 1

0 1

B

 
 

= − 
 
 

 

µε είσοδο ( , ) e 2i ju i j =  και µηδενικές οριακές συνθήκες, δηλ ( ) ( ),0 0, 0x i x j= =  για 

κάθε , 0,1,2,...i j = , να βρούµε την λύση ( ),x i j  του µοντέλου, και συγκεκριµένα την 

( )2,2x . 

Από την σχέση (1.31) βρίσκουµε τους πίνακες µετάβασης που θα χρειαστούµε για την 

λύση του µοντέλου. 

� � ��

�
11 12

21 22

,

,
, ,

2 0 2 1,

, ,

1

0 0 01 1 1

0 61 2 1 1

0 0 31 1 1

0 0 01 2 1

0 0 0 01 2

0 0 0 01 1

k l

k l
k l k l

k l

k l k l

n

A AA A A A
A

A AI A

 
 
− 

    +
= = =            

 
 
 − 
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1,0

1,0

0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 1

0 6 0 61 2 1 1 1 2 1 1

0 0 3 0 0 31 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 01 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1

A

   
   
− −   
   

= =   
   
   
   
 −   

, τότε 
21

1,0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

A

 
 =  
  

 

0,1

0,1

0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1

0 6 0 0 0 0 0 01 2 1 1

0 0 3 0 0 0 0 0 01 1 1

0 0 0 0 0 01 2 1 1 2 1

0 0 0 0 0 0 0 01 2 1 2

0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1

A

   
   
−   
   

= =   
   
   
   
 −   − 

, τότε 
21

0,1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

A

 
 =  
  

 

1,1 1,0 0,1 0,1 1,0

0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1

0 6 0 0 0 0 0 01 2 1 1

0 0 3 0 0 0 0 0 01 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 01 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1

A A A A A

   
   
−   
   

= + == +   
   
   
   
   − 

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 6 61 2 1 1 1 1 2 11 1

0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 3 0 5 01 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 2 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 61 2 1 2 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31 1 1 1 1

     −
     

−     
     

+ =     
     
     −     
 −     

, 

τότε                                               
21

1,1

0 1 1

1 2 0

0 1 1

A

 
 = − 
  

 

0,2 1,0 1,2 0,1 0,1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 01 2 1 1 2 1

0 0 0 0 0 0 0 01 2 1 2

0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1

A A A A A−

   
   
   
   

= + = ⇒   
   
   
   
 −   − 
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0,2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

02 1 4 1 2

0 0 0 02 4

0 0 0 01 2

A

 
 
 
 

=  
− 

 
 
 − − 

,            τότε 
21

0,2

2 0 1

0 2 0

0 1 0

A

 
 =  
 − 

 

1,2 1,0 0,2 0,1 1,1

0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1

0 6 0 0 0 0 0 01 2 1 1

0 0 3 0 0 0 0 0 01 1 1

0 0 0 0 0 0 02 1 4 1 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 02 4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 2

A A A A A

   
   
−   
   

= + = +   
−   

   
   
   − − 

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 2

0 0 0 0 0 0 61 1 2 11 1 2 11 1 4 21 2

0 0 0 0 0 0 0 3 0 5 0 0 5 0 0 10 01

0 0 0 0 0 0 0 3 0 31 2 1 1 1 1 4 2

0 0 0 0 0 6 10 23 31 2 1 2 1 1 1 1 4

0 0 0 0 0 0 31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

     − − −
     
     
     

+ =     
     
     − −     
 −     − − − 

, 

τότε                                         
21

1,2

0 3 4

1 10 1

1 1 1

A

 
 = − 
  

 

Από την σχέση (1.30): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) � ( ){ }2,2 1,2 0,2 2,2
22 22 22 21 12,2 0,0 1,0 2,0 0,1 0,0x A x A x A x A x A x= + + + − +  

( ) � ( ){ } ( ) � ( ){ } � ( )2,1 2,0 1,2
21 1 21 1 210,2 0,1 0,3 0,2 0,0A x A x A x A x A Bu+ − + − + +  

� ( ) � ( )1,1 0,2
21 210,1 1,0A Bu A Bu+ +  

Επειδή οι οριακές συνθήκες είναι µηδενικές, τότε οι πρώτοι όροι µηδενίζονται: 

( ) � ( ) � ( ) � ( )1,2 1,1 0,2
21 21 212,2 0,0 0,1 1,0x A Bu A Bu A Bu= + + + =  

 

0 0 0 1 1 0

0 3 4 0 1 1 2 0 11 1 1 1 1 1

1 10 1 0 e 2 1 2 0 0 e 2 0 2 0 0 e 21 1 1

1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 01 1 1

          
          = − + − + ⇒− − −          
          −          
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( )
2 1 3

2,2 3 16 2

11

e e

x e

e

 +
 

= − − − 
 + 

 

Γενικά για κάθε ( ),i j  η λύση του µοντέλου:  

( )
( ) ( ) ( )

1,
21

0,0 , ,

1 1

, 0 e 21

0 1

i k j l k l

k l i j

x i j A − − −

≤ <

 
 

= − 
 
 

∑ .            

Η απόκριση του µοντέλου για   
1 1 0

0 1 0
C

 
=  
 

 και 0D =   είναι:     

                        ( )
2 1 3

1 1 0 2 3 15
2,2 3 16 2

0 1 0 3 16 2
11

e e
e e

y e
e

e

 +
− − +    

= − − − =    − − −    + 

.                 � 

                                       

 

1.7.2 Απόκριση του Fornasini- Marchesini ΙΙ µοντέλου  

 

Ορισµός 1.6 

Ο πίνακας µετάβασης για τα F-MM II  ,i jA  ορίζεται ως: 

i. 
0,0A I=  

ii.  , 1, , 1
1 2

i j i j i jA A A A A− −= +                                        για  ( ) ( ), 0,0i j >  

iii.  , , 0i j i jA A− −= =                                       για  0i >   ή  0j >     (1.33)         

iv. [ ] [ ]0, ,0
2 1,

j ij iA A A A=    =                για  0, 0i j>   >                 

v. 1, , 1 1, , 1
1 2 1 2

i j i j i j i jA A A A A A A A− − − −+ = +              για  ( ) ( ), 0,0i j ≥  

 

Το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο του F-MM II  δίνεται από την: 

                         ( ) [ ]
1 2

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2
0 0

, det
n n

i j
n ij

i j

p z z I z z A z A z a z z
= =

= − − =∑∑                         (1.34) 

Η 2-D χαρακτηριστική εξίσωση του F-MM II δίνεται από την εξίσωση:  

                      ( )1 2, 0p z z =                                                     (1.35) 
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Θεώρηµα Cayley-Hamilton για το F-MM II 

Ο πίνακας µεταφοράς ενός F-MM II ικανοποιεί την χαρακτηριστική του εξίσωση. 

∆ηλαδή 

                                                      ,

0 0

0
n n

i j
ij

i j

a A
= =

=∑∑                                                  (1.36) 

όπου ,i jA  ορίζονται από τις σχέσεις (1.33). 

  

Απόδειξη: 

Αντικαθιστώντας την εξίσωση  

[ ]
1 1

1 2 1 2 2 1 1 2
0 0

n n
i j

n ij
i j

adj I z z A z A z B z z
− −

= =

− − =∑∑  

και του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (1.34) στην σχέση: 

[ ][ ] ( )1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2,n n nadj I z z A z A z I z z A z A z I p z z− − − − =  

παίρνουµε 

{ }
1 1

1 1 1 1
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

0 0 0 0

n n n n
i j i j i j i j

ij n n ij
i j i j

B I z z A z z A z z I a z z
− −

+ + + +

= = = =

− − =∑∑ ∑∑  

Από τις ιδιότητες του πίνακα µετάβασης ενός F-MM II προκύπτει  

1, 1 , 1 1,
1 2

i j i j i jA A A A A+ + + += +  

Κατά συνέπεια ο πίνακας µεταφοράς του ικανοποιεί την χαρακτηριστική του εξίσωση.  

                             �                               

 

Θεώρηµα 1.7 

Η λύση του F-MM II (1.5α)  µε οριακές συνθήκες (1.6) δίνεται από την σχέση: 

 

                            

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

, 1
2 01

1

1,
1 10

1

1, , 1
10 01

1 1

, ,0 ,0

     0, 0,

 ,

i
i k j

k

j
i j l

l

ji
i k j l i k j l

k l

x i j A A x k B u k

A A x l B u l

A B A B u k l

− −

=

− −

=

− − − − − −

= =

= + +  

+ + +  

 + + 

∑

∑

∑∑

                             (1.37)                                                          

  για ( ) ( ), 0,0i j > . 
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Απόδειξη: 

Θέλουµε να δείξουµε ότι ( ) ( ),
2, ,0i k j lx i j A A x k− −= ,      για 0k >  

Ας θεωρήσουµε µηδενικά όλα τα διανύσµατα εισόδου ( ),u i j , για κάθε ( ),i j , και 

µηδενικές τις οριακές συνθήκες (1.6), εκτός του ( ),0x k  που το θεωρούµε  διάφορο 

του µηδέν.  

Από την εξίσωση του µοντέλου µας (1.5) και από τις ιδιότητες του πίνακα µεταφοράς 

για τα F-MM II που είδαµε στις εξισώσεις (1.33) έχουµε:  

( ) [ ] ( ) [ ] ( )1

2 2 2, ,0 ,0
j j

x k j A x k A A x k
−

= = = ( )0, 1
2 ,0jA A x k−=  ,              για 1,2,...j =  

και 

( ) [ ] ( )1 2,1 ,0
i k

x i A A x k
−

= = ( ),0
2 ,0i kA A x k−=                             για , 1, 2,...i k k k= + +  

Γι αυτό και η υπόθεση µας επαληθεύεται για κάθε ( ),0i  και ( )0, j ,  , 1,2,...i j =  

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουµε ότι αν τα διανύσµατα εισόδου ( ),u i j  για κάθε 

( ),i j  και οι αρχικές συνθήκες είναι µηδενικές εκτός του ( )0,x l  , τότε έχουµε: 

( ) ( ), 1
1, 0,i k jx i j A A x l− −=      για l > 0  

Για να αποδείξουµε επαγωγικά την υπόθεση µας, θεωρούµε ότι ισχύει για κάθε ( ),k l  

έτσι ώστε ( ) ( ) ( )0,0 , ,k l i j< <  και θέλουµε να αποδείξουµε ότι ισχύει για ( ),i j . 

Από την (1.5) και από τις ιδιότητες του πίνακα µεταφοράς για τα F-MM II έχουµε : 

( ) ( ) ( )1 2, 1, , 1x i j A x i j A x i j= − + − =  

( ) ( )1, 1 , 2
1 2 2 2,0 ,0i k j i k jA A A x k A A A x k− − − − −= + =  

( ), 1
2 ,0i k jA A x k− −= . 

Υποθέτουµε ότι για κάποια ( ) ( ) ( )1,1 , ,k l i j≤ < , η ( ),u k l  είναι η µοναδική µη 

µηδενική είσοδος και οι αρχικές συνθήκες είναι όλες µηδέν. Τότε εφαρµόζοντας στην 

σχέση (1.5) λαµβάνουµε: 

( ) ( )01, 1 ,x k l B u k l+ =  

και 

( ) ( )101, ,x k l B u k l+ =  

Εποµένως έχουµε:  

( ) ( ) ( )1, , 1, 1, , 1i k j l i k j lx i j A x k l A x k l− − − − − −= + + + =  
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( ) ( )1, , 1
10 01 ,i k j l i k j lA B A B u k l− − − − − −+  

Αν η ( ),0u k  είναι η µοναδική µη µηδενική είσοδος και οι αρχικές συνθήκες είναι 

όλες µηδέν, τότε: 

( ) ( ), 1
01, ,0i k jx i j A B u k− −=                       για , 1, 2,...i k k k= + +  

 

και αντίστοιχα θεωρούµε την ( )0,u l  τη µοναδική µη µηδενική είσοδο καθώς και τις 

αρχικές συνθήκες όλες µηδέν, τότε έχουµε: 

( ) ( )1,
10, 0,i j lx i j A B u l− −=                           για , 1, 2,...j l l l= + +  

για κάθε , =1,2,...k l  

 Τέλος από την υπόθεση των αποτελεσµάτων των οριακών συνθηκών και εισόδων 

όπως τις ορίσαµε στις πιο πάνω σχέσεις, καταλήγουµε στο επιθυµητό αποτέλεσµα.  � 

 

Η γενική απόκριση του συστήµατος λαµβάνεται από την αντικατάσταση της λύσης 

του F-MM II όπως δίνεται από το Θεώρηµα 1.7 την σχέση (1.35)  στην (1.5β) και µας 

δίνει: 

 

        

( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( )

, 1 1,
2 01 1

1 1

1, , 1
10 10 01

1 1

, ,0 ,0 0,

0, ,

ji
i k j i j l

k l

ji
i k j l i k j l

k l

y i j CA A x k B u k CA A x l

B u l C A B A B u k l

− − − −

= =

− − − − − −

= =

= + + +

  +  + +  

∑ ∑

∑∑
          (1.38) 

για κάθε ( ) ( ), 0,0i j > . 

 

Παράδειγµα 1.2 

Έστω το µοντέλο Fornasini- Marchesini ΙΙ, που δίνεται από την εξίσωση: 

( ) ( ) ( )
2 1 0 1 1 1 1 0

1, 1 1 1 1 , 1 0 1 2 1, 1 ( 1, ) 1 ( , 1)

0 0 1 1 0 1 1 1

x i j x i j x i j u i j u i j

       
       + + = − + + + + + + +       
       −       

 

 

µε πίνακες:        1

2 1 0

1 1 1

0 0 1

A

 
 = − 
  

, 2

1 1 1

0 1 2

1 0 1

A

 
 =  
  

, 01

1

1

1

B

 
 =  
  

, 10

0

1

1

B

 
 =  
 − 

. 
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Να βρούµε την λύση του ( ) ( ), 3,2x i j x= , για διάνυσµα εισόδου ( ), i ju i j e +=  και 

µηδενικές οριακές συνθήκες ( ) ( ),0 0, 0x i x j= = , για , 0,1,2,...i j =   

Οι πίνακες µετάβασης σύµφωνα µε τον ορισµό 1.6 για το F-MM-II υπολογίζονται από 

τις σχέσεις (1.33): 

[ ]11,0
1

2 1 0

1 1 1

0 0 1

A A

 
 = = − 
  

,                  [ ]10,1
2

1 1 1

0 1 2

1 0 1

A A

 
 = =  
  

, 

1,1 0,1 1,0
1 2

2 1 0 1 1 1 1 1 1 2 1 0 3 5 6

1 1 1 0 1 2 0 1 2 1 1 1 1 1 5

0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 3 1 2

A A A A A

         
         = + = − + − = −         
                  

 

2,0 , 1,0 2, 1
1 2

2 1 0 2 1 0 3 3 1

1 1 1 1 1 1 3 0 2

0 0 1 0 0 1 0 0 1

i jA A A A A A −

     
     = = + = − − = −     
          

 

2,1 1,1 2,0
1 2

2 1 0 3 5 6 1 1 1 3 3 1 5 14 21

1 1 1 1 1 5 0 1 2 3 0 2 4 3 5

0 0 1 3 1 2 1 0 1 0 0 1 6 4 4

A A A A A

         
         = + = − − + − = − −         
                  

 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.7, η λύση του δίνεται από την σχέση (1.37):  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,1 1,1
2 01 2 013,2 1,0 1,0 2,0 2,0x A A x B u A A x B u= + + + +        

( ) ( ) ( ) ( )0,1 2,1
2 01 1 103,0 3,0 0,1 0,1A A x B u A A x B u+ + + + +        

( ) ( ) ( )2,0 1,1 2,0
1 10 10 010,2 0,2 1,1A A x B u A B A B u + + + + +      

( ) ( )1,0 2, 1 0,1 1,0
10 01 10 011,2 2,1A B A B u A B A B u−   + + + + +     

( ) ( )0,0 1, 1 1,1 0,0
10 01 10 012,2 3,1A B A B u A B A B u− −   + + + + +     

( )1,0 0, 1
10 01 3,2A B A B u− − + +   

Αντικαθιστώντας: 

( ) 2 3

5 14 21 1 3 5 6 1 1 1 1 1

3,2 4 3 5 1 1 1 5 1 0 1 2 1

6 4 4 1 3 1 2 1 1 0 1 1

x e e e

           
           = − − + − + +           
                      

 

2 2

5 14 21 0 3 3 1 0 3 5 6 0 3 3 1 1

4 3 5 1 3 0 2 1 1 1 5 1 3 0 2 1

6 4 4 1 0 0 1 1 3 1 2 1 0 0 1 1

e e e

                
                + − − + − + − + − +                
                − − −                
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3 3

2 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 2 1 0 1

1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 2 1 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1

e e

                  
                  + − + + + − +                  
                  − −                  

 

4 4

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1

0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1

e e

                  
                  + + + + +                  
                  − −                  

 

        ( )

2 3 4

5 2 3 4

2 3

0 0 0 0 0 0 0 1 33 22 7

0 0 0 1 0 0 0 1 3,2 10 2 3 2

0 0 0 1 0 0 0 1 14 5

e e e e

e x e e e e

e e e

   + + +       
         + + ⇒ = − − + +         
         − + +          

.     

Η απόκριση του για [ ]1 0 1C= −  δίνεται από την σχέση (1.38): 

     ( ) [ ]

2 3 4

2 3 4 2 3 4

2 3

33 22 7

3,2 1 0 1 10 2 3 2 19 17 6

14 5

e e e e

y e e e e e e e e

e e e

 + + +
 = − − − + + = + + + 
 + + 

.           � 

 

 

1.8   Εφαρµογή µοντέλου µορφής χώρου καταστάσεων 

 

  Πολλοί ερευνητές έχουν ασχοληθεί µε το Roesser µοντέλο και όπως είδαµε, έχουν 

καθιερώσει µια συνεπή θεωρία για την λύση, βασισµένη σε µια πολυωνυµική 

προσέγγιση και στον δισδιάστατο µετασχηµατισµό–z . Εντούτοις, έχουν υπάρξει 

µόνο µερικά έγγραφα σχετικά µε τις εφαρµογές της εξίσωσης του Roesser µοντέλου, 

στη µελέτη των συνεχών γραµµικών συστηµάτων που περιγράφονται από τις µερικές 

διαφορικές εξισώσεις. Σε αυτήν την παράγραφο θα παρουσιάσουµε την χρήση 

πεπερασµένων διαφορικών µεθόδων, ένα θεµελιώδες πρόβληµα µερικών διαφορικών 

εξισώσεων το οποίο µπορεί να µετασχηµατιστεί στην εξίσωση του Roesser µοντέλου 

και κατά συνέπεια να βρούµε την λύση του όπως την παρουσιάσαµε στις 

προηγούµενες παραγράφους. Η αριθµητική λύση των διακριτών µοντέλων µας 

επιτρέπει να ανάγουµε και να απλοποιήσουµε τις υπολογιστικές πράξεις σε σύγκριση 

µε την παραδοσιακή τεχνική της αριθµητικής µεθόδου για τις µερικές διαφορικές 

εξισώσεις. 
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 Το παρακάτω παράδειγµα αναλύει κάποια θερµική διαδικασία σε χηµικούς 

αντιδραστήρες (chemical reactors) ή σε ανταλλάκτες θερµότητας (heat exchangers), ή 

σε φούρνους σωλήνων (pipe furnaces) περιγραφόµενη από µερική διαφορική 

εξίσωση. 

 

Θεωρούµε την εξίσωση: 

                             
( ) ( ) ( ) ( )

, ,
,

dT x t dT x t
T x t U t

dx dt
= − − +                                       (1.39) 

 

µε αρχικές και οριακές συνθήκες: 

               ( ) ( ) ( )1,0 1 x
HT x f x U e−= = − ,    ( ) ( )20, 0T t f t= =                               (1.40) 

 

όπου ( ),T x t  είναι συνήθως η θερµοκρασία για [ ]0, kx x∈  και [ ]0,t∈ ∞ . 

Η HU είναι σταθερά και ( )U t  είναι δοσµένη συνάρτηση δύναµης. 

 

Heat Exchanger 

 

Ένας τρόπος επίλυσης της εξίσωσης είναι η µέθοδος διακριτοποίησης. 

 

              ( ) ( ), ,T i j T i x j t= ∆ ∆              και             ( ) ( )U j U j t= ∆                     (1.41) 

και προσεγγίζοντας την µερική παράγωγο ως: 

  

( ) ( ) ( ), , 1 ,dT x t T i j T i j

dt t

+ −
≅ −

∆
  και  

( ) ( ) ( ), , 1,dT x t T i j T i j

dx x

− −
≅ −

∆
             (1.42) 
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µπορούµε να ξαναγράψουµε την µερική διαφορική εξίσωση που δίνεται από την 

σχέση (1.39) σαν: 

( ) ( ) ( ) ( ), 1 1 , 1,
t t

T i j t T i j T i j tU j
x x

∆ ∆ + = − − ∆ + − + ∆ ∆ ∆ 
                     (1.43) 

 

µε συνθήκη ευστάθειας: 

    
1 1

t
t

x

∆
− − ∆
∆

<                                         (1.44) 

 

ορίζουµε  

                                  ( ) ( ), : 1,hx i j T i j= −      και   ( ) ( ), : ,vx i j T i j=                    (1.45)      

 

Τότε από τις εξισώσεις (1.43) και (1.45) παίρνουµε την µερική διαφορική εξίσωση 

στην µορφή του Roesser µοντέλου : 

 

                  

( )
( )

( )
( )

( )
2 1

1, ,0 1 0

, 1 ,

h h

v v

x i j x i j
U j

a a bx i j x i j

   +    
= +      

+         
                         (1.46) 

όπου  

     
1 1

t
a t

x

∆
= − − ∆

∆
,              2

t
a

x

∆
=
∆

,                     b t= ∆                 (1.47) 

 

το µοντέλο αυτό είναι προσεγγιστική µορφή της µερικής διαφορικής εξίσωσης (1.39) 

µε οριακές συνθήκες  

 
( ) ( ),0 1v i x

Hx i U e− ∆= − ,                        (1.48) 

και  

          ( ) ( )0, 0, 0hx j T j≅ =                                   (1.49) 

 

 Θέλουµε να βρούµε την λύση του 
( )
( )

, (2,2)

, (2,2)

h h

v v

x i j x

x i j x

   
=   

    
 , µε οριακές συνθήκες που 

δίνονται από τις εξισώσεις (1.48) και  (1.49) και διάνυσµα εισόδου 
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( ) ( )100 1 0U t t= × − , (όπου ( )1 t είναι η µοναδιαία συνάρτηση), [ ]0,2x∈  και 

[ ]0,0.9t∈ . Ας θεωρήσουµε ότι 0.1t∆ =  , 0.2x∆ =  και  10HU = .  

Τότε έχουµε  1 0.4a = , 2 0.5a =  και 0.1b =  άρα το µοντέλο  γράφεται   

( )
( )

( )
( )

( )
1, ,0 1 0

0.5 0.4 0.1, 1 ,

h h

v v

x i j x i j
U j

x i j x i j

   +    
= +      

+          
 

 

µε πίνακες 
0 1

0.5 0.4
A

 
=  
 

 και 
0

0.1
B

 
=  
 

, 1,0

0

0
B

 
=  
 

, 0,1

0

0.1
B

 
=  
 

. 

Ελέγχουµε αν ισχύει η συνθήκη ευστάθειας (1.44): 1 0.4 < 1
t

t
x

∆
− − ∆ =
∆

. 

Υπολογίζουµε τους πίνακες µετάβασης: 

1,0 0 1

0 0
A

 
=  
 

, 0,1 0 0

0.5 0.4
A

 
=  
 

 

 

1,1 1,0 0,1 0,1 1,0 0 1 0 0 0 0 0 1 0.5 0.4

0 0 0.5 0.4 0.5 0.4 0 0 0 0.5
A A A A A

         
= + = + =         

         
 

0,2 1,0 1,0 0,1 0,1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0.5 0.4 0.5 0.4 0.2 0.16
A A A A A−          

= + = + =         
         

 

2,0 1,0 1,0 0,1 2, 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
A A A A A −          

= + = + =         
         

 

1,2 1,0 0,2 0,1 1,1 0 1 0 0 0 1 0.5 0.4 0.2 0.16

0 0 0.2 0.16 0.5 0.4 0 0.5 0.25 0.4
A A A A A

         
= + = + =         

         
 

2,1 1,0 1,1 0,1 2,0 0 1 0.5 0.4 0 0 0 0 0 0.5

0 0 0 0.5 0.5 0.4 0 0 0 0
A A A A A

         
= + = + =         

         
 

2,2 1,0 1,2 0,1 2,1 0 1 0.2 0.16 0 0 0 0.5 0.25 0.4

0 0 0.25 0.4 0.5 0.4 0 0 0 0.25
A A A A A

         
= + = + =         

         
 

 

για 2i j= = , από την εξίσωση (1.13) έχουµε 

( )
( )

{ }
( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

2 2
22 ,2 2,2

0 01

2 1,2 2 ,2 11,0 0,1
1 2

0,0 , 2,2

0(2,2) 0,

,0 0(2,2)

,

h h
k k

vv
k k

k k k k

k k

x x k
A A

x kx

A B A B u k k

− −

= =

− − − − − −

≤ <

           
= + +                

+ + ⇒

∑ ∑

∑
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

{ } ( ) { } ( )

2,2 1,2 0,2

2,2 2,1 2,0

1,2 1,0 2,1 0,1 0,2 1,0 1,1 0,1

0 0 0(2,2)

0,0 1,0 2,0(2,2)

0,0 0,1 0,2

0 0 0

0 0

h

v v vv

h h h

x
A A A

x x xx

x x x
A A A

A B A B U A B A B U

                         
= + + +        

      

     
+ + + +     

                    

+ + + + +

{ } ( ) { } ( )1,1 1,0 2,0 0,1 0,1 1,0 1,0 0,11 1A B A B U A B A B U+ + + + ⇒

 

Αντικαθιστούµε µε τα αριθµητικά δεδοµένα µας: 

(2,2) 0.25 0.4 0 0.2 0.16 0

0 0.25 0 0.25 0.4 1.8(2,2)

h

v

x

x

          
= + +         
        

 

0 0 0 0.25 0.4 0 0 0.5 0

0.2 0.16 3.3 0 0.25 0 0 0 0

            
+ + + +           
           

 

0 0 0 0.2 0.16 0 0 0.5 0
0

0 0 0 0.25 0.4 0 0 0 0.1

            
+ + + × +            
            

 

0 0 0 0.5 0.4 0
0

0.2 0.16 0 0 0.5 0.1

        
+ + × +        
        

 

0.5 0.4 0 0 0 0
100

0 0.5 0 0 0 0.1

        
+ + × +        
        

0 0 0 0 1 0
100

0.5 0.4 0 0 0 0.1

        
+ × ⇒        

        
 

 

(2,2) 0.2 0.16 0 0 0 0 0 1 0
100

0.25 0.4 1.8 0.2 0.16 3.3 0 0 0.1(2,2)

h

v

x

x

               
= + + × ⇒             
            

 

(2,2)

1.2(2,2)

h

v

x

x

   10.3 
=   
  

. 

 

Η γενική απόκριση του µοντέλου για [ ] [ ]1 2 1 1C C =  και 0D = δίνεται από την 

σχέση (1.15): 

                ( ) [ ] ( ) [ ]1 2

(2,2)
2,2 2,2 1 1 11.5

1.2(2,2)

h

v

x
y C C Du

x

   10.3 
= + = =   

  
.          � 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Ι∆ΙΟΜΟΡΦΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

 

 

2.1 Εισαγωγή 

 

Τα δισδιάστατα ιδιόµορφα συστήµατα αποτελούν µία γενικότερη κλάση των 

γραµµικών συστηµάτων σε σχέση µε τα συστήµατα στο χώρο των καταστάσεων και 

είναι πιο εύχρηστα για εφαρµογές στην επεξεργασία σήµατος για την ανάλυση των 

µερικών διαφορικών εξισώσεων, απ΄ ότι τα δισδιάστατα µοντέλα της µορφής χώρου 

καταστάσεων. Εµφανίζονται στην µοντελοποίηση πολλών φυσικών φαινοµένων 

όπως στα µηχανικά συστήµατα, ηλεκτρολογικά δίκτυα, χηµικές και βιοµηχανικές 

διαδικασίες, αεροναυπηγική, οικονοµικά και βιολογικά συστήµατα. Συγκεκριµένα τα 

δισδιάστατα διακριτά ιδιόµορφα συστήµατα εφαρµόζονται στην επεξεργασία εικόνας 

(Image processing), στο φιλτράρισµα ψηφιακών στοιχείων (Digital data filtering), 

στην διακριτοποίηση των συστηµάτων συνεχούς χρόνου τα οποία περιγράφονται από 

µερικές διαφορικές εξισώσεις, όπως η διακριτοποίηση της ελλειπτικής εξίσωσης και 

η διακριτοποίηση της εξίσωσης διάχυσης. Ο Karamancioglu (1991) έχει ασχοληθεί 

µε την διακριτικοποίηση εξισώσεων όπως για παράδειγµα την διακριτοποίηση της 

εξίσωσης θερµότητας, χρησιµοποιώντας την µέθοδο κεντρικών διαφορών, η οποία 

δεν µπορεί να περιγραφεί από το δισδιάστατο µοντέλο της µορφής χώρου 

καταστάσεων από την στιγµή που είναι ένα µη-αναδροµικό σύστηµα (nonrecursible). 

 

 

 2.2. Τα δισδιάστατα γενικευµένα ιδιόµορφα µοντέλα  

 

 

  Θεωρούµε το δισδιάστατο γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο (General Singular 

Model) των γραµµικών διακριτών συστηµάτων. Το GSM είναι γενίκευση των άλλων 

δισδιάστατων µοντέλων χώρου καταστάσεων (2-D state space models), όπως του FM 

και του Roesser µοντέλου. Μια ιδιαίτερη περίπτωση των δισδιάστατων συστηµάτων, 

όπως έχει οριστεί από τον Kaczorek (1988) δίνεται από τις εξισώσεις: 
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( ) ( ) ( ) ( )0 1 21, 1 , 1, , 1Ex i j A x i j A x i j A x i j+ + = + + + + +  

( ) ( ) ( )0 1 2, 1, , 1B u i j B u i j B u i j+ + + + +                              (2.1α) 

          ( ) ( ) ( ), , ,y i j Cx i j Du i j= +                                      (2.1β) 

 

όπου  ,i j  είναι ακέραιες τιµές των κάθετων και οριζόντιων συντεταγµένων 

αντίστοιχα, ( , )x i j ∈ n
R  είναι το τοπικό διάνυσµα κατάστασης στο ( , )i j , 

( , )u i j ∈ m
R  είναι το διάνυσµα εισόδου, ( ),y i j ∈ l

R  είναι το διάνυσµα εξόδου και 

0 1 2, , , n nE A A A ×∈R , 0 1 2, , n mB B B ×∈R , l nC ×∈R , l mD ×∈R .  

 Ένας πίνακας είναι µη-οµαλός (singular) όταν αυτός είναι µη-τετραγωνικός ή µη 

αντιστρέψιµος, δηλαδή η ορίζουσα του είναι µηδενική (det 0E = ) όταν αυτός είναι 

τετραγωνικός. Στην περίπτωση που ο πίνακας E  είναι µη-οµαλός (singular) τότε 

κάνουµε λόγο για ιδιόµορφα συστήµατα. Αν ο πίνακας E  δεν είναι ο µοναδιαίος 

δηλαδή E I≠ , τότε το µοντέλο (2.1) ονοµάζεται δισδιάστατο πεπλεγµένο µοντέλο 

(2-D implicit model). 

 

� Αν στην (2.1) θεωρήσουµε 1 2 0B B= = , παίρνουµε το πρώτο γενικευµένο 

ιδιόµορφο Fornasini-Marchesini µοντέλο: 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 01, 1 , 1, , 1 ,Ex i j A x i j A x i j A x i j B u i j+ + = + + + + +                      (2.2α) 

    ( ) ( ) ( ), , ,y i j Cx i j Du i j= +                                                                                (2.2β) 

 

� Από την (2.1) και για 0 0A =  και 0 0B = , προκύπτει το δεύτερο γενικευµένο 

ιδιόµορφο Fornasini-Marchesini µοντέλο: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21, 1 1, , 1 1, , 1Ex i j A x i j A x i j B u i j B u i j+ + = + + + + + + +                           (2.3α)                     

( ) ( ) ( ), , ,y i j Cx i j Du i j= +                                                                                    (2.3β) 

                                                                     

� Από την (2.1) και για 0 1 2A A A= − , παίρνουµε το γενικευµένο ιδιόµορφο 

Attasi µοντέλο: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 01, 1 , 1, , 1 ,Ex i j A A x i j A x i j A x i j B u i j+ + = − + + + + +                   (2.4α)    

( ) ( ) ( ), , ,y i j Cx i j Du i j= +                                                                                    (2.4β) 
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� Το δισδιάστατο γενικευµένο ιδιόµορφο Roesser µοντέλο, ως επέκταση του 

Roesser µοντέλου στον χώρο καταστάσεων, έχει προταθεί από τους Kaczorek 

(1987) και Lewis (1987), και  δίνεται από τις εξισώσεις: 

           

( )
( )

( )
( )

( )101 2 11 12

3 4 21 22 20

1, ,
,

, 1 ,

h h

v v

x i j x i j BE E A A
u i j

E E A A Bx i j x i j

   +     
= +        

+           
                  (2.5α) 

                 ( ) [ ]
( )
( )

( )10 20

,
, ,

,

h

v

x i j
y i j C C Du i j

x i j

 
= + 

  
                                            (2.5β ) 

 

 Το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό των πιο πάνω γενικευµένων ιδιόµορφων µοντέλων 

είναι ότι ο E  µπορεί να είναι µη οµαλός (singular). Όταν ο πίνακας E  είναι οµαλός 

δηλαδή η ορίζουσα του είναι διάφορη του µηδέν (det 0E ≠ ) και κατ’ επέκταση 

υπάρχει ο αντίστροφος του 1E− , τότε τα µοντέλα µας λέγονται δισδιάστατα 

γενικευµένα κανονικά µοντέλα (2-D general regular model) εφόσον µπρορούν να 

αναχθούν σε δισδιάστα µοντέλα στον χώρο των καταστάσεων πολλαπλασιάζοντας 

από αριστερά την (2.1α) µε το πίνακα 1E−  και λύνουµε όπως έχουµε δει στο 

Κεφάλαιο 1. 

 

 

2.3 Σχέσεις µεταξύ των µοντέλων 

 

 Όπως και τα δισδιάστατα µοντέλα της µορφής χώρου καταστάσεων, έτσι και τα 

γενικευµένα δισδιάστατα ιδιόµορφα µοντέλα, είναι ισοδύναµα µεταξύ τους. ∆ηλαδή 

µέσω κάποιων σχέσεων που θα ορίσουµε στην παράγραφο που ακολουθεί µπορούµε 

από το ένα µοντέλο να οδηγηθούµε σ’ ένα άλλο. Η ισοδυναµία µεταξύ των 

ιδιόµορφων µοντέλων βοηθάει στην επέκταση των σχέσεων της λύσης, της 

απόκρισης και των ιδιοτήτων, από το ένα µοντέλο στο άλλο. 

 

� Σύγκριση ιδιόµορφου Fornasini-Marchesini µοντέλου Ι και ιδιόµορφου 

Fornasini-Marchesini µοντέλου ΙΙ. 

 

Το πρώτο γενικευµένο ιδιόµορφο Fornasini-Marchesini µοντέλο που δίνεται από την 

σχέση (2.2α) µπορεί να γραφτεί στην µορφή: 
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( )
( )
( )

( )
( )
( )

1
1, 1 1,0 0 0 0

0 0 1, 0 0 1, 1

0 0 0 0 01, 1, 1

x i j x i jE A

I x i j I x i j

I u i j u i j

+ + +      
      + = + − +      
      + + −      

 

( )
( )
( )

( ) ( )
2 0 0

, 1 0 0

0 0 0 , 0 1, 0 , 1

0 0 0 0,

x i jA A B

x i j u i j u i j

Iu i j

+      
      + + + + +      
            

 

( ) [ ]
( )
( )
( )

( )
,

, 0 0 , 1 ,

, 1

x i j

y i j C x i j Du i j

u i j

 
 

= − + 
 − 

 

 

Εποµένως το πρώτο γενικευµένο ιδιόµορφο Fornasini-Marchesini είναι ιδιαίτερη 

περίπτωση του δεύτερου γενικευµένου ιδιόµορφου Fornasini-Marchesini µοντέλου 

µε τοπικό διάνυσµα κατάστασης: 

( )
( )
( )
( )

'

,

, , 1

, 1

x i j

x i j x i j

u i j

 
 

= − 
 − 

 

 

� Σύγκριση ιδιόµορφου Roesser µοντέλου  και ιδιόµορφου Fornasini-

Marchesini µοντέλου ΙΙ.  

 

Αν για το γενικευµένο ιδιόµορφο Roesser µοντέλο που δίνεται από την σχέση (2.5α) 

ορίσουµε τα τοπικά διανύσµατα κατάστασης: 

( )
( )
( )

,
,

,

h

v

x i j
x i j

x i j

 
=  
  

 

και  

0
'

0

E
E

E

 
=  
 

 

Τότε αντικαθιστώντας τις σχέσεις αυτές στην (2.5α), το γενικευµένο ιδιόµορφο 

Roesser µοντέλο µπορεί να γραφτεί: 

( ) ( ) ( )11 12

21 22

0 0
' 1, 1 1, , 1

0 0

A A
E x i j x i j x i j

A A

   
+ + = + + + +   
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( ) ( )10

20

0
1, , 1

0

B
u i j u i j

B

   
+ + + +   
   

 

( ) [ ] ( ) ( )10 20, , ,y i j C C x i j Du i j= +  

 Εποµένως το γενικευµένο ιδιόµορφο Roesser µοντέλο ανάγεται στην µορφή του 

δεύτερου γενικευµένο ιδιόµορφου Fornasini-Marchesini µοντέλου µε: 

1
21 22

0 0
A

A A

 
=  
 

, 11 12
2 0 0

A A
A

 
=  
 

, 1
20

0
B

B

 
=  
 

, 10
2 0

B
B

 
=  
 

, [ ]1 2C C C=  

 

� Σύγκριση ιδιόµορφου Roesser µοντέλου και ιδιόµορφου Attasi µοντέλου.  

Ορίζοντας για 

( ) ( ), , 1hx i j x i j= +  

και 

( ) ( ) ( )2, 1, ,vx i j x i j A x i j= + −  

τότε το γενικευµένο ιδιόµορφο Attasi µοντέλο (2.4α) µπορεί να γραφτεί στην µορφή 

του ιδιόµορφου Roesser  µοντέλου (2.5α): 

 

( )
( )

( )
( )

( )02 1

02 1

1, ,0
,

0 , 1 ,

h h

v v

x i j x i j BA AE
u i j

BI EA AE x i j x i j

   +    
= +        −+           

 

 

� Σύγκριση γενικευµένο ιδιόµορφου µοντέλου και ιδιόµορφου Roesser 

µοντέλου  

Ορίζοντας για 

( ) ( ) ( )1, , 1 ,hx i j Ex i j A x i j= + −
               

και                ( ) ( ), ,vx i j x i j=  

τότε το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο (2.1α) µπορεί να γραφτεί στην µορφή του 

ιδιόµορφου Roesser µοντέλου: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

02 0 1 2

1

,
1, ,0

1,
0 0 0 0, 1 ,

, 1

h h

v v

u i j
x i j x i jAI A B B B

u i j
I AE x i j x i j

u i j

 
   +−       = + +         +            + 

. 
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Εποµένως το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο είναι ιδιαίτερη περίπτωση του 

ιδιόµορφου Roesser µοντέλου. 

Ας θεωρήσουµε: 

               ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,h h vx i j Px i j Qx i j Rx i j= + +:                             (2.6) 

όπου P , Q , R   είναι πραγµατικοί πίνακες κατάλληλης διαστάσεως έτσι ώστε να 

ισχύει:                             PE EP= , QE EQ= , RE ER=  

 

Από την σχέση (2.6), για P I= , Q=0 και  R=I, έχουµε: 

                                           ( ) ( ) ( )1, , ,h vx i j x i j x i j= +                                            (2.7) 

Και χρησιµοποιώντας την σχέση (2.7), γράφουµε την εξίσωση του γενικευµένου 

ιδιόµορφου µοντέλου (2.1α) στην µορφή: 

        

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

1 1

2 2

2 2 2

0 0 0

1 1 1

1, ,0 0 0

0 0 1, 0 , ,

0 0 , 1 ,

h h

h h

v v

x i j x i jE A A B

I x i j A A x i j B u i j

E A I A Bx i j x i j

   +             + = − − + −                −   +        

      (2.8) 

 

 Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο για 0P = , Q I= , R I= , από την (2.6) έχουµε: 

                                      ( ) ( ) ( )2, , ,h vx i j x i j x i j= +:                                                (2.9) 

Τότε το το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο γράφεται: 

       

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

1 1

2 2

0 0 0

2 2 2

1 1 1

1, ,0 0 0

0 0 1, 0 , ,

0 0 , 1 ,

h h

h h

v v

x i j x i jI A A B

E x i j A A x i j B u i j

E I A A Bx i j x i j

   + − − −             + = +                −   +        

     (2.10) 

 

 Τέλος για P I= , Q I= , R I=  έχουµε: 

                ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,h h vx i j x i j x i j x i j= + +                          (2.11) 

Τότε το GSM γράφεται: 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

1 1

2 2

0 0 0

2 0 2 0 2 0

1 1 1

1, ,0 0

0 0 1, ,

0 0 , 1 ,

h h

h h

v v

x i j x i jE A A A

E x i j A A A A A A x i j

E A E A Ax i j x i j

   + − − −         + = + + + +           −     +        

                                               ( )
0

2 0

1

,

B

B B u i j

B

− 
 + + 
  

                                                 (2.12) 
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 Από τις σχέσεις (2.8), (2.10), (2.12) είναι προφανές ότι το γενικευµένο ιδιόµορφο 

µοντέλο αναγάγεται στην µορφή του ιδιόµορφου Roesser µοντέλου. 

 

Αντίστροφα:  

Ο πίνακας E  στο Roesser µοντέλο γράφεται και σαν [ ]1 2E E E= ,  όπου 1
1

n nE ×∈R  

και  2
2

n nE ×∈R . Τότε το  Roesser µοντέλο µπορεί να γραφτεί στην µορφή του 

ιδιόµορφου γενικευµένου µοντέλου: 

[ ] ( ) [ ] ( ) ( ) ( )1 20 0 1, 0 , 1 , ,E x i j E x i j Ax i j Bu i j= + + + − −  

όπου:  ( )
( )
( )

,
,

,

h

v

x i j
x i j

x i j

 
=  
  

,  [ ]1 1 0A E= ,  [ ]2 20A E= ,  0A A= − ,  0B B= − .  

 

� Σύγκριση ιδιόµορφου Fornasini-Marchesini µοντέλου και γενικευµένου 

Roesser µοντέλου. 

 

Από την σχέση (2.12) και για 0 0A =  , 0 0B =  και ( ) ( ) ( ), , ,h vx i j x i j x i j= +: , 

παίρνουµε: 

( )
( )

( )
( )

( )22 2

1 1 1

1, ,0
,

0 , 1 ,

h h

v v

x i j x i j BA AE
u i j

A AE Bx i j x i j

   +    
= +        +           

 

Συνεπώς κάθε γενικευµένο ιδιόµορφο Fornasini-Marchesini µοντέλο µπορεί να 

αναχθεί στην µορφή γενικευµένου  ιδιόµορφου Roesser µοντέλου. 

 

 

2.4 Ύπαρξη και ορισµός των οριακών συνθηκών για τα δισδιάστατα ιδιόµορφα 

µοντέλα 

 

  Λόγω ισοδυναµίας των δισδιάστατων ιδιόµορφων µοντέλων που ορίσαµε, στο εξής 

θα χρησιµοποιούµε για χάριν ευκολίας το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο (2.1), 

καθώς τα αποτελέσµατα επεκτείνονται και στα άλλα µοντέλα που ορίσαµε. Όπως στα 

µονοδιάστατα ιδιόµορφα συστήµατα, έτσι και στα δισδιάστατα συστήµατα, σύµφωνα 
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µε τον Lewis (1992), ανάλογα µε την περιοχή του ενδιαφέροντος στο ( ),i j -επίπεδο, 

υπάρχουν πολλοί τρόποι να οριστούν οι οριακές συνθήκες.  

 

Ο πιο συνήθης ορισµός των αρχικών συνθηκών των γενικευµένων ιδιόµορφων 

συστηµάτων είναι: 

             0( ,0) ix i x=  και 0(0, ) jx j x=         για  , 0,1,2,...i j =                                 (2.13) 

                                                      

 Οι  οριακές συνθήκες (2.13) λέγονται και επιτρεπτές (admissible) στο ορθογώνιο  

[ ] [ ] ( ){ }0, 0, : , : 0 ,0h k i j i h j k× = ≤ ≤ ≤ ≤ , αν για δοσµένη ακολουθία εισόδου 

u( , )i j , υπάρχει ακολουθία διανυσµάτων κατάστασης ( , )x i j  που ικανοποιεί την 

εξίσωση του  συστήµατος (2.1) για όλα τα i  και  j , 0 i h≤ ≤ , 0 j k≤ ≤ . 

 

� Αν οι οριακές συνθήκες για τα δισδιάστατα ιδιόµορφα µοντέλα ορίζονται 

κατά µήκος των αξόνων i  και j , τότε αυτές δίνονται από τις σχέσεις: 

     ( ) 0,0 ix i x= ,     για 0,1,...,i N=                       (2.14α) 

     ( ) 00, jx j x= ,    για 0,1,...,j M= ,                (2.14β) 

όπου 0ix  και 0 jx   είναι γνωστά διανύσµατα. 

 Κατά συνέπεια αν η περιοχή ενδιαφέροντος του µοντέλου µας είναι το ορθογώνιο 

[ ] [ ]0, 0,N M×  για τους άξονες i , j , τότε κάνουµε λόγο για λύση προς τα εµπρός 

(forward solution). 

 

 

∆ιάγραµµα 2.1. Οι αρχικές συνθήκες στο ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,N M×  
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� Εάν οι οριακές συνθήκες ορίζονται κατά µήκος των ανώτερων και δεξιών 

πλευρών του ορθογωνίου [ ] [ ]0, 0,N M× , τότε οι οριακές συνθήκες λέγονται τελικές 

οριακές συνθήκες και δίνονται από τις σχέσεις: 

      ( ), iMx i M x= ,     για 0,1,...,i N=             (2.15α) 

     ( ), Njx N j x= ,   για 0,1,...,j M=                          (2.15β) 

όπου iMx  και Njx  είναι γνωστά διανύσµατα. 

Και η λύση που προκύπτει από την εφαρµογή των πιο πάνω οριακών συνθηκών στο 

ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,N M×  λέγεται λύση προς τα πίσω (backward solution ). 

 

 

∆ιάγραµµα 2.2. Οι τελικές συνθήκες στο ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,N M×  

 

� Η γενική περίπτωση των οριακών συνθηκών περιλαµβάνει και τις δυο πιο 

πάνω καταστάσεις (2.14) και (2.15). Οι οριακές συνθήκες γράφονται στην µορφή: 

           ( ) ( ),0 ,,0 ,u u u
i i M iC x i C x i M c+ =   ,   για 0 i N≤ ≤                     (2.16α) 

           ( ) ( )0, ,0, ,h h h
j N j jC x j C x N j c+ =   ,   για 0 j M≤ ≤         (2.16β) 

όπου ,0 ,
u u
i i MC C    και 0, ,

h h
j N jC C    είναι πίνακες µε πλήρη τάξη γραµµών και τα u

ic , 

h
ic  είναι δοσµένα διανύσµατα . 

 Τότε η λύση που προκύπτει από την εφαρµογή της πιο πάνω µορφής οριακών 

συνθηκών στο ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,N M×  λέγεται συµµετρική λύση (symmetric 

solution). 
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∆ιάγραµµα 2.3. Οι οριακές συνθήκες στο ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,N M×  

 

 

 Στην συνέχεια θα οριστούν αναγκαίες και ικανές συνθήκες έτσι ώστε οι οριακές 

συνθήκες (2.13) να είναι επιτρεπτές.  

 

Θεώρηµα 2.1 

 Οι οριακές συνθήκες (2.13) ενός καλά ορισµένου γενικευµένου ιδιόµορφου 

µοντέλου (2.1α), είναι επιτρεπτές στο ορθογώνιο για κάθε ακολουθία εισόδων u( , )i j , 

αν και µόνο αν ισχύει 

                                       [ ]h krankF rank F H H=                                            (2.17) 

όπου 

1

2 1

1

2 1

0 0 0

0 0

0 0 0

0 0

F

F F

F

F

F F

 
 
 

=  
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

,  
1

1

1

0 0 0

0 0

0 0 0

0 0

E

A E

F

E

A E

 
 − 

=  
 
 
 − 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

 

             

2

0 2

2

2

0 2

0 0 0

0 0

,

0 0 0

0 0

A

A A

F

A

A A

− 
 − − 

=  
 − 
 − − 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯
   

1

2 ,

h

h
h

hh

H

H
H

H

 
 
 =
 
 
  

⋮

 

1

0

0

k

k

H

H

 
 
 =
 
 
 

⋮

         (2.18) 

0 1

1

0

0 0 0
,

0 0 0 0

h

A A

H

− − 
 
 =
 
 
 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

  

0 1

2

0 0

0 0 0 0
,

0 0 0 0

h

A A

H

− − 
 
 =
 
 
 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯
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0 10 0

0 0 0 0
,

0 0 0 0

hk

A A

H

− − 
 
 =
 
 
 

⋯

⋯

⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

2

0 2

1

2

0 2

0 0 0

0 0

0 0 0

0 0

k

A

A A

H

A

A A

− 
 − − 

=  
 − 
 − − 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯
 

 

Απόδειξη: 

 Η εξίσωση του GSM (2.1α), για 0,1,..., 1i h= − , 0,1,..., 1j k= −  και για πίνακες οι 

οποίοι ορίζονται από τις σχέσεις (2.18), µπορεί να γραφτεί στην µορφή 

                        [ ] ( )
( )

1

2

,0

0,

h k

x

F H H x h Gu

x k

 
 

= 
 
 

                            (2.19) 

όπου: 

1 2

1

2

21

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

G G

G

G

G

G G

 
 
 
 =
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

,  [ ]2 1 1 1' , ,...,G diag B B B=  

0 2

0

1

2

0 2

0 0

0 0 0

,

0 0 0

0 0

B B

B

G

B

B B

 
 
 

=  
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

1

1

2

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

B

B

G

B

 
 
 

=  
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯
 

1

2 ,

h

x

x
x

x

 
 
 =
 
 
 

⋮

 

( )
( )

( )

,1

,2
, 0,1,2,..,

,

i

x i

x i
x i h

x i k

 
 
 = =
 
 
  

⋮
   

 

( )

( )
( )

( )

1

0,0

1,0
,0 ,

,0

x

x
x h

x h

 
 
 =
 
 
  

⋮
  ( )

( )
( )

( )

2

0,1

0,2
0, ,

0,

x

x
x k

x k

 
 
 =
 
 
  

⋮
  

 
0

1 ,

i

i

h

u

u
u

u

 
 
 =
 
 
 

⋮
  

 

0

1 , 0,1,2,.., 1

i

i
i

ik

u

u
u i h

u

 
 
 = = −
 
 
 

⋮
   

 

( )
( )

( )

,0

,1

, 1

h

u h

u h
u

u h k

 
 
 =
 
 

−  

⋮

 
 

 Ας θεωρήσουµε την τάξη του πίνακα F  να µην είναι πλήρης: rankF q rhk= < , τότε 

υπάρχει ένας οµαλός (µη-ιδιόµορφος) πίνακας rhk rhkT R ×∈  που αν τον 
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πολλαπλασιάσουµε µε τον πίνακα F, το γινόµενο του µε στοιχειώδεις 

µετασχηµατισµούς γραµµών µας δίνει: 

                                                 
0

F
TF

 
=  
  

                                                               (2.20) 

όπου q nhkF R ×∈  έχει πλήρη τάξη.  

Πολλαπλασιάζοντας την σχέση (2.19) µε τον πίνακα T και χρησιµοποιώντας την 

σχέση (2.20) παίρνουµε 

                         
� �

( )
( )

�1

2

,0
0

0,

h k

h k

x
F H H G

x h u
GH H

x k

 
    

=    
       

 

                                 (2.21) 

όπου 

�
,

h

h
h

H
TH

H

 
= 

  
  
�

k

k
k

H
TH

H

 
= 

  
, 
�

G
TG

G

 
= 

  
, ( )1q h n

hH R × +∈ , q kn
kH R ×∈ , ( )q hk h k mG R × + +∈  

Οι πίνακες � hH και � kH  είναι µηδέν αν και µόνο αν ισχύει 

                             [ ]h krankF rank F H H=                                    (2.22) 

 Στην περίπτωση που η (2.22) ισχύει, και κατά συνέπεια ισχύουν και οι σχέσεις 

� 0hH = και � 0kH = , τότε η εξίσωση (2.21) γίνεται 

                                ( ) ( )1 2,0 0,h kFx H x h H x k Gu+ + =                                       (2.23α) 

                                � 0Gu =                                                                                   (2.23β)     

 Από την υπόθεση ότι πίνακας F  έχει πλήρη τάξη, και ότι η (2.23α) έχει λύση x  για 

κάθε ( )1 ,0x h , ( )2 0,x k  και u , τότε οι εξισώσεις του ιδιόµορφου µοντέλου (2.1α) 

ικανοποιούν τις συνθήκες (2.23β), και το µοντέλο έχει λύση και λέγεται καλά 

ορισµένο.       

 Στην περίπτωση που η (2.22) δεν ισχύει τότε ένας τουλάχιστον από τους πίνακες � hH  

και � kH  είναι µη µηδενικός, και συνεπώς η εξίσωση (2.21) γίνεται 

                                     � ( ) � ( ) �
1 2,0 0,h kH x h H x k Gu+ =                                            (2.24) 

σχέση η οποία χαρακτηρίζει τους περιορισµούς που επιβάλλονται από το µοντέλο 

πάνω στις οριακές συνθήκες στο ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,h k×  για κάθε ακολουθία 
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εισόδων ( ),u i j . Εποµένως οι οριακές συνθήκες είναι αποδεκτές στην περιοχή 

ενδιαφέροντος µας, µόνο αν  ικανοποιούν την σχέση (2.24).         �     

 

   Οι επιτρεπτές οριακες συνθήκες εξαρτοντιόνται από την δοµή και τους συντελεστές 

του µοντέλου, αλλά και από την ακολουθία ( ),u i j .      

 

Από το Θεώρηµα 2.1 προκύπτουν τα πιο κάτω πορίσµατα: 

Πόρισµα 2.1. 

 Από την δοµή των πινάκων F  και 1F , αν ο πίνακας E  έχει πλήρη τάξη είναι 

προφανές ότι η σχέση (2.17) ικανοποιείται για κάθε � hH  και � kH . Αν rankE q n= ≤ , 

οι οριακές συνθήκες (2.13) του δισδιάστατου γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου 

(2.1) λέγονται επιτρεπτές στο ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,h k×  για κάθε h , k  και κάθε 

ακολουθία εισόδων ( ),u i j .  Στην περίπτωση που q n= , τότε οι οριακές συνθήκες 

(2.13) είναι επιτρεπτές στο γενικευµένο κανονικό ιδιόµορφο µοντέλο (2.1) (όπου 

E I= ), για κάθε ακολουθία εισόδων ( ),u i j .                 �                                                                                 

             

Πόρισµα 2.2. 

Οι οριακές συνθήκες (2.13) του δισδιάστατου γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου 

(2.1) είναι αποδεκτές στο ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,h k×  για κάθε ακολουθία εισόδων 

( ),u i j
 
αν και µόνο αν ισχύει:  

                                  [ ]h krankF rank F H H G=                                          (2.25) 

Απόδειξη: 

 Λαµβάνουµε υπόψη ότι ο πίνακας G  είναι µηδέν, συνεπώς η (2.23β) ισχύει για κάθε 

ακολουθία εισόδων ( ),u i j . Τότε σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.1 αν η σχέση (2.25) 

ισχύει, τότε οι οριακές συνθήκες (2.13) είναι αποδεκτές στο ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,h k×  

για κάθε ακολουθία εισόδων ( ),u i j .                                                                           � 

 

Λαµβάνοντας υπόψη την δοµή των πινάκων τότε η (2.25) ισχύει αν και µόνο αν 

[ ]0 1 2rankE rank E A A A= , γι αυτό έχουµε το ακόλουθο λήµµα: 
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Λήµµα 2.1 

Αν  

                                [ ]0 1 2rankE rank E A A A= ,                                            (2.26) 

Τότε  

              [ ] [ ]1 2 0 1 1 2 2 0 1 2rank Ez z A A z A z rank E A A A− − − = ,                        (2.27) 

για κάποια ( )1 2,z z C∈  

 

Απόδειξη: 

Ας θεωρήσουµε την τάξη του πίνακα Ε να είναι ίση µε 1r  και ότι υπάρχει ένας οµαλός 

πίνακας 1
r rT R ×∈  έτσι ώστε  

                                                     1 0

E
T E

 
=  
  

,                                              (2.28) 

 όπου 1r nE R ×∈  έχει πλήρη τάξη.  

 Από την σχέση (2.26) έχουµε 

                      1 0
k

k

A
T A

 
=  
  

      ,    1r n
kA R ×∈        , 0,1,2k =                             (2.29) 

  Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.28) και (2.29),  

[ ] [ ]( )

( )

1 2 0 1 1 2 2 1 1 2 0 1 1 2 2

1 2 0 1 1 2 2
1 1 2,

0

rank Ez z A A z A z rank T Ez z A A z A z

Ez z A A z A z
rank r z z Cγια

− − − = − − − =

 − − −
= = ∈ 

 
        ,  

 

δεδοµένου ότι ο πίνακας E  έχει πλήρη τάξη.                  � 

 

Θεώρηµα 2.2 

Οι οριακές συνθήκες (2.13) ενός καλά ορισµένου µοντέλου, είναι αποδεκτές στο 

ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,h k× , για κάθε h , k  και για κάθε ακολουθία εισόδων ( , )u i j , αν 

και µόνο αν ισχύει: 

                  [ ] [ ]1 2 0 1 1 2 2 1 2 0 1 1 2 2rank Ez z A A z A z rank Ez z A A z A z− − − = ,         (2.30) 

 για κάποια ( )1 2,z z C∈  
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Απόδειξη:  

Έστω ότι            [ ] [ ]1 2 0 1 1 2 2 1 2 0 1 1 2 2rank Ez z A A z A z rank Ez z A A z A z− − − =  

Από το λήµµα 2.1 έχουµε ότι :  

[ ] [ ]1 2 0 1 1 2 2 0 1 2rank Ez z A A z A z rank E A A A− − − = , 

συνεπώς έχουµε 

[ ]0 1 2rankE rank E A A A=  

Άρα αν ισχύει η σχέση (2.30) τότε οι οριακές συνθήκες (2.13) ενός καλά ορισµένου 

µοντέλου, είναι αποδεκτές για κάθε ακολουθία εισόδων ( , )u i j .                          � 

 

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε το κάτω πόρισµα 

Πόρισµα 2.3. 

Οι οριακές συνθήκες (2.13) ενός καλά ορισµένου µοντέλου GSM, είναι αποδεκτές 

στο ορθογώνιο [ ] [ ] ( ){ }0, 0, : , : 0 ,0h k i j i h j k× = ≤ ≤ ≤ ≤  για κάθε ακολουθία 

εισόδων ( , )u i j , αν και µόνο αν :   

[ ] [ ]1 2 0 1 1 2 2 1 2 0 1 1 2 2 0 1 1 2 2rank Ez z A A z A z rank Ez z A A z A z B B z B z− − − =  (2.31)    

                         � 

               

 

 2.5 Αναγκαίες και ικανές συνθήκες για την ύπαρξη λύσης ενός GSM 

 

  Στην παράγραφο που ακολουθεί θα ασχοληθούµε µε την λύση του ιδιόµορφου 

δισδιάστατου µοντέλου (2.1) και θα δείξουµε τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες για 

την ύπαρξη λύσης του, στο ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,N M× , για κάθε ( ),u i j .  

 

 Το GSM (2.1) µε οριακές συνθήκες (2.13) λέγεται επιλύσιµο αν έχει λύση στο 

ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,N M× για κάθε 0N >  και  0M >  για κάθε ακολουθία εισόδων  

NMu ,          όπου        { }00 01 0 10 11 1 20 1 0 1: , ,..., , , ,..., , ,..., , ,...,NM M M N M N NMu u u u u u u u u u u− −=   

και η ακολουθία διανυσµάτων κατάστασης 

{ }00 01 0 10 11 1 20 1: , ,..., , , ,..., , ,..., ,NM M M NM NMx x x x x x x x x x −=  είναι η λύση του µοντέλου 

για κάθε ( ) [ ] [ ], 0, 0,i j N M∈ × . 
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Θεώρηµα 2.3 

 Το δισδιάστατο ιδιόµορφο µοντέλο (2.1) έχει λύση στο ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,N M×  

για κάθε ακολουθία εισόδων ( ),u i j , αν και µόνο 

                    [ ]rank F G rankF= ,                   για κάθε 0N >  και  0M >        (2.32) 

όπου 

( )( )

1 2

1
1 1

2

1 2

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

rNM n N M

F F

F

F

F

F F

× + +

 
 
 

= ∈ 
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

R , 

( )

0 2

0
1

1

2

0 2

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

rM n M

A A

A

F

A

A A

× +

− − 
 − 

= ∈ 
 − 
 − − 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

R

 

       

( )

1

1
1

2

1

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

rM n M

A E

A

F

E

A E

× +

− 
 − 

= ∈ 
 
 
 − 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

R

                         (2.33)

 

( )

1 2

1

2

21

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

rNM m NM N M

G G

G

G

G

G G

× + +

 
 
 
 = ∈
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

R ,  [ ]2 1 1 1, ,..., rM mMG diag B B B R ×= ∈  

( )

0 2

0
1

1

2

0 2

0 0

0 0 0

,

0 0 0

0 0

rM m M

B B

B

G

B

B B

× +

 
 
 

= ∈ 
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

R
( )

1

1
1

2

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

rM m M

B

B

G

B

× +

 
 
 

= ∈ 
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

R
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( )( )

0

1 11 ,n N M

N

x

x
x R

x

+ +

 
 
 = ∈
 
 
 

⋮

 

( )
( )

( )

( )1

,0

,1
,

,

n M
i

x i

x i
x R

x i M

+

 
 
 = ∈
 
 
  

⋮
   0,1,..., 1i N= −

 

( )

0

1 ,m NM N M

N

u

u
u R

u

+ +

 
 
 = ∈
 
 
  

⋮

( )
( )

( )

( )1

,0

,1
,

,

m M
i

u i

u i
u R

u i M

+

 
 
 = ∈
 
 
  

⋮
   i = 0,1,...,N-1 ,

( )
( )

( )

,0

,1

, 1

mM
N

u N

u N
u R

u N M

 
 
 = ∈
 
 

−  

⋮

 
 

Απόδειξη: 

To δισδιάστατο ιδιόµορφο µοντέλο (2.1) για 0,1,..., 1i N= −  και 0,1,..., 1j M= −  

µπορεί να γραφτεί στην µορφή: 

                                              Fx Gu=                                                  (2.34) 

όπου οι πίνακες F  και G  ορίζονται από τις σχέσεις (2.33). 

Από την γραµµική άλγεβρα είναι γνωστό για να έχει λύση η εξίσωση (2.34) , 

αναγκαία και ικανή συνθήκη  είναι να ισχύει   [ ]rank F G rankF=  ή ισοδύναµα 

Im ImG F⊂ .              � 

                 

     

Θεώρηµα 2.4 

Το δισδιάστατο ιδιόµορφο µοντέλο (2.1) έχει λύση για κάθε είσοδο ( ),u i j ,  αν και 

µόνο αν: 

[ ] [ ]1 2 0 1 1 2 2 1 2 0 1 1 2 2 0 1 2 2rank Ez z A A z A z rank Ez z A A z A z B B z B z= (2.35) 

 

Απόδειξη: 

Αν εφαρµόσουµε τον 2-D µετασχηµατισµό-z πάνω στο ιδιόµορφο 2-D µοντέλο, 

παίρνουµε: 
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[ ]

( )
( )
( )
( )

1 2

2

1 2 0 1 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

1

,

0,

,0

0,0

X z z

X z
Ez z A A z A z A z Ez z A z Ez z Ez z

X z

x

 
 
 

− − − − − = 
 
 
  

 

                         

[ ]
( )
( )
( )

1 2

0 1 1 2 2 1 1 2 2 2

1

,

0,

,0

U z z

B B z B z B z B z U z

U z

 
 

= + + − −  
 
 

                           (2.36) 

όπου ( )1 2,X z z , ( )1 2,U z z ,  ( )1,0U z ,  ( )20,U z ,  ( )1,0X z ,  ( )20,X z  είναι οι 2-D  

Ζ-µετασχηµατισµοί των συναρτήσεων ( ) ,,x i j   ( ) ,,u i j  ( ) ,,0u i  ( ) ,0,u j  ( ),0x i  

και ( )0,x j  αντίστοιχα. 

 Η (2.36) έχει λύση:  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1, 0, ,0 0,0
TT T T TX z z X z X z x    

 για κάθε 

( ) ( ) ( )1 2 2 1, 0, ,0
TT T TU z z U z U z    

αν και µόνο αν 

[ ]1 2 0 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2rank Ez z A A z A z A z Ez z A z Ez z Ez z− − − − − =  

[ 1 2 0 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2rank Ez z A A z A z A z Ez z A z Ez z Ez z− − − − −  

          ]0 1 1 2 2 1 1 2 2B B z B z B z B z+ + − −                             (2.37) 

 Κάνοντας στοιχειώδεις πράξεις στις στήλες των πινάκων της σχέσης (2.37), έχουµε: 

[ ]1 2 0 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2rank Ez z A A z A z A z Ez z A z Ez z Ez z− − − − − =  

       [ ]1 2 0 1 1 2 2rank Ez z A A z A z=                                 (2.38α) 

και 

[ 1 2 0 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2rank Ez z A A z A z A z Ez z A z Ez z− − − − −  

]1 2 0 1 1 2 2 1 1 2 2Ez z B B z B z B z B z+ + − − =  

                         [ ]1 2 0 1 1 2 2 0 1 1 2 2rank Ez z A A z A z B B z B z=                    (2.38β) 

λαµβάνοντας υπόψη την σχέση (2.38), από την (2.37) παίρνουµε την (2.35). 

                � 
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Λήµµα 2.2 

Η  σχέση [ ]rank F G rankF=   είναι  ισοδύναµη µε την σχέση  

[ ] [ ]1 2 0 1 1 2 2 1 2 0 1 1 2 2 0 1 2 2rank Ez z A A z A z rank Ez z A A z A z B B z B z− − − = − − −    (2.39) 

Εποµένως η ύπαρξη λύσης για το (2.1) για κάθε είσοδο ( ),u i j ,  προϋποθέτει την 

ικανοποίηση της συνθήκης  (2.39). 

  

Απόδειξη: 

Καταρχήν ορίζουµε τα διανύσµατα:

 

 

1

2T rNM

N

q

q
q R

q

 
 
 = ∈
 
 
 

⋮
: , 

1

2

i

iT rM
i

iM

q

q
q R

q

 
 
 = ∈
 
 
  

⋮
,   i =0,1,...,N

 
 

Από τον ορισµό των  πινάκων (2.33) έχουµε: 

[ ]1 1 1 2 2 1 1 2 1 2N N NqF q F q F q F q F q F q F−= + + =⋯  

[ 11 0 11 2 12 0 1, 1 2 1 2 11 1 21 0M Mq A q A q A q A q A q A q A−= − − − − − − −⋯   
 

11 12 1 21 2 22 0q E q A q A q A− − −
 

1, 1 1 1 2, 1 2 2 0 1 2 2 1,1 1 1 0M M M M M M N Nq E q A q A q A q E q A q A q A− − −− − − − − −⋯ ⋯   (2.40) 

1,1 1,2 1 1 2 2 0 11 12 1 21 2 22 0N N N Nq E q A q A q A q E q A q A q A− −− − − − − − ⋯  

1, 1 1, 1 , 1 2 0 1, 2 1 1 ,1 2 1N M N M N M NM N M NM N N Nq E q A q A q A q E q A q A q E q A− − − − −− − − − − −⋯

, 1 1 ,N M NM N Mq E q A q E− − ⋯  

 

Θέτοντας  

( ) 1 1
1 2 1 2

1 1

,
N M

i j
ij

i j

q z z q z z− −

= =

=∑∑  

παίρνουµε: 

( )[ ] [ ] 1 1
1 2 1 2 0 1 1 2 2 1 2 0 1 1 2 2 1 2

1 1

,
N M

i j
ij

i j

q z z Ez z A A z A z q Ez z A A z A z z z− −

= =

− − − = − − − =∑∑  

( ) ( ) 1
11 0 11 2 12 0 2 1, 1 2 1 0 2 1, 2 2

M M
M M Mq A q A q A z q A q A z q A z−
−= − − + − − + − −…  

               ( ) ( )11 1 21 0 1 11 12 1 21 2 22 0 1 2q A q A z q E q A q A q A z z− + + − − − + +…  (2.41)              
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( ) ( )1
1, 1 1 1 2, 1 2 2 0 1 2 1 2 2 1 2

M M
M M M M M Mq E q A q A q A z z q E q A z z−
− −+ − − − + − + −…  

( ) ( ) 1
1 1 1 ,1 2 1 1 2 , 1 1 1 2 , 1 2

N N N M N M
N N N N M NM N Mq A z q E q A z z q E q A z z q Ez z−

−− + − + + − +…  

Από τις σχέσεις (2.40) και (2.41) είναι προφανές ότι 0qF =  αν και µόνο αν  

            ( )[ ]1 2 1 2 0 1 1 2 2, 0q z z Ez z A A z A z− − − =  για όλα τα ( )1 2,z z ∈ ×C C             (2.42) 

Παρόµοια η 0qG =  αν και µόνο αν  

            ( )[ ]1 2 0 1 1 2 2, 0q z z B B z B z =  , για όλα τα ( )1 2,z z ∈ ×C C .                    (2.43) 

∆εδοµένου ότι η σχέση (2.32) ισχύει, τότε από την σχέση 0qF =  συνεπάγεται ότι 

0qG =  και κατά επέκταση η σχέση (2.43) συνεπάγεται από την (2.42). 

 

Εποµένως, 

              [ ] [ ]1 2 0 1 1 2 2 0 1 1 2 2Im ImEz z A A z A z B B z B z
⊥ ⊥

− − − ⊃                 (2.44) 

και  

                [ ] [ ]0 1 1 2 2 1 2 0 1 1 2 2Im ImB B z B z Ez z A A z A z⊂ − − −                              (2.45) 

οι οποίες είναι ισοδύναµες µε την σχέση (2.39) 

Αντίστροφα, ας θεωρήσουµε ότι ισχύει η σχέση: 

 [ ] [ ]1 2 0 1 1 2 2 1 2 0 1 1 2 2 0 1 2 2rank Ez z A A z A z rank Ez z A A z A z B B z B z− − − = − − −  

Τότε από αυτή την σχέση συνεπάγεται η (2.45) από την οποία στην συνέχεια  

προκύπτει η (2.44). Εποµένως οι (2.42) και (2.43) ισχύουν και συνεπώς ισχύει η 

σχέση (2.39) .                      � 

 

Θεώρηµα 2.5 

Το δισδιάστατο ιδιόµορφο µοντέλο (2.1) έχει µοναδική λύση για κάθε είσοδο iju ,  αν 

και µόνο αν  

[ ]1 2 0 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2ker 0Ez z A A z A z A z Ez z A z Ez z Ez z− − − − − =             (2.46) 

 για ( )1 2,z z∀ ∈ ×C C . 

 

Απόδειξη: 

Έστω ( )1 1 2,X z z  και ( )2 1 2,X z z  δύο διαφορετικές λύσεις του (2.1) για κοινή είσοδο 

( ) ,,u i j   
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( )

( )
( )
( )
( )

1 2

2

1 1 2

1

,

0,
,

,0

0,0

X z z

X z
X z z

X z

x

 
 
 

=  
 
 
  ,       ( )

( )
( )
( )
( )

'
1 2

'
2

2 1 2 '
1

'

,

0,
,

,0

0,0

X z z

X z
X z z

X z

x

 
 
 

=  
 
 
  

 

 

Τότε: 

[ ] ( ) ( )1 2 0 1 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2, , 0Ez z A A z A z A z Ez z A z Ez z Ez z X z z X z z− − − − − − =    

 Συνεπώς µιλάµε για µοναδικότητα λύσης, ( )1 1 2,X z z = ( )2 1 2,X z z  αν και µόνο αν η 

(2.46) ισχύει..                                          � 

 

Πόρισµα 2.4. 

Το δισδιάστατο ιδιόµορφο µοντέλο (2.1) έχει λύση για κάθε είσοδο iju , αν ο πίνακας 

[ ]1 2 0 1 1 2 2Ez z A A z A z− − −  έχει πλήρη τάξη:  

             [ ]1 2 0 1 1 2 2rank Ez z A A z A z r− − − =  ,    για κάποια ( )1 2,z z ∈ ×C C           (2.47) 

 

Απόδειξη: 

Αν ισχύει η (2.47) τότε ικανοποιείται και η συνθήκη (2.35) και σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα 2.4 το µοντέλο (2.1) είναι επιλύσιµο για κάθε είσοδο ( ),u i j .                   � 

 

 Η συνθήκη (2.47) λέγεται συνθήκη κανονικότητας (regularity) και ένα µοντέλο που 

ικανοποιεί αυτή την συνθήκη λέγεται κανονικό (regular). 

  

Το παρακάτω θεώρηµα, µας δίνει µια ικανή και αναγκαία συνθήκη έτσι ώστε το  

ιδιόµορφο µοντέλο (2.1),  να έχει έξοδο ( ),y i j . 

 

Θεώρηµα 2.6 

Το ιδιόµορφο δισδιάστατο µοντέλο (2.1) έχει έξοδο ( ),y i j , για κάθε είσοδο ( ),u i j  

αν και µόνο αν ισχύει η συνθήκη:
  

          
[ ] 1 2 0 1 1 2 2

1 2 0 1 1 2 2

Ez z A A z A z
rank Ez z A A z A z rank

C

− − − 
− − − =  

                   (2.48) 
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Απόδειξη: 

Κάνοντας χρήση του 2-D µετασχηµατισµού z  στην εξίσωση (2.1α) µας δίνει: 

      ( )1 2,Y z z =C ( )1 2,X z z +D ( )1 2,U z z                                   (2.49) 

 

όπου ( )1 2,Y z z , ( )1 2,X z z  και ( )1 2,U z z  είναι οι δισδιάστατοι µετασχηµατισµοί-z 

των ( ),y i j , ( ),x i j  και ( ),u i j  αντίστοιχα. 

 

Από τις (2.42) , (2.43) και (2.49) η γενική απόκριση του ιδιόµορφου δισδιάστατου  

µοντέλου (2.1) είναι µοναδική για κάθε είσοδο ( ),u i j  αν και µόνο αν: 

[ ]1 2 0 1 1 2 2ker kerEz z A A z A z C− − − ⊂
 

Η οποία είναι ισοδύναµη µε την συνθήκη: 

[ ] 1 2 0 1 1 2 2
1 2 0 1 1 2 2

Ez z A A z A z
rank Ez z A A z A z rank

C

− − − 
− − − =  

   

                       � 

 

 

2.5.2 Αναγκαίες και ικανές συνθήκες για την ύπαρξη λύσης ενός GSM 

(Kaczorek-1988) 

 

 Ας θεωρήσουµε ότι: 1rankE n n= < . Τότε υπάρχουν οµαλοί n n×  πίνακες N  και 

M  έτσι ώστε να ισχύει: 

                                               1
0

0 0
nI

NEM
 

=  
 

                                                   (2.50) 

όπου 
1nI  ο 1 1n n×  ταυτοτικός πίνακας. 

Ας ορίσουµε ένα νέο τοπικό διάνυσµα χώρου κατάστασης ( ),x i j : 

                                          ( ) ( ), ,x i j M x i j=                                             (2.51) 

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά της εξίσωσης του GSM (2.1) µε τον πίνακα N  και 

λαµβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (2.50) και (2.51), παίρνουµε: 

'
1 11 1 12 2 1x A x A x B u= + +                                                      (2.52α) 

                               21 1 22 2 20 A x A x B u= + +                                                      (2.52β) 
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όπου  

( )'
1 1 1, 1x x i j= + + , 

( )
( )
( )

1

1 1

1

,

1,

, 1

x i j

x x i j

x i j

 
 

= + 
 + 

, 

( )
( )
( )

2

2 2

2

,

1,

, 1

x i j

x x i j

x i j

 
 

= + 
 + 

 και 

( )
( )
( )

,

1,

, 1

u i j

u u i j

u i j

 
 

= + 
 + 

 

( )
( )
( )

1

2

,
,

,

x i j
x i j

x i j

 
=  
  

, ( ) 1
1 , nx i j ∈R  , ( ) 2

2 , nx i j ∈R  και 1 2n n n+ =  

0 1 2
11 11 11 11A A A A =   , 0 1 2

12 12 12 12A A A A =   , 0 1 2
1 1 1 1B B B B =    

0 1 2
21 21 21 21A A A A =  

0 1 2
22 22 22 22A A A A =  

0 1 2
2 2 2 2B B B B =    

11 12

21 22

k k

k k k

A A
NA M

A A

 
=  
 

, 1

2

k

k k

B
NB

B

 
=  
  

,   για   k=0,1,2. 

Από την σχέση (2.51) έχουµε: 

   ( ) ( )1 1, ,x i j M x i j=   

   και 

                                                  ( ) ( )2 2, ,x i j M x i j=         , 0i j ≥                            

(2.53) 

όπου  11

2

M
M

M
−  
=  
 

,   1
1

n nM ×∈R  και 2
2

n nM ×∈R . 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι  

11 dx M x=  και 
22 dx M x= , 

όπου [ ]
1 1 1 1dM diag M M M=  και [ ]

2 2 2 2dM diag M M M= , άρα µπορούµε να 

ξαναγράψουµε την σχέση 21 1 22 2 20 A x A x B u= + +  ως 

( )
1 221 22 2 0d dA M A M x B u+ + =  

Από την οποία προκύπτει: 

         

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )

1 2

1

21 22 1 2

1

,0 ,0

1,0 1,0 0

,1 ,1

d d

x i u i

A M A M x i B u i

x i u i

   
   

+ + + + =   
   
   

   για  0i ≥                 (2.54α) 

          

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )

1 2

1

21 22 1 2

1

0, 0,

1, 1, 0

0, 1 0, 1

d d

x j u j

A M A M x j B u j

x j u j

   
   

+ + =   
   + +   

 για  0j ≥               (2.54β) 



ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΟΛΥ∆ΙΑΣΤΑΤΩΝ ΚΑΙ ΠΟΛΥΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 
 

 77

 

Οι οριακές συνθήκες που ικανοποιούν τις πιο πάνω σχέσεις ονοµάζονται επιτρεπτές 

(admissible) οριακές συνθήκες. 

 

Θεώρηµα 2.7 

Το GSM έχει λύση για αποδεκτές οριακές συνθήκες αν και µόνο αν: 

                     [ ]2 1 2
22 22 22 21 22 2rankA rank A A rank A A B = = ¦ ¦ ¦                   (2.55) 

 

Απόδειξη: 

Η εξίσωση (2.52β) µπορεί να γραφτεί στην µορφή: 

                    ( )

( )
( )

2

2 1 0 2
22 2 22 22 21 2

1

1,

,
, 1

x i j

x i j
A x i j A A A B

x

u

 + 
 
  + = −    
 
  

                      (2.56α) 

και 

              

( )
( )

( )2
21 2 0

22 22 22 21 2 1

2

,
1,

, 1

x i j
x i j

A A A A B x
x i j

u

 
+      = −      +     

                       (2.56β) 

όπου  

( )
( )
( )

1

1 1

1

,

1,

, 1

x i j

x x i j

x i j

 
 

= + 
 + 

, 

( )
( )
( )

2

2 2

2

,

1,

, 1

x i j

x x i j

x i j

 
 

= + 
 + 

 και 

( )
( )
( )

,

1,

, 1

u i j

u u i j

u i j

 
 

= + 
 + 

. 

 Από τις (2.52α)  και (2.53) µπορούµε να βρούµε αναδροµικά τα 

( )1 1, 1x i j+ + , , 0,1,...i j =  για δεδοµένα ( ),x i j , ( )1,x i j+ , ( ), 1x i j +  και ( ),u i j   

 

Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας την σχέση (2.56)  µπορούµε να βρούµε τα ( )2 , 1x i j + , 

( )2 1,x i j+ και ( )2 ,x i j για κατάλληλα ( ),i j . 

 Είναι προφανές ότι οι εξισώσεις (2.56) έχουν λύσεις αν η συνθήκη (2.55) 

ικανοποιείται.                           � 
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Λήµµα 2.3 

Ένα GSM έχει λύση για αποδεκτές οριακές συνθήκες αν 22 2rankA n=  

Απόδειξη: 

 Στην ιδιαίτερη περίπτωση  που 22 2rankA n= , από την (2.52) λαµβάνουµε: 

                               21 22 1x A x B u= +                                      (2.57)                                              

Όπου           
1

21 22 22 22 21
T TA A A A A

−
 = −   ,      

1
2 22 22 22 2

T TB A A A B
−

 = −    

Αντικαθιστώντας την (2.57)  στην (2.52) : 

'
11 11 1x A x B u= +  

Όπου           11 2111 12A A A A= +       και          1 21 12B B A B= + .   � 

 

2.6 Λύσεις των γενικευµένων ιδιόµορφων συστηµάτων (GSM) 

 

 Στην παράγραφο που ακολουθεί θα οριστούν οι λύσεις των δισδιάστατων 

ιδιόµορφων µοντέλο (GSM) συναρτήσει των προς τα εµπρός (forward) και προς τα 

πίσω (backward) θεµελιωδών πινάκων. Παρουσιάζεται επίσης µια γενικευµένη 

τεχνική Leverrier για τον υπολογισµό των ακολουθιών των forward και backward 

θεµελιώδη πινάκων που  έχει προταθεί από τους Mertzios και Lewis (1988) και 

Karampetakis (1994). Και όπως θα παρατηρήσουµε είναι εξαρτηµένες από την δοµή 

και τους συντελεστές του µοντέλου καθώς επίσης και της ακολουθία εισόδων ( , )u i j .  

 

 

2.6.1 Η προς τα εµπρός λύση (forward solution) του GSM  

 

  H προς τα εµπρός λύση (forward solution) του ιδιόµορφου Roesser µοντέλου σε 

όρους των προς τα εµπρός (forward) θεµελιωδών πινάκων, έχει προταθεί από τους 

Lewis και Mertzios (1991). Για το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο έχει προταθεί  

από τον Kaczorek (1990) συναρτήσει των προς τα εµπρός (forward) θεµελιωδών 

πινάκων.  

 

 Θεωρούµε το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο (GSM) δισδιάστατων γραµµικών 

διακριτών συστηµάτων (2.1): 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 0 1 21, 1 , 1, , 1 , 1, , 1Ex i j A x i j A x i j A x i j B u i j B u i j B u i j+ + = + + + + + + + + +        

( ) ( ) ( ), , ,y i j Cx i j Du i j= +  

 

Με επιτρεπτές οριακές συνθήκες στο ορθογώνιο[ ] [ ]0, 0,N M×  δίνονται από τις 

σχέσεις  

( ) 0,0 ix i x= ,     για 0,1,...,i N=         και           ( ) 00, jx j x= ,    για 0,1,...,j M= ,    

 

 Εφαρµόζοντας τον 2-D µετασχηµατισµό-z στο GSM (2.1) παίρνουµε: 

( ) [ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1 2 1 2 0 1 1 2 2 0 1 1 2 2 1 2 1 1 2

2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 1 2

, , 0,

,0 0, ,0 ,0 0, 0,0

X z z Ez z A A z A z B B z B z U z z B z U z

B z U z A z X z A z X z Ez z X z X z x

−
= − − − + + − −

− − − + + − 
 

ισοδύναµα: 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1
1 2 0 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 2 1

1 1 2 2 2 1 1 2 1 2

, , 0, ,0

0, ,0 ,0 0, 0,0

X z z G B B z B z U z z B z U z B z U z

A z X z A z X z Ez z X z X z x

−= + + − − −

− − + + − 
      (2.58) 

 

όπου ( )1 2,X z z , ( )1 2,U z z ,  ( )1,0U z ,  ( )20,U z ,  ( )1,0X z ,  ( )20,X z  είναι οι 2-D  

Ζ-µετασχηµατισµοί των συναρτήσεων ( ),x i j , ( ),u i j , ( ),0u i , ( )0,u j , ( ),0x i  και 

( )0,x j  αντίστοιχα. 

 

Παρατήρηση 2.6. 

 Όπως είδαµε από την προηγούµενη παράγραφο, το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο 

(GSM) έχει µοναδική λύση ( , )x i j  για κάθε είσοδο ( , )u i j  και επιτρεπτές οριακές 

συνθήκες (2.13) αν και µόνο αν δεν µηδενίζεται εκ ταυτότητας η πιο κάτω σχέση:  

      ( ) [ ]1 2 1 2 0 1 1 2 2, det 0det G z z Ez z A A z A z= − − − ≠                                  (2.59)        

 

Αν θεωρήσουµε ότι det 0G ≠  για κάποια 1 2,z z , τότε ο αντίστροφος πίνακας 1G−   

µπορεί να γραφτεί ως ανάπτυγµα Laurent στο άπειρο  

1 2

1
1 2

p q
pq

p n q n

G T z z
∞ ∞

− − −

=− =−

= ∑ ∑  ,              (2.60) 

1n n≤  ,  2n n≤   και  1 1 0z σ> >  ,  2 2 0z σ> >  
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όπου ,p qT  είναι οι forward θεµελιώδεις πινάκες. Η ακολουθία πινάκων { ,p qT } είναι 

γνωστή σαν ακολουθία forward θεµελιώδη πινάκων. Αναγκαία και επαρκή συνθήκη 

για την ύπαρξη και την µοναδικότητα τους, σύµφωνα µε τον Karampetakis (1994) 

είναι η εξής: 

( )deg ,z G z z = ( )
1 1 2deg ,z G z z + ( )

2 1 2deg ,z G z z                           (2.61) 

 όπου ( )1 2deg ,
iz G z z  είναι ο βαθµός του ( )1 2,G z z  στο iz , 1,2i =  και το 

( )deg ,z G z z  είναι ο βαθµός του ( )1 2,G z z  στο z .  

 

 Αν στην σχέση (2.60) πολλαπλασιάσουµε από αριστερά και τις δύο πλευρές της 

εξίσωσης µε τον πίνακα G  παίρνουµε: 

1 2 1 2

1 2 1 2
p q p q

pq pq n
p n q n p n q n

T z z G GT z z I
∞ ∞ ∞ ∞

− − − −

=− =− =− =−

= =∑ ∑ ∑ ∑  

 Τότε από την εξίσωση των συντελεστών-πινάκων των δυνάµεων των 1z  και 2z  της 

πιο πάνω ισότητας προκύπτουν οι πιο κάτω σχέσεις για τους forward θεµελιώδεις 

πινάκες pqT  : 

                

{
 

 

 

Το ζευγάρι των θετικών ακεραίων ( )1 2,n n  έτσι ώστε  0pqT =  για 1p n< −  και/ ή 

2q n< −  λέγεται δείκτης του GSM.  Τα 1n  και 2n  είναι πεπερασµένα αν και µόνο αν 

οι συντελεστές 
1 2n nd  του πιο κάτω πολυωνύµου δεν είναι µηδενικοί: 

1 2

1 2
0 0

det
n n

i j
ij

i j

G d z z
= =

=∑∑ . 

                       

Αντικαθιστώντας στην σχέση (2.60), την σχέση (2.58) λαµβάνουµε: 

( ) ( ){ ( )
1 2

1 2 1 2 0 1 1 2 2 1 2, ,p q
pq

p n q n

X z z T z z B B z B z U z z
∞ ∞

− −

=− =−

= + + −∑ ∑  

pqET =

0 0,0 1 1,0 2 0,1A T AT A T I+ + +             για 1p q= =   

0 1, 1 1 , 1 2 1,p q p q p qA T AT A T− − − −+ +    για 1p ≠  και/ ή  1q ≠   
(2.62) 

                      0                                για 1p n< −  και/ ή  2p n< −  
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                      ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 10, ,0 0, ,0B z U z B z U z A z X z A z X z− − − − +           (2.63) 

( ) ( ) ( )( )}1 2 1 2,0 0, 0,0Ez z X z X z x+ + −  

 

Χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο 2-D µετασχηµατισµό-z (Kaczorek 1985) στη 

σχέση που βρήκαµε, και λαµβάνοντας υπόψη ότι 0pqT =   για 1p n< −  και/ ή  

2p n< − , παίρνουµε: 

( ) ( ) ( )
1 2 1 21

, 0 1, 1
0 0 0 0

, , ,
i n j n i n j n

i p j q i p j q
p q p q

x T B u T B ui j p q p q
+ + + + +

− − − + −
= = = =

= + +∑∑ ∑ ∑  

( ) [ ]
( )
( )

1 2 11

, 1 2 , 1 2 2
0 0 0

,0
,

,0

i n j n i n

i p j q i p j
p q p

x
T B u T A B

u

p
p q

p

+ + + +

− − + − +        
= = =

 
+ − − 

  
∑ ∑ ∑  

[ ]
( )
( )

( )
2

1, 1 1, 1
0

0,0
0,

0,

j n

i j q i j
q

x
T A B T Ex

u

q

q

+

+ − 1       + +
=

 
− + + 

  
∑  

( ) ( )
1 21 1

1, 1 1, 1
1 1

,0 0,
i n j n

i p j i j q
p q

T Ex p T Ex q
+ + + +

− + + + − +
= =

+ +∑ ∑  

Από τις σχέσεις (2.62) προκύπτει ότι ισχύει:     

( ) ( ) ( )
1 21 1

1, 1 1, 1 1, 1
1 1

,0 0, 0,0
i n j n

i p j i j q i j
p q

T Ex p T Ex q T Ex
+ + + +

− + + + − + + +
= =

+ + −∑ ∑  

( ) ( )
1 2

, 1 2 1, 1
0 0

0,,0
i n j n

i p j i j q
p q

T A x T A x qp
+ +

− + + −
= =

− − =∑ ∑  

( ) ( ) ( )
1 1 21

, 0 1, 1 , 0
1 1 1

,0,0 0,
i n i n j n

i p j i p j i j q
p p q

T A x T A x p T A xp q
+ + + +

− − + −
= = =

= + + +∑ ∑ ∑  

               ( ) ( )
2 1

, 1 2 , 0
1

0, 0,0
j n

i j q i j
q

T A x q T A x
+ +

− +
=

+ +∑                         

 

Λαµβάνοντας υπόψη την πιο πάνω σχέση, µπορούµε να ξαναγράψουµε την λύση του 

γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου στην µορφή: 

 

( ) ( ) ( )
1 2 1 21

, 0 1, 1
1 1 1 1

, , ,
i n j n i n j n

i p j q i p j q
p q p q

x T B u T B ui j p q p q
+ + + + +

− − − + −
= = = =

= + +∑∑ ∑ ∑  

(2.64) 



ΜΑΡΙΑ Π. ΖΕΒΛΗ 
 

 82

                   ( ) [ ]
( )
( )

1 2 11 1

, 1 2 1, 1
1 1 1

,0
,

,0

i n j n i n

i p j q i p j
p q p

x
T B u T A B

u

p
p q

p

+ + + + +

− − + − + 1       
= = =

 
+ + + 

  
∑ ∑ ∑           

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

1 2 1

, 0 , 1 2
1 1

,0 0,

,0 0,

i n j n

i p j i j q
p q

x x
T A B T A B

u u

p q

p q

+ + +

− 0       − + 2       
= =

   
+ + +   

      
∑ ∑  

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

2

, 0 , 0
1

0,0

0,0

0,

0,

j n

i j q i j
q

x x
T A B T A B

u u

q

q

+

− 0       0       
=

   
+ +   

      
∑  

ή 

( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 11

0 1, , ,
j ji i

pq pq
p n q n p n q n

x T B u T B ui j i p j q i p j q
− −−

=− =− =− =−

= + +− − − −∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )
1 2 1

1

2 1, 1 1,0 1,0
ji i

pq pj
p n q n p n

T B u i p j q T A x B ui p i p
−

1
=− =− =−

+ − − + − + +  − + − +∑ ∑ ∑  

                                   ( ) ( )
1

1

0,0 ,0
i

pj
p n

T A x B ui p i p
−

0
=−

+ + +  − −∑                        (2.65β ) 

( ) ( )
2

20, 1 0, 1
j

iq
q n

T A x B uj q j q2
=−

+ + +  − + − +∑  

( ) ( ) ( ) ( )
2

1

0 00, 0, 0,0 0,0
j

iq ij
q n

T A x B u T A x B uj q j q
−

0 0
=−

+ + + +      − −∑  

 

Καταλήγουµε στο πιο κάτω θεώρηµα για την προς τα εµπρός λύση του του 

γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου: 

Θεώρηµα 2.8 

Αν det 0G ≠  τότε η µοναδική λύση του του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου (2.1) 

µε επιτρεπτές οριακές συνθήκες (2.13) δίνεται από τους τύπους (2.65α) και (2.65β). 

                                                                   �

   

 Αντικαθιστώντας την (2.65α) ή την (2.65β) στην (2.1β) παίρνουµε την γενική 

απόκριση του του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου (2.1): 

( ) ( ) ( )
1 2 1 21

, 0 1, 1
0 0 0 0

, , ,
i n j n i n j n

i p j q i p j q
p q p q

y i j C T B u T B up q p q
+ + + + +

− − − + −
= = = =


= + +


∑∑ ∑ ∑  

( ) [ ]
( )
( )

1 2 11

, 1 2 , 1 2 2
0 0 0

,0
,

,0

i n j n i n

i p j q i p j
p q p

x
T B u T A B

u

p
p q

p

+ + + +

− − + − +        
= = =

 
+ − − 

  
∑ ∑ ∑  

(2.65α) 
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                               [ ]
( )
( )

( )
2

1, 1 1, 1
0

0,0
0,

0,

j n

i j q i j
q

x
T A B T Ex

u

q

q

+

+ − 1       + +
=

 
− + + 

  
∑                       (2.66) 

( ) ( ) ( )
1 21 1

1, 1 1, 1
1 1

,0 0, ,
i n j n

i p j i j q
p q

T Ex p T E x q Du i j
+ + + +

− + + + − +
= =

+ + +∑ ∑  

ή 

( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 11

0 1, , ,
j ji i

pq pq
p n q n p n q n

y i j C T B u T B ui p j q i p j q
− −−

=− =− =− =−


= + +


− − − −∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )
1 2 1

1

2 1, 1 1,0 1,0
ji i

pq pj
p n q n p n

T B u i p j q T A x B ui p i p
−

1
=− =− =−

+ − − + − + +  − + − +∑ ∑ ∑  

  
( ) ( )

1

1

0,0 ,0
i

pj
p n

T A x B ui p i p
−

0
=−

+ + +  − −∑  

( ) ( )
2

20, 1 0, 1
j

iq
q n

T A x B uj q j q2
=−

+ + +  − + − +∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

0 0 ,0, 0, 0,0 0,0
j

iq ij
q n

T A x B u T A x B u Du i jj q j q
−

0 0
=−


+ + + + +      


− −∑  

  

Σηµείωση. 

Ο πίνακας 1G−  µπορεί να γραφτεί και ως :  

( ) ( )

' '
1 2

1 11 '
1 2

p q
pq

p n q n

G T z z
∞ ∞

− + − +−

=− =−

= ∑ ∑   ,             (2.68) 

 Από τις (2.60) και (2.68) είναι προφανής η συσχέτιση τους: 

'
1, 1pq p qT T − −=                       και '

1 1 1n n= − ,                       '
2 2 1n n= −  

και χρησιµοποιείται για να βρούµε την λύση ενός γενικευµένου κανονικού (GRM) 

µοντέλου  για 1 2 0n n= = .         �              

 

 

Παράδειγµα 2.1 

Έστω το δισδιάστατο ιδιόµορφο µοντέλο: 

( ) ( ) ( ) ( )
0 1 0 0 1 0 0 0

1, 1 , 1, , 1
0 0 0 0 0 0 0 1

x i j x i j x i j x i j
       

+ + = + + + + +       
       

 

( ) ( ) ( )
1 1 0

, 1, , 1
1 0 1

u i j u i j u i j
     

+ + + + +     
     

 

     (2.67) 
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 µε πίνακες  
0 1

0 0
E

 
=  
 

, 0

0 0

0 0
A

 
=  
 

, 1

1 0

0 0
A

 
=  
 

, 2

0 0

0 1
A

 
=  
 

, 0

1

1
B

 
=  
 

, 

1

1

0
B

 
=  
 

 , 2

0

1
B

 
=  
 

.  Για διάνυσµα εισόδου ( ), i ju i j e +=  για , 0i j ≥  και ( ), 0u i j =  

για , 0i j< , και αποδεκτές οριακές συνθήκες ( ),0 ix i e= ,  ( )0, jx j e= στο ορθογώνιο 

[ ] [ ]0,2 0,2×  να βρούµε την προς τα εµπρός λύση του του γενικευµένου ιδιόµορφου 

µοντέλου ( )1,1x  . 

Αρχικά βρίσκουµε τον πολυωνυµικό  πίνακα ( )1 2,G z z  

( ) [ ]1 2 1 2 0 1 1 2 2,G G z z Ez z A A z A z= = − − − ⇒  

( ) 1 1 2
1 2 1 2 1 2

2

0 1 0 0 1 0 0 0
,

00 0 0 0 0 0 0 1

z z z
G z z z z z z

z

−        
= − − − =          −         

 

Ελέγχουµε αν η ορίζουσα του είναι διάφορη του µηδέν και αν ισχύει η συνθήκη:  

( )deg ,z G z z = ( )
1 1 2deg ,z G z z + ( )

2 1 2deg ,z G z z , έτσι ώστε να υπάρχει λύση. 

( )1 2 1 2det , 0G z z z z= ≠     ,  ( )deg , 2z G z z = , ( )
1 1 2deg , 1z G z z = , ( )

2 1 2deg , 1z G z z = . 

Ακολούθως βρίσκουµε τον αντίστροφο πίνακα του ( )1 2,G z z , έτσι ώστε να βρούµε 

την ακολουθία των προς τα εµπρός πινάκων. 

( )
1

1 1
1 2 1

2

1
,

0

z
G z z

z

−
−

−

 − −
=  − 

 

Τότε από την σχέση (2.60) 

( ) 1 1 1
1 2 1 2

0 1 1 0 0 0
,

0 0 0 0 0 1
G z z z z

− − −− −     
= + + ⇒     −     

 

00

0 1

0 0
T

− 
=  
 

,        10

1 0

0 0
T

− 
=  
 

,      01

0 0

0 1
T

 
=  − 

 

 

Τότε από την (2.65α) βρίσκουµε την λύση του του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1,1 0 1,0 0 1, 1 0 0,1 0 0,0 0

0, 1 0 1,1 0 1,0 0 1, 1 0 2,1 1

2,0 1 2, 1 1 1,1 1 1,0 1 1, 1 1

0,1 1 0,0 1

1,1 0,0 0,1 0,2 1,0 1,1

1,2 2,0 2,1 2,2 0,0

0,1 0,2 1,0 1,1 1,2

2,0 2

x T B u T B u T B u T B u T B u

T B u T B u T B u T B u T B u

T B u T B u T B u T B u T B u

T B u T B u

−

− − − − −

− −

= + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0, 1 1 1,1 1 1,0 1

1, 1 1 1,2 2 1,1 2 1,0 2 1, 1 2

,1 2,2 3,0 3,1

3,2 0,0 0,1 0,2 0,3

T B u T B u T B u

T B u T B u T B u T B u T B u

− − −

− − −

+ + + + +

+ + + + + +
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

0,2 2 0,1 2 0,0 2 0, 1 2 1,2 2

1,1 2 1,0 2 1, 1 2 1,2 2 2

0,2 2 2 1,2 2 2 2,1

1,0 1,1 1,2 1,3 2,0

0,0
2,1 2,2 2,3

0,0

1,0 2,0

1,0 2,0

T B u T B u T B u T B u T B u

x
T B u T B u T B u T A B

u

x x
T A B T A B T A

u u

− −

− − − −        

       −        1

+ + + + + +

 
+ + + − + 

  

   
− − −   

      
[ ]

( )
( )1

0,0

0,0

x
B

u
       

 
+ 

  

 

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2,0 1 2, 1 1 2,2 1,2

0,2 1,2 2,1 2,0 2, 1

0,0 1,0

2,0 3,0 0,1 0,2 0,3

0,1 0,2

0,1 0,2

x x
T A B T A B T Ex T Ex

u u

T Ex T Ex T Ex T Ex T Ex

1       − 1       

− −

   
− − + + +   

      
+ + + + + ⇒

 

 

( ) 2 2

2 3 2 2

1 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1

0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1

0 1 0

0 0 1

1,1x e e e e

e e e e

− − −               
= + + + +               −               

− −               
+ + + + +               − −               

−   
+    
   

3 2
3

2

2e e e
e

e e

 + +
= −  

+ 

 

Παρατηρούµε ότι η λύση δεν εξαρτάται από τις οριακές συνθήκες, έτσι για , 0i j ≥  η 

λύση µπορεί να γραφτεί στην µορφή: 

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1 0

, , , 1 1, , 1
1 0 0 1

x i j u i j u i j u i j u i j
− − −       

= + + + − + −       − −       
.          

Η γενική απόκριση του του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου για πίνακες 

[ ]1 0C =  και 0D =  είναι: ( ) ( ) ( ), , , 1y i j u i j u i j= − − −  και συγκεκριµένα 

( ) 3 21,1 2y e e e= − − − .                                � 

 

 

2.6.2 H προς τα πίσω λύση (backward solution) του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου  

 

Θεωρούµε το δυϊκό γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο (GSM)  του (2.1): 

ɶ ( ) ɶ ( ) ɶ ( ) ɶ ( )0 1 2, 1, 1 , 1 1,E x i j A x i j A x i j A x i j= + + + + + + +  

ɶ ( ) ɶ ( ) ɶ ( )0 1 21, 1 , 1 1,B u i j B u i j B u i j+ + + + + + +  

 

(2.59) 
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Ας θεωρήσουµε τον πολυωνυµικό πίνακα ( )1 2,G z z =[ ]1 2 0 1 1 2 2Ez z A A z A z− − −                    

Τότε το ανάπτυγµα Laurent στο µηδέν του πίνακα ( ) 1

1 2,G z z
−

  δίνεται από τη σχέση: 

                    ( ) 1

1 2,G z z
−

=
1 2

, 1 2
p q

p q
p l q l

V z z
−∞ −∞

− −

= =
∑∑ ,     και   1 1z σ<  , 2 2z σ<                 ( 2.70) 

όπου ,p qV  είναι οι προς τα πίσω θεµελιώδεις πίνακες (backward fundamental matrix 

sequence) και η ακολουθία { ,p qV } είναι γνωστή ως ακολουθία των προς τα πίσω 

θεµελιώδη πινάκων (backward fundamental matrix sequence). 

 

 

Λήµµα 2.6  

Ας θεωρήσουµε τον δυϊκό πίνακα  του ( )1 2,G z z :                      

                            � ( )1 2,G z z = 0 1 2 2 1 1 2E A z z A z A z− − − = 1 2
1 2

1 1
,z z G

z z

 
 
 

                   (2.71) 

Τότε το Laurent ανάπτυγµα στο άπειρο  του αντίστροφου δυϊκού πίνακα � ( ) 1

1 2,G z z
−

 

γράφεται: 

                         � ( ) �

1 2

1

1 2 1 2, p q
pq

p f q f

G z z T z z
∞ ∞

− − −

=− =−

= ∑ ∑                                        (2.72) 

όπου        1i if l= −   και  � 1, 1 ,i j i jT V+ + − −= ,      για 1 1, 1,...i l l= −   και  2 2, 1,...j l l= −  

Οι backward θεµελιώδες πίνακες ,p qV   ορίζονται από την (2.70). 

 

Απόδειξη: 

Ο δυϊκός πίνακας � ( )1 2,G z z  του ( )1 2,G z z  δίνεται από την (2.71). Αντίστροφα: 

( )1 2,G z z = �
1 2

1 2

1 1
,z z G

z z

 
⇔ 

 
 

( ) � �

1 2

1
1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 1 1
, ,

qp

pq

p f q f

G z z z z G z z T
z z z z

−− −
∞ ∞

− − − − −

=− =−

     
= = =     

     
∑ ∑  

�

1 2

1 1
1 2
p q

pq

p f q f

T z z
∞ ∞

− −

=− =−

= ⇔∑ ∑  

                                  ( ) 1

1 2,G z z
−

=
1 2

, 1 2
p q

p q
p l q l

V z z
−∞ −∞

− −

= =
∑∑                       (2.73) 
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εξισώνοντας τους συντελεστές των δυνάµεων 1z  και 2z  έχουµε � 1, 1 ,i j i jT V+ + − −=  και 

1i if l= −  για  1 1, 1,...i l l= −   και  2 2, 1,...j l l= −      

                  � 

 

Παρατήρηση 2.2 

Από το Λήµµα 2.6  παρατηρούµε ότι το ανάπτυγµα Laurent στο µηδέν του πίνακα 

( ) 1

1 2,G z z
−

 που δίνεται από την (2.70) και το ανάπτυγµα Laurent στο άπειρο του 

αντίστροφου του δυϊκού πίνακα � ( )1 2,G z z  που δίνεται από την (2.72),  είναι άµεσα 

συσχετισµένα. Συνεπώς το ανάπτυγµα του Laurent στο µηδέν του πίνακα ( ) 1

1 2,G z z
−

 

υπάρχει και είναι µοναδικό αν και µόνο υπάρχει το ανάπτυγµα του Laurent στο 

άπειρο του δυϊκού πίνακα � ( ) 1

1 2,G z z
−

.  Τότε οι συνθήκες (2.59) και (2.61) 

επεκτείνονται για τον δυϊκό πίνακα  � ( ) 1

1 2,G z z
−

  και εξασφαλίζουν την ύπαρξη του 

αναπτύγµατος Laurent στο µηδέν του πίνακα ( ) 1

1 2,G z z
−

.                    �

                                                                   

  

Παρατήρηση 2.3 

H ακολουθία προς τα πίσω (backward) θεµελιωδών πινάκων του 

( ) [ ]1 2 1 2 0 1 1 2 2,G z z Ez z A A z A z= − − −
,
 είναι η προς τα εµπρός (forward) ακολουθία 

των θεµελιωδών πινάκων του δυϊκού πολυωνυµικού πίνακα 

� ( ) [ ]1 2 0 1 2 1 2 2 1,G z z E A z z A z A z= − − −  και για αυτό θεωρούµε και την ακολουθία προς 

τα πίσω θεµελιώδη πινάκων γνωστή.                               � 

 

 Εφαρµόζοντας τον 2-D µετασχηµατισµό-z, όπως τον έχει ορίσει Kaczorek (1985), 

πάνω στο δυϊκό γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο (2.69) παίρνουµε:  

� ( ) � ( ) � ( ) � ( ) ɶ ( ){ }1 2 0 1 2 1 2 1 2, , ,0 0, 0,0E X z z A z z X z z X z X z x = − − + +   

� ( ) � ( ){ } � ( ) � ( ){ }1 2 1 2 1 2 1 1 2 2, ,0 , 0,A z X z z X z A z X z z X z   + − + − +     

� ( ) � ( ) � ( ) ɶ ( ){ }0 1 2 1 2 1 2, ,0 0, 0,0B z z U z z U z U z u + − − + +   

� ( ) � ( ){ } � ( ) � ( ){ }1 2 1 2 1 2 1 1 2 2, ,0 , 0,B z U z z U z B z U z z U z   + − + −     
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 Κάνοντας τις πράξεις η πιο πάνω σχέση γίνεται: 

� ( ) [ ] 1

1 2 0 1 2 1 2 0 1 2 1 2 2 1,X z z E A z z A z B z z B z B z
−

= − − − − − ×  

( ) � ( ){ � ( ) � ( )0 1 2 1 2 2 1 1 2 0 1 2 1 1 2 1, ,0 ,0B z z B z B z U z z B z z U z B z U z× + + − − −  

� ( ) � ( ) ɶ ( ) ɶ ( )0 1 2 2 2 1 2 0 1 2 0 1 20, 0, 0,0 0,0B z z U z B z U z B z z u A z z x− − + + −  

� ( ) � ( ) � ( ) � ( )}1 2 1 0 1 2 1 2 1 2 0 1 2 2,0 ,0 0, 0,A z X z A z z X z A z X z A z z X z− − − −  

 

όπου  � ( )1 2,X z z , � ( )1,0X z , � ( )20,X z , � ( )1 2,U z z ,� ( )1,0U z , � ( )20,U z οι 2-D z-

µετασχηµατισµοί των ɶ ( ),x i j , ɶ ( ),0x i , ɶ ( )0,x j , ɶ ( ),u i j , ɶ ( ),0u i  και 

ɶ ( )0,u j αντίστοιχα. 

 

Αντικαθιστώντας το ανάπτυγµα του Laurent στο άπειρο του αντίστροφου  δυϊκού 

πίνακα � ( )1 2,G z z  όπως ορίζεται από την (2.72) παίρνουµε  

� ( ) � ( ) � ( ){
1 2

1 2 1 2 0 1 2 1 2 2 1 1 2, ,p q
pq

p f q f

X z z T z z B z z B z B z U z z
∞ ∞

− −

=− =−

 
= + + − 
 
∑ ∑  

� ( ) � ( ) � ( ) � ( )0 1 2 1 1 2 1 0 1 2 2 2 1 2,0 ,0 0, 0,B z z U z B z U z B z z U z B z U z− − − − +  

ɶ ( ) ɶ ( ) � ( ) � ( )0 1 2 0 1 2 1 2 1 0 1 2 10,0 0,0 ,0 ,0B z z u A z z x A z X z A z z X z+ + − − −  

                                � ( ) � ( )}2 1 2 0 1 2 20, 0,A z X z A z z X z− −  
 
                     (2.74) 

 

 Χρησιµοποιώντας τον 2-D αντίστροφο µετασχηµατισµό και λαµβάνοντας υπόψη ότι  

� 0pqT =  για 1p f< −  ή 2q f< −  παίρνουµε την forward λύση του δυϊκού µοντέλου 

(2.69): 

ɶ ( ) � ɶ ( ) � ɶ ( )
1 2 1 21 1 1

1, 1 , 10 1
0 0 0 0

, , ,
i f i f i f j f

i p j q i p j q

p q p q

x i j T B u p q T B u p q
+ + + + + + +

− + − + − − +

= = = =

= + +∑ ∑ ∑ ∑  

                      � ɶ ( ) � [ ]
ɶ ( )
ɶ ( )

1 2 11

1, , 12 1 1
0 0 0

,0
,

,0

i f j f i f

i p j q i p j

p q p

x p
T B u p q T A B

u p

+ + + +

− + − − +

= = =

 
+ − − 

  
∑ ∑ ∑          (2.75) 

� [ ]
ɶ ( )
ɶ ( )

� [ ]
ɶ ( )
ɶ ( )

2 1 1

1, 1, 12 2 0 0
0 1

0, ,0

0, ,0

j f i f

i j q i p j

q p

x q x p
T A B T A B

u q u p

+ + +

+ − − + +

= =

   
− − −   

      
∑ ∑  
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� [ ]
ɶ ( )
ɶ ( )

� [ ]
ɶ ( )
ɶ ( )

2 1

1, 1 1, 10 0 0 0
1

0, 0,0

0, 0,0

j f

i j q i j

q

x q x
T A B T A B

u q u

+ +

+ − + + +

=

   
− +   

      
∑  

 

 

Θεώρηµα 2.9 

α) Αν ɶ ( ),x i j  είναι η λύση του δυϊκού γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου µοντέλου 

(2.69) για µη-µηδενική είσοδο ɶ ( ),u i j , τότε η ακολουθία διανυσµάτων κατάστασης 

( ) ɶ ( ), ,x i j x N i M j= − −  είναι η λύση του του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου 

(2.1) για µη µηδενική είσοδο ( ) ɶ ( ), ,u i j u N i M j= − − . 

β) Αν ( ),x i j  είναι η λύση του του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου µοντέλου 

(2.1) για µη-µηδενική είσοδο ( ),u i j , τότε η ακολουθία ɶ ( ) ( ), ,x i j x N i M j= − −  

είναι η λύση του δυϊκού µοντέλου (2.69) για µη µηδενική είσοδο 

ɶ ( ) ( ), ,u i j u N i M j= − − . 

 

Απόδειξη: 

Για το α) Ας θεωρήσουµε την ɶ ( ),x i j  ως λύση του δυϊκού µας GSM µοντέλου (2.69) 

για µια µη-µηδενική έσοδο ɶ ( ),u i j , άρα το διάνυσµα κατάστασης ɶ ( ),x i j  ικανοποιεί 

την (2.69) . 

Για το ιδιόµορφο µοντέλο (2.1) θέτουµε:  

( ) ɶ ( ), ,x i j x N i M j= − −  και ( ) ɶ ( ), ,u i j u N i M j= − − , 

λαµβάνοντας υπόψη ότι για  , 0,1,...p q = : 

( ) ɶ ( ) ( )( ), ,x i p j q x N i p M j q+ + = − + − +  

( ) ɶ ( ) ( )( ), ,u i p j q u N i p M j q+ + = − + − +  

Έχουµε λοιπόν: 

( ) ɶ ( ) ( )( )1, 1 1 , 1Ex i j Ex N i M j+ + = − + − + . 

Αντικαθιστώντας στην (2.69): 

( ) ɶ ( ) ( )( ) ɶ ( ) ( )( )01, 1 1 , 1 1 1, 1 1Ex i j E x N i M j A x N i M j+ + = − + − + = − + + − + + + 

ɶ ( ) ( )( ) ɶ ( ) ( )( )1 21 , 1 1 1 1, 1A x N i M j A x N i M j+ − + − + + + − + + − + +  
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+ ɶ ( ) ( )( ) ɶ ( ) ( )( )0 11 1, 1 1 1 , 1 1B u N i M j B u N i M j− + + − + + + − + − + + +  

                          ɶ ( ) ( )( )2 1 1, 1B u N i M j+ − + + − +                                 (2.75) 

 

Για            ( ) ɶ ( ), ,x i j x N i M j= − −       και      ( ) ɶ ( ), ,u i j u N i M j= − −
 

η (2.75) γίνεται: 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 21, 1 , 1, , 1Ex i j A x i j A x i j A x i j+ + = + + + + +  

( ) ( ) ( )0 1 2, 1, , 1B u i j B u i j B u i j+ + + + +  

Τον ίδιο τρόπο ακολουθούµε και για την απόδειξη του το δεύτερου µέρους του 

θεωρήµατος.           � 

              

   

Η προς τα πίσω λύση (backward solution) του GSM  µε την βοήθεια της forward 

λύσης του δυϊκού µοντέλου και του Θεωρήµατος 2.9 δίνεται από το ακόλουθο 

θεώρηµα: 

 

Θεώρηµα 2.10 

Αν ισχύει ( )1 2det , 0G z z ≠ , τότε η µοναδική backward λύση του GSM (2.1) µε 

επιτρεπτές τελικές συνθήκες (2.15) δίνεται από την σχέση: 

( ) ( )
1 2

, 0
0 0

, ,
N i l M j l

p i N q j M
p q

x V B ui j N p M q
− + − +

− − − −
= =

= +− −∑ ∑

( )
1 21

1 , 1
0 0

,
N i l M j l

p i N q j M
p q

V B u N p M q
− + − − +

+ + − + −
= =

+ +− −∑ ∑  

( )
1 2 1

, 1 2
0 0

,
N i l M j l

p i N j q M
p q

V B u N p M q
− + − + −

+ − + + −
= =

+ −− −∑ ∑  

[ ]
( )
( )

1 1

1 , 1
0

,

,

N i l

i p N j M
p

x
V A B

u

N p M

N p M

− + −

+ + − − 1       
=

 
− − 

  

−

−∑  

[ ]
( )
( )

2 1

,1 2
0

,

,

M j l

i N q j M
q

x
V A B

u

N M q

N M q

− + −

− + + − 2       
=

 
− − 

  

−

−∑  

[ ]
( )
( )

1

, 0
1

,

,

N i l

p i N j M
p

x N p M
V A B

u N p M

− +

+ − − 0       
=

− 
− − 

  −∑  
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[ ]
( )
( )

2

, 0
1

,

,

M j l

i N q j M
q

x N M q
V A B

u N M q

− +

− + − 0       
=

− 
− + 

  −∑  

                                           + [ ]
( )
( ), 0

,

,i N j M

x N M
V A B

u N M− − 0       

 
 
  

                                 (2.76) 

όπου ,i jV  είναι η προς τα πίσω (backward) θεµελιώδη ακολουθία του πίνακα 

( ) 1

1 2,G z z
−

 που δίνεται από την σχέση (2.70). 

 

 

Απόδειξη:  

Ας θεωρήσουµε γνωστή την forward λύση του δυϊκού συστήµατος (2.69) ɶ ( ),x i j  που 

δίνεται από την σχέση (2.75)  για µια µη-µηδενική είσοδο ɶ ( ),u i j . Τότε η ακολουθία 

( ) ɶ ( ), ,x i j x N i M j= − −  σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.9 είναι η λύση της δυϊκής 

εξίσωσης της (2.1) για µη µηδενικές εισόδους ( ) ɶ ( ), ,u i j u N i M j= − −  και µε τη 

βοήθεια της σχέσης (2.73) καταλήγουµε στην επιθυµητή µορφή της λύσης (2.76) 

( ) ɶ ( ),,x x N i M ji j = − − =  

� ( )
1 21 1

1, 1 0
0 0

,
N i f M j f

N i p M j q

p q

T B u N p M q
− + + − + +

− − + − − +

= =

= +− −∑ ∑  

� ( )
1 2 1

, 1 1
0 0

,
N i f M j f

N i p M j q

p q

T B u N p M q
− + − + +

− − − − +

= =

+ +− −∑ ∑  

� ( )
1 21

1, 2
0 0

,
N i f M j f

N i p M j q

p q

T B u N p M q
− + + − +

− − + − −

= =

+ −− −∑ ∑  

� [ ]
( )
( )

1

, 1 1
0

,

,

N i f

N i p M j

p

x
T A B

u

N p M

N p M

− +

− − − + 1       
=

 
− − 

  

−

−∑  

� [ ]
( )
( )

2

1, 2
0

,

,

M j f

N i M j q

q

x
T A B

u

N M q

N M q

− +

− + − − 2       
=

 
− − 

  

−

−∑

� [ ]
( )
( )

1 1

1, 1 0
1

,

,

N i f

N i p M j

p

x N p M
T A B

u N p M

− + +

− − + − + 0       
=

− 
− − 

  −∑  

� [ ]
( )
( )

2 1

1, 1 0
1

,

,

M j f

N i M j q

q

x N M q
T A B

u N M q

− + +

− + − − + 0       
=

− 
− + 

  −∑ � [ ]
( )
( )

1, 1 0

,

,
N i M j

x N M
T A B

u N M
− + − + 0       

 
+  

  
. 
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                 �              

 

Μια αναγκαία και ικανή συνθήκη για να έχει λύση το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο 

(2.1), είναι οι τελικές συνθήκες (2.15) να ικανοποιούν την πιο πάνω λύση (2.76),  για  

( i N=  και 0,1,...,j M= ) και (για 0,1,...,i N=  και j M= ). 

 

Παράδειγµα 2.2 

Να βρούµε την προς τα πίσω λύση ( )2,2x του GSM του παραδείγµατος 2.1 µε 

ακολουθία εισόδων ( ), i ju i j e +=  για , 0i j ≥  και αποδεκτές τελικές  συνθήκες 

( ),
0

ie
x i M

 
=  
 

, για  0,1,2i =  και ( )
0

,
j

x N j
e

 
=  
 

 για 0,1,2j = , στο ορθογώνιο 

[ ] [ ]0,2 0,2×  . 

 

Στην πορεία βρίσκουµε τους προς τα εµπρός θεµελιώδη πινάκες του δυϊκού 

πολυωνυµικού πίνακα � ( )1 2,G z z , εφόσον σύµφωνα µε την Παρατήρηση (2.3) είναι η 

ακολουθία των προς τα πίσω θεµελιωδών πινάκων του πίνακα ( )1 2,G z z .  

� ( ) 2
1 2 1 2

11 2

11 1
, ,

0

z
G z z z z G

zz z

−   
= =   −  

 

Αρχικά ελέγχουµε αν η ορίζουσα του πίνακα � ( )1 2,G z z είναι διάφορη του µηδέν έτσι 

ώστε να έχει µοναδική προς τα πίσω λύση το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο, και αν 

ικανοποιείται η συνθήκη (2.61) για τον δυϊκό πίνακα � ( )1 2,G z z  έτσι ώστε να υπάρχει 

και να είναι µοναδική η ακολουθία των προς τα πίσω πινάκων του ( )1 2,G z z :    

� ( )1 2 1 2det , 0G z z z z  = ≠    και 

� ( )deg , 2z G z z =  , � ( )
1 1 2deg ,z G z z + � ( )

2 1 2deg , 2z G z z = .  

Για να βρούµε τους θεµελιώδεις προς τα πίσω πίνακες του ( )1 2,G z z : 

� ( )
1

1 1 12
1 2 1 21

1

0 1 0 0 1 01
,

0 0 0 1 0 00

z
G z z z z

z

−
− − −

−

− − − −      
= = + +       −−       
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Τότε από την σχέση (2.72) βρίσκουµε του προς τα προς τα εµπρός πίνακες του 

� ( )1 2,G z z : 

�
0,0

0 1

0 0
T

− 
=  
 

,       �1,0
0 0

0 1
T

 
=  − 

      και      � 0,1
1 0

0 0
T

− 
=  
 

. 

 

Από την σχέση (2.73) βρίσκουµε τους προς τα εµπρός θεµελιώδεις πινάκες του 

δυϊκού του πίνακα ( )1 2,G z z  

�
1,00,1

0 0

0 1
V T

 
= =  − 

,  �
0,11,0

1 0

0 0
V T

− 
= =  

 
  ,  �

0,01,1

0 1

0 0
V T

− 
= =  

 
  και 1 2 0l l= =  

 

 Τότε η  προς τα πίσω λύση ( )2,2x  του ιδιόµορφου µοντέλου δίνεται από την σχέση 

(2.76) για  2i j= = . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4, 4 0 1,0 1 0,0 1 0,1 22,2 2,2 2,2 3,2 2,2x V B u V B u V B u V B u− −= + + + +  

( ) [ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )0,0 2 1,0 1 0,0 1

2,2 3,2
2,3

2,2 3,2

x x
V B u V A B V A B

u u
1       1       

   
+ − − +   

      
 

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )0,1 2 0,0 2 1,0 0

1,22,2 2,3

2,2 2,3 1,2

x x x
V A B V A B V A B

u u u
2       2       0       

     
− − − +     

          
 

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )0,0 0 0,1 0 0,0 0

2,2 2,1 2,2

2,2 2,1 2,2

x x x
V A B V A B V A B

u u u
0       0       0       

     
− − − +     

          
 

[ ]
( )
( )

( ) ( ) [ ]
( )
( )0,0 0 1,0 1 0,1 2 1,0 1

2,2 2,2
2,2 2,2

2,2 2,2

x x
V A B V B u V B u V A B

u u
0       1       

   
+ = + − +   

      
 

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )0,1 2 1,0 0 0,1 0

1,2 2,12,2

2,2 1,2 2,1

x x x
V A B V A B V A B

u u u
2       0       0       

     
− − − ⇒     

          
 

Άρα η προς τα πίσω λύση του του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου είναι:           

( )
2 3

2 3
2,2

e e
x

e e

 +
=  + 

. 

Η απόκριση του µοντέλου για   [ ]0 1C =  και 
1

1
D

 
=  
 

: 

                     ( ) [ ]
2 3 4

4

2 3 2 3 4

1
0 1

1
2,2

e e e
y e

e e e e e

   +  
= + =    + + +    

.                                 � 
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2.6.3 Η συµµετρική λύση του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου (symmetric 

solution) 

 

Η συµµετρική λύση του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου όπως την έχει ορίσει ο 

Karampetakis (1994) παρουσιάζεται σε αυτό το κεφάλαιο.   

Θεωρούµε το ανάπτυγµα του Laurent στο άπειρο του όπως δίνεται από την σχέση 

(2.60) και τις σχέσεις (2.62).  

 

Ορίζουµε τώρα τους πίνακες:  

( ) ( ) ( )1
0 1 0 1 0,..., nN n Nblockdiag A A A A × += − − − − ∈   RA  

( ) ( ) ( )1
1 2 2,..., nN n Nblockdiag E A E A × += − − ∈   RA  

( ) ( ) ( )1
0 1 0 1 0,..., nN m Nblockdiag B B B B × += ∈   RB  

[ ] ( )1
1 2 2,..., nN m Nblockdiag B B × += ∈RB  

και τα διανύσµατα: 

( )

,

1,
1

1,

0,

, 0,1,...,

N i

N i
n N

i

i

i

x

x

y i M

x

x

−
+

 
 
 
 = ∈      =
 
 
  

⋮ R ,         ( )

,

1,
1

1,

0,

, 0,1,...,

N i

N i
n N

i

i

i

u

u

u i M

u

u

−
+

 
 
 
 = ∈      =
 
 
  

⋮ R  

 

Τότε το 2-D γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο (2.1) µπορεί να ξαναγραφτεί στην 

µορφή: 

            
 �0, 0,

1 0 1 0

1 1 1 1

0 1 0 1

1 0 0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

M MNN

M M

M M

y uA B

y u

y u

y u

y u

− −

     
     
     

=     
     
     
          

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯
�������������� ��������������

A A B B

A B

A B

A A B B

             (2.77) 

 

Ας θεωρήσουµε επίσης : 
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1, 2, 1, ,

0, 1, 2, 1,

1, 2, 0, 1,

, 1, 1, 0,

i i N i N i

i i N i N i

i

N i N i i i

N i N i i i

T T T T

T T T T

H

T T T T

T T T T

−

− −

− + − +

− − + −

 
 
 
 =
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

 

 

κατόπιν µπορούµε να ελέγξουµε ότι για 

 

1, ,

0, 1 1,

2, 1 2,

1, 1,

0 0

0

0

0 0

i N i

i i N i

i

N i i i

N i i

F Q

F I Q

S

F I Q

F Q

δ

δ

− −

− + −

− +

 
 
 
 =
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

,   
, , , 1 1

, , 2 , 1 0

k i k i k i

k i k i k i

F T E T A

Q T A T A
−

−

= −

= − −
 

 

 ισχύει: 

1

1, 2, 1, , 2

0, 1, 2, 1,

1, 2, 0, 1, 2

, 1, 1, 0, 2

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

i

i i N i N i

i i N i N i

N i N i i i

N i N i i i

H

T T T T E A

T T T T E

T T T T A

T T T T E A

−

− −

− + − +

− − + −

−   
   
   
 × + 
   −   
   −  

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯
����������������������������

A

1

1, 1 2, 1 1, 1 , 1

0, 1 1, 1 2, 1 1, 1

1, 1 2, 1 0, 1 1, 1

, 1, 1 1, 1 0, 11

i

i i N i N i

i i N i N i

N i N i i i

N i N i i i

H

T T T T

T T T T

T T T T

T T T T

−

− − − − −

− − − − − −

− + − − + − − −

− − + − − − −

 
 
 
 + ×
 
 
 − 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯
�������������������

 

0

1 0

1

0

1 0

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

i

A A

A

S

A

A A

− − 
 − 
× = 
 − 
 − − 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯
�������������

A
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Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (2.77) µε τον πίνακα: 

�

1 2 3

0 1 2 1

1 0 1 2

1 2 31 0

M

M
L
N M

M M M

H H H H

H H H H

A H H H H

H H H H

−

− −

− + − + − +

 
 
 
=  
 
 
  

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

 

έχουµε ότι: 

�  0,

1 2 3 1 0

0 1 2 1 1 1

1 0 1 2

0 1

1 2 31 0 1 0 0

1 2 3

0

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0
L

MNN

M M

M M

M

M M M

yAA

M

H H H H y

H H H H y

H H H H

y

H H H H y

H H H H

H

− −

− −

− + − + − +

     
     
     

× =     
     
     
          

=

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋯

⋯ ⋯
����������������� ��������������

⋯

A A

A

A

A A

� � 0,

1 0

1 2 1 1 1

1 0 1 2

0 1

1 2 31 0 1 0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0
L

MNN

M

M M

M

M M M

uBA

u

H H H u

H H H H

u

H H H H u

− −

− −

− + − + − +

     
     
     

×     
     
     
          

⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋯

⋯ ⋯
����������������� ��������������

B B

B

B

B B

 

και κάνοντας τις πράξεις προκύπτει 

                          0,

1 1 2 0

0 1 1 1 1 0 1

1 1 0 2 2 0

1

1 1 2 0 0 0 0

M

M M M

M M M

M M

M M

y

H S S H y

H S S H y

H S S H

y

H S S H y

− − −

− − −

− + − +

   
   
   

× =   
   
   
      

⋯

⋯

⋯ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯
���

A A

A A

A A

A A

                 (2.78) 

0,

1 1 1 0 2 1 0

0 1 0 0 1 1 1 0 1

1 1 1 0 0 1 2 0

1

1 1 1 0 2 1 0 0 0

M

M M

M M

M

M M M

u

H H H H u

H H H H u

H H H H

u

H H H H u

− −

− − −

− + − + − +

+   
   +   

= +   
   
   
   +   

⋯

⋯

⋯ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯
���

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

 

 Από το πρώτο και το τελευταίο block της εξίσωσης, παίρνουµε τις οριακές συνθήκες 

που πρέπει να ικανοποιούν την εξίσωση του (2.1) έτσι ώστε να έχουµε λύση: 

1 1 2 1 1 0 0...M M M MH y S y S y H y−+ + + + =A A  

( ) ( )1 1 1 0 2 1 1 ...M MH u H H u −= + + + +B B B  
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                                        ( ) ( )1 0 1 1 0 0M M MH H u H u−+ + +B B B                                (2.79) 

και  

1 1 2 1 0 1 0 0 0...M M M MH y S y S y H y− + − + −+ + + + =A A  

( ) ( )1 1 1 0 2 1 1 ...M M M M MH u H H u− + − + − + −+ + + +B B B  

                                    ( ) ( )0 0 1 1 1 0 0 0H H u H u+ + +B B B                                           (2.80) 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι πίνακες , 0,2,3....,iS i M   =  στις σχέσεις (2.79) και (2.80) 

έχουν όλα τα block στηλών τους, εκτός του πρώτου και του τελευταίου, γεµισµένα µε 

µηδενικές εισόδους, εποµένως οι πιο πάνω εξισώσεις ικανοποιούνται µόνο από τις 

οριακές συνθήκες της µορφής (2.16). 

 

Στη συνέχεια από τις εξισώσεις που δίνονται από τις σχέσεις (2.78) προκύπτει ότι 

( ) ( )0 1 1 1 1 1 0 0...q M q M q M q MH y S y S y H y− − + − − + − − + −+ + + + =A A  

( ) ( )1 0 1 1 1 ...q M q q MH u H H u− − − + −= + + + +B B B  

( ) ( )1 0 1 1 1 1 0 0q M q M q MH H u H u− + − − + − − + −+ + +B B B  

όπου 0,1..., 2q M= −   

ή ισοδύναµα: 

1, 2, , ,2

1, 1, 1, 1,

2, 3, 2, 1,2

1, 2, 1, 0,2

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

q q N q N M

q q N q N M

N q N q q M

N q N q q M

T T T xE A

T T T xE

T T T xA

T T T xE A

− − −

− − − − −

− + − − + − −

− + − − + − −

−    
    
    
    × +
    

−    
    −    

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯

 

1, , , 1

0, 1 1, 1, 11

1
2, 1 2, 1, 1

1, 1, 0, 1

0 0

0

0

0 0

j N j N M j

j i N j N M jq M

j q
N j i j M j

N j j M j

F Q x

F I Q x

F I Q x

F Q x

δ

δ

− −

− − − − −− + −

=− +
− + − − −

− + − −

   
   
   
   + × +
   
   
      

∑

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

 

1, 1 2, 1 , 1

0, 1 1, 1 1, 1

2, 1 3, 1 2, 1

1, 1 2, 1 1, 1

q M q M N q M

q M q M N q M

N q M N q M q M

N q M N q M q M

T T T

T T T

T T T

T T T

− + − − + − − + −

− + − − + − − − + −

− + − + − − + − + − − + −

− + − + − − + − + − − + −

 
 
 
 + ×
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋯
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,01 0

1,01

1,00

0,01 0

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

N

N

xA A

xA

xA

xA A

−

− −   
  −   
 × = 
  −   
  − −   

⋯

⋯

⋮⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

⋯

 

1, 2, , ,2

1, 1, 1, 1,2

2, 3, 2, 1,2

1, 2, 1, 0,2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

q q N q N M

q q N q N M

N q N q q M

N q N q q M

T T T uB

T T T uB

T T T uB

T T T uB

− − −

− − − − −

− + − − + − −

− + − − + − −

    
    
    
   = × + 
    
    
        

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯

 

1, 2, , 1 0

0, 1, 1, 12

2, 3, 2, 0

1, 2, 1, 1 0

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

j j N j

j j N jq M

j q
N j N j j

N j N j j

T T T B B

T T T B

T T T B

T T T B B

−− + −

=−
− + − +

− + − +

   
   
    + × + 
   
   
      

∑

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯

 

 

     

1, 1 2, 1 , 1 , 12

0, 1 1, 1 1, 1 1, 12

2, 1 3, 1 2, 1 1, 12

1, 1 2, 1 1, 1 0, 12

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

j j N j N M j

j j N j N M j

N j N j j M j

N j N j j M j

T T T uB

T T T uB

T T T uB

T T T uB

+ + + − −

+ + − + − − −

− + + − + + + − −

− + + − + + + − −

   
   
   
  + ×  
   
   
      

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯




 +




  (2.81) 

1, 1 2, 1 , 1 ,01 0

0, 1 1, 1 1, 1 1

2, 1 3, 1 2, 1 0

1, 1 2, 1 1, 1 1 0

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

q M q M N q M N

q M q M N q M

N q M N q M q M

N q M N q M q M

T T T uB B

T T T uB

T T T B

T T T B B

− + − − + − − + −

− + − − + − − − + −

− + − + − − + − + − − + −

− + − + − − + − + − − + −

   
   
   
 + ×  
   
   
     

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯

1,0

1,0

0,0

N

u

u

−

 
 
 
 
 
 
  

⋮  

 

Ισοδύναµα παίρνοντας την i  - γραµµή των άνωθεν εξισώσεων για 0,1,..., 2q M= −  

και 0,1,..., 2i N= −  έχουµε: 

( )
2

, , 1, 2 0, , 2 1, 1 ,
0

N

i q N M i N q M i k q i k q N k M
k

T Ex T A x T A T E x
−

− − − + − − − + − − + + − − −
=

− + − + +∑  

( ){ ( ) }, , 1 1 , 1 1, 2 1, 1 0 0, 1
1

M q

i j i j N M q j i N j i N j M q j
j q

T E T A x T A T A x
−

− − − − + − − + − − + − − − + −
= −

+ − + − − +∑  

( )
2

1 , 1 , 1 1 , , 2 1, 1 ,
0

N

N i M q i M q N M i k q i k q N k M
k

x T A x T A T E x
−

− + − − − − − − + − − + + − − −
=

+ − − − + +∑  
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( ) ( ), , 1 1 , 1 , 1 0 1, 1 1 1 ,0
1

M q

i j i j N M q j i k M q i k M q N k
j q

T E T A x T A T A x
−

− − − − + − − + − − − + + − − − −
= −

+ − + − − −∑  

1

1, 1 0 0,0 , 2 ,
0

N

i N M q i k q N k M
k

T A x T B u
−

− + − − − − + − −
=

− = +∑  

{ }
2 2

, 0 1, 1 1, 1 2 1, 1
0

M q N

i k j i k jq i k j N k M j
j q k

T B T B T B u
− − −

− + − + + − + + + − − − −
=− =

+ + + +∑ ∑  

( ){ ( ) }
2

, 1 , 1 2 , 1 1, 0 1, 1 2 0, 1

M q

i j i j N M j i N j i N j M j
j q

T B T B u T B T B u
− −

− − + − − − + − − + − + − −
=−

+ + + + +∑  

+( ) ( ) ( ), 1 1 ,0 1, 1 0 0,0 , 1 0 1, 1 1 1 ,0i M q N i N M q i k M q i k M q N kT B u T B u T B T B u− − − − + − − − − + − − − + + − − − −+ + +  

 

Τέλος, αντικαθιστώντας στην θέση των p  τα 1N i− +  και µε τα 1M q− −  για τα q  

είναι προφανές πώς καταλήγουµε στο πιο κάτω θεώρηµα: 

 

Θεώρηµα 2.11 

Αν ισχύει ( )1 2det , 0G z z ≠ , τότε η µοναδική συµµετρική λύση του του γενικευµένου 

ιδιόµορφου µοντέλου (2.1) µε επιτρεπτές οριακές συνθήκες (2.16) δίνεται από την 

σχέση: 

( ), 1 ,1 , 2 0,2 1 ,1p q N p q M N M MN p q Mx T Ex T A x− − + − − − + −= − + +  

( )
2

1 ,1 2 ,1 1 ,
0

N

N p k q M N p k q M N k M
k

T A T E x
−

− − + + − − + + − − −
=

+ − +∑  

( ){ ( ) ( )( ) }
1

1 , 1 , 1 1 , 2 2 0 0, 22 1 , 2 1 , 1
2

q

N p j N p j N q j q jN p j N p j
j q M

T E T A x T A T A x
+

− − − − − + − + −− − − − −
= + −

+ − + + − − +∑  

+ 1 , 1 ,0N p q NT A x− − + { }
2

1 , , 1 1 ,00
0

N

N p k q N p k q N k
k

T A T A x
−

− − + − + − −
=

+∑ + ( ) 0 0,02 1 ,N p qT A x− − + 

                                                 +
1

1 , 1 2 ,
0

N

N p k q M N k M
k

T B u
−

− − + + − −
=
∑ +                       (2.82) 

+ { }
1 2

1 , 0 , 1 , 1 2 1, 1
1 0

q N

N p k j N p k j N p k j N k M j
j q M k

T B T B T B u
− −

− − + − + − + + − − − −
= + − =

+ +∑ ∑ + 

+ ( ){
1

1 , 1 1 , 1 2 , 1
1

q

N p j N p j N M j
j q M

T B T B u
−

− − − − + − −
= + −

+∑ + ( ) ( )( )0 2 0, 12 1 , 2 1 , 1 M jN p j N p jT B T B u − −− − − − ++ + 

+ ( ) ( )( ) }0 2 0, 12 1 , 2 1 , 1 M jN p j N p jT B T B u − −− − − − +− + ( )( )1 , 1 ,0 0 0,02 1 ,N p q N N p qT B u T B u− − − −+ + 
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+ { }
2

1 , 0 , 1 1 ,0
0

N

N p k q N p k q N k
k

T B T B u
−

− + + − + − −
=

+∑  

 

Με τον ίδιο τρόπο χρησιµοποιώντας το πρώτο και το τελευταίο block γραµµών των 

πινάκων των εξισώσεων (2.81)  και για ( 1, 1i N= − −  και 0,1,..., 2q M= − )  ή   

 

( 1, 1q M= − −  και 1,0,1,..., 2, 1i N N= − − − )  παίρνουµε τις ακόλουθες εξισώσεις που 

ορίζουν τις επιτρεπτές συνοριακές συνθήκες σε όρους των block πινάκων: 

( )
2

, , 1, 2 0, , 2 1, 1 ,
0

N

i q N M i N q M i k q i k q N k M
k

T Ex T A x T A T E x
−

− − − + − − − + − − + + − − −
=

− + − + +∑  

( ){ ( ) }, , 1 1 , 1 1, 2 1, 1 0 0, 1
1

M q

i j i j N M q j i N j i N j M q j
j q

T E T A x T A T A x
−

− − − − + − − + − − + − − − + −
= −

+ − + − − −∑  

{ }
2

, 1 1 ,0 , 1 0 1, 1 1 1 ,0
0

N

i M q N i k M q i k M q N k
k

T A x T A T A x
−

− − − − + − − − + + − − − −
=

− − + −∑
1

1, 1 0 0,0 , 2 ,
0

N

i N M q i k q N k M
k

T A x T B u
−

− + − − − − + − −
=

− = +∑  

                     { }
2 2

, 0 1, 1 1, 1 2 1, 1
0

M q N

i k j i k j i k j N k M j
j q k

T B T B T B u
− − −

− + − + + − + + + − − − −
=− =

+ + + +∑ ∑              (2.83) 

( ){ ( ) }
2

, 1 , 1 2 , 1 1, 0 1, 1 2 0, 1

M q

i j i j N M j i N j i N j M j
j q

T B T B u T B T B u
− −

− − + − − − + − − + − + − −
=−

+ + + + +∑                          

  ( ) ( ) { }
2

, 1 1 ,0 1, 1 0 0,0 , 1 0 1, 1 1 1 ,0
0

N

i M q N i N M q i k M q i k M q N k
k

T B u T B u T B T B u
−

− − − − + − − − − + − − − + + − − − −
=

+ + + +∑ .�          

  

 Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι αναγκαίες και ικανές συνθήκες έτσι ώστε το ιδιόµορφο 

µοντέλο (2.1) να έχει λύση είναι οι αρχικές και τελικές συνθήκες και η ακολουθία 

εισόδων να επαληθεύουν τις σχέσεις (2.79), (2.80) και (2.83). 

 

 

2.7 Εφαρµογή δισδιάστατου ιδιόµορφου µοντέλου. 

 

 Τα ιδιόµορφα δισδιάστατα µοντέλα έχουν ευρύτερο φάσµα εφαρµογών παρά τα 

δισδιάστατα µοντέλα της µορφής χώρου καταστάσεων. Σε αυτήν την παράγραφο 

αποδεικνύεται ότι τα δισδιάστατα ιδιόµορφα µοντέλα, µπορούν να περιγράψουν µη 

αναδροµικές µάσκες (Nonrecursible Masks). Είναι γνωστό (Bose, 1982), ότι οι µη 
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αναδροµικές µάσκες δεν µπορούν να αναπαρασταθούν στην µορφή  δισδιάστατων 

µεταβλητών κατάστασης. Ωστόσο, τέτοιου είδους µάσκες που εµφανίζονται στην 

ψηφιακή επεξεργασία εικόνας, αντιµετωπίζονται και επιλύονται εύκολα µέσω των 

ιδιόµορφων δισδιάστατων µοντέλων. 

 

 

Θεωρούµε την µη αναδροµική µάσκα που περιγράφεται από την πιο κάτω γραφική 

παράσταση. 

i

j

 

Γραφική Παράσταση 2. 1 

 

Όπου «x» απεικονίζεται το αντιστάθµισµα εξόδου του 1, και όπου «о » απεικονίζεται 

το αντιστάθµισµα εισόδου του 1. 

 Η αντίστοιχη  διαφορική εξίσωση της µη αναδροµικής µάσκας δίνεται από την: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 ,y i j y i j y i j y i j y i j u i j= − − + − + + + − + + + +  

 

 όπου ( ),u i j  είναι το διάνυσµα εισόδου και ( ),y i j  το διάνυσµα εξόδου.  

 

Σύµφωνα µε τους Lewis και Mertzios (1991): 

 Χρησιµοποιώντας τον δισδιάστατο µετασχηµατισµό–z η πιο πάνω εξίσωση γίνεται: 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 , ,z z z z z z z z Y z z U z z− − − −− − − − =  

Τότε η συνάρτηση µεταφοράς δίνεται : 
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( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1 1
,

1 1
H z z

z z z z z z z z z z z z− − − − − −
= =

− − − − − + +
 

 

Τότε το µοντέλο κατάστασης που περιγράφεται από το block διάγραµµα του 

συστήµατος µπορεί να γραφτεί στην µορφή του δισδιάστατου ιδιόµορφου Roesser 

µοντέλου: 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

1

2

3

1

2

3

1,1 0 0 0 0 0 0  0  0  1 1 0
1,0 0 1   0 0 0 0  1  0     0 0 0

0 0 0 0 0 0 0  0  1 1 1 01,
 

0 0 0 1 0 0 1 1 0 0   0  0, 1

0 0 0   0 0 1 0 0 0     0  1  0, 1
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0  , 1

h

h

h

v

v

v

x i j

x i j

x i j

x i j

x i j

x i j

 +     +      − −+   =   +    +     − −   + 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

1

2

3

1

2

3

,
1

, 0
, 1

,
0,
0,
00  1 ,

h

h

h

v

v

v

x i j

x i j

x i j
u i j

x i j

x i j

x i j

                −   +                      

 

και η εξίσωση εξόδου δίνεται από την: 

( ) ( ) ( ), 0 0 0  1 1 0 , ,y i j x i j u i j=   +  . 

 

Όπως είδαµε στην παράγραφο 2.2 το µοντέλο είναι ισοδύναµο µε το γενικευµένο 

ιδιόµορφο µοντέλο.  



ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΟΛΥ∆ΙΑΣΤΑΤΩΝ ΚΑΙ ΠΟΛΥΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 
 

 103

Όπου ( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

1

2

3

1

2

3

,

,

,,
,

, ,

,

,

h

h

hh

v v

v

v

x i j

x i j

x i jx i j
x i j

x i j x i j

x i j

x i j

 
 
 
 

   
= =   
    

 
 
 
 

, [ ]1 1

1 0 0 0 0 0

0 0 1   0 0 0

0 0 0 0 0 0
0

0 0 0 0 0 0

0 0 0   0 0 0

0 0 0 0 0 0

A E

 
 
 
 
 = =
 
 
 
  

, 

[ ]2 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0   0 0 0

0 0 0 0 0 0
0

0 0 0 1 0 0

0 0 0   0 0 1

0 0 0 0 0 0

A E

 
 
 
 
 = =
 
 
 
  

, 0

0  0  0  -1 -1 0

0  -1  0     0 0 0

0  0  -1 1 1 0
 

-1 -1 0 0   0  0

 0 0 0   0  -1  0

1 1 0 0  0  -1

A A

 
 
 
 
 = − =
 
 
 
  

  

, 

0

1

0

1

0

0

0

B B

− 
 
 
 

= − =  
 
 
 
 

 

 

 

 

 

.  

Εποµένως το  Roesser µοντέλο γράφεται στην µορφή του γενικευµένου ιδιόµορφου 

µοντέλου: 

( ) ( )

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1   0 0 0 0 0 0   0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1, , 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0   0 0 0 0 0 0   0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

x i j x i j

   
   
   
   
   = + + + +
   
   
   
      

 

( ) ( )

0  0  0  -1 -1 0 1
0  -1  0      0 0 0 0
0  0  -1 1 1 0 1

 , ,
0-1 -1 0 0   0  0
0 0 0 0   0  -1  0
01 1 0 0  0  -1

x i j u i j

  − 
   
   
   
 + +  
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Να βρούµε την απόκριση ( )1,1y  του µοντέλου, για µηδενικές οριακές συνθήκες και 

διάνυσµα εισόδου ( ), 2i ju i j +=  στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,1 0,1× . 

Αρχικά βρίσκούµε τον πολυωνυµικό  πίνακα ( )1 2,G z z : 

 

( ) [ ]1 2 1 2 0 1 1 2 2,G G z z Ez z A A z A z= = − − − =  

1

1

0  0  0  1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0  1  0     0 0 0 0 0   0 0 0 0 0 0   0 0 0

0  0  1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0   0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 z

0 0 0     0  1  0 0 0 0   0 0 0 0 0 0   

1 1 0 0  0  1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

z

z

  − 
   −   
   − −
   + +
   
   
   
   − −   

   

   

   

2

2

0 0

0 0 z

0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

( )

1

1

1 2
2

2

-z 0 0 01 1
-z0 0 0 01

0 0 01 1 1,
z0 0 01 1

z0 0 0 0 1

0 0 01 1 1

G z z

 
 
 
 − −⇒ =  
 
 
 
 − − 

. 

 

Ελέγχουµε αν η ορίζουσα του είναι διάφορη του µηδέν: 

 

( )

1

1

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2

2

-z 0 0 01 1
-z0 0 0 01

0 0 01 1 1det , det 1 0
z0 0 01 1

z0 0 0 0 1

0 0 01 1 1

G z z z z z z z z

 
 
 
 − −⇒ = = − − − − − ≠    
 
 
 
 − − 

 

 

 Άρα το µοντέλο έχει λύση. Έπειτα βρίσκουµε τον αντίστροφο πίνακα του ( )1 2,G z z  

για να βρούµε τους θεµελιώδεις προς τα πίσω πίνακες. 
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( )

2 2 2
1 2 2 1 2 1 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

1
1 2

1

1 1 1

1

1 1 1

,

z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z z z z z z z

G z z−

+ + + +
− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − −
− − − − − − − − − − − − − − −

=

2 2 2
2 1 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2
1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2
2 1 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1

1 1

1 1 1

1

1 1 1

1

z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z z z z z z z

z z

z z z z z z z z z z z z z z z z z z

z z z

z z z z z z z z

− − + − − −
− − − − − − − − − − − − − − −

−
− − − − − − − − − − − − − − −

−
− − − − − −

2 2
1 2

2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2
2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

1 1

1 1 1

z z

z z z z z z z z z z

z z z z z

z z z z z z z z z z z z z z z z z z















 − − − − − − − − −

 −
 − − − − − − − − − − − − − − −

 

 

                 

2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2
1 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

1 1 2
2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

1

1 1 1

1 1 1

1

z z

z z z z z z z z z z z z z z z z z z

z z z z z

z z z z z z z z z z z z z z z z z z

z z z

z z z z z z z z z z

− −
− − − − − − − − − − − − − − −

− −
− − − − − − − − − − − − − − −

− −
− − − − − − − −

2
1 2

2 2 2 2 2
2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 2
2 1 2 1 1 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

1 1

1

1 1 1

1

1 1

z z

z z z z z z z z

z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z

− − − − − − −

− − − + − −
− − − − − − − − − − − − − − −

+ − − − + +
−
− − − − − − − − − −

2
1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 2 1

2 2 2
1 2 1 2 1 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

1

1 1

1 1 1

z z

z z z z z z

z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z z z z z z z















− − − − −

− − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − 

 

 

 

Με την βοήθεια τη εντολής Series στο Mathematica βρίσουµε το ανάπτυγµα του 

Laurent  στο άπειρο: 

( )
1 2

1
1 2 1 2, p q

pq
p n q n

G z z T z z
∞ ∞

− − −

=− =−

= =∑ ∑  
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[ ]( ) [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]

[ ] [ ]

[ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ]

[ ]( ) [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ]

2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 2 2 2 1 1

2 2

1 1 1

2 2 2 2

2 2 1 1 2 1 1

2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 2 1 1

2 3 2 2 2

2 2 1 1 2 1 1

2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 2 2 1 1

1 1

1

1 1

1 1

z O z O z z O z O z z O z z O z

z O z O z

z O z z O z O z z O z

O z z O z z O z O z z O z

O z O z z O z O z z O z

z O z O z z O z z O z z O z

 − + + − + + − + + + +

 + +
 + − + + − + += 

+ + − + + − + +


+ + +


− + + + + +

 

 

 

[ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]( ) [ ]

[ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]

[ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]

2 2 2 2 2

2 1 1 2 2 2 1 1

2 2

1 1 1

2 22
2 1 11

2 2 22
2 2 2 1 11

2 2 22
2 2 2 1 11

2 2 22
2 2 2 1 11

1 1

11

1

1

O z z O z O z z O z z O z

z O z O z

O z z O zO z

z O z O z z O zO z

z O z O z z O zO z

O z z O z z O zO z

− + + + + − + +

+

+ ++

+ + + +

− + + +

+ + − + + +

 

 

 

[ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]( ) [ ] [ ] [ ]

[ ]( ) [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]

[ ]( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]

[ ]( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]

2 2 2 2 3 2
2 2 2 1 1 2 2 1 1

2 2

1 1

2 2 2 2
2 2 1 1 2 1 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 2 2 2 1 1

2 2 2 2 2 2

2 2 1 1 2 2 2 1 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 2 2 1 1

1

1

1

z O z O z z O z O z O z z O z

O z O z

z O z z O z O z z O z

O z z O z z O z z O z O z z O z

O z O z z O z z O z O z z O z

z O z O z z O z O z O z z O z

+ + + + + 




+ + + 


− + + + + + + + 

+ + + − + + +



+ + + + + + 

, 

όπου [ ]21O z  και [ ]22O z  οι όροι δεύτερης και µεγαλύτερης τάξης των όρων 1z  και 1z  

αντίστοιχα. 

Τότε οι θεµελιώδεις προς τα πίσω πίνακες είναι : 
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0,0

0 0 0 01 1

0 0 0 0 01

0 0 0 01 1

0 0 0 01 1

0 0 0 0 01

0 0 0 01 1

T

 −
 
 
 

=  
− 

 
 
  

. 1,0

0 0 0 01 1

0 0 0 01 1

0 0 0 01 1

0 0 0 01 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

T−

 − −
 
 
 −=  

− 
 
 
 

, 

1, 1

0 0 0 01 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 01 1

0 0 0 01 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 01 1

T− −

 −
 
 
 −=  
− 
 
 
 − 

, 0, 1

0 0 0 01 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 01 1

0 0 0 01 1

0 0 0 01 1

T −

 −
 
 
 

=  
 
 − − 
− 

, 

1, 1 1,1 1,0 0,1 1,1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

T T T T T− −

 
 
 
 

= = = = =  
 
 
 
  

 

Από την (2.65α) η λύση του µοντέλου είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0,0 0 0, 1 0 1,0 0 1, 1 0

1,0 1 1, 1 1 0,0 1 0, 1 1

1,0 1 1, 1 1 0,1 2 0,0 2

0, 1 2 1,1 2 1,0 2 1, 1 2

1,1 1,1 1,2 2,1 2,2

1,1 1,2 2,1 2,2

3,1 3,2 1,1 1,2

1,3 2,1 2,2 2,3

x T B u T B u T B u T B u

T B u T B u T B u T B u

T B u T B u T B u T B u

T B u T B u T B u T B u

T

− − − −

− −

− − −

− − − − −

= + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ [ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

1,1 1 0,1 1 1,1 1

0,1 0 1,1 0 1,1 2

1,0

1,0 2,0 3,0

1,0 2,0 3,0

1,0 2,0 0,1

1,0 2,0 0,1

x x x
A B T A B T A B

u u u

x x x
T A B T A B T A B

u u u

T A

1       1       − 1       

0       − 0       2       

     
+ + +     

          

     
+ + + +     

          

+ [ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

[ ]
( )
( )

2 1, 1 2 1,0 0

1, 1 0 1,1 0

0,0

0,0

0,2 0,3 0,1

0,2 0,3 0,1

0,2

0,2

x x x
B T A B T A B

u u u

x x
T A B T A B

u u

2       − 2       0       

− 0       0       

     
+ + + +     

          

   
+ +   
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0,0 0 0, 1 0 1,0 0 1, 1 0 1,0 1

1, 1 1 0,0 1 0, 1 1 1,0 1 1, 1 1

0,1 2 0,0 2 0, 1 2 1,1 2 1,0 2

1, 1 2 1

1,1 1,1 1,2 2,1 2,2 1,1

1,2 2,1 2,2 3,1 3,2

1,1 1,2 1,3 2,1 2,2

2,3

x T B u T B u T B u T B u T B u

T B u T B u T B u T B u T B u

T B u T B u T B u T B u T B u

T B u T

− − − −

− − − − −

− − −

− −

= + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

,1 1 0,1 1 1,1 1 0,1 0

1,1 0 1,1 2 1,0 2 1, 1 2 1,0 0

1, 1 0 1,1 0 0,0

1,0 2,0 3,0 1,0

2,0 0,1 0,2 0,3 0,1

0,2

B u T B u T B u T B u

T B u T B u T B u T B u T B u

T B u T B u

−

− −

−

+ + + +

+ + + + + +

+ + ⇒

 

( ) 2 3

1 10 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1
0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01
1 10 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1
0 00 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1
0 00 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1
0 00 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1

1,1x e e

− −       − −
       
       
       

= + +       
−       

       − −
       
       −       

  

  

  

  

  

 

3

4
3 4

4

1 1 20 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1
0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1
1 10 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1
0 00 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1
0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1

e

e
e e

e

− −       − − −
       
       
       − −+ + =       

−− −       
       
       
       −       

  

  

  

  

  

2

3

0

e

e

 
 
 
 
 
 
 
 
  

. 

Τότε η απόκριση του µοντέλου στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,1 0,1×  δίνεται από την: 

( ) ( ) ( )1,1 0 0 0  1 1 0 1,1 1,1y x u= + ⇒    

           ( )

3

4
2 4

4 2

3

2

0

1,1 0 0 0  1 1 0

0

e

e
y e e

e e

e

 
 
 
 

= + =     − 
 
 
  

.                     � 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΤΟΠΙΚΗ ΕΛΕΓΞΙΜΟΤΗΤΑ, ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΜΟΤΗΤΑ, 

ΕΦΙΚΤΟΤΗΤΑ ΚΑΙ ΑΝΑΚΑΤΑΣΚΕΥΑΣΙΜΟΤΗΤΑ ΤΩΝ 

∆ΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 

 

 

3.1 Εισαγωγή 

 

 Στο Κεφάλαιο που ακολουθεί θα ασχοληθούµε µε τις ιδιότητες των δισδιάστατων 

γραµµικών συστηµάτων τόσο των µοντέλων του χώρου καταστάσεων, όσο και των 

γενικευµένων ιδιόµορφων µοντέλων. Ιδιότητες οι οποίες έχουν πολύ σηµαντικές 

πρακτικές συνέπειες τόσο στην ανάλυση, αλλά και ειδικότερα στην σχεδίαση των 

σύγχρονων συστηµάτων αυτόµατου ελέγχου. Θα αναλύσουµε βασικές έννοιες, όπως 

η τοπική ελεγξιµότητα (local controllability), η τοπική παρατηρησιµότητα (local 

observability), η τοπική εφικτότητα (local reachabiltiy) και η τοπική 

ανακατασκευασιµότητα (local reconstrubility), και θα ορίσουµε αναγκαίες και ικανές 

συνθήκες για τις έννοιες αυτές για το κάθε µοντέλο. Θα παρατηρήσουµε ότι όπως και 

στα µονοδιάστατα συστήµατα έτσι και στα δισδιάστατα συστήµατα υπάρχει 

δυαδικότητα µεταξύ των εννοιών της τοπικής ελεγξιµότητας και παρατηρησιµότητας 

εποµένως για κάθε θεώρηµα και λήµµα που αφορά την ελεγξιµότητα του συστήµατος 

υπάρχει ένα αντίστοιχο θεώρηµα που αφορά την παρατηρησιµότητα. ∆υαδικότητα η 

οποία επεκτείνεται και ανάµεσα στην τοπική εφικτότητα και αναδοµησιµότητα όπως 

θα δούµε για τα ιδιόµορφα µοντέλα. 

 

 

3.2 Ιδιότητες  των δισδιάστατων µοντέλων χώρου καταστάσεων 

 

3.2.1 Τοπική ελεγξιµότητα και παρατηρησιµότητα του Roesser Μοντέλου στο 

χώρο καταστάσεων 

 

 Η έννοια της ελεγξιµότητας όπως είδαµε στα µονοδιάστατα συστήµατα αναφέρεται 

ουσιαστικά στο ερώτηµα του κατά πόσο είναι εφικτό να ελέγξουµε ή να 
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κατευθύνουµε  την κατάσταση x  µε τη βοήθεια της εισόδου u . Η έννοια αυτή 

επεκτείνεται στα δισδιάστατα µοντέλα. 

 

To Roesser µοντέλο στο χώρο καταστάσεων όπως είδαµε στο κεφάλαιο 1 

περιγράφεται από τις εξισώσεις:  

                

111 12

21 22 2

( 1, ) ( , )
( , )

( , 1) ( , )

h h

v v

BA Ax i j x i j
u i j

A A Bx i j x i j

   +   
= +      +       

                                 (3.1α) 

                  
( ) [ ]1 2

( , )
, ( , )

( , )

h

v

x i j
y i j C C Du i j

x i j

 
= + 

 
                                                 (3.1β) 

και τις οριακές συνθήκες: 

                           (0, ), ( ,0)h vx j x i          για  , 0, 1, 2,...i j =                                      (3.1γ) 

 

Καταρχήν ας ορίσουµε τον χώρο ενδιαφέροντος στον οποίον εφαρµόζονται και οι 

ιδιότητες των δισδιάστατων µοντέλων. 

Ορισµός 3.1 

Για ( ) ( ), ,h k r p<  το ορθογώνιο [ ] [ ], ,h k r p×  ορίζεται ως εξής: 

                            [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , ,h k r p i j Z Z h k i j r p× = ∈ × ≤ ≤ .                   (3.2) 

 

Ορισµός 3.2 

Το Roesser µοντέλο στο χώρο καταστάσεων είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο  

[ ] [ ]0,0 ,h k× , αν και µόνο αν για οριακές συνθήκες (0, )hx j , ( ,0)vx i , για [ ]0,i h∈  και 

[ ]0,j k∈  και κάθε διάνυσµα ns R∈  ( 1 2n n n= + ), υπάρχει ακολουθία εισόδων 

u( , )i j , ( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤  έτσι ώστε να ισχύει ( , )x h k s= . 

 

Θεώρηµα 3.1 

Το Roesser µοντέλο στο χώρο καταστάσεων είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο  

[ ] [ ]0,0 ,h k× , όπως ορίστηκε στην (3.2), αν και µόνο αν ισχύει: 

           
( ),rank C h k n=   ,                                                       (3.3) 

 όπου ( ),C h k  είναι ο πίνακας ελεγξιµότητας και ορίζεται: 

        
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0,1 1,0 , ,C h k M M M i j M h k=      ⋯ ⋯                     (3.4α) 
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και  

( ) 1, 1,0 , 1 0,1, i j i jM i j A B A B− −= +   .                                  (3.4β) 

 

Απόδειξη: 

Γνωρίζοντας ότι η λύση ενός Roesser Μοντέλου δίνεται από τον τύπο: 

( )

( )2

1 2

1 2

0,
, ,

0 01

0( , )

,0 0( , )

h h kji
i k j i j k

vv
k k

x i j x
A A

x kx i j
− −

= =

     
= + +     

   
∑ ∑

 

                            
( ) ( ) ( )

( )1 2 1 2

1 2

1, , 11,0 0,1
1 2

0,0 , ,

,i k j k i k j k

k k i j

A B A B u k k− − − − − −

≤ 〈

 + + ∑  

 

και λαµβάνοντας υπόψη ότι η επιθυµητή τελική κατάσταση είναι ( , )x h k s= , 

µπορούµε να γράψουµε την λύση ως εξής : 

 

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0,
, ,

0 0 0,0 , ,

0
, ,

,0 0

h jh k
h i k h k j

v
i j i j h k

x
s A A M h i k j u i j

x i
− −

= = ≤ 〈

   
− − = − − =   

  
∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

, 1

1,

0,1 1,0 , ,
,

0,0

u h k

u h k

M M M i j M h k
u h i k j

u

− 
 − 
 

=      − − 
 
 
  

⋮
⋯ ⋯

⋯

 

 

Από τον ορισµό της τοπικής ελεγξιµότητας παρατηρούµε ότι το Roesser Μοντέλο 

είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 ,h k×  αν και µόνο αν ικανοποιούνται οι 

συνθήκες (3.3).                      � 

 

Θεώρηµα 3.2 

Το Roesser µοντέλο είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k×  αν και µόνο ο 

πίνακας 

                              ( ) ( ) ( ), , ,TW h k C h k C h k=                         (3.5) 

είναι θετικά ορισµένος. 
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Απόδειξη: 

Ας ορίσουµε το διάνυσµα 

 

( ),Tv C h k r=  , nr R∈  

Τότε 

( ) ( ) ( )2
, , ,T T T Tv v v r C h k C h k r r W h k r= = =  

 

 Παρατηρούµε ότι ο ( ),W h k  είναι θετικά ορισµένος αν και µόνο αν ικανοποιείται η 

συνθήκη : ( ),rank C h k n=   , που όπως αποδείξαµε στο πιο πάνω Θεώρηµα 

εξασφαλίζει και την τοπική ελεγξιµότητα του µοντέλου µας στο ορθογώνιο  

[ ] [ ]0,0 ,h k× . Εποµένως αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι το RΜ τοπικά 

ελέγξιµο, στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k×  , είναι ο πίνακας ( ),W h k , είναι θετικά 

ορισµένος.                                   � 

 

Παρατήρηση 3.1. 

Από το Θεώρηµα Α1 (βλέπε Παράρτηµα) προκύπτει ότι το Roesser µοντέλο είναι 

τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k× , ( ) ( )1 2, ,h k n n> , µόνο εάν το µοντέλο 

µας είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]1 20,0 ,n n× .      � 

 

 

Παράδειγµα 3.1 

Παίρνουµε το Roesser µοντέλο της µορφής του χώρου καταστάσεων από την 

εφαρµογή του Κεφαλαίου 1 µε πίνακες 
0 1

0.5 0.4
A

 
=  
 

 και 
0

0.1
B

 
=  
 

 και θέλουµε να 

δούµε αν στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 1,1×  είναι τοπικά ελέγξιµο το µοντέλο µας. 

Υπολογίζουµε τους πίνακες: 

( ) 1,1 1,0 0,0 0,1 0 0 0 1 0 0 0
0,1

0 0 0 0 1 0.1 0.1
M A B A B−          

= + = + =         
         

 

( ) 0,0 1,0 1, 1 0,1 1 0 0 0 0 0 0
1,0

0 1 0 0 0 0.1 0
M A B A B−          

= + = + =         
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( ) 0,1 1,0 1,0 0,1 0 0 0 0 1 0 0.1
1,1

0.5 0.4 0 0 0 0.1 0
M A B A B

         
= + = + =         

         
 

( ) 0,1 1,0 1,0 0,1 0 0 0 0 1 0 0.1
1,1

0.5 0.4 0 0 0 0.1 0
M A B A B

         
= + = + =         

         
 

Από την (3.4α) βρίσκουµε τον πίνακα ( )1,1C , 

( ) ( ) ( ) ( ) 0 0 0.11,1 0,1 1,0 1,1
0.1 0 0

C M M M
 

= =        
 

 

Βρίσκουµε την τάξη του πίνακα: ( )1,1 2rank C =    

Και παρατηρούµε ότι ο πίνακας  έχει πλήρη τάξη συνεπώς η συνθήκη (3.3) 

ικανοποιείται και το µοντέλο µας είναι τοπικά ελέγξιµο. 

 Η ελεγξιµότητα του µοντέλου µας σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2 ελέγχεται και µε την 

ακόλουθη διαδικασία: 

( ) ( ) ( )
0 0.1

0.01 00 0 0.11,1 1,1 1,1 0 0
0 0.010.1 0 0 0.1 0

TW C C

 
    

= = =    
    

 

. 

Ο πίνακας ( )1,1W  είναι θετικά ορισµένος τότε σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.2 το 

µοντέλο µας είναι τοπικά ελέγξιµο.             � 

 

 

3.2.2 Τοπική παρατηρησιµότητα  (Local Observability) του Roesser Μοντέλου 

στο χώρο καταστάσεων 

 

Η έννοια της παρατηρησιµότητας, αποτελεί την συµπληρωµατική έννοια της 

ελεγξιµότητας. Στα µονοδιάστατα συστήµατα πραγµατεύεται το ερώτηµα του κατά 

πόσο είναι εφικτό να προσδιοριστούν τα n   στο πλήθος στοιχεία του διανύσµατος 

κατάστασης x  µε την µέτρηση της εξόδου y  κατά τη διάρκεια ενός πεπερασµένου 

χρονικού διαστήµατος.  

 

Ορισµός 3.3 

Το Roesser µοντέλο  είναι τοπικά παρατηρήσιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k× , αν και 

µόνο αν δεν υπάρχει αρχικό διάνυσµα κατάστασης ( )0,0 0x ≠ , έτσι ώστε για 
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µηδενικές εισόδους ( , ) 0u i j = , για ( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤  και µηδενικές οριακές 

συνθήκες (0, ) 0hx j = , ( ,0) 0vx i =  για [ ]1,j k∈ , [ ]1,i h∈ , το διάνυσµα εξόδου να 

είναι και αυτό µηδέν ( , ) 0y i j = , για ( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤ . 

 

Θεώρηµα 3.3 

Το Roesser µοντέλο είναι τοπικά παρατηρήσιµο στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 ,h k×  αν και 

µόνο αν ο πίνακας παρατηρησιµότητας ( ),O h k  έχει πλήρη τάξη γραµµών: 

                                      ( ),rank O h k n=   ,                                                (3.6) 

                  όπου ( )

1,0

0,1

,

,

,
i j

h k

C

CA

CA

O h k

CA

CA

 
 
 
 
 =    
 
 
 
  

⋮

⋮

                                          (3.7) 

Απόδειξη: 

Εφαρµόζουµε µηδενική είσοδο  u( , ) 0i j = , ( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤  και µηδενικές 

αρχικές συνθήκες (0, ) 0hx j = , για [ ]1,j k∈  και ( ,0) 0vx i = , για [ ]1,i h∈  στο µοντέλο 

µας.   Από την απόκριση του µοντέλου µας που δίνεται από την σχέση: 

( ) [ ]
( )

( )2

1

1 1

0,
, , 2

1 2
0 01

0
,

,0 0

h ki i
i k j i j k

v
k k

x
y i j C C A A

x k
− −

= =

    
= + +    

   
∑ ∑  

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 2 1 2

1 2

1, , 11,0 0,1
1 2

0,0 , ,

, ,
n

i k j k i k j k

k k i j

A B A B u k k Du i j− − − − − −

≤ 〈

 + + + 


∑  

έχουµε:  

                         ( ),( , ) 0,0i jy i j CA x= ,       για , 0i j ≥                                          (3.8) 

Αν ( , ) 0y i j = , για ( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤ , η (3.8) µπορεί να γραφτεί στην µορφή 

                       ( ) ( ), 0,0 0O h k x =                                                              (3.9) 

Στην περίπτωση ο πίνακας παρατηρησιµότητας ( ),O h k  έχει πλήρη τάξη γραµµών, 

από την (3.9) συνεπάγεται ότι το διάνυσµα αρχικής κατάστασης είναι µηδέν, έτσι το 

µοντέλο µας είναι παρατηρήσιµο. Αντίθετα αν ο πίνακας παρατηρησιµότητας 
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( ),O h k  δεν έχει πλήρη τάξη γραµµών, δηλαδή ( ),rank O h k n<   , τότε για να 

ισχύει η (3.9) πρέπει να υπάρχει διάνυσµα κατάστασης διάφορο του µηδέν 

( ( )0,0 0x ≠ ), έτσι το µοντέλο είναι µη παρατηρήσιµο.             �                                                              

                                        

Θεώρηµα 3.4 

Το Roesser µοντέλο είναι τοπικά παρατηρήσιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k×  αν και 

µόνο ο πίνακας 

               ( ) ( ) ( ), , ,TV h k O h k O h k=                        (3.10) 

 είναι θετικά ορισµένος. 

 

Απόδειξη: 

Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτή του Θεωρήµατος 3.2: 

Ας ορίσουµε το διάνυσµα  

( )' ,v O h k r=  , nr R∈  

τότε 

( ) ( ) ( ) ( )2
' ' ' , , ,

T T T Tv v v r O h k O h k r r V h k r= = =  

 

 Παρατηρούµε ότι ο ( ),V h k  είναι θετικά ορισµένος αν και µόνο αν ικανοποιείται η 

συνθήκη: ( ),rank O h k n=   , που όπως αποδείξαµε στο πιο πάνω Θεώρηµα 

εξασφαλίζει και την τοπική ελεγξιµότητα του µοντέλου µας στο ορθογώνιο  

[ ] [ ]0,0 ,h k× .                    � 

 

Παρατήρηση 3.2. 

Από το Θεώρηµα Α1 (βλέπε Παράρτηµα) προκύπτει ότι το Roesser Μοντέλο είναι 

τοπικά παρατηρήσιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k× , για ( ) ( )1 2, ,h k n n> , µόνο εάν το 

µοντέλο µας είναι τοπικά παρατηρήσιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]1 20,0 ,n n× .              � 
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Παράδειγµα 3.2 

Να βρούµε αν το Roesser µοντέλο του παραδείγµατος 3.1, είναι παρατηρήσιµο στο 

ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 1,1× . 

Θεωρούµε [ ] [ ]1 2 1 1C C C= =  

[ ] [ ]1,0 0 1
1 1 0 1

0 0
CA

 
= = 

 
,   [ ] [ ]0,1 0 0

1 1 0.5 0.4
0.5 0.4

CA
 

= = 
 

,  

[ ] [ ]1,1 0.5 0.4
1 1 0.5 0.9

0 0.5
CA

 
= = 

 
 

Τότε:   

( )
1,0

0,1

1,1

1 1

0 11,1
0.5 0.4

0.5 0.9

C

CA
O

CA

CA

   
   
   = =      
   
   

, είναι προφανές ότι η τάξη του πίνακα ( )1,1O  είναι 

2, τότε η συνθήκη (3,7) ικανοποιείται µε αποτέλεσµα τότε σύµφωνα µε το Θεώρηµα 

3.3 το µοντέλο µας είναι τοπικά παρατηρήσιµο στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 1,1× . 

Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι ο πίνακας 

( ) ( ) ( )

2 1 0.9 1.41 1
1 1 0.4 0.90 0.5 0.5 01 11,1 1,1 1,1

0.9 0.4 0.41 0.610.4 0.9 0.5 0.41 1
1.4 0.9 0.61 1.060.5 0.9

TV O O

   
        = = =      
   
   

, 

είναι θετικά ορισµένος, συνεπώς και το µοντέλο µας παρατηρήσιµο σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα 3.4.                                  � 

 

 

3.2.3 Τοπική ελεγξιµότητα στο Fornasini-Marchesini Ι Μοντέλο 

 

Θεωρούµε το F-MM I όπως περιγράφεται από τις εξισώσεις: 

         
ɵ ( ) � ɵ ( ) �ɵ ( ) � ɵ ( ) �

0 1 21, 1 , 1, , 1 ( , )x i j A x i j A x i j A x i j Bu i j+ + = + + + + +                  (3.11a) 

         ( ) � ɵ ( ), ,y i j Cx i j=                                  (, 0i j ≥ )                                     (3.11b) 
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Ορισµός 3.4: 

Το F-MM I είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 ,h k×  αν και µόνο αν για 

κάθε σύνολο οριακών συνθηκών ( ,0)x i  µε [ ]0,i h∈  και  (0, )x j  για [ ]0,j k∈  και 

κάθε διάνυσµα n
fx R∈ , υπάρχει ακολουθία εισόδων u( , )i j ,  ( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤  

έτσι ώστε ( , ) fx h k x= . 

Θεώρηµα  3.5 

Το F-MM I είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k×  αν και µόνο αν ισχύει: 

  
1,0 0,1 2, 1,
21 21 21 21

h k h krank B A B A B A B A B n− −  = ⋯ ,                               (3.12) 

 όπου 

,, ,
2 0 2 111 12

, ,
121 22

i ji j i j

i j i j
n

A A A AA A

I AA A

+   
=   
  

 

 

Απόδειξη: 

Γνωρίζοντας ότι η λύση ενός F-MM I δίνεται από τον τύπο: 

( ),x i j  = ( ),
22

0

,0
i

i k j

k

A x k−

=
∑  + ( ) � ( ), 1

21 1
0

0, 1 0,
j

i j

l

A x l A x l−

=

 + − ∑  + �

( ) ( ) ( )
( )1,

21
0,0 , ,

,i k j l

k l i j

A Bu k l− − −

≤ <
∑  

για ( ) ( ), 0,0i j ≥ ,  

όπου   

11 12

21 22

, ,

, ,

k l k l

k l k l

A A

A A

 
 
 

 = 
� � ��

�

,

2 0 2 1

1

k l

n

A A A A

I A

 +
 
  

 = ,k lA                                (3.13) 

 Και λαµβάνοντας υπόψη ότι η επιθυµητή τελική κατάσταση είναι ( , ) fx h k x=  

µπορούµε να γράψουµε την λύση στην µορφή  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , 1,
1 21

0 0 0,0 , ,

,0 0, 1 0, ,
h k n

h i k h k j h i k j
f

i j i j h k

x A x i A x j A x j A Bu i j− − − − −

= = ≤ 〈

− − + − = =∑ ∑ ∑

 

( )
( )

( )

( )

1,0 0,1 2, 1,

, 1

1,

,

0,0

h k h k

u h k

u h k

B A B A B A B A B
u h i k j

u

− −

− 
 − 
 

 =    − − 
 
 
  

⋮
⋯

⋯

 



ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΟΛΥ∆ΙΑΣΤΑΤΩΝ ΚΑΙ ΠΟΛΥΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ 
 

 119

Από τον ορισµό της τοπικής ελεγξιµότητας παρατηρούµε ότι το F-MM I είναι τοπικά 

ελέγξιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k×  αν και µόνο αν ικανοποιούνται οι συνθήκες 

(3.12). 

                                                                                                                                      � 

 

Παρατήρηση 3.3 

Με παρόµοιο τρόπο όπως στο RM, µπορούµε να δείξουµε ότι στο F-MM II ο πίνακας 

µεταφοράς ,i jA , µε το i j n+ ≥  είναι γραµµικός συνδυασµός των ,i jA  µε  i j n+ ≤ . 

Από αυτό προκύπτει ότι το F-MM IΙ είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο  

[ ] [ ]0,0 ,h k× , για h k n+ ≥  , µόνο ένα το µοντέλο µας είναι τοπικά ελέγξιµο στο 

ορθογώνιο  [ ]0,0 ,h k ×   , για h k n+ < .                    � 

 

 

Παράδειγµα 3.3 

Έστω το F-MM I 

ɵ ( ) � ɵ ( ) �ɵ ( ) � ɵ ( ) �
0 1 21, 1 , 1, , 1 ( , )x i j A x i j A x i j A x i j Bu i j+ + = + + + + +  

µε    �
0

2 1

0 1
A

 
=  − 

, �1
1 1

1 0
A

 
=  
 

, �2

0 1

1 0
A

− 
=  
 

, �
1

1
B

 
=  
 

 

Να ελέγξουµε αν στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 2,2×  είναι τοπικά ελέγξιµο. 

Οι πίνακες µετάβασης υπολογίζονται από την σχέση: 

,, ,
2 0 2 1 ,11 12

, ,
121 22

i ji j i j
i j

i j i j
n

A A A AA A
A

I AA A

+   
= =   
  

 

τότε     

,

,

0 1 1 1

0 01 1

01 1 1

0 01 1

i j

i jA

 −
 
 =
 
 
 

 

1,0

1,0

0 01 1 1 1 1 1

0 0 0 01 1 1 1

0 0 0 0 01 1 1

0 0 0 0 0 01 1

A

   − −
   
   = =
   
   
   

, τότε 1,0
21

0 0

0 0
A

 
=  
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0,1

0,1

0 0 0 0 01 1 1

0 0 0 0 0 01 1

0 01 1 1 1 1 1

0 0 0 01 1 1 1

A

   −
   
   = =
   
   
   

, τότε 0,1
21

1 0

0 1
A

 
=  
 

 

1,1 1,0 0,1 0,1 1,0

0 0 0 0 01 1 1

0 0 0 0 0 01 1

0 0 0 0 01 1 1

0 0 0 0 0 01 1

A A A A A

   −
   
   = = +
   
   
   

 

0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 2 1

0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1

0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1

     −
     
     + =
     −
     
     

, τότε 1,1
21

0 1

1 0
A

− 
=  
 

 

 

Τότε 

1,0 0,1 1,1
21 21 21

01 1 1

01 1 1
B A B A B A B

 −  =   
 

,  παρατηρούµε ότι ο πίνακας έχει πλήρη 

τάξη, από το Θεώρηµα 3.5 συνεπάγεται η ελεγξιµότητα για το F-MM I.  � 

 

 

3.2.4 Τοπική ελεγξιµότητα στο Fornasini-Marchesini ΙΙ Μοντέλο 

 

Θεωρούµε το F-MM II που περιγράφεται από τις εξισώσεις: 

       ( ) ( ) ( )1 2 1 21, 1 , 1 1, ( , 1) ( 1, )x i j A x i j A x i j B u i j B u i j+ + = + + + + + + +           (3.14α) 

            ( ), ( , ) ( , )y i j Cx i j Du i j= +                                 (, 0i j ≥ )                        (3.14β) 

 

 

Ορισµός 3.5 

Το F-MM I είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 ,h k×  , αν και µόνο αν για 

κάθε οριακές συνθήκες ( ,0)x i (0, )x j ,  για [ ]0,i h∈ και [ ]0,j k∈  και κάθε διάνυσµα 

n
fx R∈ , υπάρχει ακολουθία εισόδων u( , )i j ,  ( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤ έτσι ώστε 

( , ) fx h k x= .                           � 
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Θεώρηµα 3.6 

Το F-MM II είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k×  αν και µόνο αν 

ισχύει: 

                  
1,0 0,1 1, , 1

1 2 1 2 1 2
h k h krank B B A B A B A B A B n− − + = ⋯ .             (3.15) 

 

Απόδειξη: 

Η  λύση του F-MM II δίνεται από την σχέση: 

( ),x i j  = ( ),
22

0

,0
i

i k j

k

A x k−

=
∑  + ( ) � ( ), 1

21 1
0

0, 1 0,
j

i j

l

A x l A x l−

=

 + − ∑  + �

( ) ( ) ( )
( )1,

21
0,0 , ,

,i k j l

k l i j

A Bu k l− − −

≤ <
∑   

για ( ) ( ), 0,0i j ≥  ,  

όπου                                       , 1, , 1
1 2

i j i j i jA A A A A− −= +  

Επειδή η επιθυµητή τελική κατάσταση είναι ( , ) fx h k x=  µπορούµε να γράψουµε την 

λύση ως:  

( ) ( )
1 1

, ,

0 0

,0 0,
h k

i k h j
f

i j

x A x h i A x k j
− −

= =

− − − − =∑ ∑  

( )
( ) ( ) ( )

1, , 1
1 2

0,0 , ,

,
n

i j i j

i j h k

A B A B u h i k j− −

≤ 〈

 = + − − = ∑  

( )
( )
( )
( )

( )

1,0 0,1 1, , 1
1 2 1 2 1 2

1,

, 1

2,

, 2

0,0

h k h k

u h k

u h k

u h k
B B A B A B A B A B

u h k

u

− −

− 
 − 
 −

 = +    − 
 
 
  

⋯

⋯

 

  

Από τον ορισµό της τοπικής ελεγξιµότητας παρατηρούµε ότι το F-MM IΙ είναι τοπικά 

ελέγξιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k×  αν και µόνο αν ικανοποιείται η συνθήκη 

(3.15).           �  

 

Παράδειγµα 3.4 

Έστω το F-MM IΙ: 

( ) ( ) ( )
1 0 1 1 1 1

1, 1 , 1 1, ( 1, ) ( , 1)
2 1 0 2 0 1

x i j x i j x i j u i j u i j
− −       

+ + = + + + + + + +       
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µε  1

1 0

2 1
A

 
=  
 

, 2

1 1

0 2
A

− 
=  
 

, 1

1

0
B

− 
=  
 

, 2

1

1
B

 
=  
 

 

είναι ελέγξιµο στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 2,2×  

[ ]11,0
1

1 0

2 1
A A

 
= =  

 
,  [ ]10,1

2

1 1

0 2
A A

− 
= =  

 
, 

1,1 0,1 1,0
1 2

1 0 1 1 1 1 1 0 0 2

2 1 0 2 0 2 2 1 6 2
A A A A A

− − −         
= + = + =         

         
 

0,2 1,2 0,1
1 2

1 0 0 0 1 1 1 1 1 3

2 1 0 0 0 2 0 2 0 4
A A A A A− − − −         

= + = + =         
         

 

2,0 1,0 2, 1
1 2

1 0 1 0 1 1 0 0 1 0

2 1 2 1 0 2 0 0 4 1
A A A A A − −         

= + = + =         
         

, 

1,2 0,2 1,1
1 2

1 0 1 3 1 1 0 2 5 7

2 1 0 4 0 2 6 2 14 2
A A A A A

− − − − −         
= + = + =         

         
 

2,1 1,1 2,0
1 2

1 0 0 2 1 1 1 0 3 3

2 1 6 2 0 2 4 1 14 0
A A A A A

− − − −         
= + = + =         

         
 

Από το Θεώρηµα 3.6 έχουµε: 

1,0 0,1 0,2 2,0 1,2 2,1
1 2 1 2 1 2 1 2B B A B A B A B A B A B A B  =   

0 5 61 1 1 1 1

0 0 51 2 2 14 14

 −− − −=  
 − − 

 

Ελέγχουµε αν ο πίνακας µας έχει πλήρη τάξη. 

1,0 0,1 0,2 2,0 1,2 2,1
1 2 1 2 1 2 1 2 2rank B B A B A B A B A B A B A B  =  . 

Τότε το µοντέλο µας είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 2,2× .               � 

 

 

3.2.5 Τοπική παρατηρησιµότητα (Local Observability) στο Fornasini-Marchesini 

Μοντέλο Ι 

 

Ορισµός 3.6 

Το F-MM I είναι τοπικά παρατηρήσιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k× , αν και µόνο αν 

δεν υπάρχει τοπικό αρχικό διάνυσµα κατάστασης ( )0,0 0x ≠  έτσι ώστε για µηδενικές 

εισόδους u( , ) 0i j = , για ( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤ και µηδενικές οριακές συνθήκες 
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(0, ) 0x j = , για [ ]1,j k∈  και ( ,0) 0x i = , για [ ]1,i h∈ , διάνυσµα εξόδου να είναι και 

αυτό µηδέν ( , ) 0y i j = , για ( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤ . 

Θεώρηµα 3.7 

Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι το F-MM I τοπικά παρατηρήσιµο στο 

ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k×  είναι : 

                                                   

1,0

0,1

,

,

i j

h k

C

CA

CA

rank n

CA

CA

 
 
 
 
 

= 
 
 
 
  

⋮

⋮

,                                               (3.16) 

Απόδειξη: 

 Εφαρµόζουµε για 

( , ) 0u i j = ,  για  ( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤  

και                   (0, ) 0x j = , για [ ]1,j k∈   ,     ( ,0) 0x i = , για [ ]1,i h∈ , 

από το Θεώρηµα 1.6  το διάνυσµα κατάσταση του F-MM I δίνεται από την: 

                                                  ,( , ) (0,0)i jx i j A x=                                                 (3.17)
               

Αντικαθιστώντας την (3.17) στην γενική απόκριση του F-MM I παίρνουµε: 

  ( ) ( ),, 0,0i jy i j CA x= ,  για ( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤                         (3.18) 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι η έξοδος του F-MM I είναι µηδέν, δηλ ( , ) 0y i j = , για 

( ) ( ) ( )0,0 , ,i j h k≤ ≤ , η πιο πάνω σχέση µπορεί να γραφτεί σαν: 

                                     ( )

1,0

0,1

,

,

0,0 0
i j

h k

C

CA

CA

x

CA

CA

 
 
 
 
 

= 
 
 
 
  

⋮

⋮

                                 (3.19) 

Στην περίπτωση που ισχύει η (3.16) τότε από την (3.19)  προκύπτει ότι ( )0,0 0x = . 
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Αντίθετα αν: 

                                                      

1,0

0,1

,

,

i j

h k

C

CA

CA

rank n

CA

CA

 
 
 
 
 

< 
 
 
 
  

⋮

⋮

,                                             (3.20) 

τότε για να ισχύει η (3.19) πρέπει να  υπάρχει διάνυσµα κατάστασης ( )0,0 0x ≠ .   �                                                                                          

 

Παρατήρηση 3.4. 

Από τη στιγµή που ο πίνακας µετάβασης ,i jA , µε i j n+ ≥ , είναι γραµµικός 

συνδυασµός του ,i jA , µε  i j n+ ≤ , προκύπτει ότι το F-MM II είναι τοπικά 

παρατηρήσιµο στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0,0 ,h k× , για h k n+ ≥ , µόνο τότε το µοντέλο µας 

είναι τοπικά παρατηρήσιµο στο ορθογώνιο  [ ]0,0 ,h k ×   , για h k n+ < .               � 

 

Παράδειγµα 3.5 

Να ελέγξουµε αν το F-MM I του παραδείγµατος 3.4  µε πίνακες: 

µε  1

1 0

2 1
A

 
=  
 

, 2

1 1

0 2
A

− 
=  
 

, 1

1

0
B

− 
=  
 

, 2

1

1
B

 
=  
 

, [ ]1 0C =  

είναι τοπικά παρατηρήσιµο στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 1,1× . 

Υπολογίζουµε τους πίνακες: 

[ ] [ ]1,0 1 0
1 0 1 0

2 1
CA

 
= = 

 
,   [ ] [ ]0,1 1 1

1 0 1 1
0 2

CA
− 

= = − 
 

, 

[ ] [ ]1,1 0 2
1 1 6 0

6 2
CA

− 
= = 

                

1,0

0,1

1,1

01

1 1

1 1

6 0

C

CA

CA

CA

   
   
   =
   −
   
   

,  
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παρατηρούµε ότι η τάξη του πίνακα ελεγξιµότητας είναι 2, τότε η συνθήκη (3.16) 

ικανοποιείται µε αποτέλεσµα το µοντέλο µας είναι τοπικά παρατηρήσιµο στο 

ορθογώνιο [ ] [ ]0,0 1,1× .   

� 

3.3 Ιδιότητες  των δισδιάστατων γενικευµένων ιδιόµορφων µοντέλων 

 Στην παράγραφο που ακολουθεί θα παρουσιάσουµε τις έννοιες της ελεγξιµότητας 

και εφικτότητας και αναδοµησιµότητας στα γενικευµένα ιδιόµορφα µοντέλα. Θα 

ορίσουµε αναγκαίες και ικανές συνθήκες για την τοπική ελεγξιµότητα, εφικτότητα, 

αναδοµησιµότητα ενός γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου, χωρίς να χρειάζεται ο 

υπολογισµός των θεµελιωδών πινάκων που είναι χρονοβόρος. 

 

3.4.1 Τοπική ελεγξιµότητα του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου (Local 

Controllability) 

 

Θεωρούµε τo γενικευµένο ιδιόµορφο  

µοντέλο (GSM) το οποίο περιγράφεται από τις εξισώσεις : 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 21, 1 , 1, , 1Ex i j A x i j A x i j A x i j+ + = + + + + +  

                                   ( ) ( ) ( )0 1 2, 1, , 1B u i j B u i j B u i j+ + + + +                             (3.21α) 

                                            ( ) ( ) ( ), , ,y i j Cx i j Du i j= +                                      (3.21β) 

Με επιτρεπτές οριακές συνθήκες: 

                     0( ,0) ix i x=  και 0(0, ) jx j x=         για  , 0,1,2,...i j =                       (3.22) 

 

Ορισµός 3.7 

Το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο (GSM) (3.21) είναι τοπικά ελέγξιµο στο 

ορθογώνιο  [ ] [ ]0, 0,h k×  αν για κάθε σύνολο αποδεκτών οριακών συνθηκών, υπάρχει 

ακολουθία διανυσµάτων εισόδου u( , )i j , για ( ) ( )1 20,0 ( , ) 1, 1i j h n k n≤ < + + + +  

τέτοια ώστε το διάνυσµα κατάστασης ( ), 0x h k = .        � 

 

Αν εφαρµόσουµε τον 2-D µετασχηµατισµό z στο ιδιόµορφο µοντέλο (3.21) 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 0 1 21, 1 , 1, , 1 , 1, , 1Z Ex i j Z A x i j A x i j A x i j B u i j B u i j B u i j+ + = + + + + + + + + +

για ( )0,0 0x ≠  και οριακές συνθήκες ( ,0) 0x i =  και (0, ) 0x j =    για  , 0i j >  τότε: 
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1 1 1 1
0 1 2 1 2 2 1E A z z A z A z X− − − − − − −  = 

=

( )
( )
( )

( )

1 1
1 2

1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2

1
1

,

, , 0, 0,0

,0

U z z

B z z B z B z B z B z U z Ex

U z

− −

− − − − − − −

−

 
 
  + + − −   
  

 ⇔  

                ( )0,0GX HU Ex= −                                       (3.23) 

όπου 

( ) [ ]1 2 0 1 2 1 2 2 1,G G d d E A d d A d A d= = − − −  

( ) [ ]1 2 0 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1, , ,H H d d B d d B d B d B d B d= = + +   −    

( )
( )
( )
( )

1 2

1 2 2

1

,

, 0,

,0

U d d

U U d d U d

U d

 
 

= =  
 
 

,   και   1 1
1 1 2 2,d z d z− −=       =  

 

όπου ( )1 2,X d d , ( )1 2,U d d ,  ( )1,0U d ,  ( )20,U d ,  ( )1,0X z ,  ( )20,X z  είναι 

αντίστοιχα οι 2-D µετασχηµατισµοί-z των συναρτήσεων ( ),x i j , ( ),u i j , ( ),0u i , 

( )0,u j , ( ),0x i  και ( )0,x j . 

 

Τότε η τοπική ελεγξιµότητα µπορεί να οριστεί και ως εξής: 

 

Ορισµός 3.8 

Το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο είναι τοπικά ελέγξιµο, αν για κάθε ( )0,0x , 

υπάρχει πολυωνυµικό διάνυσµα U , έτσι ώστε το 

                                         ( )( )1
0,0X G HU Ex

−
= −                                               (3.24) 

 να είναι πολυωνυµικό  διάνυσµα.                                              � 

 

 

Θεώρηµα 3.8 

Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες: 

1) Το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο  είναι τοπικά ελέγξιµο. 

(2)Υπάρχουν πολυωνυµικοί πίνακες ( ) ( )1 2 1 2, , ,P P d d Q Q d d=   =  έτσι ώστε: 
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                                               GP H Q E+ =                                                           (3.25) 

(3)      ',rank G H rankE  =  ,    1 2,d d C∀ ∈ , 1 1
1 1 2 2,d z d z− −=       =                 (3.26) 

 όπου                       ( ) [ ]'
1 2 0 1 2 1 2 2 1' , , ,H H d d B d d B d B d= =     . 

 

 

Απόδειξη: 

(2)→(1) Έστω ότι ισχύει η (3.25) και ότι επιπλέον: 

                                              ( )0,0U Qx=                                                            (3.27) 

Αντικαθιστώντας την (3.27) στην εξίσωση (3.24) και χρησιµοποιώντας την (3.25), η 

(3.24) γίνεται:                 ( ) ( ) ( )
1

0,0 0,0X G HQ E x Px
−  = − = −   

Εποµένως το Χ είναι όντως ένα πολυωνυµικό διάνυσµα και βάσει του Ορισµού 3.8 το 

γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο είναι τοπικά ελέγξιµο. 

 

 (1) → (2) Ας θεωρήσουµε δεδοµένη την πρόταση (1) , δηλαδή ότι το GSM  είναι 

τοπικά ελέγξιµο, τότε σύµφωνα µε τον Ορισµό 3.8 υπάρχει ένα πολυωνυµικό  

διάνυσµα U  έτσι ώστε το Χ, το οποίο δίνεται από την εξίσωση (3.24), να είναι 

πολυωνυµικό διάνυσµα. Παρατηρούµε ότι για κάθε ( )0,0 0x ≠  υπάρχουν 

πολυωνυµικοί πίνακες P Q,  έτσι ώστε: 

                             ( )0,0U Qx=   και   ( )0,0X Px= −                  (3.28) 

Αντικαθιστώντας την (3.28), στην (3,23), αυτή γίνεται: 

             
( ) ( )0,0 0GP H Q E x+ − =

                            (3.29)
 

Τότε από την (3.29) προκύπτει η (3.25) φτάνει να ικανοποιείται για κάθε διάνυσµα 

κατάστασης ( )0,0x . 

(2) → (3)  Γράφουµε την (3.25) στην µορφή: 

                                         
P

G H E
Q

 
  =     

                                               (3.30) 

Από την σχέση (3.30) φαίνεται ότι από την (3.25) συνεπάγεται  η (3.26). 
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(3) → (2) Αν ισχύει η (3.26), τότε υπάρχουν οι πολυωνυµικοί πίνακες P Q, , που µε 

στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς στηλών, ικανοποιείται η (3.25).                �   

Παρατήρηση 3.5. 

 Από την σχέση (3.24) προκύπτει ότι αν ο πίνακας G  είναι unimodular και αν ο 

πίνακας 
1

LG
−

 είναι πολυωνυµικός πίνακας, τότε για κάθε ( )0,0x τα H , X  είναι 

πολυωνυµικά  διανύσµατα για κάθε πολυώνυµο U . Γενικά το διάνυσµα X  δεν είναι 

ένα πολυωνυµικό διάνυσµα για κάθε ( )0,0x .            � 

 

Παρατήρηση 3.6. 

Η  ακολουθία διανυσµάτων εισόδου ( ),u i j  η οποία µεταφέρει το γενικευµένο 

ιδιόµορφο µοντέλο από την αρχική κατάσταση ( )0,0x  στο µηδέν, µπορεί να βρεθεί 

από την σχέση (3.27). Ο πίνακας Q  µπορεί να υπολογιστεί από την πραγµατοποίηση 

ικανών στοιχειωδών µετασχηµατισµών στηλών του πίνακα G H   .    � 

 

Θεώρηµα 3.9  

 Το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο  

[ ] [ ]0, 0,h k×  αν και µόνο αν ισχύει 

           [ ]hk hk hkrankR rank R P= .                                                   (3.31) 

όπου  

              hkR = 1 1 2 2
0 1 1 11 211
, ,..., , ,..., , ,..., , ,...,

h k k hk
M M M M M M M M M                      (3.32) 

           0 , 0h kM T B=  , 

1
, 0 1, 1p h p k h p kM T B T B− − += +                                    1,...,p h=  και 1 1h h n= + +  

2
, 0 , 1 2q h k q h k qM T B T B− − += +  ,                                  1,...,q k=  και 2 1k k n= + +  

         , 0 1, 1 , 11 2pq h p k q h p k q h p k qM T B T B T B− − − + − − − += + +          1,...,p h=  και 1,...,q k=  

           1 1 2 2
0 1 1, ,..., , ,...,hk h k

P P P P P P =   ,        0 , 0h kP T A= , 

1
, 0 1, 1p h p k h p kP T A T A− − += +     µε   1,...,p h= ,     2

, 0 , 1 2q h k q h k qP T A T A− − += +
  
µε  1,...,q k=  
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Απόδειξη: 

 Χρησιµοποιώντας την προς τα εµπρός λύση του γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου 

που δίνεται από τις εξισώσεις (2.55) και θέτοντας το διάνυσµα κατάστασης 

( ), 0x h k = , λαµβάνουµε: 

                             

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

0,0

1,0

0,0
,0 1,0

0,1 2,0

,00,, ,

0,11,1

0,2

1,
0,2,1

,

u

u

x
u h x

u x

x hu kR h k P h k

xu

x

u k

x ku

u h k

 
 
 
 
   
   
   
   
   
   
   

= = −   
   
   
   
   
   
   
    
 
 
 
   

⋮

⋮⋮

⋮

⋮

⋮

     
     

                                 (3.33) 

και από την σχέση (3.33) και για επιτρεπτές οριακές συνθήκες (3.22) , το γενικευµένο 

ιδιόµορφο µοντέλο είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο [ ] [ ]0, 0,h k×  αν και µόνο αν 

η συνθήκη (3.31) ικανοποιείται .             � 

 

Παράδειγµα 3.6 

Να ελέγξουµε αν το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο του παραδείγµατος 2.1 : 

( ) ( ) ( )
0 1 1 0 0 0

1, 1 1, , 1
0 0 0 0 0 1

x i j x i j x i j
     

+ + = + + + +     
     

 

( ) ( ) ( )
1 1 0

, 1, , 1
1 0 1

u i j u i j u i j
     

+ + + + +     
       

µε πίνακες: 
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0 1

0 0
E

 
=  
 

, 0

0 0

0 0
A

 
=  
 

, 1

1 0

0 0
A

 
=  
 

, 2

0 0

0 1
A

 
=  
 

, 0

1

1
B

 
=  
 

, 1

1

0
B

 
=  
 

 , 2

0

1
B

 
=  
 

, 

00

0 1

0 0
T

− 
=  
 

,  10

1 0

0 0
T

− 
=  
 

, 01

0 0

0 1
T

 
=  − 

, είναι τοπικά ελέγξιµο στο ορθογώνιο 

[ ] [ ]0,1 0,1× . 

 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.9 για να είναι ελέγξιµο το µοντέλο, πρέπει να 

ικανοποιείται η συνθήκη (3.31):  [ ] [ ]11 11 11rank R rank R P=  

Από τις σχέσεις (3.32) υπολογίζουµε τους πίνακες 11R , 11P . 

1 1 3h h n= + + = , 2 1 3k k n= + + = , 1,...,3p = , 1,...,q k= . 

1 1 1 2 2 2
11 0 1 2 3 1 2 3 11R M M M M M M M M=   

]12 13 21 22 23 31 32 33M M M M M M M M  

                            0 1,1 0

0 0 1 0

0 0 1 0
M T B

     
= = =     

       

1
1 0,1 0 1,1 1

0 0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 0 0 1
M T B T B

         
= + = + =         − −         

 

1
2 1,1 0 0,1 1

0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0
M T B T B−

         
= + = + =         −           

1
3 2,1 0 1,1 1

0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0
M T B T B− −

         
= + = + =         

         
 

2
1 1,0 0 1,1 2

1 0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0
M T B T B

− −         
= + = + =         

         
 

2
2 1, 1 0 1,0 2

0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0
M T B T B−

−         
= + = + =         

         
 

2
3 1, 2 0 1, 1 2

0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0
M T B T B− −

         
= + = + =         

         
 

11 0,0 0 1,0 1 0,1 2

0 1 1 1 0 1 0 0 0 2

0 0 1 0 0 0 0 1 1 1
M T B T B T B

− − −             
= + + = + + =             − −             

 

12 0, 1 0 1, 1 1 0,0 2

0 0 1 0 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
M T B T B T B− −

−             
= + + = + + =             
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13 0, 2 0 1, 2 1 0, 1 2

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
M T B T B T B− − −

             
= + + = + + =             

             
 

21 1,0 0 0,0 1 1,1 2

0 0 1 0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1
M T B T B T B− −

−           
= + + = + + =           

           
 

22 1, 1 0 0, 1 1 1,0 2

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
M T B T B T B− − − −

             
= + + = + + =             

             
 

23 1, 2 0 0, 2 1 1, 1 2

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
M T B T B T B− − − − −

             
= + + = + + =             

             
 

31 2,0 0 1,0 1 2,1 2

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
M T B T B T B− − −

             
= + + = + + =             

             
 

32 2, 1 0 1, 1 1 2,0 2

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
M T B T B T B− − − − −

             
= + + = + + =             

             
 

33 2, 2 0 1, 2 1 2, 1 2

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
M T B T B T B− − − − − −

             
= + + = + + =             

             
 

1 1 1 2 2 2
11 0 1 2 3 1 2 3P P P P P P P P =    

        0 1,1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
P T A

     
= = =     

     
    

 

1
1 0,1 0 1,1 1 0,1

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
P T A T A T

       
= + = + =       

       
 

1
2 1,1 0 0,1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
P T A T A−

         
= + = + =         −         

 

1
3 2,1 0 1,1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
P T A T A− −

         
= + = + =         

         
 

2
1 1,0 0 1,1 2 1,0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0
P T A T A T

       
= + = + =       

       
 

2
2 1, 1 0 1,0 2

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
P T A T A−

−         
= + = + =         

         
 

2
3 1, 2 0 1, 1 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
P T A T A− −

         
= + = + =         

         
 

11

0 0 0 0 1 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
R

− − 
=  − − 

  

[ ]11 11

0 0 0 0 1 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
R P

− −
=  − −
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




. 

Βρίσκουµε τις τάξεις των πινάκων 11R  και  [ ]11 11R P : 11 2rankR =      και     

[ ]11 11 2rank R P = .  

Η συνθήκη (3.31) ικανοποιείται, συνεπώς το µοντέλο µας είναι  τοπικά ελέγξιµο στο 

ορθογώνιο [ ] [ ]0,1 0,1× .       

3.4.2 Τοπική εφικτότητα (Local Reachability)του γενικευµένου ιδιόµορφου 

          µοντέλου  

 

Ορισµός 3.9 

 Το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο είναι τοπικά εφικτό (locally reachable) στο 

ορθογώνιο  [ ] [ ]0, 0,h k×  αν για τις αποδεκτές οριακές συνθήκες (3.22) και για κάθε 

διάνυσµα fx ∈ n
R  υπάρχει ακολουθία διανυσµάτων εισόδου: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( , ) : 0,0 ,..., 0, , 1,0 ,... 1, , 2,0 ,..., 1, , ,0 ,... , 1u h k u u k u u k u u h k u h u h k= − −

 όπου 1h h n= +  και 2k k n= + , έτσι ώστε να ισχύει ( ), fx h k x= .  

 

Θεώρηµα 3.10  

Το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο είναι τοπικά εφικτό στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0, 0,h k×  

αν και µόνο αν    

                         hkrankR n= .                                                  (3.34) 

Ο πίνακας  hkR   δίνεται από τις σχέσεις (3.32). 

 

Απόδειξη: 

 Εφαρµόζοντας την εξίσωση ( ), fx h k x=  στην προς τα εµπρός λύση του 

γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου (2.55), τότε η (2.55) γράφεται ως: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1 1, 1 0 1, 2 1, 1 0 1, 1 0
1 1

,0 , 0,0
h k

f h p k h p k h k q h k q h k
p q

x T A T A x p T A T A x q T A x− − − − − − − − −− − −
= =

− + − + − =∑ ∑

             

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

0,0

1,0

,0

0,1

0,

1,1

1,

,

hk

u

u

u h

u

R
u k

u

u k

u h k

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

⋮

⋮

⋮

⋮

     

     

                                                   (3.35) 

Από τη σχέση που βρήκαµε και από τις οριακές συνθήκες προκύπτει ότι το µοντέλο 

µας είναι τοπικά εφικτό στο ορθογώνιο  [ ] [ ]0, 0,h k×  αν και µόνο αν ισχύει 

hkrankR n= .                �                           

                                                                                                                                      

Ορισµός 3.10 

Το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο είναι τοπικά εφικτό αν για κάθε διάνυσµα 

fx ∈ n
R   υπάρχει πολυωνυµικό διάνυσµα ( )1 2,U U z z=  έτσι ώστε το 

( )1
' fX G H U Ex

−
= −  

 να είναι πολυωνυµικό διάνυσµα, όπου ( ) [ ]1 2 0 1 2 1 2 2 1,G G d d E A d d A d A d= = − − −  και 

( ) [ ]'
1 2 0 1 2 1 2 2 1' , , ,H H d d B d d B d B d= =     . 

 

Θεώρηµα 3.11 

Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες: 

(1) Το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο είναι τοπικά εφικτό. 

(2)Υπάρχει ένα µη πραγµατικό διάνυσµα σειρών 0v ≠ έτσι ώστε να ισχύει 

 
1 ' 0vG H− =                                                             (3.36) 

για όλα τα 1 2,z z C∈ , όπου  
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( ) [ ]1 2 1 2 0 1 1 2 2,G G z z Ez z A A z A z= =     − − −: , 

( ) [ ]' '
1 2 0 1 1 2 2 1 1 2 2,H H z z B B z B z B z B z= = + + − −: . 

(3) Υπάρχει ένα µη-πολυωνυµικό διάνυσµα ( )1 2,w w z z= , έτσι ώστε 

    wG pv=                                               (3.37α) 

   
' 0wH =                                                (3.37β) 

όπου ( )1 2,p p z z=  είναι ένα µη µηδενικό πολυωνυµικό διάνυσµα και v είναι ένα µη 

µηδενικό πραγµατικό διάνυσµα σειρών. 

(4)                   
2 2 1 200 01 0 10 1 20, , , , , , , ,m m m mrank F F F F F F F n  = ⋯ ⋯ ⋯ ,                     (3.38) 

όπου               ( )
1 2

'
1 2

0 0

m m
i j

ij
i j

F z z AdjG H
= =

=∑∑ ,    1m n≤ , 2m n≤                                  (3.39 ) 

 

Απόδειξη: 

(1)↔(2)Από το ανάπτυγµα Laurent στο άπειρο του αντίστροφου πίνακας 1G−   που 

δίνεται από την σχέση 

1 2

1
1 2

p q
pq

p n q n

G T z z
∞ ∞

− − −

=− =−

= ∑ ∑    για det 0G ≠  

 η εξίσωση (3.36) µπορεί να γραφτεί ως εξής 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 1 1 1 11 '
0 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2

p q q p q pp q p q
pq

p n

vG H vT B z z B z z B z z B z z B z z
∞

− + − + − + − + − + − +− − − − −

=−

 = + + − − ∑  

 Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (3.32) και λαµβάνοντας υπόψη ότι η ακολουθία προς 

τα εµπρός θεµελιωδών πινάκων { },p qT  ικανοποιεί το Θεώρηµα Cayley-Hamilton είναι 

προφανή η ισοδυναµία των προτάσεων (1) και (2). 

 

(2)↔(3) Από την σχέση (3.37α) έχουµε  

                                     1w pvG−= .                                                                        (3.40) 

 

Αντικαθιστώντας την σχέση αυτή στην (3.37β) παίρνουµε: 

                          
1 ' 0pvG H− =                                                                     (3.41) 

σχέση από την οποία προκύπτει  για 0p ≠  η  (3.36).  
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Για να δείξουµε το αντίστροφο, δηλαδή ότι από την πρόταση (2) συνεπάγεται η 

πρόταση (3) θεωρούµε ότι ισχύει η σχέση (3.36) και ας ορίσουµε  

( )w v AdjG G pv= = , για p detG= ,                                (3.42) 

και από την εξίσωση (3.36) που την έχουµε θεωρήσει δεδοµένη προκύπτει  

' 0wH =                                                                            (3.43) 

Εποµένως και οι προτάσεις (2) και (3) είναι ισοδύναµες. 

(2)↔(4) Από την σχέση 

( ) 1 2'
1 '

1 2
0 0

1

det det

m m
i j

ij
i j

v AdjG GH
vG H vF z z

G G
−

= =

= = ∑∑ ,                        (3.44) 

που δείχνει την ισοδυναµία των σχέσεων (3.36) και (3.38) και κατά συνέπεια και των 

προτάσεων (2) και (4).          � 

 

Παρατήρηση 3.7. 

Από τις σχέσεις (3.31) και (3.34) παρατηρούµε ότι η τοπική ελεγξιµότητα προκύπτει 

από την τοπική εφικτότητα, ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει. ∆ηλαδή αν το µοντέλο 

είναι τοπικά εφικτό τότε είναι και τοπικά ελέγξιµο, ενώ στην περίπτωση που το 

µοντέλο δεν είναι τοπικά εφικτό, µπορεί αυτό να είναι τοπικά ελέγξιµο.  

 

 

Παράδειγµα 3.7 

Να ελέγξουµε αν το GSM του παραδείγµατος 2.1 είναι τοπικά εφικτό στο ορθογώνιο 

[ ] [ ]0,1 0,1× . 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.10 το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο είναι τοπικά 

εφικτό, αν η συνθήκη (3.34) ικανοποιείται. Όπως είδαµε στο παράδειγµα 3.5  ισχύει: 

11 2rankR = ,  συνεπώς το GSM είναι τοπικά εφικτό στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,1 0,1× . � 
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3.4.3 Τοπική ανακατασκευασιµότητα (Local Reconstructibility) του 

γενικευµένου ιδιόµορφου µοντέλου 

 

Ορισµός 3.11 

Το GSM ονοµάζεται τοπικά αναδοµήσιµο (local reconstructible) αν µπορεί να οριστεί 

το τοπικό διάνυσµα ηµικατάστασης του ( )0,0x  όταν το διάνυσµα εισόδου ( ),u i j  

και το διάνυσµα εξόδου ( ),y i j του GSM είναι γνωστά για ( ), ki j S∈ , όπου kS  είναι 

ένα πεπερασµένο σύνολο σηµείων µικρότερα του (0,0)  και ορίζεται ως εξής : 

 

                       ( ){ }, i j i + jkS i j=  : < 0 , < 0   και    < −κ,   κ > 0                           (3.45) 

 

Θεώρηµα 3.12 

Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες: 

(1) Το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο  είναι τοπικά αναδοµήσιµο (reconstructible). 

(2) Υπάρχουν πολυωνυµικοί πίνακες ( ) ( )' '
1 2 1 2' ' , , ,P P d d Q Q d d=    =  έτσι ώστε: 

 
' 'P G Q C I+ = ,                                                        (3.46) 

όπου ( ) [ ]1 2 0 1 2 1 2 2 1,G G d d E A d d A d A d= = − − −  

(3) Για όλα τα 1 2,d d C∈  ισχύει  

( )1 2,G d d
rank n

C

 
= 

  
                                                 (3.47) 

 

Απόδειξη: 

Ας θεωρήσουµε ότι για όλα τα ,i j   έχουµε µηδενικό διάνυσµα εισόδου ( ), 0u i j = , 

καθώς επίσης ότι ισχύει η σχέση (3.46), τότε µπορεί να γραφτεί στην µορφή  

  

' ' G
P Q I

C

 
  =  

 
                                              (3.48) 

Από τις εξισώσεις του ιδιόµορφου µοντέλου (3.21) εφαρµόζοντας για ( ), 0u i j =  τότε 

παίρνουµε: 

       
( ) ( )

0
,

,
G

x i j
y i jC

   
=   
  

.                                             (3.49) 
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Πολλαπλασιάζοντας την σχέση αυτή µε τον πίνακα ' 'P Q   και χρησιµοποιώντας 

την σχέση (3.48), η (3.49) γράφεται σαν 

  
        

 ( ) ( )', ,x i j Q y i j=                                         (3.50) 

και στην συγκεκριµένη ιδιαίτερη περίπτωση για αρχική κατάσταση έχουµε 

( ) ( )'0,0 0,0x Q y=                                             (3.51) 

 Κατά συνέπεια το αρχικό διάνυσµα κατάστασης ( )0,0x  µπορεί να οριστεί όταν το 

( ),y i j  είναι γνωστό για ( ), ki j S∈  για κάποια θετικά k. 

Αντίστροφα αν θεωρήσουµε ότι η πρόταση (1) ισχύει δηλαδή ότι το GSM  είναι 

τοπικά αναδοµήσιµο  τότε ισχύει η (3.51) δηλαδή ( ) ( )'0,0 0,0x Q y= για κάποιο 

πολυωνυµικό πίνακα Q΄. 

Αν λάβουµε υπόψη ότι ( ) ( )0,0 0,0y Cx= , τότε η (3.51) µπορεί να γραφτεί σαν 

( ) ( )'0,0 0,0x Q Cx=                                            (3.52) 

Από το γεγονός ότι θεωρήσαµε ότι η πρόταση (1) ισχύει, προκύπτει ότι για µηδενική 

είσοδο ( ), 0u i j =  έχουµε 

         ( )0,0 0Gx =                                        (3.53) 

και κατά συνέπεια από την (3.53) έχουµε για κάποιο πολυωνυµικό πίνακα Ρ΄ 

         ( )' 0,0 0P Gx =                                (3.54) 

Από τις σχέσεις (3.52) και (3.54) έχουµε 

    
( ) ( )' ' 0,0 0P G Q C I x+ − =                              (3.55) 

Από την οποία συνεπάγεται η σχέση (3.48) αρκεί να ισχύει η (3.55) για κάθε ( )0,0x . 

(2) → (3)  Γράφουµε την ' 'P G Q C I+ =  στην µορφή: 

' ' G
P Q I

C

 
  =  

 
. 

Από αυτή τη την µορφή της σχέσης παρατηρούµε ότι η (3.47) προκύπτει από την  

(3.46) . Εποµένως και η πρόταση (3) συνεπάγεται από την (2). 

Αντίστροφα αν ισχύει η (3.47) τότε υπάρχουν οι πολυωνυµικοί πίνακες  'P , 'Q  που 

µε την βοήθεια των στοιχειωδών µετασχηµατισµών στηλών, ικανοποιείται η (3.46).   

              � 
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Παράδειγµα 3.8 

Να ελέγξουµε αν το γενικευµένο ιδιόµορφο µοντέλο του παραδείγµατος 2.1 µε 

πίνακες: 
0 1

0 0
E

 
=  
 

, 0

0 0

0 0
A

 
=  
 

, 1

1 0

0 0
A

 
=  
 

, 2

0 0

0 1
A

 
=  
 

, 0

1

1
B

 
=  
 

, 1

1

0
B

 
=  
 

 , 

2

0

1
B

 
=  
 

 και [ ]0 1C = , είναι τοπικά αναδοµήσιµο στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,1 0,1× . Από 

το Θεώρηµα 3.12  βλέπουµε ότι το ιδιόµορφο µοντέλο είναι αναδοµήσιµο αν ισχύει η 

συνθήκη (3.47).  

Αρχικά υπολογίζουµε τον πίνακα 
( )1 2,G d d

C

 
 
 

: 

( ) [ ]1 2 0 1 2 1 2 2 1,G G d d E A d d A d A d= = − − − =  

2
1 2 2 1

1

10 1 0 0 1 0 0 0

00 0 0 0 0 0 0 1

d
d d d d

d

        
= − − − =         
         

. 

 Τότε:                     
( ) 2

1 2
1

1
,

0

0 1

d
G d d

d
C

 
   =   
    

 

Στην συνέχεια βρίσκουµε την τάξη του πίνακα 
( )1 2,G d d

C

 
 
 

:  
( )1 2,

2
G d d

rank
C

 
= 

 
. 

Παρατηρούµε ότι ικανοποιείται η συνθήκη (3.47), συνεπώς το ιδιόµορφο µοντέλο 

είναι αναδοµήσιµο στο ορθογώνιο [ ] [ ]0,1 0,1× .                 � 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 

 

Α1. Υπολογισµός του πίνακα µετάβασης 

 Ο υπολογισµός του πίνακα µετάβασης 
,i jA  χρησιµοποιώντας τις αναδροµικές 

σχέσεις (1.11), όταν έχουµε να κάνουµε µε µεγάλα i  και j , είναι πολύπλοκος και 

χρονοβόρος. Για τον λόγο αυτό, για την εύρεση του πίνακα µετάβασης 
,i jA , 

χρησιµοποιούµε έναν αλγόριθµο βασισµένο στο θεώρηµα Cayley-Hamilton που θα 

παρουσιάσουµε στην συνέχεια καθώς και κάποια προκαταρτικά θεωρήµατα και 

λήµµατα: 

 

Θεώρηµα A1 ( 2-D αλγόριθµος διαίρεσης) 

Κάθε πολυώνυµο ( )1 2,w z z  µπορεί να εκφραστεί στην πιο κάτω µορφή: 

                     ( )1 2,w z z = ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2 , 1 1 2 2 1 1, 1 2
1 1

, ,
n n

i i j j
i j

q z p z z q z p z z− −
= =

+ +∑ ∑               (Α1) 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , ,m z z p z z r z z+ +  

για βαθµό του πολυώνυµου ( )1 2,r z z  µικρότερο από τον βαθµό του πολυώνυµου  

( )1 2,p z z   ( ) ( )1 2 1 2eg , deg ,d r z z p z z< . 

όπου ( ), 1 1 2,ip z z− , ( )1, 1 2,jp z z−  δίνονται από τις σχέσεις (1.25) 

Απόδειξη: 

Ας θεωρήσουµε το πολυώνυµο 

                  ( )
1 2

1 2 1 2
0 0

,
N N

i j
ij

i j

w z z b z z
= =

=∑∑                            (Α2) 

όπου  1 1N n≥  και 2 2N n≥ . 
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Κάθε όρος του πολυωνύµου ( )1 2,w z z ,  βαθµού ( ) ( )1 2, ,i j n n≥  µπορεί να αναχθεί  µε 

την αφαίρεση των όρων ( )1 2
1 2 1 2,i n j n

ijb z z p z z− −  από αυτό. Επαναλαµβάνοντας την 

διαδικασία µέχρι να εξαλειφθούν όλοι οι όροι, βαθµού µεγαλύτερου ή ίσου µε το 

( )1 2,n n , το πολυώνυµο γίνεται  

 

                  ( ) ( ) ( )
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2
0 0

, , ,
N N

i j
ij

i j

w z z m z z p z z c z z
= =

− =∑∑                                (Α3) 

 

όπου 0ijc =  για 1i n≥  και 2j n≥  ενώ για κάποια ( 10 i N≤ <  και 20 j n≤ < ) ή . 

( 10 i n≤ <  και 20 j N≤ < ) έχούµε 0ijc ≠ . Κάθε όρος της σχέσης (Α3) του βαθµού 

( ),k l , µε 1k n≥  και 2l n j= −  µπορεί να διαγραφεί αφαιρώντας 

τα ( )1 1
1 1, 1 2,k n

kl jc z p z z− −
−  από αυτό. Θεωρούµε ότι η διαδικασία αναγωγής εκτελείται για 

21,2,...,j n=  απαλείφοντας τους όρους βαθµού µεγαλύτερου ή ίσου µε 

( )1 21,n n j+ −  µετά από κάθε βήµα. Μια παρόµοια διαδικασία επαναλαµβάνεται για 

τα πολυώνυµα ( ), 1 1 2,ip z z−  για 11,2,...,i n= . Και τα αποτελέσµατα που αποµένουν 

δίνονται στην µορφή: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,r z z w z z m z z p z z= − +  

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2 , 1 1 2 2 1 1, 1 2
1 1

, ,
n n

i i j j
i j

q z p z z q z p z z− −
= =

− −∑ ∑  

µε  βαθµό του πολυωνύµου ( )1 2,r z z  µικρότερο του 1n  και 2n  : 

( ) ( )1 2 1 2deg , ,r z z n n< .                �                                   

 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι  

( ) ( )
2 2 1

1 2 1 2
0

N n
k

i i k
k

q z q z
− −

=

= ∑  ,   ( ) ( )
1 1 1

2 1 2 1
0

N n
l

j j l
l

q z q z
− −

=

= ∑   και  ( )
1 1 2 2

1 2 1 2
0 0

,
N n N n

i j
ij

i j

m z z m z z
− −

= =

= ∑ ∑  

η εξίσωση (Α1) γίνεται  

( ) ( ) ( )
1 2 2 2 1 1

1 2 , , 1 2 , , 1 2
1 1 1 1

, , ,
n N n n N n

i j i j i j i j
i j j i

w z z q p z z q p z z
− −

− − − −
= = = =

= + +∑ ∑ ∑ ∑  

         ( ) ( )
1 1 2 2

, 1 2 1 2
0 0

, ,
N n N n

ij i j
i j

m p z z r z z
− −

− −
= =

+ +∑ ∑         (Α4) 
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όπου ( )1 1ij i j
q q− −

=  και ( ), 2 1i j j i
q q− −

=  

 Από το Θεώρηµα Α1 και τις σχέσεις 1.25 του ορισµού 1.5 προκύπτει ότι αν το 

διαταγµένο ζεύγος ( )0 0
1 2,z z  είναι ένα ζευγάρι ιδιοτιµών του πίνακα A  τότε ισχύει  

                                    ( ) ( )0 0 0 0
1 2 1 2, ,w z z r z z=                                                     (Α5) 

 

Από την σχέση (Α2) ορίζουµε τον πίνακα  

                  ( )
1 2

,

0 0

N N
i j

ij
i j

w A b A
= =

=∑∑                                (Α6) 

Και από την σχέση (Α4) προκύπτει ότι 

( ) ( ) ( )
1 2 2 2 1 1

, , , ,
1 1 1 1

n N n n N n

i j i j i j i j
i j j i

w A q p A q p A
− −

− − − −
= = = =

= + +∑ ∑ ∑ ∑ ( ) ( )
1 1 2 2

,
0 0

N n N n

ij i j
i j

m p A r A
− −

− −
= =

+∑ ∑  

 

Τότε από το Θεώρηµα Α1 και από τις ιδιότητες του πίνακα µετάβασης, όπως έχουν 

οριστεί στο κεφάλαιο 1 έχουµε: 

( ), 0i jp A = ,         (για i < 0   ή  j < 0 )  και  (για 0i j= = ) 

Συνεπώς ισχύει από το θεώρηµα Α1 : 

             ( ) ( )w A r A=                                  (Α7) 

Το σύνολο των 2-D διακριτών ιδιοτιµών του πίνακα A  είναι ( )( )1 21 1 1n n+ + −  ή αν 

το ( )1 2,p z z  είναι διαχωρίσιµο τότε ισούται µε τον αριθµό των συντελεστών στο 

 ( )
1 2

1 2 1 2
0 0

,
n n

i j
ij

i j

r z z r z z
= =

=∑∑ , µε 
1 2

0n nr =  

Συνεπώς για δοσµένο πολυώνυµο ( )1 2,w z z , λύνουµε το σύνολο των 

( )( )1 21 1 1n n+ + −  εξισώσεων: 

( ) ( )1 2 1 2, ,i j i jw z z r z z= ,    για   ( ) ( ) 1 20,0 , ( , )i j n n< ≤  

 για να βρούµε τους συντελεστές των ( )1 2,i jr z z . 

 

 Και καταλήγουµε για την εύρεση του πίνακα µετάβασης στον πιο κάτω 

τυποποιηµένο αλγόριθµο: 
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Αλγόριθµος 1. Εύρεσης του πίνακα µετάβασης (transition matrix) 

Βήµα 1: Βρίσκουµε το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )1 2,p z z  του πίνακα Α και 

υπολογίζουµε τις ( )1 2,k lz z  ιδιοτιµές του. 

Βήµα 2: Αν οι 2-D ιδιοτιµές του ( )1 2,k lz z  είναι διακεκριµένες τότε λύνω το σύνολο 

των εξισώσεων: 

( )1 2 1 2,i j
k l k lz z r z z=   για   ( ) ( ) ( )20,0 , ,k l n n1< <  

και βρίσκω του συντελεστές ,k lr  του ( )
1 2

1 2 1 2
0 0

,
n n

k l
kl

k l

r z z r z z
= =

=∑∑ , όπου 
1 2

0n nr =  

Βήµα 3: Χρησιµοποιώντας τον τύπο 
1 2

, ,

0 0

n n
i j k l

kl
k l

A r A
= =

=∑∑ βρίσκουµε τον πίνακα 

µεταφοράς ,i jA  για ( ) ( )1 2, ,i j n n≥ . 

 

Παράδειγµα Α.1 
Βρείτε τον πίνακα µετάβασης ,i jA  , ( ) ( )1 2, ,i j n n≥  για τον πίνακα 

 
3 0

2 2
A

 
=  
 

. 

 
Βήµα 1: Βρίσκουµε το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο για τον πίνακα A , το οποίο 

έχει την µορφή:    ( ) ( ) ( )1
1 2 1 2

2

3 0
, 3 2

2 2

z
p z z z z

z

− 
= = − − − 

 

Τότε οι ιδιοτιµές του πίνακα A  είναι οι:   

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, : 0,0 , , 3,0 , 0,2 , 3,2i jz z i j n n< ≤ = . 

 
Βήµα 2: Τότε το πολυώνυµο ( )1 2,r z z  έχει την µορφή: 

( )1 2 10 1 01 2 00,r z z r z r z r= + + . 

Αντικαθιστώντας τις 2-D ιδιοτιµές στην εξίσωση: 

10 1 01 2 00 1 2
i jr z r z r z z+ + =  

Παίρνουµε τις εξισώσεις: 

10 003 0r r+ = , 01 002 0r r+ = , 10 01 003 2 3 2i jr r r+ + =  

Οι λύσεις των εξισώσεων είναι: 
1

10 3 2i jr −= ,       1
01 3 2i jr −=  ,      00 3 2i jr = −  

και 

( ) ( )1 1 1 1
1 2 1 2 1 2, 3 2 3 2 3 2 3 2 2 3 6i j i j i j i jr z z z z z z I− − − −= + − = + −  

 

Βήµα 2: Χρησιµοποιώντας τον τύπο: 
1 2

, ,

0 0

n n
i j k l

kl
k l

A r A
= =

=∑∑  έχουµε: 
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( ), 1 1 1,0 0,1 1 1 3 0 0 0 1 0
3 2 2 3 6 3 2 2 3 6

0 0 2 2 0 1
i j i j i jA A A I− − − −       
= + − = + − =      

      
 

     
0 0

3 2
1 0

i j  
=  

 
          για ( ) ( ), 1,1i j ≥ .      � 

 

 

 Αν το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )1 2,p z z είναι διαχωρίσιµο και οι 2- D 

ιδιοτιµές του είναι το σύνολο ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, : 0,0 , ,i jz z i j n n< ≤  (Λήµµα1.2), τότε για 

να βρούµε τον πίνακα µεταφοράς ακολουθούµε τον ακόλουθο αλγόριθµο: 

 

Αλγόριθµος 2. Εύρεσης του πίνακα µετάβασης (transition matrix) 

Βήµα 1: Βρίσκουµε το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )1 2,p z z  του πίνακα Α και 

υπολογίζουµε το σύνολο των ιδιοτιµών του ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, : 0,0 , ,i jz z i j n n< ≤ . 

Βήµα 2: Χρησιµοποιώντας τον τύπο  

                                ( )
1 2

1 1 2 2
, 1 2

0 01 1 2 2

,
n n

k l
i j

k li k j l
k i l j

z z z z
v z z

z z z z= =
≠ ≠

− −
=

− −∏ ∏                                           (Α8) 

βρίσκουµε τα ,i jv ,     για ( ) ( ) ( )1 20,0 , ,i j n n< ≤ . 

Βήµα 3: Υπολογίζουµε τα ,i jz  από τη σχέση: , , ( )i j i jz v A=  για ( ) ( ) ( )1 20,0 , ,i j n n< ≤  

Βήµα 4:Χρησιµοποιώντας την πιο κάτω σχέση βρίσκω τον ( )f A  

              ( )
( ) ( ) ( )

( )
1 2

, 1 2
0,0 , ,

,i j i j
i j n n

f A z f z z
< ≤

= ∑  ,          για ( )1 2 1 2, i jf z z z z=                    (Α9) 

 

Παράδειγµα Α.2 
Βρείτε τον πίνακα µετάβασης ,i jA  , ( ) ( )1 2, ,i j n n≥  για τον πίνακα 

 
3 0

2 2
A

 
=  
 

 του παραδείγµατος Α1. 

 
 
Βήµα 1: Το 2-D χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )1 2,p z z  του πίνακα Α έχει την µορφή 

( ) ( ) ( )1
1 2 1 2

2

3 0
, 3 2

2 2

z
p z z z z

z

− 
= = − − − 

 και το σύνολο των ιδιοτιµών είναι οι: 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, : 0,0 , , 3,0 , 0,2 , 3,2i jz z i j n n< ≤ = . 
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Βήµα 2: Λαµβάνοντας υπόψη ότι 1,0 2,0 0z z= = , 1,1 3z = , 2,1 2z =  και χρησιµοποιώντας 

την σχέση (Α8) έχουµε: 

( ) 1 10 2 20 1 2
1,1 1 2 1 2

11 10 21 20

1
,

3 2 6

z z z z z z
v z z z z

z z z z

− −
= = =

− −
 

∆εν χρειάζεται να βρούµε τα  1,0v  και 0,1v  από την στιγµή που ισχύει 1 2 0i j
k lz z = , για 

0k l= = . 

Βήµα 3:  Έχουµε ( )1,1 1,0 0,1 0,1 1,0
1,1 1,1

1 1
( )

6 6
z v A A A A A A= = = + =  

( )1,0 0,1 0,1 1,0 3 0 0 0 0 0 3 0 0 01 1
0 0 2 2 2 2 0 0 1 06 6

A A A A
          

= + = + =          
          

 

Βήµα 3: Χρησιµοποιώντας τον τύπο (Α9) για  ( )1 2 1 2, i jf z z z z= , παίρνουµε: 

( ) ( ) ( )

,
, 1 2 1,1 11 21

0,0 , 1,1

0 0
3 2

1 0
i j i j i j i j

i j k l
k l

A z z z z z z
< ≤

 
= = =  

 
∑ ,       για ( ) ( ), 1,1i j ≥  

και όπως παρατηρούµε είναι το ίδιο αποτέλεσµα µε το παράδειγµα Α.1.                 � 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 


